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Pas de documents, pas de calculatrice. Le sujet comporte deux pages. Le baréme est indicatif.
Exercice 1. On rappelle que D(R) désigne I’ensemble des fonctions C*° & support compact dans R et D'(R)
I’ensemble des distributions sur R.

1. (¥, point) Rappeler la définition d’une distribution 7" € D' (R).

2. (Y point) Etant donné f € Ll (R), rappeler comment définir une distribution T & partir de f.

3. (Y% point) Donner un exemple de distribution 7' € D’(R) qui ne peut pas étre représentée par une
fonction de L{ .(R).

Exercice 2. Soit I =0, 1[. On rappelle que D(I) désigne ’ensemble des fonctions C* & support compact
dans I et que H'(I) désigne I’ensemble des fonctions de L?(I) dont la dérivée au sens des distributions est
également dans L?(T).

1. (1 point) Rappeler la définition de I'espace de Sobolev H{ ().
2. Soit uw € D(I).
(a) (Y point) Montrer que pour tout x € I on a

u(z) = /OI u'(s)ds, wu(x)= /j u'(s)ds.
(b) (1 point) En déduire que X
)| < 5 [ Il

(¢) (1 point) En déduire que

1 1 1
/ u?(x)dr < / [u'(s)|?ds.
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3. (Y, point) Soit v € HZ(I). Montrer que
1
vllL2(ry < §HU/HL2(I)-

4. Soit ¢ € L*°(I). On suppose qu'il existe ¢y € R (le signe de ¢y n’est pas prescrit) tel que pour tout = € I

on a
c(x) > co.

On définit sur HE (1) la forme bilinéaire
a(u,v) = /u’(az)v’(x)dw+/c(x)u(a:)v(a:)dx.
I I
5 point) Montrer que a est continue.
5, point) Rappeler la définition d’une forme bilinéaire coercive.

1 point) Montrer que si ¢y > —4, alors a est coercive sur H}(I).
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1 point) Soit f € L?(I). Montrer que le probléme variationel
Vo e HY(I), a(u,v) = /f(:v)v(:v)d:):
I

admet une unique solution u € H}(I).
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