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Pas de documents, pas de calculatrice. Le sujet comporte deux pages. Le bareme est
indicatif.

Exercice 1. On rappelle que D(R) désigne 1’ensemble des fonctions C*> a support com-
pact dans R et D'(R) 'ensemble des distributions sur R.

1. Effectuer les rappels suivants.
(a) (1 point) Rappeler la définition d’une distribution 7" € D'(R).

(b) (1 point) Etant donné f € LL_(R), rappeler comment définir une distribution
Ty a partir de f.

2. (1 point) Pourquoi la fonction « — 1/x ne définit pas une distribution sur R.

3. On définit la distribution vp(1/z), dite valeur principale de 1/z, pour ¢ € D(R) par

i (1) 6) = [~ 201000,

(a) (2 points) Montrer que vp (1) définit bien une distribution.

(b) (1 point) Calculer le produit (au sens des distribution) z vp(1/z).
Exercice 2. Soit I =] — 1,1[. On considere la fonction h : I — R définie par

h(z) =

0 si —1<z<0,
1 si0o<z<l1.

1. (1 point) Calculer la dérivée de h au sens des distributions.
2. (1 point) A-t-on h € L*(I)? h e H(I)?
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Exercice 3. Soit I =]0, 1[. On définit 'espace

1.
2.

10.

(
8. (
9. (

(

Hy(I)={ue H'(I) : u(0) =0} .

(1 point) Montrer que H,(I) est un sous-espace vectoriel fermé de H'(I).

(1 point) On note D(]0, 1]) ensemble des fonctions C* a support compact dans |0, 1].
Montrer que D(]0,1]) est dense dans H,(I) (on pourra s’appuyer sur la densité de
D(I) dans HL(I)).

(a) (1 point) Soit ¢ € D(]0,1]). Montrer qu’il existe C' > 0 telle que

[ dwir<o [y

b) (1 point) En déduire que pour tout u € H!(I) on a
g
lullZ2(ry < Cllu 121y

On définit sur Hj(I) la forme bilinéaire
a(u,v) = /u'(a:)v'($)d$+/u’(z)v(x)dz.
I I

(a) (1 point) La forme bilinéaire a est-elle symétrique (justifier votre réponse) 7

b) (1 point) Montrer que a est continue et coercive sur H!(I).
g

. (1 point) Soit f € L*(I). On définit la forme linéaire L sur H,(I) par

L(v) = /I F@)o(a)da.

Montrer que L est continue.

(1 point) Montrer qu'il existe un unique u € H,(I) tel que pour tout v € Hj(I) on a

a(u,v) = L(v).

Déterminer I’équation différentielle vérifiée par v au sens des distributions.
Montrer que u € C'([0,1]).
Calculer v/(1).

Ecrire le probleme aux limites vérifié par wu.

1 point

1 point

— N

1 point
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