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Calcul matriciel
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(3) La solution du systeme est | y | =A71-B= %
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Déterminants

Exercice 6. det(A4) = 2, det(B) = —2, det(C) = 4.
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Exercice 7. |[-1 1 —1| =0 (deux lignes identiques),
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Dépendance et Indépendance linéaire - Bases

Exercice 8. Soient Uy = (1,2), Uy = (—1,1), Us = (2,3) des vecteurs de R2.

(a)

Soient a,b € R. 1l faut montrer que si al/y + bUy = 0, alors a = b = 0. Supposons donc que
aUy + bUy = 0. Alors (a, b) vérifie le systeme

a—b=0,
{ 2a+b =0,
et il est facile de voir que la seule solution de ce systeme est a = b = 0. Donc (Uy, Uz) est libre.
Il faut vérifier que pour tout X = (x,y) vecteur de R? il existe a, b, c € R tels que X = al; +bUs + cUs.
Soit donc X = (z,y) € R?, cherchons a,b,c € R tels que X = al; + bUs + cUs. Cela veut dire que
a, b, ¢ vérifient le systeme

r=a—b+ 2c,
y=2a+b+ 3c.

Notons qu’ici les inconnues sont a, b, ¢ et que x et y ne sont que des parametres du systeme. Il y a deux
équations et trois inconnues, le systeme est donc sous-déterminé et il y aura sans doute de multiples
solutions. En tatonnant un peu, on trouve par exemple que

%(1$+y),
—3(2z —y),
—0

a
b
c
est solution du systéme. On a bien trouvé a, b, c € R tels que X = aU; + bUs + cUs et on peut conclure
que le systeme S’ = (Uy, Us, Us) est générateur de R?

Le fait qu’il n’y ait pas unicité du choix de a, b, ¢ dans la réponse a la question précédente nous indique
déja que le systeme S’ = (Uy,Us, Us) est lié. Prouvons le en utilisant la définition. Il faut montrer

que le systeme n’est pas libre, c’est a dire montrer qu’il existe a, b, ¢ des réels non tous nuls tels que
alUy1 + bUs + cUs = 0. Cela signifie que a, b, ¢ vérifient le systeme

a—b+2c=0,
2a +b+ 3c=0.

En tatonnant un peu on peut trouver facilement une solution du systéme, par exemple

et on en conclut que le systeme est lié.



Représentation matricielle

Exercice 9. On considere une machine a outil constituée d’'un bras télescopique muni d’une pince. Le bras
est modélisé par une tige pouvant pivoter autour d’un point que nous noterons O. Le point O est 'origine
d’un repere orthonormé direct (O, x,vy,2) auquel est associé la base canonique B = (e1, ez, e3) dans R3.
Cette machine effectue trois opérations sucessivement :

° Etape 1- elle attrape avec sa pince en jouant sur la longueur variable du bras des objets qui peuvent
étre au sol (identifié au plan (zOy)) ou suspendus, puis elle réduit de moitié la longueur de son bras,

e Etape 2- elle effectue une rotation d’angle 7 autour de Iaxe (02),

° Etape 3- elle desserre sa pince pour lacher I'objet qui tombe au sol.

00
(1) My=(0 3 0
00 3
-1 0 0
(2) Moo= 0 -1 0
0 0 1
100
(3) Ms=1{0 1 0
00 0
-+ 0 0
(4) M=Ms-My-My=My=| 0 -1 0
0 0 0
(-
(5) 11 se trouve au point de coordonnées M - [ 1] = [ —3
1 0

Exercice 10. Soit R? muni de sa base canonique By = {7,7} = {((1]), ((1))} et Papplication linéaire g : R? — R?

r1+2T2

définie par g( ) = (2$1+4$2).

1

T2

(1) Pour vérifier que g est linéaire, on applique la définition donnée en cours : soit A € Ret U = (3;),
V= (Z;) vecteurs de R?. Alors

2 2
g()\U): ()\ul—l— )\UQ) :)\<'LL1+ U9

= Ag(U
2 \uy + 4 ug 2uq + 4u2> g( )7

(u1+v1)+2(u2+u2)> _ <u1+2uQ> N <vl—|—2v2>

=gU)+g(V).
2(uy +v1) + 4(ug + v2) 2u1 + 4dug 201 + 4vy () +9(V)

9(U+V)=<

Donc g est linéaire.
(2) La matrice A est formée des coordonnées des images des vecteurs de la base By dans la base By. On a

s =a(y) = (5) =7+ 2

0 2 o

g(f)—g<1>—<4>—22+4y,
1 2
DoncA:<2 4>.

(3) On peut utiliser la définition, mais il est plus rapide de calculer le déterminant de la matrice formée
en écrivant en colonne les coordonnées de @ et ¥. On trouve
2 1

donc By = {i, ¥} est bien une base de R?.
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(3) La matrice A est formée des coordonnées des images des vecteurs de la base B; dans la base Bj.
Attention a ne pas se tromper : il ne faut pas utiliser les coordonnées des vecteurs dans By. On a

o) = g(_Ql) _ <8) — 0+ 07,
(@) = g<;> _ <150> — 0@+ 57,

Donc les coordonnées de ¢(@) et g(v) dans la base B; sont respectivement (8) et (g) Donc

00
A= (0 0)
o (201 O
(4) Par deﬁm‘mon,P—(_1 2).OnaPA—<O 10>_AP.

o1 (2 -1 _
(5)131_5<1 o | et A=PAP L

Exercice 11. On se place dans l'espace vectoriel R> muni de sa base canonique By (rappellons que

- 0 0 . . ’ . . .
By = {#,7,k} = {(é) , (é) , (9)}, en particulier By est orthonormée directe) et du produit scalaire

usuel noté (-|]-) . On pose 4 = —3(7— T+ IZ) et on note par pz la projection orthogonale sur le vecteur 4. La

projection pgz est donc définie par pz = (@|v) @ ou (u|U) désigne le produit scalaire entre les vecteurs @ et v.

(1) Par définition, le vecteur 4 est unitaire si ||@]| = 1, ou ||| := /(u|u@) désigne la norme de 4. On

vérifie facilement que
12 12 1)?
il=/(—=) +(-——%) +(—5=) =1,
I (ﬁ) ( \/§> (\/§>

donc 1 est unitaire. Par définition, application pg est linéaire si pour tout @, @ € R? et pour tout A € R

pa (U + W) = pg(0) + pg(w),
Pa(AV) = Apg(v).

Soient 7,1 € R3 et A € R quelconques. On a, par linéarité du produit scalaire vis & vis de chacune des
variables,

Donc I'application pgz est linéaire.

(2) Par définition, la matrice M de pz dans la base By est la matrice formée par les coordonnées (en
colonne) dans la base By des images par pz des vecteurs de la base By. On voit facilement que

1 IR
pal®) = 5= 7+ R,
1 I
pa() = —5 (T~ 7+ ),
N 1 I
palk) = 57— 7+ F).
Donc la matrice M est
1 1 -1 1
M = 3 -1 1 -1
1 -1 1

(3) Apres calcul de la multiplication matriciel M - M, on s’apercoit que M? = M. On peut remarquer
que cela est naturel si on pense que M est la matrice de la projection pgz. En effet, M? sera alors la matrice
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de pg o pz. Or pgz o pz = pg (car pz est une projection), donc M? sera également la matrice de pz, donc
M? = M (la matrice d’une application linéaire dans une certaine base est unique).

Soit W = ¥’'— 7. Pour calculer pgz(w), on peut par exemple procéder par multiplication matricielle : les
coordonnées de pgz(w) sont données par

1 -1 1 1 2 1
S| 1 -1 = % —2| = g ~1
1 -1 1 0 2 1

2
Donc pgz(w) = gﬁ.

(4) Par définition,

ker(pg) = {7 € R? tel que pg(¥) = 0},
Im(pg) = {pa(?), 7 € R*}.

Ainsi, ker(pgz) = {7 € R3 tel que (i]7) = 0} et Im(pgz) = {\ii, A € R}. C’est & dire ker(pg) est le plan
vectoriel formé par les vecteurs perpendiculaires a @ et Im(pz) est la droite vectorielle engendrée par .

Exercice 12. Dans l'espace vectoriel R® muni de sa base canonique By = {7, 7, l;} et du produit scalaire

usuel noté (+|-), on considere le vecteur W = %(i’+ 7+ k) et rg la rotation d’angle 8 = 5 autour de l'axe

orienté (O, w). On définit un ensemble de vecteurs By = {u, ¥, W} avec 4 = %(i’— J) et U= %(T—i— 7—2Kk).

(1) Vérifier que B; est une base orthonormée (directe) de R? (indication : on pourra vérifier que @ et @
sont unitaires et orthogonaux et effectuer le produit vectoriel de @ par v).

(2) Déterminer la matrice Ry représentant rg; dans la base Bj.

(3) Soit @ la matrice de changement de base de By vers Bj. Ecrire la matrice de passage Q et vérifier que
QQ' = I. En déduire Q1.

(4) On note Ry la matrice de g dans la base By. Exprimer Ry en fonction de @ et Ry puis calculer Ry.

(5) Calculer matriciellement I'image du vecteur 7 par la rotation 7.

Exercice 6. On se place encore dans ’espace R3 muni de sa base canonique et du produit scalaire usuel.

1 -
On définit le vecteur &y = —=(7+ 7+ k) et on note par rz la rotation d’angle g autour de I’axe orienté (O, W).

3
1 1 -
On pose également B = (i, ¥, W) ou les vecteurs @ et ¥ sont définis par @ = —(7—J) et ¥ = —=(7+ J— 2k).
V2 V6
(1) Montrons que la base B est orthonormée (directe).
Premiére méthode (avec le produit vectoriel). Commencons par remarquer que |||l = ||7]| =1 et que
L 1 1 1 1
(i) = = - — L

VaIVE V2 VB

Par ailleurs, on peut facilement calculer les coordonnées de @ A ¥ dans la base By :
1 1 _ 1 _l> —0--L 1
751 \{g \@1 ( V6 B 6 \{g
vl KA R Rl IR v R (%) |- i
0 ——= L1 1 1 —7=
o\ d ()% V3

Ainsi, @ A U = @. Par définition du produit vectoriel, B est donc une base directe et W est orthogonale a @
et ¥. Comme par ailleurs @ et ¥ sont unitaires et orthogonaux, on en déduit immédiatement que B est une
base orthonormée directe de R3.
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Deuziéme méthode (sans le produit vectoriel). Commencons par montrer que B est une base. On peut
utiliser la définition mais il est plus rapide de calculer le déterminant de la matrice formée en écrivant en
colonne les coordonnées de i, ¥ et w. On trouve

=140.

=gl
< oSSl
S-S

Cela entralne que B est une base. Pour conclure que B est orthonormée, il suffit de vérifier par le calcul que
i@l = 119l = |l
= (ulw) = (

(2) Par définition, la matrice R; de rg dans la base Bj est la matrice formée par les coordonnées (en
colonne) dans la base By des images par rz des vecteurs de la base By. On voit facilement que

=

Sl

B

=1
) = 0.

(a

S
g
<y

re(@) =0, re(0) = -4, rg(w) =

Ainsi, la matrice Ry est donnée par
0 -1 0
Ri=(1 0 0
0 0 1

(3) Par définition, la matrice @) de passage entre la base By et la base B est formée des coordonnées en
colonne dans la base By des vecteurs de By. Par conséquent,

1 11
V2 V6 V3
Q= 1 1 1
e
0 ~%
Un simple calcul matriciel montre que, si on désigne par I la matrice identité de taille 3, on a
Q.Q' =1.

En conséquence, par définition de I'inverse d’une matrice, Q' = Q.

(4) Désignons par Ry la matrice de rz dans la base By. La relation entre Ry et R; est

Ry=QRrRiQ".

Rappelons brievement comment mémoriser cette relation. Etant donné un vecteur Z de R? de coordonnées
Zp, dans la base By et Zp, dans la base Bj, on peut relier ces deux jeux de coordonnées a l'aide de la
matrice de passage () par la relation

ZBO - QZB1'

On peut représenter schématiquement cette relation par le diagramme suivant, ou la fléche représente la
multiplication a gauche par 1’élément situé au dessus d’elle.

(R3, B1) —2— (R3,By).

Sachant que si @ est la matrice de passage de By & By, alors Q! est la matrice de passage de By vers By,
on peut écrire

(B, B;) <& (R®, By).
Pour représenter la rotation rgz on a deux diagrammes selon la base dans laquelle on considere I'application.

(R3,B;) —s (R3, By),

(R3, By) —2 (R3, By).
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En combinant ces quatre diagrammes, on obtient le diagramme commutatif suivant.

(R3, By) — (R? By)
lel TQ
(R3,B;) — (RS, By)
ce qui nous permet de conclure que Ry = QRQ~'. Apres calcul, on trouve
1 1-v3 1+V3

1++3 1 1-3
1—v3 1++3 1

1
Ry =

1
(5) Le vecteur 7’a pour coordonnées (8) dans la base By. Par conséquent, les coordonnées de rz(7) dans
la base By sont données par la multiplication matricielle

1 . 1
Ro |0 =3 1+3
0 1-+3

Diagonalisation

. 4 3 3 1 30 _
Exercice 13. PourA:(_1 O>’P1:<—1 _1>etD1:<0 1>onaD1:PllAPl.

5 4 1 -1 9 0 -
PourB:<4 5>,P2:<1 >etD2:<O 1>0naD2:PQIBP2.

1
1 01 1 -1 1 2 0 0
PourC=| 011 |,P=|1 1 1 etDs=| 0 1 O on a D3 = P3_ICP3.
1 1 0 1 0 =2 0 0 -1



