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Corrigé TD 1

Exercice 11.

1. On considère le morphisme

ϕ : Z → Z/nZ

k → k̄

Soit F < Z/nZ un sous-groupe. Rappelons qu’alorsϕ−1(F) est un sous-groupe deZ : pour tous
p,q ∈ ϕ−1(F), on a p− q ∈ ϕ−1(F) car ϕ(p− q) = ϕ(p)−ϕ(q) ∈ F. Les sous-groupes deZ sont
tous monogènes, en particulier il existem tel queϕ−1(F) = mZ. FinalementF = ϕ

(

ϕ−1(F)
)

= 〈m̄〉 est
bien un groupe cyclique.

Soit G un groupe cyclique, etH < G un sous-groupe. Il existe un isomorphismeπ : Z/nZ → G pour
un certainn ≥ 1. Pour conclure queH est cyclique il suffit alors de remarquer queπ−1(H) < Z/nZ est
d’une part cyclique par ce qui précède, et d’autre part isomorphe àH via la restriction deπ.

2. Soit Hd un sous-groupe d’ordred ≥ 2 de Z/nZ, et considéronsm ∈ {1, · · · ,n − 1} minimal tel que
m̄ ∈ Hd . Soit k̄ un élément deHd , on peut supposerk ∈ {0, · · · ,n−1}. On fait la division euclidienne
k = mq + r, avecq ≥ 0 et 0≤ r < m. Alors r̄ = k̄− qm̄ ∈ Hd et doncr = 0, sinon on contredirait la
minimalité dem. On conclut queHd = 〈m̄〉, et plus précisément

Hd = {qm; q ∈ N,0≤ qm ≤ n−1} .

CommeHd est supposé d’ordred, on a également

Hd = {qm; 0≤ q ≤ d −1} .

Ainsi dm = 0̄ et (d − 1)m < n, d’où md = n. Finalementm = n
d est uniquement déterminé et donc

Hd = 〈m̄〉 est l’unique sous-groupe d’ordred deZ/nZ.

Alternativement (et plus directement), on pouvait aussi poser, pourd un diviseur den :

Hd =
{

k ∈ Z/nZ; dk = 0
}

.

On voit facilement queHd est un sous-groupe deZ/nZ. Il est d’ordred carn divisedk si et seulement
si k est un multiple de (l’entier)n/d. Enfin Hd est l’unique sous-groupe d’ordred car si k̄ appartient à
un sous-groupe d’ordred alors son ordre divised et doncdk̄ = 0.

Exercice 12. 2. On considèreG un groupe commutatif, eta,b ∈ G avec ordre(a) = m et ordre(b) = n. On
veut montrer qued =ordre(ab) divise p =PPCM(m,n). Tout d’abord, puisquep = ms = nt pour certains
s, t ∈ N, on a

(ab)p = apbp = (am)s(bn)t = 1s1t = 1.

On a doncd ≤ p. Faisons la division euclidiennep = dq+ r avec 0≤ r < d. On a alors

(ab)r = (ab)p
(

(ab)d
)−q

= 1.

On en déduit quer = 0 (sinon on contredirait la minimalité ded, dans la définition de l’ordre deab), et
finalementd divise p comme attendu.
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Exercice 13. 1. Soitg un élément d’ordred deG : en particulierd divisen = ordre(g) par Lagrange. On
remarque que chacun desd élémentsgi du groupe〈g〉 satisfait(gi)d = 1, on en déduit qu’on épuise ainsi
la liste des éléments deG avec puissancedème triviale. En particulier tout élément d’ordred doit être
de la formegi, et on sait qu’il y a exactementϕ(d) générateurs distincts dans un groupe cyclique d’ordre
d.

Finalement pour toutd diviseur den, le nombre d’éléments d’ordred dansG est ou bien 0 ou bienϕ(d).

On a donc

n = |G|

= ∑
d|n

#{éléments d’ordred dansG}

≤ ∑
d|n

ϕ(d)

avec égalité si et seulement si #{éléments d’ordred dansG} = ϕ(d) pour toutd diviseur den. Mais
d’après l’exercice 11 (point 4), on est précisément dans le cas d’égalité, en particulier il y aϕ(n) éléments
d’ordren : soit g un tel élément d’ordren, on a bienG = 〈g〉 cyclique comme attendu.

2. Le groupe multiplicatif(Z/pZ)∗ est d’ordrep−1. Pour toutd diviseur dep−1, il y a au plusd racines
dansZ/pZ pour le polynômeXd − 1̄∈ Z/pZ[X ] (carZ/pZ est un corps). Par la question précédente,
on en déduit que(Z/pZ)∗ est cyclique.

Remarques :

• L’hypothèsep premier pour assurer queZ/pZ soit un corps est essentielle : par exemple surZ/6Z, le
polynôme de degré 2(X − 3̄)(X − 4̄) = X2−X = X(X − 1̄) admet 4 racines...

• La conclusionF∗ cyclique reste valable pour tout corps (commutatif) finiF, avec la même preuve.


