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Corrige TD 1

Exercice 11
1. On considére le morphisme

b:Z—Z/nZ
k—k

Soit F < Z/nZ un sous-groupe. Rappelons qualdrs!(F) est un sous-groupe d& : pour tous
p,gc ¢XF), onap—qe ¢1(F) cardp(p—q) = d(p) — d(q) € F. Les sous-groupes dé sont
tous monogénes, en particulier il existeel qued ~*(F) = mZ. Finalemenf = ¢ (¢ *(F)) = (m) est
bien un groupe cyclique.

Soit G un groupe cyclique, di < G un sous-groupe. Il existe un isomorphismeZ/nZ — G pour
un certainn > 1. Pour conclure quil est cyclique il suffit alors de remarquer que!(H) < Z/nZ est
d’'une part cyclique par ce qui précéde, et d’autre part isphmaH via la restriction det

2. SoitHg un sous-groupe d'ordrd > 2 deZ/nZ, et considéronsn € {1,---,n— 1} minimal tel que
m e Hy. Soitk un élément dédg, on peut supposeér e {0,--- ,n—1}. On fait la division euclidienne
k=mg+r, avecq>0et0<r <m. Alorsr=k—gme Hq et doncr = 0, sinon on contredirait la
minimalité dem. On conclut quéHy = (M), et plus précisément

He={dm gqe N,0<gm<n-1}.
CommeHq est supposé d'ordré, on a également
He={gm 0<q<d-1}.
Ainsi dm= 0 et(d —1)m < n, d'ott md = n. Finalementm = 4 est uniqguement déterminé et donc
Hq = (M) est 'unique sous-groupe d’'orddedeZ /nZ.
Alternativement (et plus directement), on pouvait aussi poser, podmun diviseur den :
Hq = {k€ Z/nZ; dk =0} .

On voit facilement quédy est un sous-groupe d&/nZ. Il est d'ordred carn divise dk si et seulement
si k est un multiple de (I'entierh/d. EnfinHy est 'unique sous-groupe d’ordokecar sik appartient a
un sous-groupe d'ordreé alors son ordre divisd et doncdk = 0.

Exercice 12 2. On considéer& un groupe commutatif, & b € G avec ordréa) = met ordréb) = n. On
veut montrer que =ordre(ab) divise p=PPCMm,n). Tout d’abord, puisqu@e = ms= nt pour certains
steN,ona

(ab)P =aPbP = (a™)°(b")' = 1°1' = 1.

On adond < p. Faisons la division euclidienne= dg+r avec 0<r < d. On a alors

On en déduit que = 0 (sinon on contredirait la minimalité dk dans la définition de I'ordre dab), et
finalementd divise p comme attendu.
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Exercice13. 1. Soitg un élément d’ordrel de G : en particulierd divisen = ordrgg) par Lagrange. On
remarque que chacun deglémentsy du groupe(g) satisfait(g' )¢ = 1, on en déduit qu’on épuise ainsi
la liste des éléments d& avec puissancdéme triviale. En particulier tout élément d’ordiledoit étre
de laformey', et on sait qu'il y a exactemen(d) générateurs distincts dans un groupe cyclique d’ordre
d.

Finalement pour tou diviseur den, le nombre d’éléments d’ordieedansG est ou bien 0 ou bief(d).
On a donc

n=|G|
= Z#{éléments d'ordrel dansG}
din

<> 0(d)

din

avec égalité si et seulement sfétéments d’ordrel dansG} = ¢(d) pour toutd diviseur den. Mais
d’aprés I'exercice 11 (point 4), on est précisément danadeltégalité, en particulier il yd(n) éléments
d'ordren : soitg un tel élément d’ordre, on a bienG = (g) cyclique comme attendu.

2. Le groupe multiplicati{Z/pZ)* est d’ordrep— 1. Pour toud diviseur dep— 1, il y a au plugd racines
dansZ/pZ pour le polynémex? — 1 € Z/pZ[X] (carZ/pZ est un corps). Par la question précédente,
on en déduit quéZ/pZ)* est cyclique.

Remarques :

e L'hypothésep premier pour assurer qu&/ pZ soit un corps est essentielle : par exempleZ(8Z, le

polynéme de degré X — 3)(X — 4) = X% — X = X(X — 1) admet 4 racines...

e La conclusionF* cyclique reste valable pour tout corps (commutatif) inavec la méme preuve.



