Le Programme de Sarkisov en 10 exercices

Stéphane LAMY

1 Enoncé

On se propose de donner une rédaction de la preuve du prograe®@arkisov, en suivant Corfi][et
Matsuki [2] pour les arguments (mais pas pour la présentation).

Le programme de Sarkisov s’intéresse a I'étude des transfans birationnelleX/S--» X’/S
entre fibrations de Mori. On distingue 4 types élémentaiesteliies transformations, dits “liens élémen-
taires” :

Z————~— X’ Z-—--7
typel X typell X X’
S S S
X====- zZ X======= X’
type 1l X! type IV S\ /
S S T
Dans ces diagrammes les tirets — — correspondent a des suites finies de log-flips (flips, flops

et anti-flips); les fleches pleines a des morphismes et pkciggment :Z — X et Z' — X’ sont des
contractions divisoriellesX — Set X’ — S sont des fibrations de Mori. Concerné@t+ S, S — S
S— T etS — T on suppose simplement que le nombre de Picard relatif est 1.

Théoreme 1(Programme de Sarkisav)oute transformation birationnelle }S--» X’/S entre fibra-
tions de Mori de dimension 3 s’écrit comme une compositioe €ia liens élémentaires.

2 Définitions basiques et plan de la preuve

Soit f : X/S--+ X’/S une transformation birationnelle entre deux fibrations deiMe dimension 3
(en particulier :Q factorielles, a singularités au plus terminales). On hotdresp. Ky ...) un diviseur
canonique suX. On choisit une fois pour toute un diviseur amplg surX’, et on noteHy le transformé
strict (“homaloidal”) surX d’un élément général du systeme linédirg:|. On notey! le rationnel tel
que Ky + &Hx/ soit ¢’-trivial, ou ¢’ : X" — S est la fibration de Mori suK’. On peut supposer que
Ky + &Hx/ est le pull-back d’'un diviseur ample péf, et donc en particulier que c’est un diviseur nef

qui intersecte strictement positivement toute courbe motractée pa¢’. Dans le ca’ = P2 on peut
prendreHy: égal a un hyperplan, on a alqis= %1 etKy + &Hx, =0.
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Définition du degré .

On définit le degrdu de f relativement a la fibration de Mori sid¢ commeHy.C pondéré paKy.C, ou
C est une courbe contractée par la fibration. Précisément :
Hx.C
M= .
—Kx.C

Autrement dit on choisifitel queKyx + ﬁHx soit f-trivial, remarquons que

1
t> U= <Kx+YHx> C<o. (2.1

Une remargue moins immédiate (exercibeest queu > |{, et I'égalité implique quef respecte les
structures de fibration de Mori siret X’ (cette remarque n’est guére pertinente qughe: P2 1).

Définition de la multiplicité maximale A.

Considérons une résolution dgar une suite d’éclatements:

On poseKy = 'K + 3 GiEj, Hy = TT'Hx — > mE;, d’ou
1 1
K + £ Hu =T (Kx+?Hx> +> <Ci ——) Ei.

Ces derniers coefficients sont positifg si % On pose

Ai = ? etA = max;.
i
On remarque que
1 1 m
t> A= Ky + =Hy = ¢ { Kx + =Hy +Z(ci——>Ei. (2.2)
t t t
N——

tous>o

Stratégie de preuve

La preuve consiste a chercher a faire baisser, a I'aide émnde type | a 1V, le couplé, A) ordonné
par ordre lexicographique. On distingue deux cas qui seeiriaile facon complétement différente :

casA > | dans ce cas on va construire un lien de type | ou Il;

casA < U dans ce cas on va construire un lien de type lll ou IV.
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Méme en sachant qu’on peut faire baisgen\ ), le probléeme de la terminaison de I'algorithme est non
trivial. 1y a ici deux ingrédients “sophistiqués” :

e Montrer quep vit dans un ensemble discret revient a borner son dénominati€y .C; ceci est
facile (?) quand on a une fibration en coniques ou surface®erto, mais c’est un résultat
difficile (?) de Kawamata quand le nombre de PicarcKadsst 1.

e Le fait qu'il n’existe pas de suite infinie de liens de typevéap constant se traite de fagon subtile.
Dans ce cas il existerait une suite décroissant& deec point d’accumulation, ce qui ne semble
pas facile a exclure directement; par contre si I'on défmipg-multiplicité maximalé\ comme
le max desci% on peut utiliser le résultat suivant d’Alexeev pour conel(gxercice?) (le lemme
est d’habitude énoncé en fonction du seuil log-canonigig. 1

Lemme 2(Alexeey, difficile ?) Toute suite décroissante de log-multiplicités maximatewerge vers 0.

Par ailleurs, au cours de la preuve on construit des varétagle de certains log MMP, pourtant on
reste a singularités au plus terminales grace a la

Proposition 3. Soit M— X un morphisme, etY le résultat d’umKtlH MMP a partir de M. Sit> A
alors Y est encore a singularités terminales .

La preuve est I'exercica.

3 casA >

3.1 Construction d’'une extraction maximale.

On commence par construire un morphisme biratioZne} X avec lieu exceptionnel irréductibke qui
réalise la multiplicité maximala (exercice4).

3.2 Construction du lien (type | ou II)

On a donc deux morphismesZ — X qui est I'extraction maximale, e{ — S qui est la fibration de
Mori. On fait maintenant urk + %H MMP a partir deZ relativement &. SoitC une courbe générale
contenue dans une fibre de— S(on peut la considérer comme une courbeZuremarquons (exercice
5) qu'aprés une (éventuelle) série de log-flips puis une (&edlie) contraction divisorielle le transformé
strict deC estK + %H négatif, en particulier ce log MMP doit finir par produire usteucture de fibra-
tion de MoriX; (relativement &K + %H, et donc aussi &)!. Suivant que le log MMP comporte une
contraction divisorielle ou pas, on a un lien de type Il oudsk a voir que I'on a simplifié la situation...
On note(yz,A1) le degré et la multiplicité maximale si.

1 NB : ici le fait qu'il n"y a pas une suite infinie de log flips estyt-étre élémentaire : X — Sest une fibration en surfaces
del Pezzo et que I'extraction maximale avait lieu dans urre 8bchaque flip fera chutgs(S) (??), siX — Sest une fibration
en coniques et qué — X est centré en un poirt, le seul flip possible est celui de la fibre contenpnetc...



3.3 Vérification que (i, A) baisse

D’une part ;i < . On prendC une courbe générale (i.e, ne rencontrant pas le lieu de eage-d» Z),
on peut donc la considérer aussi comme une courb&,sefron noteD la projection deC sur X, c’est
une courbe contractée par la fibration de MoriXcela vient du fait qu’on a fait du MMP relatif 9.
Ona:

0= (Kx—l—%le> D= <Kz—|—%le—|—bE> C > <K2+%1Hz> C= (KX1+%1HX1> C.

On a dongy < pavec égalité sdt.C = 0. Précisément onBR.C > 0 (et dongu; < ) exactement dans
les deux cas suivantsX — pt est une fibration vers un point, @u— Sest une fibration vers une courbe
et E s’obtient en éclatant une courbe transverse a la fibration.

D’autre part : A1 < A. SurZ il est clair queAz < A. Pour traiter le cas d’égalité on introduit le
nombree de diviseurs réalisant la multiplicité maximale Ce nombree est indépendant de la résolution
choisie : siM; et M, sont deux résolutions, on les chapeaute par une résoMtjai on vérifie que les
éclatements pour construiMd correspondent a des diviseuEsavecA; < A (en faitm reste constant
alors quec; augmente). Shz = A on aez < e— 1. Ensuite leK + %H MMP ne produit que deE; avec
A < A (exerciced), et doncA; = Az,e; <e—1.

Conclusion : le couplép, A) ordonné par ordre lexicographique diminue aprés un teldeetype
| ou Il; dans le cas ou il y a “patinage”, c’est-a-dire(gi,A1) = (L, A), on remarque que l'entiex a
diminué et donc aprés un nombre fini de liens de type | ou Il drb&sser strictemer(i,A).

4 cash < petKy+ ﬁHx non nef

4.1 Mise en place du "2-rays game"

Dans le cdne NEX) on a un rayon extrém& qui correspond a la structure de fibration de MY S,
et qui est situé sur I'hyperplafy + ﬁHx = 0. Par hypothése il existe au moins un rayon extréPrddns
le demi-espac&y + ﬁHx < 0, et on peut choisiP de telle fagon que les rayoRSP engendrent une face

de NEX). On noteX — T la contraction de cette face, et on réalisekum 1H MMP relativement & .
Par la propositior8 on sait que la variété ainsi obtenue est encore a singdaeiténinales.

4.2 Construction du lien (type Il ou 1V)

Premier cas : & + ﬁH MMP finit par produire une log-fibration de MoX;. CommeHy,.C > 0 pour
une courbe générale dans une fibre de cette fibratpest aussi un& fibration de Mori; ainsi le pas-
sage deX aX; est un lien de type Il ou IV. De pluky, + %lel.C < 0, doncy <

Deuxieme cas : & + ﬁH MMP finit par produire un log-modéle minimal relaif. Ici Corti donne
un argument qui exclut la possibilité d’'un lien de type I\Vgat n’est pas reprit par Matsuki (exerciég
En conséquence on a réalisé un lien de type lll, et le nombRicded deX; relativement & est 1. Soit



C une courbe générale dans une fibrexde» T, on a
1 1 1
0> Kx—l—ﬁHx C= le—l—ﬁHxl C>0=> KX1+ﬁHX1 C=0.

OrHyx,.C> 0, doncKy, .C < 0 et doncX; est une fibration de Mori. Par ailleurs I'égalité’er1 + ﬁHxl) C=

0 équivaut u; = .. Comme on aréalisé -+ ﬁH MMP pour construireXy, les éventuelles singularités
introduites satisfont toutely < |, on est donc toujours dans le das< p (ici A a peut-étre augmenté,
mais reste borné pa.

Conclusion : a I'issue du deuxiéme cas on “patine”, au sengoy = (M,A1); on peut cependant
appliquer de nouveau un “2 rays game”, et il est impossibleetlamber une infinité de fois dans ce
deuxiéme cas car chaque lien de type Il fait chiter d'un lelm@ de Picard. Ainsi on finit par étre dans
le premier cas, gt baisse strictement.

5 cash < petKy+ ﬁHx nef
Dans ce cas nous montrons gluest un isomorphisme; c’est le critere de Noether-Fanovksikh.

La preuve utilise I'astuce technique appelée lemme de ivitgat

Lemme 4. Soit g: W — X un morphisme birationnel. SojtaE; un diviseur a support dans le lieu
exceptionnel de g et supposons qu’on ait une équivalenceénigune

Z aEj = g-nef + g-effectif.
Alors pour toution a a< 0.

g-nef signifie d’intersection positive avec les courbes du kxceptionnelg-effectif signifie effectif
et a support hors du lieu exceptionnel. La preuve se ramemasdes surfaces en tranchant par des
sections hyperplanes; dans ce geeffectif impliqueg-nef et le lemme est alors une conséquence facile
du fait que la forme d’intersection est définie négative suielu exceptionnel (exercica.

Voici une conséquence directe de ce lemme de négatitit@i@p (2.7)]). Un point de vocabulaire :
on dit queg est non contractartesi 'image parg de toute surfac& c X est encore une surface. On dit
queg est un isomorphisme en codimension & st g~! sont toutes deux non contractantes.

Proposition 5. Soit g: X --» X’ une transformation birationnelle, isomorphisme en codisien 1,
entre deux variété®-factorielles. On suppose qu'il existe des diviseurs ample- X,H’ C X’ tels que
g.H = H’. Alors g est un isomorphisme.

La preuve estI'exercic®. Dans le cas de la dimension 3, on peut en déduire le critéss@ndorphisme
suivant (L, prop (3.5)]).

Proposition 6. Soit g: X/S--» X’/S un isomorphisme en codimension 1 entre deux fibrations d& Mor
de dimension 3. Si g respecte les structures de fibrationsaiesMr X et X, alors g est un isomorphisme.

Zexiste-t-il un terme standard pour cette notion ?



La preuve consiste a construire des diviseurs antplesH’ permettant d’appliquer la proposition
précédente (exercic®.
Nous pouvons maintenant montrer le critére de Noether-fskmwskikh :

Proposition 7. SiA < p et si K + ﬁHx est nef, alors f est un isomorphisme.

Preuve.

Etape 1 : on montre que= |!.
Il suffit de montremu < |/, puisqu’on a déja I'inégalité inverse. On considére unelui®n

On notekE; les diviseurs exceptionnels aieEJf ceux deo, et on écrit les formules de ramification

1 1 My . 1
Km _|_ElHM =T <KX+}_J.HX> —|—Z (Ck— F) Ex=0 <KX’+EHX/> +ZrﬁEJ{- (5.1)

En particulier :
nef + (ck— ﬂ) E =0 (Kx/ + }Hx/> +YHE
M M

L'hypothéseA < W nous assure que tous les coefficieqts- % sont positifs. SiD est une courbe
générique contenue dans une fibre de la fibration de MoiXsan calcule :

1 1
<Kx/ + —Hx/> D = o (Kx/ + —Hx/> .D
H H
1
mg
= nef + Ck——> Ek>.DZO.
(re+3 (o5
ce qui équivaut @ > .
Etape 2 : on montre qukest un isomorphisme en codimension 1.

On reprend les formules de ramificatidn 1), que I'on écrit sous la forme suivante (les sommes se
font sur les diviseurs exceptionnels seulement ppweulement pour, ou pour les deux a la fois)

1 1
rkEx + (rk—r Bk = o (Kx' + —Hx'> Tt (Kx + —H> i [ E!
Tl;(C LG EXC V] U 0;(0 )

= nef + Tttrivial + Teeffectif
= Tenef 4 Treffectif.



1 1
r'E; + (r’- —rj)E; = e (Kx—l——H) -0 <Kx/+—Hx/> + rcEx
PILAIPRU S u u e

= nef+ o-trivial + o-effectif
= 0-nef + o-effectif.

Le lemme de négativité nous dit que= r, pour les diviseurs qui sont & la foiset o exceptionnels;
et qu'il n'y a aucun diviseurEJf qui ne soit pas aussi exceptionnel (car on sait que Ie/§> 0, cela
vient deX’ a singularités terminales). En particulieest non contractante; on remarque que I'’hypothése
A < un’a pas servi a partir du moment ot I'on a obtgng /. On isole ce résultat dans la proposition
8 ci-dessous pour future référence.

Il s’agit & présent de montrer que ! est non contractante... C’est évident au moins dans le cas
X" =P3, puisque Pi@P?) = Z. Je laisse le cas général en exercice... sans solution !

Conclusion : L'étape 1 assure quierespecte les structures de fibrations de Mori (exert)cest
I'étape 2 permet alors d’appliquer la propositién O

On peut isoler la deuxieme étape de la preuve en la propositivante :
Proposition 8. Si f: X --» X’ satisfait y= |/ et que K + ﬁHx est nef, alors f est non contractante.

6 Solutions des exercices

Solution de I'exercicel. On cherche a montrer qu’on a toujours U > [, et a caractériser le cas
d’égalité. Considérons une résolution die

On noteEy, les diviseurs exceptionnels produits par la suoit®©n a
1 1 . . 1
Km + HHM =TT <Kx + HHX> + T-exceptionnel = 0 <Kx/ + HHx/> + Z akE{<.

ou lesa viennent de la formul&y = 0*Kx + 5 axE; et sont donc strictement positifs. En particulier,
en se rappelant que par définitionjden aKy + &Hx/ nef :

1
T (Kx + EHX) = nef+ Z akE, — Trexceptionnel.

Maintenant soitC C X une courbe contenue dans une fibre de la fibration de Mori, gypasse
par aucun point d’'indétermination de(ce qui permet de I'identifier a une courbe i@ et qui ne soit
contenue dans aucun des(ce qui assur&,.C > 0). On calcule :

1 1
<Kx+RHx> C =1 <KX+EHX> .C

= (nef+ ZakE(( — Teexceptionnel) .C > 0
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ce qui revient a dire quege > . On ap= [ ssi (Kx+&Hx> .C =0, en particulier on doit avoir
0=0" (Kxf + &Hx/) C= (Kxf + &Hx/) .0(C) ce qui implique ques(C) = f(C) est contenue dans une
fibre de la fibration de Mori sux’. Noter que ce résultat est vide quaxid= P3|

Solution de I'exercic®. On cherche a montrer qu'’il n’existe pas de suite infinie de lias de type |l
avecp constant. Supposons qu’on ait une telle suite infinie :

Z---2, Z,- - -2 Z---2,

/ N4 \ / \

X=Xy X2 X3 X K1

On noteA (Xy) la multiplicité maximale sui, et)_\(xk) la log-multiplicité maximale. Quitte a passer a
une sous-suite on peut supposer :

e la suite de3\(Xx) est strictement décroissante vers une limite p> 0;
e pour toutk on aa > )_\(Xk) (sinon on viendrait contredire le lemme d’Alexeev).

Rappelons que dans la formule de ramification

KM+%HM =T (Kx+t}Hx> +Z<Ci—?) Ei.

t = A est le seuil a partir duquel les coefficients dgsont> 0, ett = A est le seuil a partir duquel
les coefficients sont- —1. CommeA > o > A, pourt = a il peut exister un certains nombres He

a coefficients dan$— 1,0[; cependant il ne peut y en avoir qu'un nombre fini (les compterune
résolution donnée, et constater que rajouter des éclatemeproduit que des diviseurs avec coefficients
positifs). Reste a constater que chaque diviseur d'un@aidn maximaleZ; — X; correspond a un
diviseur surX; avec coefficients dans— 1,0, et en fait aussi suX; ce qui donnera la contradiction
attendue. Pour cela on montre que chaque log-flips (disamsldaéquencg, — — — Z; est unK + %H

flip. Par construction sur chacune des variétés dans cettedgulog-flips il y a deux rayons extrémaux
au-dessus d§;, 'un qui estK + %H positif et 'autre (donnée par la courbe flippée) stricteteyatif.
Commeu < a <A, et que les courbes générales provenand& sontK + ﬁH =0etdonK + %H <

0, on en déduit que la courbe flippée est alssi %H < 0. Dernier point & éclaircir : sv est une
valuation divisorielle, on en dédu(v; Z,,aH) < a(v;Z;,aH) < a(v; X-1,aH ), mais comment obtenir
a(v; X, aH) <a(v; X+1,0H) ?

Solution de I'exercic. On cherche a montrer qu'un K + %H MMP ne produit que des singular-
ités terminales, sous I'hypothésé > A. |l s'agit de contrbler ce qui se passe pour les deux types
d’opérations, contractions divisorielles et log flips :

e Pour les contractions divisorielles : comrihleest mobile une contraction divisorielle + %H
négative est aussi une contractignnégative, donc ne peut créer gu’'une singularité terminale.
Comme la log-discrépance doit étre strictement positivetdtiplicité A; associée au diviseur
contractég; vérifie Aj < t.



e Pour les log flips : il y a une difficulté quand on a un log flip qiesi pas un flip, ce qui peut
arriver si la courbe flippée est d’intersection négativecaye Dans ce cas la courbe flipp€eest
contenue dankl. On considére une résolution du log flip

et on écrit diverses formules de ramificati@dst un diviseur suk, exceptionnel poureto) :
Ky = 0'Kygs+aE+---
1 . 1
KM—F?HM = 0 Kx++fo+ +bE+---

1 1
KM—i—?HM = 1 <KX+YHX> +CcE+---
on aa > b carHy- est effectif,b > c car la log discrépance augmente (strictement ???) au cours
d’'un log-flip (exercicelQ), etc > 0 cart > A. Finalement > 0, et ceci pour touE, ce qui revient

a dire queX™ est a singularités terminales.

Solution de I'exercicd. On cherche a construire une extraction maximaleSoittt: M — X la résolu-

tion de f, produisant des diviseus, i = 1,--- ,n. Quitte a ne pas faire les derniers éclatements on peut
supposer qué&, est l'unique diviseur réalisant la multiplicité maximalgrt: M — X n’est éventuelle-
ment plus une résolution de mais ce n'est pas un probléme). On fait alorskusn %H MMP a partir
deM relativement &, ce qui aboutit forcément a un log-modéle minimal relatifle cas log-fibration

de Mori est exclu car on ne s’autorise a contracter que desbesicontractées par, et celles ci ne
recouvrent padl). La formule de ramificatiorky + %HM =TT (Kx+ %Hx) + S aE montre que les
seuls diviseurs susceptibles d’étre contractés sorflés=1,--- ,n— 1 (commea, = 0, la contraction
deE, ne donnerait pas lieu a une singularité terminale). D’apdie en écrivant la formule analogue sur
Z' sous la forme

ZaiEi = Kz/+%HZ/—n’* (Kx+%Hx> = TU-nef — T-trivial = 17 -nef

on voit (lemme de négativité) que le sl pouvant étre un diviseur exceptionnel du morphismhe
Z' — X estE,, (cara, = 0, alors que pour< n—1 on ag > 0). Finalement on appliqgue ¥ MMP sur
Z' relativement & pour obtenir (aprés une éventuelle suite de flips) une odidradivisorielleZ — X
de diviseur exceptionndl,, qui est I'extraction maximale attendue.

Solution de I'exercicé. On cherche a montrer que leK + %H MMP appliqué a Z finit par aboutir
sur une (log) fibration de Mori. Il s’agit de montrer que I'on ne peut aboutir a un log-modélaimal.
On considére le diagramme
Z---->7
/ N
X X1

i

S



oliZ --» Z' est une (éventuelle) suite de log flipZét- X, est une (éventuelle) contraction divisorielle.
On choisit une courbe générale dans une fibr @8 on peut donc voi€ comme une courbe sudrou
Z'.0Ona

1 1 1
0= <KX+I1HX> C> (KX+XHX> C= <Kz/+tzl> C>Kz.C

Donc Z’' est couverte par des courbiést %H négatives (qui sont auski négatives) : ceci termine la
preuve si on a un lien de type I. De plus

1 1
<Kx1 + XHX1> .0:.C= <Kz/ + XHZI — aE) C
ol E est le diviseur exceptionnel dpeta > 0. Donc a nouveaiKx, -+ ;Hx, ) .0.C < 0, etX; est aussi
couverte par des courb&snégatives.

Solution de I'exercicé. On cherche a montrer qu'un K + ﬁH MMP au-dessus deT aboutissant &
un log modéle minimalX; ne peut pas étre de type IVTout d'abord, X; est une fibration de Mori : en
effet Ky, + %JHX1 ne peut pas étre trivial au-dessusTdésinon ce serait aussi le cas s(y, donc parmi

les deux rayons extrémaux il y en a Knt+ ﬁH trivial (correspondant & une courbe générale &S

et unK + ﬁH strictement positif. Quitte a considéngr+ ﬁH, la courbe générale d¢/S correspond
au seul rayon strictement négatif, qui donne la fibration dei ttendue.

D’autre part, dans la suit¢ — S— T, le morphismes— T est forcément un morphisme birationnel
entre surfaces : si c’était une fibratiod,serait couvert par des courbkst 1y négatives, et doni;
aussi; ceci contredirait I'hypothése gieest un log-modéle minimal. Finalement le passag& @eX;
est un isomorphisme en codimension 1 (suite de log-flipspogserve la structure de fibration de Mori :
c’est impossible par la propositidh
Solution de I'exercicd. Lemme de négativité en dimension 20n a doncg : W — X un morphisme

birationnel entre surfaces, §ta;E; un diviseur a support dans le lieu exceptionnel quigestf
(en effet en dimension 2 un divisegeffectif estg-nef). Supposons qua > 0 pour au moins un
i, alors la matrice d'intersection étant définie négativeleslieu exceptionnel on a

0< (S aiE). (azoaiEi> = (azoaiEi> : (aZoaiEi> + (azoaiEi>2 <0

ce qui est absurde !

Lemme de négativité en dimension 3Soit E; un diviseur du lieu exceptionnel; on distingue deux cas.
Sig(E;j) estun point, on applique le lemme pour les surfacgst — f(H), ouH est une section
hyperplane générale 8. Sig(E;) est une courbe, on applique le lemme:&y~1(Hx) — Hx ou
Hx est une section hyperplane genéraleXd®©n montre ainsa; < 0, et ceci pour touf.

Lemme de négativité en dimension plus grandesimilaire (voir Matsuki).

Solution de I'exercicd. (je recopie la preuve de Corti) soit&~ W -4 X’ une résolution dg. Comme
g est un isomorphisme en codimension 1 les morphigprets] ont mémes diviseurs exceptionnéls Il
existe deg; tels que
aE =—p'H + qHx et —aB=-qHx + pH
p-nef + p-effectif g-nef + g-effectif
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Par le lemme de négativité lessont nuls d’oup*H = gq*Hx:. SiC C W est une courbe telle qugC)
soit un point, il s'agit de montrer qug(C) est aussi un point. On a
0=q(C).Hx =C.q"Hx =C.p'"H = p(C).H

doncp(C) est un point, caH est ample.
NB : on a en fait montré, en utilisant seulemetg nef, queg— est un morphisme. $iyx: est ample,
on peut répéter I'argument en échangeant les réles eeHy: et montrer que est aussi un morphisme.

Solution de I'exercic®. (détails dans Corti) Par hypothése on a un diagramme contimuta

)\[g>xl
S---9

On choisitd trés ample suB, que I'on reléve en des diviseurs nefD’ sur X et X’. On choisitH
ample suiX, et on poséHy = g.H, c’est un diviseur ample relativemenga On constate alors que pour
0 < e < 1les diviseurd +eH et D’ +eHy sont amples et qug; (D’ +&Hy/) = D +&H. On applique
alors la propositiorb.

Solution de I'exercicd0. On cherche a montrer que la (log) discrépance augmente au cmd’un
(log) flip. On considére une résolution d'kh+ %H flip :

Les diviseurs exceptionnels poprsont exactement les diviseurs exceptionnels ppumn les notek;.
On écrit les formules de ramification

1 B 1
KW+fHW = p (Kx+fo>+Za;Ei

1 . 1
Kw+fHW = q <Kx++fo+>+ZbiEi

et 'on en déduit . .
Z(ai —b)=0q" (KX+ + ?HX+> +p* (—Kx — ?Hx>

Or le diviseur de droite egg-nef (ou ce qui revient au mémgnef), car(Kx+ + %Hx+) Ct>0et
(—Kx — $Hx) .C > 0. Le lemme de négativité donme< b;, ce qu'on voulait.
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