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RCsumC. Via une action de Aut[C?] sur un arbre, nous classifions les sous-groupes de Aut[C2]. 
En particulier nous montrons que l’altemative de Tits est vtkifike. D’autre part now 
obtenons une reformulation de la notion de fonction de Green pour un automorphisme 
de type H&on. 0 Academic des Sciences/Elsevier, Paris 

The Tits alternative for Aut [C’] 

Abstract. Letting Aut[C*] act on a tree, we classify the subgroups of Aut[C’], and show that 
the Tits alternative is true. Further we get another formulation for the notion of Green 
fonction of an H&on type automorphism. 0 Academic des ScienceslElsevier, Paris 

1. PrCIiminaires 

Dans cette Note nous nous interessons au groupe Aut[C?] des automorphismes polynomiaux du plan 
complexe. Nous nous proposons, suivant une demarche utilisee par Wright [lo] dans le cadre abelien, 
de d&ire les sous-groupes de Aut[C2]. Les resultats seront CnoncCs avec au mieux une esquisse de 
demonstration ; pour un expose avec preuves detaillees nous renvoyons le lecteur au preprint [6]. 

11 est bien connu (voir [4]) que le groupe Aut[C2] peut s’ecrire comme un produit amalgam& 
Plus precisement, on note : 

- E = {(x,Y) + (Q~+P(Y),PY++Y); Q,P,Y E C,d # O,P E WI), 
- A = {(z,y) --+ (adz + b,y + Cl, a25 + bzy + c2) ; a1b2 - a261 # O}, 
- S=EnA. 
Les elements de E (resp. A) s’appellent les automorphismes Clementaires (resp. affines), et on a 

Aut[C2] = A *S E. Cette structure algkbrique particulike a la dimension 2 permet, suivant la thCorie 
de Bass-Serre (voir [7]), de faire canoniquement agir Aut[C2] sur un arbre. La construction est la 
suivante : on pose l’ensemble des sommets Cgal a l’union disjointe des classes a gauche Aut[C2]/A 
et Aut[C2]/E, et l’ensemble des a&es egal aux classes a gauche Aut[C2]/S. Par definition, pour 
chaque h dans Aut[C2] l’ar&e hS relie les sommets hE et hA. On vtkifie que le graphe ainsi construit 

Note pr&ent& par htienne GHYS. 
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est un arbre, sur lequel Aut[C’] agit par translation a gauche : f(gE) = (f o g)E (idem avec A, S). 
On r&up&e ainsi une representation (fiddle) de Aut[C?] dans le groupe des isometrics d’un arbre. 

I\ un automorphisme f E Aut[C2] on associe le sous-arbre Fix(f) constitue des sommets et aretes 
fixes par l’action de f. En remarquant alors que, pour chaque g E Aut[C2], le groupe gEg-l (resp. 
A-‘, gSg-‘) est le stabilisateur du sommet gE (resp. du sommet gA, de l’arete gS), on retrouve 
l’alternative d&rite dans [4], a savoir : 

1. ou bien Fix(f) # 0 et f est conjugue a un Clement de E (f est dit de type CC e’lPmentaire )j) ; 
2. ou bien Fix(f) = 0 et f est conjugue a une composition gm o . . . o gi d’applications de H&non, 

i.e. gi(z, y) = (y, Pi(y) - S;z) (f est dit de type CC H&non jj). 
Dans le second cas il existe une unique geodtsique infinie (i.e. un sous-arbre isomorphe a R) 

notee G&o(f), telle que l’action de f restreinte a GCo(f) soit une translation. On notera lg(f) la 
longueur de cette translation. 

2. Classification des sous-groupes de Aut[C2] 

Nous pouvons maintenant enoncer notre principal resultat : 

THI~OREME 1. - Soit G un sowgroupe de Aut[C2]. On distingue quatre cas : 
1. G est conjugue’ d un sous-groupe de A ou de E ; 
2. tous les Mments de G sont de type Plkmentaire mais G n’est pas conjugue’ b un sous-groupe de 

E ou de A, Alors G est abe’lien ; 
3. G contient des e’lkments de type H&on, et ceux-ci admettent tous la mt?me ge’odhique. Alors 

G est r&soluble ; 
4. G contient deux &!ments g1 et g2 de type H&on avec des gkodksiques diffhentes. Alors G 

contient un groupe libre h deux gPne’rateurs. 

En remarquant que E (resp. A) est un groupe resoluble (resp. lineaire), on obtient le 

COROLLAIRE 1. - Le groupe Aut[C2] ve’rijie l’alternative de Tits, i.e. si G est un sous-groupe de 
Aut[C2], alors on a : 

1. au bien G contient un groupe r&soluble d’indice jini, 
2. ou bien G contient un groupe libre 6 deux gknne’rateurs. 

11 est a noter qu’il existe des groupes operant fidelement sur un arbre mais ne verifiant pas 
l’altemative de Tits. On trouvera dans [9] l’exemple d’un tel groupe : il s’agit d’un groupe infini, de 
type fini, dont tous les elements sont d’ordre fini tje remercie le << referee >> a qui je dois cet exemple). 

La preuve du theoreme repose sur la propriete remarquable suivante: &ant donnt un f de type 
Clementaire, l’arbre Fix(f) est ou bien non borne ou bien tres petit. En fait, on a la 

PROPOSITION 1. - L’arbre Fix(f) est non borne’ si et seulement si f est conjugue’ ci une application 

C&Y) - (aGPY) avec o, p racines de l’unite’ du me^me ordre. 

11 est facile de voir que la condition est suffisante ; en effet, si p, q dtsignent des entiers tels que 
o? = p et /J‘J = (Y, alors on remarque que l’application de type H&on g = (y, yp + z) o (y, yq + z) 
commute avec (az, fly) ; en regardant les actions de (~5, ,0y) et g sur l’arbre on obtient immediatement 
GCo(g) C Fix( (oz, /?y)). 

On montre que la condition est necessaire a l’aide d’un calcul aise mais fastidieux : en fait, on 
verifie <( a la main B que dans tous les autres cas, le diametre de Fix(f) est au plus 6. 

Le resultat suivant, utile pour la preuve du cas 4 du theoreme, vient preciser le cas oti Fix(f) est 
non borne. La preuve provient essentiellement du m&me calcul que ci-dessus : 
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PROPOSITION 2. - Soient f, g dans Aut [C”] de type flkmentaire et H&non respectivement. On suppose 
que Fix(f) n G&o(g) est non born& 

Alors f et g2 commutent (et done G&o(g) c Fix(f)). 

Esquisse de dkmonstration du thkort?me. - Dans le cas 2, la theorie de Serre dit que G fixe non 
pas un sommet (c’est le cas 1) mais un bout de l’arbre. Ainsi, tous les elements de G ont un arbre 
fixe non borne, et la proposition 1 s’applique. En fait, on peut montrer que G = U Hi, oti les Hi 
forment une suite croissante de sous-groupe finis cycliques, en particulier G est abelien. On pourra 
trouver dans [lo] un exemple explicite d’un tel sous-groupe G. 

Dans le cas 3, on montre que G est engendre par au plus trois automorphismes, a savoir G = (h, f, ‘p) 
avec h de type H&non, f qui fixe GCo( h) et cp qui agit sur GCo(h) par symetrie centrale autour 
d’un sommet. 11 est alors facile de calculer les groupes derives de G, en particulier le troisieme 
groupe derive de G est trivial. 

Enfin, dans le cas 4, on montre qu’il existe n tel que (g;“, g;) = (9;) * (9;). On montre d’abord, 
a l’aide de la proposition 2, que GCo(gi) fl GCo(gz) est borne (disons de diametre d), on peut ainsi 
choisir n tel que lg(gy) > d et lg(g,“) > d. On conclut alors a l’aide du lemme << ping-pong >) 
classique dans ce genre de problbme (voir [5]). 

3. Lien avec le point de vue dynamique 

Suivant [ 11, [2], [8], a chaque composee d’applications de H&on g = gin 0. . o g1 est associee une 
fonction de Green Gg’ continue et plurisousharmonique sur C2 : 

Gg’ = lim -L- log+ Il.97Lll> n-+m d(g)” 

ou d(g) est le degre de g. Cette fonction mesure la vitesse a laquelle un point de C2 se dirige vers 
l’infini par iteration positive de g, en particulier les points a trajectoire positive bomee sont exactement 
les zeros de Gz. Le bord des zeros de Gf est note J:, c’est l’ensemble de Julia (positif) de g. On 
a des notions symetriques en utilisant les iterations negatives. On peut Ctendre ces definitions aux 
applications de type Henon (de la forme f = pg’p-i) en posant simplement : 

G+ .= G+ -1 
f . go’p . 

On montre que les notions de fonction de Green et de geodesique infinie (orientee) sont Cquivalentes : 

PROPOSITION 3. - Soient f, g des morphismes de type H&non. Alors 

Gf = GT w GCo(f) = GCo(g) (avec les me^mes orientations). 

Le sens X= decoule de la description precise que l’on a obtenue dans le cas 3 du theoritme. 
Pour le sens + l’idee est de montrer que le commutateur h = fgf-lg-l est de type Clementaire ; 

en effet, il est alors facile de montrer que le groupe (f, g) est resoluble, d’ou G&o(f) = GCo(g) 
(cas 3 du theoreme). On suppose done h de type H&on, et on obtient une contradiction car les 
proprietes Clementaires des fonctions de Green impliquent que h doit respecter les niveaux de GT 

(i.e. G; o h = GF), ce qui implique que les ensembles de Julia de h (positif et negatif) sont tous 
deux inclus dans un m&me niveau {Gf = c}. Alor s, ou bien c > 0, et la contradiction vient du fait 

que {GF = c} est lisse, ou bien c = 0 et on applique un theoreme de rigidite dQ a N. Sibony [8] qui 

dit que Gf’ = Gt , et on aurait GT o h = d(h) . GT avec d(h) 2 2. 
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Un problbme voisin est le suivant : considerons w  un point fixe contractant pour un morphisme 
f de type H&on. On associe a w  son bassin d’attraction C = {.z E C2 ; f”(z) -+ w}. On peut 
alors chercher a calculer le stabilisateur de C, i.e. le sous-groupe de Aut[C?j constitut des g tels que 
g(C) = C. La proposition suivante precise un resultat de [3] : 

PROPOSITION 4. - Lx stabilisateur de C est constituk des automorphismes qui&ent w et qui laissent 
GCo( f) globalement invariante (i.e les automorphismes de type H&on qui ont mEme gkodksique que f, 
et des automorphimes de type flkmentaire quijixent GCo(f)). 

La preuve se fait avec des arguments similaires a ceux utilises pour la proposition 3, en utilisant 
le fait que le bord de C est exactement le bord des zeros de Gf’ (voir [2]). 

Remerciements. Se remercie Dominique Cerveau qui m’a non settlement propose le probleme, mais Cgalement indiqut 
I’existence des deux points de vue utilises ici ([7], [IO] d’une part et [l], [2]. [S] d’autre part). 
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