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Résumé.  Nous donnons une description du groupe orthogonal non linéaire sur C*. © Académie
des Sciences/Elsevier, Paris

Polynomial automorphisms of C*® preserving
a quadratic form

Abstract.  We give a description of the non-linear orthogonal group on C*. ©® Académie des
Sciences/Elsevier, Paris

1. Introduction

Dans I'étude du groupe Aut[C"] des automorphismes polynomiaux de C", le cas n = 2 est tres
particulier. On dispose en effet d’un théoréme de structure qui décrit Aut[C?] comme le produit
amalgamé de deux de ses sous-groupes, a savoir les groupes affine et élémentaire. On note A,, le
groupe affine en dimension n, et E, le groupe des automorphismes élémentaires, i.e. qui sont de
la forme :

e (X1, ,n) = (a1 + f1,- -yt + fu),
ou a; € C*, f; € C[riy1,...,7,]. On a donc Aut[C?] = As*n Ey, ol x~ dénote le produit amalgamé
suivant Vintersection. Ce résultat ne semble pas pouvoir s’étendre en dimension supérieure. En effet,

d’une part, il est facile de voir que {Aj, F3) n’est pas le produit amalgamé de A3 et E3, par exemple
dans [1] est explicitée la relation :

(z,2,9) 0 (x+ 4% y,2)0(m,z,y) 0 (2 — 2%, y,2) = 1d.

D’autre part, la question de savoir si Aut[C*] = (As, E3) est encore ouverte, cependant le sentiment
général est que cette égalité est fausse et un bon candidat a étre un contre-exemple est I’automorphisme
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suivant di a Nagata :
N (g, 2) m— (0= 29(y° + wz) — 2(y® + 02)° y + 2(5° + w2). 2).

On remarque que Qo N = ), ot Q(x,y.2) = y? + 22, en fait N = exp(Q - D), ou D est la
dérivation localement nilpotente définie par D = —2;1/5% + 7(—%

Dans [2] Drensky et Yu considerent les automorphismes de type Nagata de la forme exp(é - D),
ol & € Clz,Q] = ker(D) et posent la question : est-ce que le groupe « orthogonal non linéaire »
Auto[C?], i.e. le groupe constitué des ¢ € Aut[C?] tels que Q o = (), est engendré par le groupe
orthogonal linéaire et les automorphismes de type Nagata ?

Dans ceite Note on se propose de décrire le groupe Auty[C?] et de répondre (par la négative)
a la question de [2] ; I'idée principale étant de voir un élément de Autp[C?] comme une famille
a paramétre d’automorphismes de C?. Dans la suite on notera (u.,v) les coordonnées dans C? et
(z,y,2) les coordonnées dans C>.

2. Structure du groupe Aut[C?]

Le théoréme de structure pour Aut[C?] énoncé dans I’introduction est en fait valable pour n’importe
quel corps k (voir [4] pour une preuve moderne). On va travailler avec k& = C et avec k = C(#),
le corps des fractions rationnelles.

Un élément du groupe Aut[k"] peut étre vu comme un élément du groupe Aut(k[z....,2,]) des
k-automorphismes de I'algébre k{z1,...,x,]. Ainsi, on peut considérer un élément de Aut[C(#)?]
comme un automorphisme de C? dont les coefficients dépendent rationnellement de ¢, ou bien comme
un élément du groupe Aut;(C(t)[u, v]) des C(¢)-automorphismes de ’algébre C(#)[w. v]. On dira qu’un
élément de Aut,(C(¢)[x1,...,x,]) est un automorphisme de C" 4 paramétre rationnel ; de méme, les
éléments du groupe Aut,(Clt][z1,...,z,]) seront appelés automorphimes a paramétre polynomial. Si
F est un sous-groupe de Aut(C[z1....,x,]), on définit le groupe Fi; (resp. Fj,) des automorphismes
de F' a paramétre rationnel (resp. polynomial) comme le sous-groupe de Aut,(C(#)[x1, . ... 2,]) (resp.
Aut,(C[t][x1, ..., x,])) constitué des ¢, vérifiant ¢, € F pour tout t, € C (dans le cas rationnel
on ne considére que les 7y en dehors d’un nombre fini de pdles). On note H le sous-groupe de
Aut[C?] constitué des automorphismes de déterminant jacobien +1 qui commutent avec —Id, et on
pose Ay = AsNH, Eg = FsNH.

PrOPOSITION 1. — On a les décompositions en produit amalgamé :

H = Ay xn Ex et Hyy = Ay 1y % By -

Démonstration. — Tout d’abord d’aprés [6], pp. 14 on a Ay *n Fyg = (Ay, Ey). Reste a voir
que Ay et Ky engendrent bien H. Pour cela on reprend la récurrence de la preuve du théoréme
de structure pour Aut[C?] (¢f . [4]). Soit ¢ = (g1,92) € Aut[C?], quitte & composer (& gauche) par
un automorphisme de la forme (u + «w,v) on peut supposer deg(g,) # deg(gs), et en composant
éventuellement par (v, 1) on se raméne & deg(g;) > deg(g2). On montre alors que deg(g;) = deg(gs) X n.
et on compose par (u + Fv”, v} pour baisser le degré. On remarque que si g commute avec —ld, i.e.
si g1 et go ont tous leurs monomes de degré impair, alors n est aussi impair. Ainsi, par récurrence
on écrit ¢ = mo s, ol s € A N Ey, det(Jac(m)) = £1 et m commute avec —Id, d’ou le résultat. La
preuve dans le cas a paramétre rationnel est similaire (en travaillant sur le corps C(t)). O

Un élément de Autg[C?] induit un automorphisme sur chaque quadrique Vi = {y> + 2z = A}
(A € C). Les automorphismes de telles surfaces sont classifiées dans [3] et [S]. On note E¢ le groupe
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des automorphismes de type Nagata qui sont en plus élémentaires, i.e. les automorphismes de la forme
exp(§ - D), ot § € C[z], et G C Auty[C?] le groupe engendré par O(3.C) et Eg.

Prorosition 2 (Gizatullin-Danilov, Makar—Limanov). -~ Le groupe G des automorphismes de la
surface Vy (X #£ 0) est engendré par les restrictions a Vy de O(3, C) et E¢. De plus, G = O(3,C)xn E¢
et le morphisme de restriction G — Gy est un isomorphisme.

La proposition dit en particulier que tout automorphisme de V) s’étend en un automorphisme de
C® qui préserve Q. On a exclut le cas A = 0 car alors le groupe associé est un peu plus gros : il
contient les transformations (z,vy,z) — (pz, py, 2).

PROPOSITION 3. — [l existe un morphisme o : Hyy — Gy qui induit un isomorphisme entre
H[ﬂ/(-ld) et G[f].

Démonstration. — On note p : (u,v) +— (u?, uv, —v?) la paramétrisation de Vg, p* : Clz,y, 2] —
C[u,v] le morphisme d’algébres induit par p, et « p*~' » la réciproque partielle définie en posant
Pt w0 s an aty y(—2)", (—2)". En imposant A ¢ de vérifier la relation
alp) = p*'1 o @ op* on définit o sans ambiguité€ sur Ag () et Ey 1), €t donc sur Hyyy.

On a ainsi construit un morphisme de groupe o entre H;y et Gy de noyau (—Id). Nous allons
maintenant montrer que o se restreint, comme annoncé, aux automorphismes & paramétre polynomial.
En effet, soit ¢ = (¥1,92,93) € Gy. On a

PP (Ws) + p*(¥2)” = p* (1 + ¥3) = p* (¥ + 22) =0,

donc p*(v)1)p*(1h3) est un carré dans C[t][u, v]. Or C[t][¢)1, 1o, ¥3] = C|t][x,y, z], donc en appliquant
p* on obtient C[t][p*(¢1). p* (¥2), p*(¥3)] = C[t][u?, uv,v?]. En particulier, p*(¢1) et p*(¢)3) n’ont
pas de facteur commun et sont donc des carrés :

pr() = fulu,0)®, p (i) = gi(u,v).

Alors ¢ : (u,v) = (fe(w, ), g:(w,v)) est un antécédent de ¢ par o. O

PropoSITION 4. — [l existe un isomorphisme
Gy — Auto(C(Q)lz, y, 2])

qui induit un isomorphisme entre les groupes Gy et Autg[C?).

Démonstration. — Etant donné f, € G 1. on associe a f; un élément 7(f;) de Auty(C(Q)[z,y, 2])
en substituant () au parametre ¢ :

(1) (2, 2) — folw.y, 2).

L’application 7 ainsi construite est clairement un morphisme de groupes. Nous allons maintenant
construire une réciproque a 7. Tout d’abord on considére le morphisme
2 A 2

— —,uv, —v°,

P
T,Y. Z——u
e 12

qui se factorise en un isomorphisme entre C[x,y, 2]/(y* +xz = A) et C[u® — 2, uv. —v*]. En prenant
par exemple A = 1 on voit que le groupe G (resp. G(1)) s’identifie avec les automorphismes de I’algebre

Clu? — &5, uv, —v?] (resp. C(#)[u* — L. uv, —v?]). Maintenant, soit ¢ € Autg(C(Q)[z,y,2]). On
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associe & ¢ via p; un automorphisme de C(t)[u? — &, uv, —v?] (ici ¢ n’est plus un complexe mais

v2

une variable). On se raméne a I’algébre associée a V; par la conjugaison :

Plu,v) € C(t) [uz - U%,uv, —v?} — (—klEP(au, av) € C(t) [uQ L uv, _,02}

v2’

oll a* = ¢. Ainsi, 2 ¢ on associe un automorphisme de C(¢)[u® — %, uv, —v?], i.e. un élément ¢, de

G'(#), par la discussion ci-dessus. On vérifie que ceci définit bien une réciproque & 7 ; en fait, pour
chaque A € C (en dehors d’un nombre fini de pdles), ¢ est "unique élément dans G' qui coincide
avec @ sur Vy. Enfin, il est clair que si ¢ € Autg[C®], alors ¢, est défini pour tout A, ie. o, est a
coefficients polynomiaux. O

3. Le contre-exemple
Dans la section précédente nous avons construit deux morphismes :
H{t] =z, G[t] - Ath [(:3].

On remarque que O(3,C) est dans I'image de Ay [y par 7 o o ; en fait, O(3,C) est exactement
Iimage de Ag. D’autre part, les automorphismes de type Nagata exp(é(Q, z) - D) proviennent des
élémentaires de la forme (u — vé(t, —v?), v).

Nous allons maintenant exhiber un €lément de Hiyy qui n’est pas dans le groupe engendré par
Ap s et Eg ), en appliquant 7 o o nous obtenons ainsi un contre-exemple a la question de Drensky
et Yu. On pose

3 3
[ (u,v) — (u— %,v) o (u,v + t*u) o (u—i—%,v).

On vérifie que f; est bien a coefficients polynomiaux :
felu, v) = (u— 30 (ut + 0°) = 3vt(ut + v*)2 ~ 2 (ut + 0°)*, v + t{ut + v*)).
Si f; admet une autre décomposition elle est de la forme :

v3

7}3
fe:(u,v) — (u - —t—.,U) osos lo(u,v+tu)os os o <u+ 7,1)),

ol 5,5 € Ap 1y N Ep (). Si s = (au+ fv,yv) avec a, B,y € C(t) et ay = %1, alors

3 3,3
y v
(u—%,v) 08§ = <01L+[))U—7f ,71)),

qui est encore & coefficients non polynomiaux.
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