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Abstract. We give a description of the non-linear orthogonul group on C”. 0 AcadCmie des 
Sciences/Elsevier, Paris 

1. Introduction 

Dans 1’Ctude du groupe Aut[C”] des automorphismes polynomiaux de C”, le cas n = 2 est t&s 
particulier. On dispose en effet d’un thkorkme de structure qui dkrit Aut[C?] comme le produit 
amalgam4 de deux de ses sous-groupes, B savoir les groupes affine et ClCmentaire. On note A,, le 
groupe affine en dimension ~1, et E, le groupe des automorphismes ClCmentaires, i.e. qui sont de 
la forme : 

otin; E C*,fi E C[x;+l:.. . , x,]. On a done Aut[C2] = A 2 *” E2, oti + dinote le produit amalgam6 
suivant l’intersection. Ce rksultat ne semble pas pouvoir s’ttendre en dimension supkieure. En effet, 
d’une part, il est facile de voir que (As, Es) n’est pas le produit amalgam6 de A3 et Es, par exemple 
dans [l] est explicitke la relation : 

(2, z; y) 0 (z + y2; y, 2) 0 (2, z, y) 0 (3; - x2: y, z) = Id. 

D’autre part, la question de savoir si Aut[C”] = (AS, Es) es encore ouverte, cependant le sentiment t 
gCn&al est que cette CgalitC est fausse et un bon candidat h Ctre un contre-exemple est l’automorphisme 
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suivant du a Nagata : 

On remarque que Q 0 N = 0, ou d)(.r:, ?J. 2) = $ + :cz, en fait N = exp(Q D), oti D est la 
derivation localement nilpotente dtfinie par D = -“:I/$ + z&. 

Dans [2] Drensky et Yu considbent les automorphismes de type Nagata de la forme oxp(h . D), 
oti S E C[x, Q] = ker(D) et posent la question : est-ce que le groupe << orthogonal non lineaire )) 
AutQ[C”], i.e. le groupe constitue des cp E Aut[C”] tels que G) o cp = C), est engendre par le groupe 
orthogonal lineaire et les automorphismes de type Nagata ? 

Dans cette Note on se propose de decrire le groupe Autc)[C”] et de repondre (par la negative) 
a la question de [2] ; l’idee principale Ctant de voir tin element de AutQ[C”] comme une famille 
a parametre d’automorphismes de C*. Dans la suite on notera (II.. 11) les coordonnees dans C* et 
(x. ?/;z) les coordonnees darts C”. 

2. Structure du groupe AutlZIC”] 

Le theoreme de structure pour Aut[C?] &once dans I’introduction est en fait valable pour n’importe 
quel corps t? (voir [4] pour une preuve moderne). On va travailler avec k: = C et avec k = C(t), 
le corps des fractions rationnelles. 

Un element du groupe Aut[X:‘“] peut &tre vu comme un Clement du groupe Aut(X:[a:i >. . ,:c,,]) des 
&automorphismes de l’algebre k:[:ci! . . . , :c,,]. Ainsi, on peut considerer un Clement de Aut[C(t)“] 
comme un automorphisme de C’ dont les coefficients dependent rationnellement de t, ou bien comme 
un Clement du groupe Aut,(C(f)[16, v]) des C(t)- au t omorphismes de l’algebre C(t)[u. ?)I. On dira qu’un 
element de Aut,(C(t)[:ct, . . : :{:,,I) es un automorphisme de C” a parametre rationnel ; de m&me, les t 
elements du groupe Aut,(C[t] [x;i! . . x,,]) seront appeles automorphimes a parametre polynomial. Si 
E est un sous-groupe de Aut(C[zi. . , :I:~,]), on delinit le groupe Fc,) (resp. Frtl) des automorphismes 
de F a parametre rationnel (resp. polynomial) comme le sous-groupe de Autt(C(t)[:ci. . . x,~]) (resp. 
Aut,(C[t][xi, . . . . x,,])) constitue des pt verifiant /pto E F pour tout to E C (dans le cas rationnel 
on ne considere que les to en dehors d’un nombre fini de poles). On note H le sous-groupe de 
Aut[C’] constitue des automorphismes de determinant jacobien &I qui commutent avec -Id, et on 
pose AN = A2 n H, EN = E2 n H. 

H = AH *n EH et H(t) = AH,(+) *n EN,(~). 

Demonstration. - Tout d’abord d’apres [6], pp. 14 on a AH *” EH = (AH. EH). Reste a voir 
que /lH et EH engendrent bien H. Pour cela on reprend la recurrence de la preuve du theoreme 
de structure pour Aut[C*] (cf. [4]). Soit 9 = ($11: g2) E Aut[C’], quitte a composer (a gauche) par 
un automorphisme de la forme (,u + MI. V) on peut supposer deg(gr) # deg(!/z), et en composant 
Cventuellement par (v: 1~) on se ramene a deg(gi) > deg(T/*). On montre alors que deg(!/i) = deg&) XT!,, 
et on compose par (?L + flflul. ,I,) pour baisser le degre. On remarque que si 9 commute avec -Id, i.e. 
si 91 et 92 ont tous leurs monomes de degre impair, alors rl est aussi impair. Ainsi, par recurrence 
on Ccrit 9 = 7n. o s, oh s E A2 fl Ea, det(Jac(m)) = &l et rn commute avec -Id, d’ou le resultat. La 
preuve dans le cas B parametre rationnel est similaire (en travaillant sur le corps C(t)). q 

Un Clement de AutQ[C”] induit un automorphisme sur chaque quadrique 17~ = {?I” + :cz = X} 
(X E C). Les automorphismes de telles surfaces sont classitiees dans [3] et [5]. On note EC; le groupe 
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des automorphismes de type Nagata qui sont en plus 6ltmentaires, i.e. les automorphismes de la forme 
cxp(S D), oti 6 E C[x], et G c Auty[C”] le groupe engendre par O(3. C) et Ec. 

PROPOSITION 2 (Gizatullin-Danilov, Makar-Limanov). - Le groupe GA des automorphismes de lu 
surface VA (X # 0) est engendrkpar les restrictions ir VA de O(3: C) et EG. Deplus, G = O(3, C)*“& 
et le morphisme de restriction G -+ GA est un isotnorphisme. 

La proposition dit en particulier que tout automorphisme de VA s’Ctend en un automorphisme de 
C” qui pr&serve Q. On a exclut le cas X = 0 car alors le groupe associC est un peu plus gros : il 
contient les transformations (X, y, Z) H (/L~:z:. Jay: 2). 

PROPOSITION 3. - I1 existe un morphistne o : Hct) -+ Get) qui induit un isomorphisme entre 

H[t]/(-14 et Gpl. 

Dkmonstrution. - On note p : (u, II) H (U’.WII. --1?‘) la paramktrisation de V,, p* : C[z. y, .z] H 
C[~L, w] le morphisme d’algkbres induit par p, et <t p*-l >> la reciproque partielle dCfinie en posant 
p *-1 . . u27’) U2n+l,uT ~L,02’L+1, ,(12rl ++ cx.7L I ~:x:“y.y(--z)~, (-z)‘“. En imposant ti (T de verifier la relation 
a($!l) = p*-l o cp o y* on dCfinit IT sans ambig&? sur AH,ct) et EH,cf), et done sur Hct). 

On a ainsi construit un morphisme de groupe g entre Hct) et G(+) de noyau (-Id). Nous allons 
maintenant montrer que CJ se restreint, comme annonce, aux automorphismes 5 paramktre polynomial. 
En effet, soit J/J = (41~. $2; &) E GL~I. On a 

done y*(&)p*(&) est un carrC dans C[t][w, u]. Or C[t][li/l, dj2, qj3] = C[t][:r:. y, z], done en appliquant 
p* on obtient C[t][~*(~~~):p*(li,~),p*(yl/~)] = C[~][U’, WU. ~‘1. En particulier, p* ($1) et r)* (‘$3) n’ont 
pas de facteur commun et sont done des cart& : 

Alors ‘p : (u, 71) H (ft(w II); y ( t PL,IJ)) est un antCcCdent de $1 par CT. 

PROPOSITION 4. - II existe un isomorphisme 

0 

qui induit un isomorphisme entre les groupes G,*] et Auty[C”]. 

DCmonstrution. - &ant donnC .ft E Get), on associe B .ft un ClCment I de AutQ(C(Q)[:z:, y> z]) 
en substituant Q au paramktre 1- : 

L’application 7 ainsi construite est clairement un morphisme de groupes. Nous allons maintenant 
construire une rkciproque 5 7. Tout d’abord on considirre le morphisme 

2, y. z 2% u2 
x 

- -. 1621, -u2. 
112 

qui se factorise en un isomorphisme entre C[:I:; y, z]/(y’+:r:z = X) et C[U~ - SF UII. -u’]. En prenant 
par exemple X = 1 on voit que le groupe G (resp. Get)) s’identifie avec les automorphismes de l’algkbre 
C[u2 - 5, uu, -u’] (resp. C(~)[U’ - 5. UU. -?I). Maintenant, soit cp E Autu(C(C))[:r, y, z]). On 
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associe a ‘p via p; un automorphisme de C(t)[u2 - 5; ~21, --1P] (ici t n’est plus un complexe mais 
une variable). On se ramene a I’algebre associee a VI par la conjugaison : 

P(u: w) E c(t) 
[ 
u2 - $, uw, -712 1 - &au, aw) E c(t) [ zL* - $ UU, -w* 1 

oti 0’ = t. Ainsi, a cp on associe un automorphisme de C(~)[U* - 5, wu, -v”], i.e. un Clement pt de 
Get), par la discussion ci-dessus. On verifie que ceci definit bien une reciproque a T ; en fait, pour 
chaque X E C (en dehors d’un nombre fini de poles), cp~ est l’unique Clement dans G qui coincide 
avec cp sur VA. Enfin, il est clair que si cp E AutQ[C”], alors cp~ est defini pour tout X, i.e. pt est a 
coefficients polynomiaux. Cl 

3. Le contre-exemple 

Dans la section preddente nous avons construit deux morphismes : 

On remarque que O(3,C) est dans l’image de AH,L~I par 7 o CT ; en fait, O(3,C) est exactement 
l’image de AH. D’autre part, les automorphismes de type Nagata exp(S(Q. +z) . II) proviennent des 
Clementaires de la forme (U - wS(t, -u’); ~1). 

Nous allons maintenant exhiber un Clement de Hit] qui n’est pas dans le groupe engendre par 
AH.L~I et EH.L~I, en appliquant T o u nous obtenons ainsi un contre-exemple a la question de Drensky 
et Yu. On pose 

ft : (u, w) - (“- $) o(7L:w+t%)0 (u+;,7g. 

On verifie que .ft est bien a coefficients polynomiaux : 

ft(u, w) = (u - 3wyut + 79) - 3ut(ut + w3)2 - t2(ut + Yy 71 + t(ut + 2)). 

Si ft admet une autre decomposition elle est de la forme : 

,ft : (UT 71) - (u-~,7~)OdOb-10(7(_w+t2u)os~os~-lo(u+~,7.): 

oh s, s’ E AH,(~) r-- EN.(~). Si s = (au + ,B,u,r,u) avec cr,/J,y E C(t) et ay = fl, alors 

qui est encore a coefficients non polynomiaux. 
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