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R6sum~. Nous nous int6ressons h la dynamique des sous-groupes de Aut[C2], et plus 
sp6cifiquement h l'existence 6ventuelle d'orbites denses. Nous6tablissons tout d'abord 
un r6sultat de densit6 locale sous des conditions g6n6riques sur les parties lin6aires. 
Nous montrons ensuite qu'~ contrario un sous-groupe G C Aut[C 2] de type fini et 
ne contenant pas d'automorphisme ~ dynamique 616mentaire n'admet jamais d'orbite 
dense globale. '© 1999 Acad6mie des Sciences/~ditions scientifiques et m6dicales 
Elsevier SAS 

Abstract .  

Problems of orbits density f o r  a u t o m o r p h i s m s  g r o u p s  o f  C 2 

Our main interest here is the dynamics of  subgroups of  Aut[C2], and more specifically 
the possible existence of  dense orbits. First, we state a local result: density arises 
under generic assumptions on linear parts. However, next we prove that a subgroup 
G C Aut[C 2] finitely generated and containing no automorphism with elementary 
dynamics never admits a global dense orbit. © 1999 Acad6mie des Sciences/~ditions 
scientifiques et m6dicales Elsevier SAS 

1. Introduction 

Ce travail fut initialement motiv6 par la question suivante : existe-t-il un groupe engendr6 par deux 
automorphismes f et g de type H6non (voir plus loin la d6finition) et admettant une orbite dense 
dans C 2 tout entier ? Notre strat6gie pour tenter de produire un exemple 6tait de commencer  par 
regarder le probl~me localement, en supposant que f et 9 avaient un point fixe commun. Consid6rons 
par exemple le cas de deux applications de type H6non admettant chacune l 'origine comme point fixe 
attractif. I1 semblait raisonnable d'esp6rer sous des conditions g6n6riques sur les parties lin6aires une 
densit6 locale, et en effet nous avons pu 6tablir un tel r6sultat en toute g6n6raiit~ (th6or~me 1). Dans 
notre exemple cette densit6 se propage au moins ~ chacun des bassins d'attraction associ6s ~ f et 9 ; 
cependant le th6orbme 3 affirme que cette zone de densit6 reste asymptotiquement confin6e le long 
d 'un  nombre fini de directions. Ainsi mis h part quelques cas triviaux (par exemple si g = f o g, of a 

est lin6aire) la question de d6part reqoit une r6ponse n6gative. 

Note pr6sent6e par l~tienne GnYs. 
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Nous nous proposons dans cette Note d'6noncer nos r6sultats accompagn6s d'une id6e de preuve ; 
pour le d6tail des d6monstrations nous renvoyons le lecteur h [6]. 

2. Densit6 locale 

Nous commenqons donc par 6noncer un th6or6me local. Dans un travail en pr6paration J. Rebelo et 
F. Loray d6montrent un rdsultat voisin, avec cependant des motivations assez diff6rentes. 

TH~OR~ME 1. -- Soient f ,  g E Diff(C 2, 0) deux diffgomorphismes locaux ~ l'origine de C 2. On 
suppose que les parties lindaires de f et g engendrent un sous-groupe dense de GL(2, C). Alors le 
pseudo-groupe engendrd par f et g est localement gt orbites denses. 

Cet 6nonc6 appelle quelques commentaires. 
Pr6cisons tout d'abord la notion de densit6 locale. Si V e s t  un voisinage de l'origine sur lequel f + l  

et 9 +1 sont bien d6finis, et si z E V, alors la V-pseudo-orbite de z e s t  l 'ensemble des points w tels 
qu'il existe une suite finie x0 = z, x l , . . .  ,Xn = W avec 

V0 < i < n, x~ E V e t  xi+ 1 = h(xi) ,  off h = f-4-10U 9 -4-1. 

Nous dirons que le pseudo-groupe engendr6 par f et g est localement ~ orbites denses si pour tout 
z E V ,, {0} l'adh6rence de la V-pseudo-orbite de z est un voisinage de l'origine. 

Ce th6or~me est calqu6 sur un 6none6 similaire en dimension 1 d6montr6 dans [1] (voir 
6galement [4]). Cependant la preuve ne se g6n6ralise pas imm6diatement, le principal obstacle 
6tant qu'en dimension 2 le groupe des parties lin6aires GL(2, C) n'est plus commutatif. 

Remarquons d'ailleurs qu'en dimension 2 il n'est pas 6vident a priori que l'hypoth6se de densit6 des 
parties lin6aires soit raisonnable : il existe en effet des couples de matrices qui engendrent des groupes 
discrets (groupes de Schottky), et cette propri6t6 est stable par perturbation. Cependant, le lemme de 
Zassenhauss (voir [3]) assure que si deux matrices proches de l'identit6 engendrent un groupe non 
nilpotent, alors elles engendrent un groupe non discret. Raffinant ce r6sultat nous obtenons : 

PRoPosmoN 2. - II existe un voisinage W de (Id, Id) dans GL(2, C) × GL(2, C) et une partie de 
mesure pleine W ~ C W tel que pour tout couple de matrices (A, B)  E W' ,  le groupe engendrd par 
A et B soit dense dans GL(2, C). 

Idge de dgmonstration. - Tout d'abord il est n6cessaire que pour tout (A,/3) E W ' le groupe 
multiplicatif engendr6 par det(A) et det(/3) soit dense dans C*. D'autre part, il est assez facile 
de voir que l'alg~bre de Lie r6elle engendr6e par deux matrices g6n6riques (i.e. contenues dans un 
certain ouvert dense) de l'alg~bre sl(2, C) est 6gale ~ ~[(2, C). Ainsi, le probl~me se ram6ne 
exhiber deux matrices g6n6riques dans l'alg~bre de Lie du groupe (A, B) (qui est bien un groupe 
de Lie rgel par le th6or~me de Caftan). Ceci se fait en prenant des commutateurs dans le groupe 
(A,/3), produisant ainsi des matrices de plus en plus proches de l'identit6, jusqu'h pouvoir utiliser 
la r6ciproque locale de l'application exponentielle. 

Venons-en maintenant h la preuve du th6or6me. Notre d6marche consiste h construire dans 
l'adh6rence du pseudo-groupe engendr6 par f et 9 un ro t  complexe conjugu6 au ro t  lin6aire 
(x, B) --* (x + ty, Y). Donnons une id6e de la mani6re dont nous obtenons ce rot. Quitte h prendre un 
sous-groupe, et quitte h conjuguer, la densit6 des parties lin6aires nous permet de supposer que 

f ( x ,  y) = (Alx,  A2Y), 

g ( x , y ) = D g ( O ) ( x , y ) + ~ ( x , y )  avec Dg(O)prochede  (10 lf l) ,  off [ i l l > r > 0 .  
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On construit alors une suite (gi)iEN de diff6omorphismes locaux en posant g0 := g e t  

g~ f-i -i : gi f gi , 
gi+l f - n l  t ni = gi f . 

La premiere op6ration (commutateur) rapproche fortement la partie lin6aire de l'identit6 tout en 
perturbant 16g~rement la partie non lin6aire. Au contraire, la deuxi~me op6ration (conjugaison) 
augmente le coefficient sup6rieur droit de la partie linfaire (de telle sorte qu'on a encore IN > r)  et 
diminue fortement la partie non lin6aire. Ainsi, pour un bon choix des nl (et quitte ~ prendre une 
sous-suite) cette suite converge uniform6ment au voisinage de l'origine vers une application lin6aire 
(x, y) ~ (x + C/y, y). En changeant le diff6omorphisme g qui initialise la r6currence on peut de plus 
supposer que le complexe/3 est de module arbitrairement petit. Finalement, par passage ~ la limite on 
obtient un riot r6el, en conjuguant par f on obtient un deuxi~me riot r6el, et finalement le riot complexe 
annonc6. En faisant agir le pseudo-groupe (f ,  g) on r6cup~re alors facilement la densit6 locale. 

3. Non densit4 globale des orbites 

Rappelons la classification des 616ments du groupe Aut[C 2] des automorphismes polyn6miaux de 
C 2. Le groupe Aut[C 2] est le produit amalgam6 des groupes affine et 616mentaire (ce dernier 6tant 
le groupe des automorphismes dont la deuxi~me coordonn6e ne d6pend que de y). De ce r6sultat 
fondamental Friedland et Milnor [2] ont d6duit que tout automorphisme ~ • Aut[C 2] se ram~ne par 
conjugaison ?i l 'un des deux modules suivants : 

1. e :  ( x , y )  , ( o ~ x + P ( y ) , f l y + v )  avec c~, /3 • C*, "7 • C, P • C[X] ; 
2. g : (x ,  y)  ~ gn o . . .  o g i ( x ,  y) ,  ofa chaque gi est un automorphisme de H6non g6n6ralis6 

g i :  (x,  y)  ' (Y, Pi(Y)  - a i x ) ,  a i  • C*, Pi • C[X], deg(P/) _> 2. 

Nous dirons respectivement que qa (avant conjugaison) est de type ~l~mentaire ou de type H~non. 

En contraste avec le th6or~me 1 nous nous proposons de montrer le r6sultat global suivant : 

THP~OP~ME 3. -- Soit G C Aut[C 2] un groupe de type f ini  dont t ous l e s  ~Idments ( sauf  l'identite') sont 
de type H~non. Alors  il existe un ouvert  U C C 2 tel que : 

1. l 'adhdrence dans C P  2 du compldmentaire de U contient un nombre f ini  de points de C P ~  
(la droite gt l'infini) ; 

2. pour  tout z E U, l 'orbite de z par  G est f erm~e dans C 2. 

Notons que l'hypoth~se << tousles  616ments de g sont de type H6non >> n'est pas tr~s restrictive : 
ceci d6coule de la structure de produit amalgam6 de Aut[C 2] (voir [5]). La preuve du th6or~me 
repose sur la : 

PROPOSITION 4. -- Soit g E Aut[C 2] de type Hdnon. I1 existe p E C P  1 ,  tel que pour  tout m E N* 
il existe un ouvert  U C C 2 vdrifiant : 

1. U ---~ f] C P ~  = {p}, o~ F est l 'adhdrence dans C P  2 ; 
2. f o r  all z • U and all k • N*, 119k(z)ll > m k Ilzll. 

Idge de d~monstration. - M~me si ce r6sultat est un peu fastidieux ~ 6tablir rigoureusement il est 
assez clair. En effet, l 'automorphisme g effondre la droite i~ l'infini sur un seul point, sauf un point 
d'ind6termination qui correspond ~ p. Ainsi, la proposition formalise le fait que g poss6de un point fixe 
superattractant ~ l'infini, et que le bassin d'attraction associ6 contient la droite ~ l'infini moins un point. 
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Maintenant, soit G = ( g l , - - . ,  gn) un groupe v6rifiant les hypotheses du th6or6me 3. Si pour tous 
i # j les points d'ind6termination de g~l  et g~l  sont distincts, alors la proposition 4 permet de 
mettre en place un argument de type << ping-pong >>. On montre facilement qu 'un  616ment g E G 
envoie un point z d 'autant plus loin que sa longueur de d6composition par rapport au syst6me 

( g l , . . . , g n )  est grande. 
Dans le cas g6n6ral l ' id6e est similaire mais n6cessite quelques pr61iminaires techniques. On montre 

qu' i l  existe des families finies (al) et (ej) d 'automorphismes respectivement affine et 616mentaire 

telles que tout 616ment g E G s'6crive : 

g = (ai~ o e j~)  o . . .  o (ai~ o e jx)  o aio. 

Toutes les applications de type H6non ai~ o ejk admettent le m~me point d'ind6termination p h l'infini, 
et effondre la droite ~t l'infini en un point diff6rent de p. Nous sommes ainsi h nouveau dans les 
conditions d 'un  << ping-pong >>. De plus, les familles (ai) et (ej) 6tant finies (c 'est  le point d61icat 
de la preuve), le nombre de tels g E G qui admettent une d6composition de longueur n donn6e est 
fini. Ainsi, comme pr6c6demment chaque boule compacte ne contient qu 'un  nombre fini de points de 
l 'orbite de z par G (pour z E C 2 loin d 'un  nombre fini de directions d'ind6termination). 

En conclusion, un groupe G C A u t [ C  2] pourra admettre simultan6ment des zones de densit6, des 
zones fi orbites discrStes et des zones h dynamique chaotique (correspondant aux ensembles de Julia 
des 616ments du groupe). 

Remereiements. Je remercie vivement Dominique Cerveau qui m'a  propos6 ce probl~me, Frank Loray h qui 
je dois l'id6e de la preuve du th6or6me 1 et l~tienne Ghys qui m'a indiqu6 l'existence du lemme de Zassenhauss. 
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