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Dynamique des groupes paraboliques 
d' automorphismes polynomiaux de C 2 
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R6sum6. Nous 6tudions la dynamique de certains groupes ab61iens d'automorphismes 

polynomiaux de C 2, que nous appelons groupes paraboliques. Nous montrons que ces 

groupes sont toujours formellement lin6arisables, et que la lin6arisante peut ~tre stricte- 

ment formelle ou au contraire convergente. Nous montrons ensuite que sous une hypo- 

thbse d' uniformit6 un groupe parabolique admet un (1,1) courant positif ferm6 invariant. 

Enfin nous donnons un exemple de groupe parabolique non uniforme n'admettant aucun 

(1,1) courant positif ferm6 invariant. 

Mots-el6s: automorphismes polynomiaux, lindarisation, courant invariant. 

Abstract. We study the dynamics of a class of abelian groups of polynomial auto- 

morphisms of C 2, that we call parabolic groups. We show that these groups are always 

formally linearizable, and the linearizing map could be strictly formal or convergent. 

Further we show that under an uniformity hypothesis a parabolic group has a invariant 

(1,1) positive closed current. Lastly we give an example of parabolic group that does not 

admit any invariant (1,1) positive closed current. 
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1 Introduction 

Nous noterons Aut[C 2] le groupe des automorphismes polynomiaux du plan 

complexe. Nous nous proposons dans cet article de poursuivre l '6tude dyna- 

mique des sous-groupes de Aut[C 2] commenc6e dans [9]. Avant d 'dnoncer  nos 
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rtsultats nous rappelons comment 1'action canonique de Aut[C 2] sur un arbre 
simplicial (via la thtorie de Bass-Serre) permet d 'obtenir  une classification de 
ses sous-groupes. Nous noterons A l e  groupe a n n e ,  i.e. le groupe des 616ments 
de Aut[C 2] qui se prolongent en des automorphismes holomorphes de I?~ ; et 
nous appellerons E (r,,~ur ~ 616mentaire >~) le sous-groupe de Aut[C 2] consti- 
tu6 des automorphi~ des  qui prtservent le pinceau des droites y = constante .  

Autrement dit : 

A = 

E = 

{(x, y) w+ (alx + bly  + cl, a2x q- b2y + C2); 

ai, hi, ci c C, aib2 - a2bl # 0}; 

{(x, y) w+ (otx + P(y ) ,  fly + g); 06/~ E C*, ), c C, P c C[X]}. 

Nous dtsignerons par S = A N E l ' intersection de ces deux sous-groupes, et 
nous appellerons application de Htnon  un automorphisme de la forme 

g �9 (x, y) ~-+ (y, P ( y )  - 3x) 

o~ 3 c C* et P e s t  un po lyn tme  de degr6 suptrieur ou 6gal ~t 2. Nous suivons ici 
les notations de [5] (~ ceci prSs que nous appelons (< application de Htnon  >> ce que 
Friedland et Milnor appellent <~ application de Htnon  gdntraliste >>) ; ~ rioter que 
d'autres auteurs appellent application de Htnon  un conjugu6 par (x, y) ~+ (y, x) 
d 'une application de Hdnon en notre sens. 

Nous avons le thtor~me de Jung qui dtcrit  Aut[C 2] comme un produit amal- 

gam6 : 

Th~or~me 1 (.lung). Le groupe Aut[ C 2] est le produit amalgamd du groupe affine 

A et du groupe dldmentaire E suivant leur intersection ." 

Aut[C 2] = A *s E. 

On peut reformuler ce rtsultat de la mani~re suivante. Suivant Wright [ 12] nous 

posons 

a(X) �9 

e (P)  �9 

(x, y) ~-+ (Xx + y, x) pour tout k c C; 

(x, y) ~-+ (x + P(y ) ,  y) pour tout P c C[X] \ {0} 

satisfaisant P (0) = P'(O) = O. 

Les a(k)  et les e(P)  forment des syst~mes de reprdsentants des classes ~ gauche 
non triviales A / S  et E / S .  Tout 616ment 9) ~ Aut[ C2] s ' tcr i t  de mani~re unique 

sous la forme 
q o = m o s  
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DYNAMIQUE DES GROUPES PARABOLIQUES 187 

o)  s c S e t  m est une composition alternde de a()~) et de e(P) (voir [10, p.9]). 
L' arbre associ6 ~t Aut[C 2] consiste simplement ~ consid6rer chaque compo- 

sition m comme une ar~te, de telle mani6re que si m l e t  m2 diff6rent seulement 

par la derni~re composition ~t droite (autrement dit si m~lm2 ~ A ou E) alors les 
ar~tes associ6es aient un sommet en commun. Plus pr6cisdment les ar~tes sont en 
bijection avec les classes ~t gauche Aut[C2]/S ; de mame on peut mettre les som- 
mets en bijection avec l 'union des classes g gauche Aut[C2]/A et Aut[C2]/E.  
Si q) = m o s c Aut[C2], on note q)S la classe de q) dans le quotient Aut[C2]/S ; 

~oS = mS correspond donc ~ l 'ar&e associde ~t m, et cette ar~te relie les sommets 
correspondant aux classes q)A et ~oE (voir figure 1). 

eA 

;e'A 

Id S 

aeA 

aE 

aS 

~ , ,  ae "t 

roots de mot vide roots de 
longueur 1 longueur 1 

roots de 
longueur 2 

Figure 1 " Quelques arStes et sommets de l'arbre associ6 ?~ Aut[C2](a, a '  E A \  
E ; e , e  I C E \ A ) .  

En profitant du fait que le groupe Aut[C 2] agit sur cet arbre (par translation 

gauche : f .  (~0S) : = ( f  o ~0)S) on obtient une classification d 'une part des 616ments 
de Aut[C2], d'autre part de ses sous-groupes. Ainsi tout f c Aut[C 2] appartient 

l 'une des deux classes suivantes (comparer avec [5]) : 

1. automorphismes de type glYmentaire : f induit une isomdtrie elliptique 
(au moins un sommet est fix6), et il est conjugu6 fi un 616ment de E ; 

2. automorphismes de type H~non : f induit une isom6trie hyperbolique, 
i.e. il existe une g6od6sique globalement invariante sur laquelle f agit 
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par translation. L'automorphisme f est alors conjugu6 ~ une compos6e 
d'applications de H6non : 

f = q)ogre o . . . o g l  oq) -1 

o~ q) c Aut[C2], gi (x, y) = (y, Pi (Y) - &x) avec ~i c C*, et Pi c C[X] 
de degr6 > 2. 

I1 est remarquable que les classifications dynamique et alg6brique des 616- 
ments de Aut[C 2] coincident. Notre ddmarche consiste ~ poursuivre cette ana- 
logie dans le cadre de la classification des sous-groupes de Aut[C2]. Dans [9] 

nous avons ainsi distingu6 en fonction de leur action sur l'arbre trois ciasses de 
sous-groupes dont nous avons pu d6crire pr6cis6ment la structure alg6brique : 

1. groupes elliptiques : les sous-groupes qui fixent (au moins) un sommet de 
l'arbre. Par d6finition de l'arbre de Bass-Serre, ~t conjugaison pros ce sont 
exactement les sous-groupes des groupes affine et 616mentaire. 

2. groupes paraboliques : les sous-groupes qui ne fixent aucun sommet, et 
qui fixent un unique bout de l'arbre. On montre (voir [9, prop. 3.12]) que 
ces groupes sont des groupes ab61iens obtenus comme union croissante de 
groupes cycliques finis ; des exemples avaient d6j~ 6t6 d6crits par Wright 
[12]. Ce sont principalement ces groupes qui vont nous int6resser dans cet 

article, nous reviendrons donc en d6tail sur leur description. 

3. groupes loxodromiques : nous disons qu'un sous-groupe est loxodromique 
s'il ne fixe aucun sommet, et s'il existe deux bouts de l'arbre qui sont fix6s 
ou 6chang6s par chaque 616ment du groupe (autrement dit il existe une 
g6od6sique globalement invariante sous 1' action du groupe). Un tel gronpe 
est engendr6 par un automorphisme de type H6non g et un groupe fini de 

<< sym6tries >> (voir [9, prop. 4.10]). 

I1 existe bien stir une quatri~me classe : ce sont les groupes que l 'on peut quali- 
fier de g6n6raux, qui ne fixent ni sommet ni bout de 1' arbre et qui peuvent ~tre 
caract6ris6s par le fait qu'ils contiennent beaucoup (c'est-~-dire un groupe libre) 

d'automorphismes de type H6non (voir [9, prop. 4.3]). 

Nous nous proposons dans cet article d'6tudier les groupes paraboliques ; plus 

pr6cis6ment nous aborderons les deux questions suivantes : 

1. Un groupe parabolique est-il lin6arisable (formellement, localement...) ? 

2. Existe-t-il un courant invariant sous Faction d'un groupe parabolique ? 

L' article est organis6 comme suit. 
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DYNAMIQUE DES GROUPES PARABOLIQUES 189 

Dans la section 2 nous montrons comment l'arbre de Bass-Serre permet de 

caractrriser un groupe parabolique H. En particulier on obtient une suite (~0i) de 
linrarisantes partielles : chaque ~i linrarise un sous-groupe Hi de H, o~ (H/) est 
une suite croissante de sous-groupes finis cycliques dont l'union recouvre H. En 
conjuguant on peut de plus supposer que les ~0 i sont des composres d' applications 
de Hrnon (nous dirons alors que H est normalisr). 

Dans la section 3 nous rrpondons ~ la premiere des deux questions ci-dessus : 
un groupe parabolique est toujours formellement linrarisable ; et nous donnons 
des exemples montrant que cette linrarisante peut ~tre strictement formelle, ou 
a contrario convergente (localement, ou m~me globalement). 

La section 4 contient quelques rappels sur la throrie des courants, ainsi que 

sur la construction des deux courants de Green associrs ~t une application de type 
Hrnon. C' est cette construction que nous avons cherch6 ~t grnrraliser au cas d'un 
groupe parabolique. 

La section 5 est consacrre a la preuve de notre thror~me principal. I1 est pos- 
sible de drfinir a partir de la suite (qgi) des linrarisantes partielles un ensemble de 
Julia J+ associ6 hun  groupe parabolique H. Moyennant une hypoth~se d'uni- 
formit6 (voir drfinition p. 10) on obtient le rrsultat suivant (o9 est la forme de 
Fubini-Study sur ~ )  �9 

Th~or~me 11. Soient H un groupe parabolique normalisd uniforme, et (~oi) la 

suite des lindarisantes partielles. 

1 *co un courant I z+ pos i t i f fermd de type (1,1) 1. La suite a~,,) ~on converge vers 

dont le support est J+ ; 

2. Pour tout (1,1) courant T posi t i f  f e r m (  de masse 1 et dont le support 
1 - * T  n 'adh&e  pas  au point  [0 �9 1 �9 0], la suite ~ n  converge ~galement 

vers # +  ; 

3. Le courant t z+ est invariant par  H : pour  tout h ~ H on a h * l z+ = tz + . 

Nous verrons que l'hypoth~se du thror~me (H uniforme) peut ~tre satisfaite 
par des groupes paraboliques dont la linrarisante formelle diverge de mani~re 
arbitrairement rapide. Nous montrons cependant darts la section 6 qu'il existe des 
groupes paraboliques quin'  admettent aucun (1,1) courant positif ferm6 invariant, 
ainsi il est indispensable de faire une hypoth~se de type ~ uniforme >~ dans le 
thror~me 11. Enfin, nous concluons avec quelques remarques et questions autour 
de ce thror~me. 

Je remercie vivement C. Favre et V. Guedj avec qui j 'ai  eu de fructueuses dis- 
cussions au moment de la rrdaction finale de cet article. Ce travail a 6t6 en partie 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 32, No. 2, 2001 



190 STt~PHANE LAMY 

rdalis6 lors d'un s6jour de l'auteur au Centre de Recerca Matem&tica de l'Uni- 
versit6 Autonome de Barcelone (bourse europdenne, r6seau TMR << Singularit6s 
d'l~quations Diffdrentielles et Feuilletages ,>). 

2 Description combinatoire d'un groupe parabolique 

I1 n'est pas 6vident a priori qu'il existe des groupes paraboliques dans Aut[C 2] ; 
c'est Wright [12] qui le premier a exhib6 de tels sous-groupes. Avant de donner 
un exemple explicite nous commenqons par 6noncer quelques propri6t6s d'un tel 
groupe. Le d6tail des arguments est contenu dans [9], et repose essentiellement 
sur les deux r6sultats suivants (nous identifions dans les 6nonc6s un 616ment de 
Aut[C 2] avec l'isom6trie qu'il induit sur l'arbre de Bass-Serre) : 

Proposition 2 (proposition 3.3 de [9]). Soit f E Aut[C2]. Le sous-arbre fixd par 

f est non borng si et seulement si f est conjugug dans Aut[C 2] & une rotation 

(o~x, fly) avec ~, fl racines de l'unitg de m~me ordre. 

Remarque 3 (remarque 3.4 de [9]). Soient c~, fl deux racines de l'unitd de 

mSme ordre. Si l'automorphisme (~x, fly) fixe une ar~te m S  = a(Xl)e(P1) . . . 

a(Xn)e( Pn)S alors 

- (olx, fly) o a(Xi) = a()~i) o (fix, oty) ; 
- (olx, fly) commute avec chaque e(P2k), et (fix, oly) commute avec chaque 

e(P2k+l). 
En particulier si ~ ~ fl alors pour tout i, )~i = O. On a bien s~r des r~sultats 

similaires lorsque l'(criture de m commence par e( P~) ou finit par a()~n). 
Soit H u n  groupe parabolique. Rappelons que les bouts d'un arbre simplicial 

sont les classes de demi-g6od6siques infinies modulo la relation d'6quivalence : 
lPl "" I'2 si I'1 et 1~2 ont une infinit6 d'ar~tes en commun. Dire que H fixe un bout 
(repr6sent6 par E), c'est dire que chaque h 6 H admet un sous-arbre fix6 Fix(h) 
qui contient une demi-g6od6sique Fh, avec l?h ~ F. ,~ noter que chaque Fix(h) 
contient une infinit6 de demi-g6od6siques infinies deux ?~ deux non 6quivalentes 
(autrement dit h fixe une infinit6 de bouts), mais que le groupe H ne fixe qu'un 
seul bout. 

Par la proposition 2 tout h c H est conjugu6 par un 616ment deAut[C 2] 5 une 
rotation (~x,  fly) avec o~, fl racines de l'unit6 de m~me ordre. Plus pr6cis6ment 
on peut montrer (voir [9, prop. 3.12]) que H s'obtient comme la r6union d'une 
suite croissante (Hi) de sous-groupes finis cycliques, chaque Hi 6tant engendr6 
par un automorphisme hi  de la forme 

hi = q)il (o~i x,  fli y)rpi 
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DYNAMIQUE DES GROUPES PARABOLIQUES 191 

avec ~0i ~ Aut[C 2] et (o!i, fli) couple de racines de 1'unit6 du m~me ordre. Nous 
dirons que (~0i) est une suite de lindarisantes partielles pour H,  et nous noterons 

H = (~oi, (aix,  fli Y)). On d6duit 6galement de cette description que H est ab61ien 
et que ses 616ments admettent un unique point fixe darts C ~ qui leur est commun. 

Exemple 4. Posons ho = ( - x ,  - y )  et pour tout k > 1 " 

Otg : e iJr/2k ; 

gk " (x, y) ~-+ (y, cky 2~+1 + X); 
q~k = g Z o . . . o g ~  

oil ck c C*. Alors en posant h~ ~0k 1 (c~x, P = ~k y)r oil p e s t  un entier im- 

pair, H = {--Jk>_0 < hk > est un groupe parabolique. Remarquons que darts 
la d6finidon de ~0~ les carr6s ne sont pas indispensables (au sens qu 'en posant 
~o~ = gk o . . .  o gI on obtient encore un groupe parabolique), mais permettent 
d'obtenir directement une suite de lin6arisantes partielles tangentes ~ l'identit6 
(comparer avec la discussion darts la section 3). 

Deux remarques ~ propos de cet exemple. D'une part, le choix de prendre pour 
ee~ des racines d'ordre des puissances de 2 n'est  pas du tout essentiel ; Wright 
obtient de mani6re similaire des groupes paraboliques abstraitement isomorphes 
au groupe de toutes les racines de l'unit6. D'autre part, nous allons voir que 
tout groupe parabolique peut se ramener ~ un groupe semblable ~t cet exemple, 
au sens ota les lindarisantes partielles seront des composdes d'applications de 
H6non. C'est  l 'objet de la discussion qui suit. 

D6signons par 17i une demi-gdod6sique contenue darts Fix(h/) et repr6sentant 
le bout fix6 par H.  On peut choisir les I~i de mani6re ~ ce que la suite (1-'~) soit 
ddcroissante (pour l 'inclusion). Nous allons montrer la 

Proposition 5. Soit H u n  groupe parabolique qui s 'obtient comme l'union crois- 

sante des sous-groupes finis cycliques Hi = (9~F 1 (s ix ,  ~iy)~oi). Err eonjuguant 

H par  un ( l (ment  de Aut[C 2] et en consid(rant une sous-suite de la suite (Hi) il 

est possible de se ramener au cas o~t les propri(t~s suivantes sont satisfaites : 

1. 9)o = Id,  autrement dit H contient la rotation (non triviale) 

ho = (~oX,/~oY) ; 

2. la premikre ar~te de la demi-gEod~sique Fo C Fix(ho) repr~sentant le bout 

fix~ par  H est de la forme e(P1)S ; 

3. ou bien Oil = ~i pour  tout i, ou bien oti 7A Be pour  tout i ; 
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4. si h E H fixe une ar~te m S  de F0, oft m est une compos(e de a()O et de 

e(P) ,  alors h est de la forme 

h = m ( ~ x , / 3 y ) m  - i  

avec ~, t3 racines de l 'unitg de m~me ordre. 

Preuve.  La premiere condition s'obtient trivialement en conjuguant H,  on peut 
alors choisir F0 d' ar~te initiale voisine de I d  S (i. e. de la forme a (~.) S o u  e (P)  S). 
Si la deuxi~me condition n'est  pas satisfaite alors les deux premieres ar~tes de F0 
sont de la forme a(L1)S et a(L1)e(P1)S.  En conjuguant H par a(~.t) on obtient 
la deuxi6me condition, et < h0 > reste inchang6 par la remarque 3. Supposons 

qu'il  existe un indice i tel que o/i ~ /3i. Alors pour tout j >__ i on a 6galement 
a j  r  en effet comme la suite de sous-groupes < hi > est croissante il existe 
un entier p tel quect p = ui et/31 =/3i .  Quitte ~ oublier les premiers termes de la 
suite (hi) on peut donc supposer la troisi~me condition satisfaite. Montrons que la 
quatri~me condition est alors automatiquement satisfaite. Remarquons d 'abord 
que si (~x , /3y)  et s c S sont conjugu6s dans Aut[C2], alors s est conjugu6 
dans S ou bien ~ (t~x,/3y) ou bien ~t (fix, ay )  (car A est engendr6 par S e t  
(x, y) ~ (y, x)). Maintenant soit h c H fixant l'ar~te m S  de F0. Autrement dit 
h est conjugu6 par m h un automorphisme s E S, et comme d'autre part h est 
conjugu6 ~ une rotation (c~x,/3Y), par la remarque ci-dessus il existe s' c S tel 

que (quitte ?a 6changer a et/3) 

h = ms ' (~x , / 3y ) s ' -~m  -1. 

Remarquons que s' fixe 0, car m fixe 0 qui est 1'unique point fixe dans C 2 de 

h0 = (ot0x,/30Y) et donc aussi de h. Si ~ = t3 alors on a h = m(t~x, /3y)m -1, ce 
qu 'on voulait. Si a r  on 6crit s' = (x + cy, y) o (ax, by) et on a donc 

h = m(x  + cy, y)( t~x, /3y)(x  - cy, y )m  - i .  

Supposons que l'6criture de m se termine ~ droite par une composition par un 
e (P)  (l'autre cas se traite de mani~re analogue). Alors Fo contient une ar&e de 
la forme ma()OS.  De plus a0 r  (c'est la condition 3), donc par la remarque 
3 on a )~ = 0. On a h = m(x  + cy, y ) ( ~ x , / 3 y ) ( x  - ey, y )m  -1 qui fixe l'ar6te 

ma(O)S, donc (otx,/3y) fixe l'ar~te (x - cy, y)a(O)S.  Remarquons que 

(x - cy, y)a(O) = (x - cy, y) o (y, x)  = ( - c x  + y, x)  = a ( - c )  

et donc toujours par la remarque 3 on a c = 0. Finalement on obtient encore 

h = m(otx , /3y)m -1. [] 
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Un groupe parabolique satisfaisant les quatre propri6t6s de la proposition 5 
sera dit normalis~. Dans ce cas chaque ar~te d'indice pair de F0 s'6crit �9 

e( P1)a(Z1)e( P2)a(X2) . . . e( P,,)a(Z,OS. 

Remarquons que pour tout Z ~ C et P ~ C[X] (on suppose toujours P non nul 
et sans partie lin6aire) 1' automorphisme e (P)a (Z) est l ' inverse d 'une application 
de H6non de d6terminant jacobien - 1 �9 

e(P)a(Z) = (x + P(y),  y) o ()~x + y, x) 

= (y 4- Zx 4- P(x),  x) 

= ( y , - P ( y ) - Z y + x )  -1. 

On voit que pour tout n l 'ar&e d'indice 2n de F0 s'6crit -1 % S off ~o~ est une 
composde d' applications de H6non �9 

q)n = gn o . . -  o gl. 

De plus q)n est de d6terminant j acobien 1 ou - 1  selon la parit6 de n. D' apr~s la 
proposition 5 (4 e assertion) on peut choisir une sous-suite de (~on) comme suite 
de lin6arisantes partielles ; dans la suite nous noterons encore (q)n) cette sous- 
suite. Ainsi lorsque nous 6crirons H = (q)i, (~ix, ~i Y)) pour d6signer un groupe 
parabolique normalis6 il sera implicite que chaque @i(/)F21 est une compos6e 
d' applications de H6non de d6terminant jacobien 4-1. 

Nous introduisons maintenant la notion de groupe parabolique uniforme. 
De mani~re g6n6rale (voir [5]) 6tant donnde g une compos6e d'applications de 
H6non de degr6 d(g) on peut associer f ig  une constante Rg et une partition 
(Vg, Vg +, Vg) de CZ d6finie par : 

Vg = { (x ,  y ) ;  Ixl ~ Rg, lYl ~ Rg} 

Vg + ----- {(x, y); Ixl > Re et Ixl > ]Y]} 

gg- = f i x ,  y ) ; l Y l > R g e t l Y l > _ _ l x l }  

telle que (voir figure 2) 

VZ G Vg-, 

V z 6  Vg +, 

g(V ) c u v j  

IIg(z))ll ~ Ilzll d(g> 

IIg-l(z))ll  ~ Ilz[I d(g) 

et 

et g(z) c VZ ; 

e t g - l ( z )  ~ Vg+; 

g - l ( W g )  C Wg U Vg +. 
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i 

Q 

I 

I 

~ V g  + 
Q 

�9 : . -"  R 

V9 

Figure 2 �9 Les fl6ches donnent une id6e de la dynamique par it6ration de g. 

Un groupe parabolique normalis6 H : ( ~ i ,  (o[ix, fliY)) sera dit uniforme 
s'il existe R > 0, et une partition associ6e (V, V +, V- )  valables pour tout 

gi : ~0i O q9 - 1  ind6pendamment de i. Nous laissons le lecteur v6rifier que, dans i - 1  
l 'exemple 4, si le module des ck est minor6 par une constante alors le groupe H 

correspondant est uniforme. 

3 Lin~arisation 

I~tant donn6 un groupe parabolique il existe un unique point de C 2 fix6 par tout 
616ment du groupe (dans le cas normalis6 ce point fixe est l'origine). I1 est naturel 
de se demander si la dynamique du groupe est lin6arisable au voisinage de ce 
point fixe. Nous commengons par traiter le probl~me de la lin6arisation du point 
de vue formel. 

Proposi t ion 6, Un groupe parabolique H est toujours formellement tin~arisable. 

Preuve.  En conjuguant dans Aut[C 2] on se ram6ne ~ H normalis6, autrement 

dit H = (q~i, (otix, fiiY)) a v e c  ~o -I  i = e(P1)a()~l ) . . ,  e(P,~i)a(kn,). 

Montrons tout d 'abord que nous pouvons prendre les ~Pi tangents ~ l'identit6. 
Si pour tout i on a c~i =/~i  alors la diff6rentielle Dcpi ( 0 )  de ~oi en 0 et (o~ix,/~iy) 
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commutent ; on peut donc remplacer chaque ~0i par Dq)i (0) -1 o ~0i sans changer 

le groupe H.  A contrario si oei r  pour tout i ~ N alors d'aprhs la remarque 

3 l'6criture de ~p~-a ne contient que des a(Z) avec ~ = 0, donc D~oj(O) = (y, x) 

ou I d  selon la parit6 de nj .  En remplagant 6ventuellement H par ~OkH~Ok 1 avec 
nk impair on peut supposer qu'il  existe une infinit6 de ~oj avec D~oj (0) = Id .  En 
prenant une sous-suite nous pouvons doric encore nous ramener au cas ofa tous 
les q3 i sont tangents ~t l'identit6. Posons maintenant f/ = ~0i~o/-_11 Alors 

~0i = f ,  o o A .  

Par construction fi+l est tangent ~ l'identit6 et commute avec (~ix, ,Biy) qui est 
d 'ordre fini (disons d'ordre hi). Donc tousles  mon6mes (non lin6aires) de f,+l 
sont de degr6 supdrieur ~ ni. Ainsi, composer ~ gauche par fi+l n'affecte que les 
mon6mes de degr6 sup6rieur a ni ; de plus la suite ni est strictement croissante. 
La limite ~0 = limi__,+~ q)i est donc une s6rie formelle qui lin6arise H : 

~o-lHcp C {(x, y) ~-+ (o~x, fiy); [c~[, I/~1 = 1}. 

[] 

Nous allons maintenant 6tudier trois exemples, et montrer que la lin6arisante 
formelle d 'un  groupe parabolique peut atre divergente, ou a contrario localement 
(ou m6me globalement) convergente. 

Reprenons les notations de l 'exemple 4. Nous allons d6terminer les coeffi- 

cients ck par r6currence de mani&e h ce que la lin6arisante formelle pour H 

2 2 ( p =  lim ~Pi= lim g 2 o . - - o g ~  
i ~ + o c  i--++cx~ 

soit strictement divergente. Posons cj  = 1. L e s  c~ 6tant ddtermin6s jusqu'au rang 
n, nous d6finissons c,~+l de la maniare suivante. On pose 

g,~ = {(x, y) c Ca; lyl > Ixl et lyl > ~n} 

ota 6n > 0 est choisi de telle sorte que 

1. la suite (6n) soit ddcroissante ; 

2. In = V~ N ~0~(B(0, l / n ) )  7~ 0 (possible car q)~(0) = 0). 

On choisit alors c~+~ de module assez grand pour que 

Vz ~ Vn, g2+l(z) ~ V~ et IIg2+l(z)[I > 21]zll. 
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Fixons maintenant m c N* et consid6rons z 6 q)ml(Im), i.e. Z ~ B(O, 1 /m)  et 

qgm (Z) C Vm. On a 

Ilgom+i(z)ll ~ 2illgom(z)ll > i~+~  + ~ .  

Ainsi il n'existe aucun voisinage de l 'origine sur laquelle q) soit convergente. 

Nous construisons maintenant une lin6arisante localement convergente. Nous 
reprenons l 'exemple 4 mais en supposant ~t pr6sent gk de la forme 

gk " (X, y) ~-+ (y, Cky m~'(zk+l) + X) 

o5 m~ E N. Nous d6finissons trois sous-ensembles de C 2 par 

W1 = {(x, y); Ixl ~ 1 et lYl ~ 1} 

W2 = {(x, y); Ixl ~ 2 et lYl ~ 2} 

IV3 = {(x, y); lY] > 3 et lYl -> x} 

L'entier mk 6tant fix6 nous d6finissons ck comme le plus grand r6el positif tel 

que l'in6galit6 suivante ait lieu : 

Vz e W2, Ilg2(z) - zll < 2 -~. 

On v6rifie alors que la suite (q)i)i_>l converge uniform6ment sur tout compact de 

W1 vers une limite q). Cette application q) est injective comme l imited '  automor- 
phismes de d6terminant jacobien 6gal ~ un, nous obtenons donc une lin6arisante 
localement convergente pour H.  De plus en choisissant mk suffisament grand 

nous pouvons supposer que gk(W3) C W3 et que 

Vk ___ 1, Vz c W3, IIg~(z)ll ~ 211zll. 

Ainsi la suite (~oi (z)) est divergente sur W3. 

Nous allons adapter cet exemple pour obtenir une lin6arisante globalement 

convergente ; autrement dit nous allons produire un groupe parabolique linOari- 
sable dans le groupe Aut(C 2) des automorphismes biholomorphes de C 2. Consi- 

d6rons de nouveau 
gk " (x, y) ~-+ (y, Cky 2k+1 + X). 

Choisissons une suite de r6els positifs (Rn) telle que Rn > n + 1 et telle que 
pour tout choix des c~ avec ]ckl < 1 on ait 

2 gn-1 o . . .  o g2(B(O, n)) C B(O, Rn -- 1). 
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Maintenant choisissons Des ck de modules suffisamment petits pour que 

VZ E B(0, Rk), IIg~2(Z) - zll < 2 -k. 

ADors la suite (~oi)i>_l converge uniformdment sur tout compact de C e vers une 
limite ~o injective. Reste ~ voir que q) est surjective. Pour cela iD suffit de montrer 
que l ' image inverse d 'un  born4 est un born4 ; en effet ~o sera alors une applica- 
tion propre donc ferm&, de plus q) est ouverte car holomorphe de d6terminant 
jacobien 1, on aura donc bien ~o(C 2) = C a. Consid6rons l ' image inverse de la 
boule B(0, k) par ~o,~, pour n > k on a 

~o,~l(B(O,k)) = g ~ Z o . . . o g k ~  I og~ - 2 o . . . o g , 2 ( B ( O , k ) )  

C 99k_ll(B(0, k + 1)). 

Ainsi ~0-t(B(0, k)) C ~0~-_LI(B(0, k + I)), ce qui termine la d6monstration (je 
remercie Bruno Scardua qui m 'a  aid6 ~ mettre au clair les arguments de ce 
dernier exemple). 

Insistons sur le fait que dans ces exemples le groupe de racines de l 'unit6 
{ag; k > 0} associ6 g H ne joue aucun r61e ; c 'est  uniquement le choix des gk 
(via les coefficients c~) qui conditionnent la dynamique du groupe H.  

4 Courants invariant, De cas d'une application de H6non 

Nous commengons par rappeler quelques notions de th6orie du pluripotentiel ; 
on pouna consulter [1], [4] ou [11] pour plus de d&ails. 

Nous consid6reront des courant positifs ferm6s de type (1,1), c'est-~-dire des 
courants localement de Da forme ddCu, oh u est une fonction plurisousharmonique 
sur un ouvert de C n . Par exemple dans C 2 une courbe alg4brique M = { P (x, y) = 
0} (oil P e s t  une 6quation r6duite de M) d6finit un courant d'int6gration not6 
[M]:  

([M], ~ )  ---- JM ~ 

et on a [M] = d d  c Dog ]P[ (formuDe de Lelong). 

La masse d' un (1,1) courant T sur F~ est d4finie par [[ T [[ := f?~ T A co off w 

est Da forme de Fubini-Study sur F~. Plus g6n6raDement, si U est un ouvert de 

P~, tiT]Iv = Jv T A oa d6signe la masse de T sur U. Nous noterons :DI'I(C2) 
D'ensemble des (1,1) courants positifs ferm~s de masse 1 sur C 2. Tout dldment 
de :/91'1 (C 2) peut &re consid6r6 comme un courant de masse 1 sur I?~, par 
proDongement trivial 
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Si g c Aut[C 2] et T = d d  C u E J9 ~'l (Ce), le pull-back de T par g est d6fini par 
la formule g* T = ddCu o g. D'autre part, si l 'on prolonge g en un automorphisme 
birationnel ~ de F~ et que l 'on consid6re T comme un courant sur F~, la d6finition 
du pull-back ~*T n6cessite de se ramener ~ C 3 par la projection canonique 
17/ �9 C 3 \ {0} ~-+ ]P~ (voir [11]). On a alors la relation I[g*T]l = d(g). l lT[].  Par 
contre quand on regarde le pull-back sur (;2 on oublie la masse port6e par la 

droite fi 1'infini et il n 'y  a plus de relation simple entre I lg* T II et I I T I[. 
t~tant donnf  un courant T E 2) ~' I(C2) et p E IP~ nous consid~rerons le 

nombre de Lelong de T e n  p : 

llTflB(p,r~ 
v(T ,  p) = lira 

,--~o II[D]ll~(p,,,) 

oh [D] est le courant d'intdgration sur une droite passant par p. Quand T e s t  un 
courant d'intdgration sur une courbe M le nombre de Lelong v (T ,  p)  n'est  rien 
d' autre que la multiplicit~ de M e n  p. 

Nous dirons qu 'un courant T 6 291'1(C z) est invariant par un automor- 
phisme f 6 Aut[C 2] s'il existe c > 0 tel que f * T  = c .T  (on pourrait dire 
plus pr6cis6ment que T e s t  contract6, dilat6 o6 pr6serv6 par f selon que c est 
sup&ieur, infdrieur ou 4gal ~t 1). De m~me T sera dit invariant par un sous groupe 
G C Aut[C 2] si T e s t  invariant par chaque 616ment de G, autrement dit si pour 
tout g 6 G il existe c > 0 d6pendant de g tel que g*T = c .T .  

Darts l ' idde de motiver l '6tude des courants invariants pour un groupe para- 
bolique nous rappelons maintenant la situation dans le cas loxodromique. Pour 
tout f = (pgq)-l, avec q) c Aut[C2], et g une compos6e d' applications de H6non, 
on d6finit l 'ensemble de Julia (positif) J f  en posant : 

K~ = {z ~ C2; (f(z)),~>_o est bomde}; 

J 7  = OK~f (0 d4signe le bord topologique). 

On peut ddfinir de mfime K7  et J f  en consid6rant Ies it6r6s n6gatifs de f .  On 
associe g g les fonctions et courants de Green (voir [4]) 

1 • 
Gg lim - - l o g  + ]]g• 

,~--,+c~ d (g )  ~ 

• = d d ~ G ; .  tzg 

On pose alors 
I ,  . •  

tx :~ = c• - IZ g 
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oh les constantes c -~ > 0 sont uniquement d6termin6s par la condition I1/z~ t] = 1. 

Le support d e / z ]  (resp. /x})  est J f  (resp. J f ) ,  et on a les 6galit6s fonctionnelles 

1 
f*  bt~ = d(f) . tx-~ et f *  Iz f - d ( f ) . >  f .  

Notre theor~me 11 est largement inspir6 du r~sultat suivant" 

Th~or~me 7 (Sibony, Fornaess  [4]). Soient g une composge d' applications de 

H~non et Ti ~ I} j' 1(C2) une suite de courants. On suppose que les supports des 

Ti ne rencontrent pas un voisinage fixg du point g~ l'infini [0 : 1 : 0]. Alors on a 

la convergence au sens des courants 

g'~*T~ -+ + 

d (g)n #,~ " 

Je dois le r6sultat d'unicit6 suivant ~ V. Guedj " 

Propos i t ion  8. Si g est une composde d apphcanons de Hdnon, les courants # g 

et r g sont les seuls courants (dans ~D 1' 1 (C2)) invariants par g. 

Preuve .  Supposons que T = ddCu soit un courant de masse 1 satisfaisant une 
relation 

g *T = c.T.  

Quitte ~ changer g par g - I  on peut supposer c > 1. 

S i c  = d(g) ,  cela signifie que le pull-back de T par g dans I?~ ne met pas 

de masse sur la droite ~t l'infini, ce qui revient ~ dire (voir [3]) que v(T,  [0 " 1 �9 

0]) = 0. Par un rdsultat de V.Guedj et C.Favre [7], pour tout courant de masse 1 
t e l q u e v ( S , [ 0  l 0 ] ) = 0 o n a  

gJ~ * S ~. + 

d(g)"  IZ g 

+ En appliquant ce rdsultat ~ T on obtient T = / z g .  

Supposons maintenant 1 < c < d (g), nous allons aboutir ~ une contradiction. 
Le potentiel u de T satisfait ~ l '6quation u o g = c.u, et est de l 'ordre de logl [zl[ 

l ' infini (car nous supposons T de masse 1). Supposons d 'abord c > 1. On 

voit que u est n6gatif ou nul sur K +, en effet sinon u serait non major6e sur un 

compact, ce qui est impossible pour une fonction PSH. Or G + peut atre d6finie 

comme le supremum des fonctions PSH ndgatives sur K + et de l 'ordre de log f[ z [[ 
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5 l'infini. On a ainsi u < G + sur C 2. Fixons alors z c C 2 tel que u ( z )  = ~ > O, 

o n  a 

= u ( g - n ( z ) )  < G + ( g - ~ ( z ) )  - -  G + ( Z )  
c n - d ( g ) "  

d'ota une contradiction quand n e s t  assez grand. 
Reste ~ traiter le cas c = 1. A partir de l '6quation u o g = u nous pouvons 

seulement conclure que u est majorde par une constante M sur K +. Consid6rons 
Z E C 2 tel que u(z) > M, on a" 

. ( z )  - M = - M <_ - a ( g ) ,  

d'oO encore une contradiction. [] 

Nous sommes maintenant tentOs d'6tablir une analogie entre un bout invariant 

(dans l'arbre) et un courant invariant (dans C2). 
Consid6rons en effet un sous-groupe G C Aut[C 2] g6n6ral, i .e.  un groupe 

qui contient au moins deux applications de type H6non avec des ensembles de 

Julia diff6rents. Du point de vue de l 'arbre de Bass-Serre un tel groupe agit sans 
laisser aucun sommet ou bout fixe. D'antre part, la proposition 8 assure que G 

n 'admet  pas non plus de courant invariant. 
Consid6rons d'autre part G u n  groupe loxodromique, de g6od6sique associ6e 

I'. Un tel groupe est engendr6 par (au plus) trois automorphismes (voir [9, prop. 

4.10])- 

1. g de type H6non agissant par translation sur F ; 

2. f d'ordre fini fixant point par point F ; 

3. q) agissant par sym6trie sur F. 

g sont associ6s deux courants de Green/x + et/~g ; ces courants sont prdserv6s 
par f (car f commute avec g ou g2, voir [9, prop. 4.1]), et sont interchang6s par 
q) (car q)-igq) _= g - I  o fP). De marne g e t  f fixent les deux bouts ddfinis par F, 

alors que ~0 les 4change. 
On peut dhs lots esp6rer pousser un peu plus loin cette analogie, ~t savoir 

trouver, darts le cas d 'un groupe parabolique, un courant invariant correspondant 
?~ l 'unique bout fix4 dans l'arbre. Nous aUons voir que cette id6e fonctionne bien 

au moins darts le cas uniforme. 

Concemant les fonctions plurisousharmoniques (PSH) nous utiliserons les 
deux propositions suivantes (qui sont aussi des ingrddients essentiels dans la 

preuve du th4or~me 7) �9 
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Proposition 9 (voir [8], p. 94). Soit (vj)  une suite de fonctions PSH clans un 

domaine f2 E C' .  Supposons que sur tout compact de f2 cette suite soit major&. 
Alors 

1. Si (v j) ne converge pas uniformgment vers - o c  sur les compacts de f2, il 

existe une sous-suite convergente clans L }oc ( f2 ) vers une Jbnction PSH ; 

2. Si v est PSH et vj --+ v dans L]oc(f2), alors pour tout  compact K C f2 et 
pour toute fonction continue f sur K, on a 

lira sup sup(vj - f )  _< sup(v - f )  
.1--+ ~,~ K K 

Proposition 10 (voir [2], l emme 4.13). Soit ~ E P S H (C 3) telle que 

1. t~(J~z) = log II)~11 + ~(z) ; 

2. supB(0,1 ) ~(z) _> 0. 

Alors il existe une constante C1 inddpendante de ~t telIe que 

Volume{FI(z) c P~; t~(z) - l o g  Ilzll < -k} _< Cl.e -k 

Si de plus K C ~ est un compact sur un voisinage duquel (t est pluriharmonique, 
alors il existe une constante C2 (ddpendant de K mais pas de fi) telle que 

~(z) - log Ilzll ~ c2 

sur FI-1 (K). 

5 Courant invariant par un groupe parabolique uniforme 

Soit H = (~0i, (~ix, fliY)) un groupe parabolique normalisE uniforme. On note 
R et (V, V +, V- )  la constante et la partition de C 2 associ6es ~t H (voir p. 10). 
Posons 

K+H = {Z; (~o,,(Z)),,>_o born6e}; 

J+H = OK+; 

= c ,, 

Remarquons que K/j C V + U V. Rappelons que nous d6signons par co la 
forme de Fubini-Study sur ~ .  Darts cette section nous allons d6montrer le 

Th~or~me 11. Soit H = (q~i, (oqx, fli Y) ) un groupe parabolique normalisg uni- 
forme. Alors : 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 32, No. 2, 200l 



202 STI~PHANE LAMY 

l ^ *(1) 1. La suite d~S,)q)n converge vers un courant I z+ C 791'1(C2) dont le 

support  est J+ ; 

2. Pour tout courant T 6 2)1'1(C2) dont le support n 'adhkre pas  au point 
1 *T  [0 : 1 " 0], la suite d-(~)~on converge ~galement vers l z+ 

3. Le courant l z+ est invariant par  H : pour  tout h 6 H on a h * l ~ + = tz + . 

Comme pr6c6demment nous notons Fi la projection 17 �9 C 3 \ {0} ~ ~ .  Rap- 

pelons que l-I'co = dd~ log Ilzl] ,"donc un potentiel t~n du courant l-I* (d--~5,) q9 n t  * C0) 

s'6crit 
1 

Ft~ = Cn + - -  log I I~ l l  
d(~0n) 

o~a C~ > 0 et ~ d6signe l 'homog6n6is6 de qgn (i.e. ~ ( x ,  y,  t) est le relev6 de 
~on par I-I qui pr6serve le plan {t = 1 }). On peut d6terminer les constantes C~ de 

mani~re unique en imposant la condition sups~0 ' 1) fin = 0. Ceci nous assure que 
la suite ( ~ )  est localement major6e ; nous pouvons donc appliquer la proposition 
9-1 : (fi~) admet une sous-suite convergente (fi~). Nous noterons GH la limite 
et G + ( x ,  y)  :=G,q(x, y, 1). On a donc 

1 
G + ( x , y ) =  lira C ~ +  log+l lq%(x,y) l l .  

i ~ + ~  d(~o,i ) 

Notons C = limi_+~ Cn~, on a C ~ [ - o o ,  +cx~[. 

L e m m e  12. La fonct ion plurisousharmonique G + satisfait les propri~t~s 

1. G + - C sur K +;  

2. si C ~ - o o  alors G + > C sur U +. 

En fait nous verrons plus loin que G + est pluriharmonique sur U + et donc a 

posteriori la deuxi~me affirmation du lemme sera aussi vraie quand C = - ~ .  

Preuve.  La premiere affirmation d6coule des d6finitions, en se rappelant que 
lim,_++~ d(qgn) = +cx~. Supposons maintenant C fini. Si z E U + alors il existe 

n tel que ~0n(z) 6 V- .  Par hypoth~se d'uniformit6 on a 

II ~n+i (Z) II ~ II ~n (Z) I I d~+~>/d<~> 

On en d6duit 

1 1 
- -  log Ilq0n+/(z)ll ~ - -  log Ilgon(z)ll 
d(~pn+i) d(~on) 
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et donc 
1 

G+(z) > C +  - - l o g  Ilrp~(z)ll > C 
d(~o,~) 

ce qu' on voulait. [] 

Nous montrons maintenant le lemme c16 pour la d6monstration du th6or~me. 

Notons # +  = dd~G +. 

L e m m e  13. Soit ( ~ )  E Z) 1'1 (C 2) une suite de courants dont les supports n'in- 

tersectent pas un voisinage fixd de [0 �9 1 " 0]. Alors la suite 1 -* Z converge d(q),,i~-') (Dr~i i 

v e r s  IZ +.  

Preuve .  On peut supposer que le voisinage de [0 : 1 : 0] de l 'dnonc6 est V - ,  

quitte h prendre une partition plus grossiare (en prenant la constante R assez 
grande). 

On pose I'I*T/ = ddC~i oh ~2 i e s t  normalis6 par la condition sups(0,1 ) ~ = 0. 

On notera vi(x,  y) = ~i(x, y, 1). 11 suffit de montrer  que la suite de potentiels 
C~i + --L-1 v. d(~,,~) ' o q)~i converge dans L]oc(C 2) vers G~4. 

Commen~ons par montrer ceci sur U +. La fonction vi est pluriharmonique 

sur gl -I  ( V - )  qui contient (0, 1, 0), de plus on a 

vi(,kz) = log II~-II + ~e(z). 

Par la proposition 10 il existe donc une constante C2 (n6gative) tel que pour tout 

i, et pour tout z c FI - I (V - )  on ait 

o ~ ~e(z) - log Ilzll ~ c2  

d'ota 

1 
0 > C,~ i + d(q),,i) (q)<) - d(~o<)" 

Ainsi on voit que C,, i + ~ v d(q~ni ) t o ~Oni converge uniform6ment vers G + sur V - .  

De plus pour tout z 6 U + il existe no tel que 'On > no, ~0n ~ V -  ; on en d6duit 
que la convergence a lieu sur U +. 

D'autre part la fonction G + est 6gale ~ la constante C = lim Cn~ sur K +. La 

condition supe(0 ' 1) ~7i = 0 implique que la suite vi est major6e sur tout compact  
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de C 2, en particutier sur V. Si z E K + alors pour i assez grand ~0,,, (z) est dans 

V, on en d6duit 

1 
l iminf  C< -'}- d(q)ni)  vi o ~o~, ( z ) )  < C sur K +. 

Montrons qu 'en  fait cette limite infdrieure est 6gale ~ C, ce qui terminera la 

d6monstration. Supposons C fini (sinon c 'es t  termin6). S' i l  existe o~ > 0 et z 

dans K + tel que 

( 1 ) 
l imin f  Cns + d ~ .  ~ vi o ~pn~ ( z ) < C - 2oL (q)n,) 

alors la m6me in6galit6 est valable sur un voisinage W de z (par semi-continuit6) 

et par la proposition 9-2 on a pour i assez grand, et pour z E W �9 

1 
- - V  i 0 q)ni (Z) 5 - - ~  
d ( q)n i ) 

et doric 

vi(z)  < - o M ( q % ) p o u r  z E q)< (W). 

Autrement dit les q)ni (W) seraient des ouverts de volume fix6 (rappelons que les 

~oj sont de d6terminant j acobien :i: 1) sur lesquels vi serait arbitrairement proche 

de - o o ,  ce qui contredirait la proposition 10. [] 

I1 nous faut maintenant montrer que le courant /z  + ne d6pend pas de la sous- 

suite choisie pour constmire GE.  Nous commenqons par montrer le 

Lemme 14. Le support du courant I z+ est J+H. De plus si T E ~DI'I(C 2) est un 

courant h support dans K +, alors T = tz +. 

Preuve. Choisissons S E :DI'~(C:) g support dans V + U V ; par exemple S 

est le courant d'int6gration sur la droite {y = 0}. Le lemme 13 appliqu6 avec 
1 * S  T/ = S pour tout i implique que la suite de courants ~ 9 . i  converge vers 

bt +. Remarquons que si z E U + alors il existe un voisinage W de z tel que pour 

tout i assez grand @i (W) C V - .  Si 1~ res t  une forme test ~t support dans W on a 

donc 

(~pi*T, ~P) = (T, q~i,~) = 0 

et donc 
= o 
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Ainsi le support de / z  + est inclu dans K +. Ce support est m~me inclu dans J+H 
car sur l ' int6rieur de K + la fonction G + est constante 6gale ~ C. Montrons 

l ' inclusion inverse ; autrement dit nous voulons montrer que pour tout z ~ J+  

la fonction G + n 'est  pas pluriharmonique au voisinage de z. Si C = - o c  c 'es t  

termin6. Sinon, on conclut ~t l 'a ide du principe du minimum. En effet si G + 6tait 

pluriharmonique au voisinage de z ~ J+  alors elle serait localement constante, 

ce qui n 'est  pas le cas d'apras le lemme 12. 

Pour la deuxibme affirmation il suffit d' appliquer le lemme 13 ~t 

T,. = ~ n , . T / I I ~ n , , T I I .  

En effet tous ces courants ont leur support dans V + U V. [] 

Supposons que # '  soit un courant obtenu comme limite d 'une autre sous- 

suite. Le support de /z '  est encore J~  par la premi6re affirmation du lemme 14, 

et la deuxi~me affirmation implique # '  = # + .  Ainsi la suite de potentiels (~,,) 

admet des sous-suite convergente qui ont toutes m~me limite, autrement dit (t~,,) 

admet une limite. Ceci d6montre la premi6re affirmation du thdor6me 11, avec 

= ddCG; , ,  

1 
G + ( x , y )  = lim C,, + - - l o g + l [ ~ o , ~ ( x , y ) [ I  . 

,~+c,o d(9)n) 

La deuxihme affirmation du th6or~me ddcoule du lemme 13 (le lemme 13 est 

m~me un peu plus fort). Reste ~ v6rifier l ' invariance de /z  + par H.  Fixons h = 

qo/-l(o~x, fiy)gPi E H. Alors pour tout j > i on a (car g)j~07 ~ commute avec 

(otx, f ly)) 

1 1 1 
d(~oj~ log I I~Pjlf o h - d(~oj~) log I I~oicp?l(oex, fiy)rpill - d(~oj) log [1~/11. 

En passant g la limite quand j tend vers l 'infini on obtient G+, o h  = Gh,et~- �9 

donc h*#  + = / ~ + .  [] 

6 Remarques et compldments  

6.1 Le Julia J+ peut 6tre pluripolaire 

Dans le cas d 'un  groupe parabolique uniforme nous avons obtenu dans la section 

prdc6dente un courant invariant par une m6thode tr6s semblable ~ celle utilis6e 

dans le cas d 'une application de H6non. Cependant remarquons que le sup- 

port du cou ran t /x f  associ6 ~ un automorphisme f de type H6non n 'est  jamais 
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pluripolaire, alors que ce peut ~tre le cas pour le courant associ6 ~ un groupe 

parabolique uniforme : cela arrive quand la lin6arisante formelle diverge tr6s ra- 

pidement. Nous construisons maintenant un exemple explicite off ce phdnom6ne 

se produit. On a vu (exemple 4) qu'i l  existait une suite dk tel que si l 'on pose 

gk(x, y) = (y, Otky dk "q- X) et q0k = gk o �9 . .  o gl  

alors il existe un groupe parabolique normalis6 uniforme (pourvu que les oek 

soient assez grands) qui admet (99k) comme suite de lindarisantes partielles. 

1 log [ l~(z) l l ,  oh Ck est d6termin6 par la condition Posons ilk(Z) = Ck + 

SUpB(0,1) ilk = 0. Le lemme 12 affirme que J+  est le bord du niveau {G + = C} 

o~t C = lim Ck. Nous allons choisir les Otk de mani6re ~t ce que C = -cx~. 

Supposons les Otk d6terminds jusqu 'au rang i -- 1. On remarque que 

06 1 e C. Donc 

Par d6finition de Ci on a 

~ 1 o . . .  o ~ ( o ,  1, O) = (0, I, O) 

~ ' ( 0 ,  1, O) : (0,  Ot il  di, 0 ) .  

1 
Ci -~- - -  log [ogildi I ~ O. 

d(~oi) 

En prenant ol i suffisament grand on obtient Ci < - i .  Ainsi C = lim Ck est 6gal 

--co, et J+  support de /z  + est un ensemble pluripolaire. 

6.2 Un groupe parabolique non uniforme pour lequel/~+ = 0 

Nous nous proposons maintenant de construire un exemple de groupe parabolique 

non uniforme pour lequel le proc6d6 it6ratif utilis6 dans la preuve du th~or~me 

11 ne produit pas un courant invariant dans C 2. 
Soient o~k = e iJr/2k, et dk = 2 k + 1. On pose 

gk(x, y) = (y, eky d~ + x)  o (y, ydk + X) o (y, eky dk + X) 

= ( y , x )  o ( X + e k y  d~,y) o ( y , x ) o ( x + y d k , y ) o ( y , x ) o  

(X + e k y  d~ + X) 

t gk(x, y) = (x + yd~, y) o ( y , x )  

(Pk = gk o ' ' '  o gl 

Alors pour tout choix des ek 6 C* on obtient un groupe parabolique H -= 

(cpi, (o~ix, oliy)). Nous allons maintenant faire un choix particulier pour les ek, 
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en procddant par r6currence (et en utilisant une suite auxiliaire (Rk), voir ci- 

dessous). L'id6e est de prendre les ek petits de mani~re h ce que gk et g~ soient 
proches, ainsi q)k sera bien approxim6 sur un grand voisinage de l 'origine par un 
automorphisme de degr6 plus petit. 

Si les (ek) et (Rk) sont d6finis du rang 1 jusqu'au rang i - 1, nous choisissons 
R~ de mani6re hce que les propri6t6s suivantes soient satisfaites pour tout I Egl <_ 1 
(pour i = 1 seule la prerniare condition a un sens) : 

1. si Ilzll _< i alors q)i(z) E B(O, Ri) ; 

2. si cp~_l(z) e B(0, Ri_j alors q)i(z) = g~ o ~oi-l(z) r B(0, Ri) et g~ o 

99i-1 (z) ~ B(O, Ri).  ; 

3. Ri  > R i - i .  

Ayant ainsi fix6 R~ on peut choisir ei de module suffisamment petit pour que 

[Ig~(z)ll ~ 21[g~(z)[I pour tout z r B(O, Ri) .  

Nous avons ainsi d6fini les (ek) et (Rk) pour tout k >_ 1. Nous allons maintenant 
estimer la valeur de ~ log I lqg,[[. Remarquons que d(Cpk) = d 3, et qu'il  existe 
deux constantes ct, c2 > 1 telles que pour tout k on ait 

IIg'k(z)ll < cl.llzII & pour tout z r B(0, c2). 

Fixons z ~t orbite non bom6e. Par construction des Rk il existe un indice i tel que 

pour tout j > i on ait I lq)j (z) ll > c2 et ~oj (z) E B(O, R j) .  Nous avons alors 

[Iqoi+l (z)[I = IlgiT1 o~0i(z)ll 

211g~+1 o ~0/(z)ll 

2cl llqoi(z)ll de+l 

<_ ll2Cl~pi(z)ll di+l 

et par r6currence �9 

I I~oi+~ (z)[I ~ 112'~c']~0i (z) ll di--ldi+2d~+'' 

Ainsi, pour tout j > i 

di+l. - - " .d/ 
tog I[~ojll _< " log tl2Jc~og(z)II d( j) 

et le terme de droite tend vers 0 quand j tend vers l'infini. Finalement la fonction 
G + que nous avions d6finie dans le cas uniforme par la forrnule 

1 
G~4(x, y) = lim Cn + l~ + ]lq)~( x, Y)I] 
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se trouve dans le cas pr6sent ~tre dgale ?a une constante (la limite C des C,0, et 

le courant invariant obtenu est donc le courant nul. En fait, la suite de courant 

~(~,,)~ q~.*o) converge bien vers un courant de masse 1 dans P~, et la limite n 'est  

rien d 'autre que le courant d'int6gration sur la droite h l'infini. 

6.3 U n  g r o u p e  n~ ~ u n i f o r m e  s a n s  c o u r a n t  i n v a r i a n t  

L'exemple pr6c6dent montre que sans l 'hypothSse d'uniformit6 notre construc- 

tion d 'un  courant invariant/z  + dans C ~ peut ne plus fonctionner. On pourrait 

espErer obtenir un courant invariant par un autre proc6d6 ; cependant, m~me si 

notre hypoth~se << H uniforme ,> n 'es t  certainement pas optimale nous allons 

maintenant montrer que l 'on  ne peut p a s s e  passer compl~tement d 'hypothase 

sur un groupe parabolique pour assurer l 'existence d 'un  courant invariant. En 

effet nous allons reprendre l 'exemple ci-dessus pour obtenir un groupe qu in '  ad- 

met aucun courant positif ferm6 de type (1,1) invariant. La construction serait 

plus simple si 1' on pouvait montrer que le support de tout courant invariant par 

un groupe hyperbolique normalis6 n'adh~re ~ t 'infini qu 'au  seul point [1 : 0 : O] 

(c 'est bien le cas pour le courant # +  que nous avons consmait dans le cas uni- 

forme, mais il n 'est  pas clair que ce soit vrai en g6n~ral). Pour contourner cet 

obstacle technique nous utiliserons le lemme suivant. 

L e m m e  15. Soient  H u n  groupe parabo l ique  normalisg,  et T u n  (1,1) courant  

pos i t i f  f e r m d  invariant  p a r  H.  A lors  �9 

1. v ( T ,  [ 0 '  1 "0]) = 0," 

2. d e p I u s o n a  ll~o~,,rll = [ ~IITll. 

P r e u v e .  Nous commen~ons par la remarque suivante. Supposons que g soit 

une application de Hdnon, son inverse s'6crit �9 

g - l ( x ,  y )  = ( P ( x )  - 3y, x )  avec d = d ~  > 2. 

Si M est une courbe alg6brique dont la multiplicit6 au point [0 : 1 : O]est  n, 

alors M = { Q ( x ,  y) = O} oh Q s'dcrit : 

Q ( x ,  y )  = x ' ( y  - )~lx) nl . . .  (y  - )~px) '~' + termes d 'ordre inf6rieur. 

La droite {x = O} est envoy6e par g sur la courbe {P(x)  - 3y = O} qui admet 

une singularit6 de multiplicit6 d - 1 en [0 : l : 0], ainsi on a 

v ( g , [ m ] ,  [ 0 : 1  : 0]) _> (d - 1)n = (d (g)  - 1)v([M],  [0 : 1 : 0 ] ) .  
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De m 4 m e  si g est  une  c o m p o s d e  d ' app l i ca t ions  de H6non  et si S est  un couran t  

d ' in t6gra t ion  (i.e. S est  une c o m b i n a i s o n  l indaire y~ )vi [ Mi  ] o71 )v i E ~ et les Mi  

sont des courbes  alg6briques) ,  on a 

v(g ,S ,  [0 �9 1 �9 0]) _> (d(g) - 1) .v(S,  [0"  1 �9 01). 

Cons id6rons  ma in tenan t  T invar iant  par  H, et supposons  que v(T,  [0 " 1 �9 0]) = 

ot > 0. On peu t  obteni r  T c o m m e  l imite  d ' u n e  suite de courants  d ' in t6gra t ion  Si 
tel que v(Si, [0 �9 1 �9 0]) = ol (voir  [6]). On a alors 

v ( g , T ,  [0 �9 1 "0] )  > l i m i n f v ( g , & ,  [0 " 1 " 0]) > c~.(d(g) - 1). 

I1 reste  ~ r e m a r q u e r  que tout 616ment de H s '6cr i t  h = (y, x) o g, oil g est  une 

c o m p o s 6 e  d '  appl ica t ions  de H6non.  En  effet  �9 

h = ~~ f l iY )~ i  

= e l l o -  . . .  o- eZlo-(ol i  x ,  f l i y ) o - e i . . . o - e l  o?.1 o ~ = (y ,  x )  

eeE \ A 

= o - ( o - e 7 1 )  " ' "  (o-eT-11)(o-e)(o-ei 1 ) " "  (o 'e l )  

= -  o - o g .  

On aurai t  donc  

[ I r l l  = f [h ,T] l  = Ilg,  TIJ >_ v(g ,T ,  [0 -  l 0 ] )  > oe.(d(g) - 1). 

d'o?1 une cont radic t ion  quand  d(g) est  assez  grand.  Ainsi  v(T, [0 �9 1 " 0]) = 0. 

Mon t rons  ma in tenan t  la deux i6me  6galit6. On a 11~o,~o~,, T tl = It T I I, et  d ' au t r e  
part  par  un rdsultat  de C. Favre  [3] " 

II~o,~o,,,Zll = d@,,)ll~o,,,T[I r v@,,,T, [ 0 '  1 �9 03) = 0. 

R e m a r q u o n s  que le couran t  ~o,,,T est  invariant  par  le g roupe  pa rabo l ique  
; * I = r par  l '6gal i t6 pr6c6dente  on a IlZll = I I % ~ n , Z , I  d@,,)ll~o,~,Zll 

ce q u ' o n  voulait .  

Rep renons  ma in tenan t  l ' e x e m p l e  de la sect ion 6.2. Posons  

t i 

~~ = g k ~  o - . . o g l .  

Nous  chois i ssons  les gk de m o d u l e  su f f i samment  pet i t  pour  que ~0k o ~Ok soit 

tr6s p roche  de l ' ident i t6  sur B(0,  k) ; en par t icul ier  on peut  suppose r  que pour  
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tout courant S ~ ~)1,1 (C2) on a (par compacit6 de l 'espace des (1,1) courants 

positifs ferm6s de masse 1 sur 1?~) �9 

* ' S  II~ok ~k, II*~<0,k) < 211SIIB<0,k). 

Maintenant supposons que le groupe parabolique H = (~oi, (olix, fii y ) )  admette 
un courant invariant T de masse finie sur C 2. Fixons i > 0. On a (1' avant-demi6re 

indgalit6 provient du lemme 15) " 

lITIl~(o,i) 
/g< 

_< 2ll~0i ~0i,TIl,(0,0 

_< 21 '* I~oi ~o~,rll 

<_ 2 d @ i ) l l ~ e , T l l  

2 d(~~ IIT{I 
-< d@/) 

2 _ ~IITLI. 

Ce demier terme tend vers 0 quand i tend vers l'infini. Donc T = 0, ainsi H 

n' admet pas de courant invariant autre que le courant nul. 

6.4 Questions ouvertes 

6.4.1 Sur l'unicit6 de/ ,~  

Considdrons H u n  groupe parabolique uniforme e t / , ~  le courant invariant pro- 

duit par le th6or6me 11. Nous avons montr6 (lemme 14) que /*+  est le seul 
courant h support dans K +. Dans la marne veine une autre question naturelle est 

celle de l'unicit6 de /*+  " existe-t-il plusieurs (1,1) courants positifs ferm6s T 
sur C 2 tels que h * T  = T pour tout h E H.  Ceci semble se ramener au probl6me 

suivant : 
(*) t~tant donn6 un groupe parabolique normalis6 H (uniforme ou non), le 

support d 'un  courant invariant par H n'adhSre-t-il ~t l 'infini qu 'au point [1 : 0 : 
0] ? (c' est bien stir le cas pour le courant / ,+  quand H est uniforme). 

En cas de r6ponse positive, en remarquant que ~0i, T e s t  invariant par le groupe 
normalis6 q)ih99i 1 et en appliquant le lemme 14 on obtiendrait l'unicit6. Cepen- 

dant le problSme (*) ne paralt pa s trivial. 
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6.4.2 Sur la dynamique de H sur J+ 

Nous avons mis en 6vidence l 'existence d 'un << ensemble de Julia >> aT+ associ6 
~t un groupe parabolique uniforme, et l 'existence d 'un courant support6 par J+  
apporte des informations sur la structure de cet ensemble (qui rested'  ailleurs dans 
le cas non uniforme une partie de C 2 invariante sous 1' action de H).  Sur C 2 \ K~ il 
est facile de v6rifier que l 'orbite d 'un point sous l 'action de H est discrete et vient 
adh6rer ?a l 'infini seulement au point [1 : 0 : 0] (utiliser l'6criture h --- (y, x) o g 
comme dans la preuve du lemme 15). Cependant la dynamique du groupe H 

restreinte ~ J+  reste h 6tudier ; par exemple on peut se demander si l 'orbite d 'un 
point z 6 J+  est relativement compacte, si elle adhere al 'origine...  En s'inspirant 
des r6sultats connus pour les applications de H6non, il est 6galement tentant de 
chercher une mesure associde ~ H poss6dant de bonnes propri6t6s dynamiques. 
On rencontre alors au moins deux difficult6s : une telle mesure ne semble pas 
pouvoir s'obtenir par intersection de courants (/z + A/z + n'est  rien d'autre que la 
masse de Dirac en [1 : 0 : 0]), d'autre part les notions telles que celle <~ d'entropie 
maximale >> seraient ~t pr6ciser (existe-t-il une bonne d6finition qui associe h H 
parabolique une <~ entropie de groupe >> strictement positive et finie ?). 

6.4.3 Sur les groupes localement lin~arisables 

Un espoir au d6but de ce travail 6tait, dans le cas d 'un  groupe parabolique locale- 
ment lindarisable, de trouver un courant invariant port6 par le bord du bassin de 
lin6arisation. I1 semble cependant qu'une suite de lindarisante (q)i) localement 
convergente ne puisse j amais ~tre uniforme, et donc le th6or~me 11 ne s'applique 
pas. De plus, on peut adapter la construction de la section 6.3 de mani6re ~t obte- 
nit un groupe parabolique localement lin6arisable sans aucun courant invariant : 
il suffit de consid6rer 

gk = (Y, EkY d~ + X) o (y, fiky dk + X) o (y, eky ak + X) 

avec les flk suffisamment petits. La question reste ouverte de savoir s'il existe 
des groupes paraboliques localement lin6arisables admettant un courant T c 
791,1 (C ~) invariant. 
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