SOUS-GROUPE NORMAL ENGENDRE PAR UN AUTOMORPHISME
POLYNOMIAL DU PLAN

JEAN-PHILIPPE FURTER ET STEPHANE LAMY

RESUME. Nous étudions le sous-groupe normjy engendré par un élémeft£ id dans le
groupeG des automorphismes polynomiaux de déterminant Jacobieplad affine complexe.
D’une part sif a longueur au plus 8 en termes de la structure de produit amalg classique
surG, nous montrons quéf )y = G. D’autre part sif est un élément suffisamment générique
de longueur au moins 14, nous montrons (figy # G.

Ceci est une traduction de I'articormal subgroup generated by a plane polynomial auto-
morphism Transformation Groups, 2010.

INTRODUCTION

Notons AufC?] le groupe des automorphismes polynomiaux du plan affine Ex@gt soit
G le sous-groupe des automorphismes de déterminant Jachbl@ans ce papier, nous nous
intéressons aux sous-groupes hormauGaamgendrés par un seul élément.

Il est aisé de vérifier qué est égal au sous-groupe dérivé de 84} et également qué est
égal a son propre groupe dérivé (voir propositi@. Il est plus difficile de décider €5 est un
groupe simple ou non. Il ne semble pas exister de morphistoeehaont le noyau donnerait
un sous-groupe normal propre @e Cependant, dans une courte note publiée en 1974 et qui
semble avoir été depuis quelque peu oubliée, V. I. Danddppiouve queG n’est pas simple.

Il utilise des résultats dis a P. Schugg][ a savoir la théorie de la petit simplification dans le
contexte d’un produit amalgamé. Pour étre précis : Danilontne que le sous-groupe normal
engendré par 'automorphisniea)® olla= (y, —x) ete= (x,y+3x® — 5x*) est un sous-groupe
strict deG. En fait il écrit (ea)*?, la raison étant qu'il utilise une définition légéremenbete
de la classique conditiod’(1/6) (voir paragraph&.1).

Nous introduisons maintenant la notion de longueur algélerd’'un automorphisme afin de
pouvoir énoncer notre principal résultat. Le théoréme ag Juan der Kulk et Nagata affirme
que AufC?] est le produit amalgamé sur leur intersection des groupiies &f et élémentaire
E (voir 1.1). Soit f un élément de AUE?]. Si f n’est pas dans I'amalgamen E, sa longueur
algébrique f| est définie comme le plus petit enti@rtel que f s’exprime comme une compo-
sition f = g;...dgm, OU chaquey; est dans I'un des facteurd pu E) de AufC?]. Si f est dans
I'amalgame, par convention nous posofs= 0 (voir [20], §1.3).

Le sous-groupe normal engendré par un éléniateG sera noté f)y. Bien sar(f)y reste
inchangé si I'on remplacé par I'un de ses conjugués da@s On peut donc supposer que
f est de longueur algébrigue minimale dans sa classe de @wgug(voir paragraph#.4).

Si |f| # 1, ceci revient & dire qugf| est paire (en effet, gif| est paire, il est clair qué est
strictement cycliquement réduit au sens du paragr&be C’était par exemple le cas pour
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l'automorphisme ea)*® mentionné plus haut, qui a longueur 26.

Voici les deux principaux résultats de notre papier :
Théoréme 1. Si f € G satisfait|f| < 8et f +#id, alors (f)ny = G.

Théoréme 2. Si f € G est un élément générique de longueur pafre> 14, alors le sous-
groupe normal engendré par f dans AGd] (ou a fortiori dans G) est différent de G.

Ici la généricité signifie que si 'on écrit™ = aye;...aq, oll > 7,a;,...,a € A\E et
e = (X+PR(y),y), alors il existe un entieD tel que pour tout-upletd,...,d, d’entiers> D,
on peut choisifPy, ..., R ) génériques (au sens de la géométrie algébrique, i.e. handefmé
de Zariski) dans 'espace affineﬂ Clyl<d, ot I'on a notéCly]<q = {P € CJy|;degP < d}.

1<i<l

Les théorémes et 2 correspondent dans le texte aux théoréd@st 45. Dans ces deux
derniers énoncés nous utilisons une notion géométriquendgikur liée a la théorie de Bass-
Serre (voir paragraphg.2), ce qui nous permet d’obtenir des énoncés plus naturelssi,Ai
le théoreme45 couvre le cas des automorphismes vérifiant la condition deérggté (C2)
(voir définition 27). La preuve que cette condition est en effet générique estussée en
annexe. Cependant pour convaincre le lecteur qu'une tgfethése est nécessaire, nous
donnons maintenant des exemples d’automorphismes dedongaire arbitrairement grande
et engendrant des groupes normaux égagx a

Exemple 3. Considérons les trois automorphismes
a=(y,—x), e =(X+P(y),y), e=X+Q(y)y),
ou P (resp. Q) est un polyndme pair (resp. impair) de degr@, et posonsf = aej(ae)",
oun>1. Siu= —id, nous avonsu = Ua, &U = U& eteu = uel‘l, ainsi le commutateur
[f,u] = fuf~tu!est égal a
[f,u] = ae(ae)"u(aey) "(aer)”

Comme[f,u] € (f)n, nous obtenone? € (f)y, et donc(f)y = G d’apres le théoréme (ou le
lemme30 ci-dessous).

Wl=aguetlatut=adga?

Une motivation pour ce travail était la question toujourseaste de la simplicité du groupe
de Cremona G i.e. le groupe des transformations birationnelleCde La question est par
exemple posée dan3][ et Gizatullin donne plusieurs criteres qui prouveraigne Cp est
simple. Récemment Blan@][a prouvé que Crest simple en tant que groupe algébrique de
dimension infinie. A ce propos, mentionnons également qaéaBtvich affirme que le groupe
Aut; [C"] des automorphismes de I'espace affliieayant déterminant Jacobien 1 est simple
en tant que groupe algébrique de dimension infinie, pourtou (voir [21, Th. 5] et 2, Th.

5]). Cependant, il est connu que ces deux papiers contiemigsnimprécisions importantes
(voir [10, 11]), ainsi le statut actuel de ces questions n’est pas clair pous.

Aprés avoir étudié le cas polynomial, notre sentiment est@p, en tant que groupe abstrait,
pourrait fort bien ne pas étre simple non plus. En effet, lcemnu depuis Iskovskikh3]
gue Cp admet une présentation comme le quotient d’un produit eanadgpar le sous-groupe
normal engendré par un unique élément. Postns (PGL(2) x PGL(2)) x Z/2Z, i.e. le
groupe des transformations birationnelles qui s’étendemtes automorphismes Bé x P!, et
notonsH; le groupe des transformations qui préservent le pinceadrdéss verticaleg = cte
Notonst = (y,x) € H1 \ Hz ete= (1/x,y/x) € Hz\ Hy; alors Cp est égal au quotient

(Hl*HlﬂHz HZ) /<f>N
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ou f = (1e)3. Pour prouver que Gm’est pas simple il suffirait de trouver un élémerdans

le produit amalgamé di; et H, (qui devrait correspondre a une transformation biratilane
suffisamment générale) tel que le sous-groupe nofma))y soit propre. Ceci est similaire
aux résultats obtenus dans le présent papier; le problemieleseependant considérablement
plus ardu dans le contexte birationnel.

Avant de clore sur ce sujet, mentionnons la jolie réintegti@n du résultat d’lskovskikh par
Wright (voir [27, Th. 3.13]). SoitHz = PGL(3) le groupe des transformations birationnelles
qui s’étendent en des automorphismegPde Wright prouve que le groupe €est le produit
libre desH1, H,, H3 amalgamés le long de leurs intersections deux a deux dans Cr

Dans ce papier nous faisons le choix de travailler sur lex@rdes nombres complexes,
méme si la majeure partie des résultats pourrait s’adaptenrs corps quelconque. Notons
cependant que dans le cas d’'un corps fini le résultat de nagplisit@ est presque immédiat.
Soit [Fy le corps fini ag = p" éléments, otp est premier enh > 1. Soit Aul[IFé] le groupe
des automorphismes du plan aﬁiméq = FZ et soit Aut [FZ] le sous-groupe normal constitué
des automorphismes de déterminant Jacobien IX &t un ensemble fini, notorBer(X)
(resp.Per' (X)) le groupe des permutations (resp. permutations pairex) @mme le mor-
phisme naturep: Aut[F3] — Per(F3) induit un morphisme non constant A{ia] — Per(F3)
(considérer les translations !), il est clair que Am%] n’est pas simple.

Remarqued. Si g est impair (i.e. la caractéristiquede [y est impaire), on peut facilement
vérifier que@(Auty[Fa]) = Pec " (F3). En effet,@ est surjective (voir 16]), donc g(Auts[F3])

est un sous-groupe normal ﬂ[}zt(IE‘é). Cependant, si le cardinal den’est pas égal a 4, il est
bien connu qué&3er™ (X) est le seul sous-groupe normal non trivialBe:(X) (voir par exem-

ple [18, ex. 3.21, p. 51]). Par conséquent, il suffit de montrer quAaut; [F3]) C Per™ (F3).
Mais d’'une part Auj_[IFa] est engendré par les automorphismes élémentaireP(y),y) et

(X, y+Q(x)), ouP € Cly], Q € C[x] sont des polyndmes arbitraires. D’autres part, il estimmeé-
diat de vérifier que ces automorphismes induisent des pationg paires dé’a.

Pour finir, nous voudrions souligner le réle que jouent lesgfations pour obtenir nos
résultats. Soient ABC?] le groupe des automorphismes fixant I'originelgte morphisme
de groupe naturel associant & un élément d€[&8t sonn-jet a l'origine (pourn > 1). Pour
n> 2, le noyau del, est un sous-groupe normal non trivial @8 = G Aut®[C?], ainsi ce
dernier groupe n’est pas simple. Bien sar pour &4t un morphisme tel qud, n'existe pas.
Ceci expliqgue le role proéminent joué par les translaticarsschotre papier (voir lemméset
16).

Remarqueb. |l résulte de 1] que I'image del, est exactement le groupe degets des en-
domorphismes polynomiaux fixant I'origine et dont le détimant Jacobien est une constante
non nulle. Le lecteur trouvera un énoncé précis dénkifoposition 3.2].

L'article est organisé comme suit.

Dans la sectiorl nous rassemblons les résultats liés a la théorie de Bass-&mrt nous
avons besoin : ceci inclut des définitions et des faits basiquais aussi des calculs assez
complexes, comme ceux intervenant dans la caractérigimtripodes (paragrapher). C’est
aussi I'endroit ou nous énongons précisément la condi@®) apparaissant dans I'énoncé du
théoremets.
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La section? est consacrée a la preuve du théordm€’est la partie la plus élémentaire du
papier; de la sectiofi nous utilisons seulement le lemmie

Dans la sectio® nous introduisons les R-diagrammes. Cette technique de¢h@ombina-
toire des groupes a été développée par Lyndon et Schuppag¢iomedvec la condition de petite
simplificationC’(1/6) (voir 3.1). Un point intéressant dans notre travail est que nousaoiti
les R-diagrammes dans un contexte complétement opposdiceyositive).

Dans la sectionr nous prouvons le théorén en utilisant simultanément les théories de
Bass-Serre et de Lyndon-Schupp.

Nous discutons brievement dans la sectides cas non couverts par les théoréemes$2, a
savoir le cas des automorphismes de longueur 10 ou 12.

Finalement, en annexe nous prouvons que la cond{@@) est bien générique et nous pro-
duisons des exemples explicites d’automorphismes daasfacette condition.

1. L'ARBRE DEBASS-SERRE

1.1. Généralités. Le théoreme classique de Jung, van der Kulk et Nagata affinmeele
groupe AutC?] est le produit amalgamé des groupdfine

A= {(ax+By+Y,0x+¢ey+{);q,...,e € C,ae — Bd# O}
etélémentaire

E = {(ax+P(y),By+Vy);a,B,ye C,aB #0,P € Cly]}
le long de leur intersection (voiB| 23, 17]). Ceci est résumé dans I'énoncé suivant :

Théoréme 6. Aut[C?] = A xpgE.

Une preuve géométrique de ce théoreme et de nombreusesngEfgipeuvent étre trouvées
dans [L3]. Mentionnons que les éléments Besont souvent qualifiés d’automorphisntgan-
gulaires.

La théorie de Bass-Serre2(]]) associe un arbre simplicial a tout produit amalgamé. Dans
notre contexte, notons I'arbre en question. Par définition, les sommetszdsont I'union
disjointe des classes a gauche modiligsommets ddype A) et moduloE (sommets deype
E). Les arétes dg sont les classes a gauche mod(#onE). Enfin, sig € Aut[C?], I'aréte
®(ANE) relie les sommetgA et gE. Comme AufC?] est engendré pa etE, 7 est connexe.

La structure amalgamée garantit quee contient pas de boucle, ainsi il s’agit bien d’un arbre.

Le groupe AufC?] agit naturellement sur par multiplication & gauche : pour togie €
Aut[C?], on poseg.gA = (g)A, g.0E = (gO)E et g.9(ANE) = (g@)(ANE). Il savére que
cette action induit un plongement de ADf] dans le groupe des isométries simplicialesrde
(voir [12, remarque 3.5]). Cette action est transitive sur I'ensendlels arétes, sur 'ensemble
des sommets de typgeet sur 'ensemble des sommets de t¥pd. e stabilisateur d’'un sommet
@A (resp. d’'un sommetgE, resp. d’'une arétep(ANE)) est le groupepAp* (resp. gE@ 1,
resp.@ANE)@™1).

Suivant 6, 12], on peut définir des systémes de représentants des clagsegl@Ee non
trivialesA/ANE etE/ANE en posant :
aA) = (Ax+y,—x), AeC;
Q) = (x+Q).Y), Q) €Y’Cly\{0}.
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A noter que le signe moins dans I'expressionaf®) n’apparaissait pas dangg, 12]. Nous
l'introduisons ici afin d’obtenir des automorphismes deed®&inant Jacobien 1 (voir para-
graphel.4).

Tout élémenig € Aut[C?] s'écrit alors de maniére unique= ws ol w est un produit de
facteurs de la forma(A) ou e(Q), deux facteurs successifs étant de forme différents,cet
ANE (voir e.g. RO, chap. 1, 1.2, th. 1]). De méme, toute aréte (resp. sommsjee resp.
sommet de typ&) s’écrit de facon unique/(ANE) (respwA, resp.wE) ouw est de la méme
forme que ci-dessus.

Nous appelonshemin (orienté) une suite finie d’arétes consécutives danBour noter un
chemin nous énumérons ses sommets séparés.daar exemple le chemin de deux arétes
contenant les sommetsAddE, eA oue € E\ A sera notér = idA—idE — eA Si seul le type
des sommets est pertinent, nous dirons par exemple st de typeA — E — A.

Si deux sommets de sont fixés par un automorphisme de /L], alors le chemin qui
les relie est lui aussi fixé. Par conséquent, le sous-ensedelt fixé par un automorphisme
est soit vide soit un sous-arbre. A conjugaison prés, ceasossmble a été calculé pour tout
automorphisme dand.2, preuve de la proposition 3.3]. En particulier, il a été d@iaé pour
la translation(x+ 1,y). Le lemme suivant, technique mais facile, est une |égeiati@r de ce
calcul. Comme dans la référence mentionnée, cet énoncéwéxst crucial. Nous donnons la
preuve pour le confort du lecteur.

Lemme 7. Le sous-arbre de fixé par la translation(x+c,y), c € C*, est exactement I'union
des chemins
idE —e(P)A—e(P)a(A)E —e(P)a(A)e(Q)A

ol Pe y?Cly], A € CetQly) = ay?, a € C*.

A noter que (exceptionnellement) nous permettons que RPgbitDans ce cas, le chemin
devrait plutét étre écrit

iIdE —idA—a(A)E —a(A)e(Q)A.

En particulier, le sous-arbre fixé ne dépend pas de c, a dientt contient la boule fermée
de rayon 2 centrée edE, i.e. I'union des chemins

idE —e(P)A—e(P)a(M\)E, PeyCly, AeC

Preuve. SiP,Q € y?Cly] et € C nous avons

(x+cy)oeP) = eP)o(x+cy);

(x+cy)ea@) = aA)o(xy+o);

(xy+c)oe(Q) = eQ)of;
ou f = (x+Q(y) —Q(y+c),y+c), ainsi

(x+c,y)e(P)aM)e(Q) = e(P)a(A)e(Q)f.

On en déduit que le sommefP)a(A)e(Q)A est fixé panx+c,y) si et seulement s € A, i.e.

degQ(y) —Q(y+c)) <1,i.e. degQ) < 2. SiQ = ay?, ce sommet est fixé. Comme le sommet
idE est clairement lui aussi fixe, nous obtenons que le chemuausuést fixé :

idE — e(P)A— e(P)a(A)E — e(P)a(A)e(Q)A.

SiQ=ay? oua # 0 etpc C, il reste & montrer que le sommetP)a(\)e(Q)a(W)E n'est pas
fixe. Or, un calcul facile donne

(x+c,y)e(P)aM)eQ)a(l) = e(P)a(r)e(Q)a(wg,
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ollg = (X—C,2acx+y+ pc—ac?) ¢ E. O

1.2. Longueurs algébrique et géométrique.Nous utiliserons deux notions distinctes de longueur
sur AufC?].

La longueur algébrique a été définie dans I'introduction : gic Aut[C?] n’est pas dans la
partie amalgameéeg| est définie comme le plus petit enti@rtel queg puisse s'écrire comme
une compositiory = g; . . . gm OU chaquey; est dans I'un des facteurs de ADf]. Sig est dans
la partie amalgamée, nous posogis= 0.

La longueur géométrique est définie par Ifg) = inf,, dist(g.v,v), ou 7 est 'ensemble
des sommets d& et dis{.,.) est la distance simpliciale sut.

Par le lemmes on a presque toujours(g) = min{|ege1|; @ € Aut[C?]}, la seule exception
étant quand est conjugué a un automorphisme élémentaire qui n’est pgsgred a un élément
dans la partie amalgamée.

1.3. Eléments elliptiques et hyperboliques.Les élémentgy de AufC?] se répartissent en
deux classes en fonction de leur action sur

Silg(g) = 0 (i.e. g admet au moins un point fixe dagg, nous dirons queg estelliptique.
Ceci correspond au cas g@Jest conjugué a un élément dans I'un des facteArsu E) de
Aut[C?]. Comme tout élément d& est conjugué a un élément Be ceci revient a dire qug
est triangularisable (i.e. conjugué a un automorphisraadrtilaire).

Silg(g) > 0, g est dithyperbolique. Ceci correspond au cas gtest conjugué a une com-
posée d’'applications de Hénon généralidées. h; (voir [5]). Rappelons qu’une application
de Hénon généralisée est un automorphisme de la forme

h= (y,ax+P(y)) = (y,X) o (ax+P(y),y),

ouac C* etP(y) est un polynébme de degré au moins 2. De fagon équivalgmest, conjuguée
a un automorphisme de la forme

f=ae...a9.
ou chaquey € A\ E et chaques € E\ A.

L'ensemble des pointg € 7 satisfaisant digg.v,v) = Ig(g) définit une droite géodésique
dans7 que nous noterons G@g), sur laquelleg agit comme une translation de longueur
Ig(g). On vérifie facilement que (@) = Ig(f) = | f| = 2| et que la géodésique deest consti-
tuée du chemin il — a,E —aye,A—--- —aser...agA et de ses translatés par I€s(k € Z).
Sig= of@ ! avece € Aut[C?], on a bien siir G&g) = ¢(Géq f)).

La preuve du lemme suivant est facile et laissée au lecteunotér que ces deux paires
de conditions équivalentes correspondent aux notiongm@hts strictement et faiblement cy-
cliguement réduits rappelées au paragraphe

Lemme 8. Soit g€ Aut[C?] un élément hyperbolique.

(1) Les assertions suivantes sont équivalentes :
() |9l =1g9(9); (i) Géo(g) contient les sommeidA etidE.

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) |9l <lg(g)+1; (iv) Géo(g) contient le sommedA ou idE.

1.4. Le groupe G. Dans ce paragraphe nous prouvons deux propriétés basig@dsons
A1 = ANGetE; = ENG. Du théoremeé on déduit facilement le résultat suivant :

Proposition 9. G = A #a,ng; E1.
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Preuve.Par R0, chap. |, i 1.1, Prop. 3], il suffit de prouver que togte G est une com-
position d’automorphismes affine et triangulaire de déteamt Jacobien 1. Nous savons que

g peut s’écrire comme une composéeadk) et dee(Q), avec un terme correcteare ANE.
Remarquons que leg)) et lese(Q) sont des automorphismes de déterminant Jacobien 1, ainsi
sest également de déterminant Jacobien 1 ce qui termineuagare O

En corollaire de cette proposition toute la discussion dagraphe précédent s’'applique a
G. En particulier on peut faire le méme choix d@\) et e(Q) pour écrire arétes et sommets,
ainsi il existe une bijection naturelle entre les arbresess respectivement a AGE] et G.

Proposition 10. Le groupe G est le sous-groupe des commutateurs du grouf@?Audt est
aussi égal a son propre groupe des commutateurs.

Preuve. Au vu de la propositior®, il suffit de vérifier que le sous-groupe des commutateurs de
G contient SI(2,C) ainsi que tous les automorphismes triangulaires de la formeP(y),y).

Or d’'une part il est bien connu que 8&.C) est égal a son propre groupe des commutateurs;
d’autre part tout automorphisme triangulaise+ Ay",y), avecn > 2 et € C, est le commu-
tateur de(x+A(1—b)~1y"y) et (bx,b~y), oub # 1 est une racine-iéme de l'unité. Enfin,
toute translatior{x+ c,y) est le commutateur de-x, —y) et(x— 3,y). O

1.5. Couleur. Nous introduisons maintenant la notion cieuleur d’'un chemin de typeA —

E — A. Cette notion sera utile pour préciser les hypothéses dérigéé dont nous aurons
besoin. Notons que tout chemin de tyfye- E — A peut s’écrirer = e A — UE — PeA, ou
W € Aut[C?] etey, e € E.

Définition 11. La couleur de# est la double classANE)e; *ex(ANE).

On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas du alese;,e,. La couleur
est clairement invariante sous l'action de {l@ﬁ] En fait, étant donnés deux chemins de
type A— E — A on pourrait montrer que I'on peut envoyer I'un sur I'autrar(pin élément de
Aut[C?)) si et seulement s’ils ont méme couleur. Cependant nousaraipas besoin de ce
fait. En guise d'illustration de la notion de couleur, mentions que la couleur du chemin
e(P)A—e(P)a(A)E — e(P)a(A)e(Q)A apparaissant dans le lemmest(ANE)e(Q)(ANE).

SiP € CJy| et sila couleur de est égale a la double clasg®nE)e(P)(ANE), nous dirons
gueP représente la couleur de Le lemme suivant implique que cette notion est indépemrdant
de l'orientation du chemin. La preuve en est facile et essie au lecteur.

Lemme 12. Soient PQ € C|y] des polyndmes de degré2. Alors P et Q représentent la méme
couleur si et seulement s'il existe. .., € avecaf # 0 tel que Qy) = aP(By+y) + dy+E¢.

Remarquel3. Notons que tout chemin de tyge— E — A peut étre envoyé par un automor-
phisme sur un chemin de la formeAd- idE — e(P)A. On vérifie facilement que les sommets
e(P)A ete(Q)A sont égaux si et seulement s'il existeB € C tels queQ(y) = P(y) + ay+ .

Exemple fondamental 14.Soit g un automorphisme hyperboliqgue de longueur géométrique
lg(g) = 2I. On a vu queg est conjugué a un automorphisme de la forine a;e;...a ou
chaqueg; € A\ E et chaques € E\ A. Alors, la géodésique dg(ou def) supportd couleurs
(ANE)e(ANE) (1 <i <) qui se répétent de facon périodique.
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1.6. Couleur générale.

Définition 15. Un polyndmeP € C[y| de degrél > 5 est ditgénéral s'il satisfait :
va,B,ycC, degP(y)—aP(By+y)<d-4 = a=p=1lety=0.
La couleur(ANE)e(P)(ANE) est ditegénéralesi P est général. Le lemnmiE implique que
cette notion ne dépend pas du choix du représeant

Lemme 16. Soit Q< y?C[y] un polyndme général. Le stabilisateur du chemig- e(Q)A —
idE —idA est égal & (x+By+V,Y); B,y € C}. De plus, sp#0, 'automorphismgx+ By+yY,y)
ne fixe aucun chemin contenant strictement

Preuve. On sait quef € Aut[C?] fixe le chemin i — idA si et seulement i € ANE. Dans ce
cas, il existe des constantes...,{, avecae # O telles quef = (ax+ By+vY,ey+¢). Comme
fe(Q) =e(Q)g, oug= (ax+ By+aQ(y) — Q(ey+{),ey+ (), le sommee(Q)A est fixé parf
si et seulement g € A, i.e. dedaQ(y) —Q(ey+{)) < 1. Le polyndmeQ étant général, ceci
est équivalenta =e=1et{ =0.

La seconde assertion découle de I'observation suivante :

(X+By+Vv.y)a(A)E =a(A —B)E.
En effet, comméx+ By +vy,y)e(Q) = e(Q)(x+By+Y,y), on a aussi
(X+By+V,y)e(Qa(M)E = e(Q)a(A —B)E.

Les sommetsa(A)E et e(Q)a(A)E sont donc fixés patx+ By +V,y) si et seulement §§ =
0. O

Remarquel?7. Le lemmel6 peut étre vu comme une réciproque partielle au lenim®lus
précisément, on obtient que@fixe un chemin général long de 4 arétes et centré Enatbrs
@= (x+c,y) (ici par général on entend que la couleur supportée par lesatétes centrales
du chemin est générale; voir Définitidd et ci-dessous).

Remarquons aussi que comixey 4 c) = a(0) o (x—c,y) oa(0)~1, le sous-arbre de fixé
par (x,y-+ c) est 'image pa@a(0) du sous-arbre fixé pax — c,y). En particulier, il contient la
boule fermée de rayon 2 centrée&0)E. De plus, sipfixe un chemin général de longueur 4
et centré era(0)E, on peut écriregp= (X,y+C).

Nous utilisons maintenant la notion de couleur générale prauver un résultat technique
qui sera utile dans la preuve du théoréfze Considérons un automorphisme hyperbolidue
etg= ¢ fd £ f un conjugué dé. Notre but est de montrer quefsest suffisamment général
alors Géqgf) N Gédg) est un chemin de longueur au plus 4. Plus précisément, nalsnso
classer tous les types possibles de tels chemins.

Définition 18. Nous dirons qu’un automorphisme hyperbolique de longuéoangtrique R
satisfait la conditior{C1) si lesl couleurs supportées par sa géodésique (voir exebhdpkont
générales et distinctes.

Dans I'annexe nous montrons que cette condition est géreédgns un sens naturel.

Proposition 19. Soient f et g= ¢f¢@ ! deux automorphismes conjugués et distincts satis-
faisants la condition{C1). Sil'intersection Géof ) NGéqg) contient au moins une aréte alors
ce chemin est de type :

A-E,E-A-E,A—-E-A ouE-A-E-A-E.
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Preuve.Sans perte de généralité on peut supposer#jue Géq f) N Géqg) = Géd f)n
@(Géd f)) contient un chemin de typ&— E — A, car sinon?’ est au plus un chemin de type
E—-A—E.

Notonsv le sommet central de tyd&d’un tel sous-chemin de’. Commep 1(v) € Géq f),

il existe un entiek tel que distf*(v), @ 1(v)) = dist((f¥)(v),v) < Ig(f) = 2I. En remplagant
@par@fk, on ne change pag mais on a a présent dig(v),v) < 2I. Par la conditior(C1), la
géodésique dé supportd couleurs distinctes qui se répétent périodiquement. Resécent,
dist(q(v),Vv) € 21Z et finalement on obtierg(v) = v, ainsi@ est elliptique.

Posonse = @ 1(?') = Géq f) N @ 1(Géqf)). De fagon équivalente, on peut défimr
comme le chemin maximal tel que C Géq f) etg(?) C Géq f).

Le chemine contient un chemin de typ&— E — A dont le sommet central egt Sans perte
de généralité, on peut conjuguer et supposer que ce somsrchst de la forme(Q)A—idE —
idA. En particulierv = idE.

On distingue deux sous-cas, suivantpsi? — @) préserve ou non l'orientation induite
par Gégf).

Si @ préserve l'orientation, alorg fixe 2 point par point. On peut supposer queest
strictement plus grand queEQ)A — idE —idA, sinon il N’y a rien a montrer. Alors, par les
lemmes7 et 16, on obtientgp = (x+Y,y). Comme les couleurs de G&9 sont générales, le
lemme7 implique que? est de la forme(Q)a(A)E — e(Q)A—idE —idA—a(W)E, ainsi il est
detypeE—-A—E—-A—E.

Si @ne préserve pas l'orientation, alagsixe seulement le sommetdans Gé6f). On peut
montrer quep est forcément une involution (voir lemn# ci-dessous). Ceci implique que
2 contient un nombre pair d’arétes et est centr&zel€omme led couleurs supportées par
Géq f) sont distinctesy contient seulement une couleur, ainsi il est de tppeE — A ou
E-A-E-A-E. O

Lemme 20. Soit # un chemin de type A E — A supportant une couleur générale. @i
Aut[C?] échange les deux extrémités@alors ¢ =

Preuve. Sans perte de généralité, on peut conjuguer et supposer claerhin? est de la forme
e(Q)A—idE —idA (voir remarquel3). Notons quep; = €(Q) o (—X,y) est une involution qui
échange les deux sommetQ)A et idA. Ainsi @@ fixe le cheming point par point, eQ étant
général le lemm@&6 implique @ = @ o (X+ By+YV,y). Remarquons que; o (Xx+ By +V,y) =
(X+By+Y,y) o, ainsi

@ = @uo (x+PBy+y.y) o (x+PBy+y.y) to =id. O

Exemple 21. Nous montrons maintenant que tous les cas permis par lagitiopdl 9 peuvent
étre réalisés. Dans les exemples qui suivent on supposeépié)&ontient le chemimm(0)E —
idA—IidE — e(Q)A—e(Q)a(M)E ou Q est un polyndme général et on choigiel que le chemin
2 soit de divers types.

(1) Exemples ave@ fixant au moins une aréte :
o (p (x+P(y),y) avec de®® > 2, » = idA—idE;
= (ax,By) avecaf # 0 et(a,B) # (1,1), » = a(0)E — idA—idE;
= (x+by,y) avecb # 0, ? = idA— |dE e(Q)A;
= (x+c,y) avecc # 0, » = a(0)E — idA— idE — e(Q)A—e(Q)a(M)E.

(2) Exemples ave@ renversant I'orientation :
e = (y,x) échangea(0)E etidE, » = a(0)E —idA—idE;
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e 0= (—x+Q(y),y) échange i ete(Q)A, » estde longueur 4 ou 2 suivantsi 0
ou non.

(3) Exemple ave@ hyperbolique :
e p=e(Q)a(puavecu= (—x,—y) envoier = a(0)E —idA—idE sur@(?) =idE —
e(Q)A—e(Q)a(nE (le lecteur pourra vérifier quap)ua(0) = (x—Hy,y) € ANE).
1.7. Couleurs indépendantes et tripodes.

Définition 22. Une famille de polynémé, € C[y] (1 <i <) est diteindépendantesi étant
donnéay, Bk, Yk € C avecayPk # 0 etix € {1,...,1}, pour 1<k <3,ona:

deg ) akP,(Bky+w) < 1 = i1=ix=1s.
1<k<3
La famille de couleursANE)e(R)(ANE) (1 <i <) est diteindépendantesi la famille R
(1 <i <) estindépendante. Le lemm@ implique que cette notion ne dépend pas du choix
des représentani.

Définition 23. Trois cheminsgpy, P,, P3 dans I'arbrer définissent urtripode si

e Pour touti # j, #; N #; contient au moins une aréte;
e Lintersection®; NP, NP3 est égale a un sommet
Les trois cheming; N 2; sont appelés lesranchesdu tripode. Le sommet est appelé le
centre du tripode.
Sion a un centre de ty{g, on peut considérer les trois couleurs associées aux treimios
de typeA— E — A contenant le centre et inclus dans le tripode. Dans cetigtgit nous dirons
gue l'une quelconque de ces couleurs esmétangedes deux autres.

Lemme 24. Soient R, P, P; € C[y] des polyndmes de degré2. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) (ANE)e(Ps)(ANE) est un mélange deANE)e(R)(ANE) (1<i < 2);

(2) 3a1,B1,¥1,02,B2,Y2,0,€ € C aveca 1023, # 0 tel que

Ps(y) = 01P1(B1y+ Y1) + 02P2(Bay + Y2) + Oy + €.

Preuve. (1) = (2). Supposons gu'il existe un tripode admettant les 3 eoal@NE)e(R) (AN
E)(1<i<3).

On peut supposer que le centre de ce tripode dstedque I'une de ses branches est
idE —idA. SoientP,P, € Cl[y] tels que les 2 autres branches s'écriverif ide(P;)A et
idE —e(P,)A, et tel que({ANE)e(Py)(ANE) = (ANE)e(P1)(ANE) et (ANE)e(P2)(ANE) =
(AN E)e(lsz)(Am E). Parle lemmé2, pour 1<i < 2, il existeq;, i, Vi, &, & aveca;; # O tels
queR = aiR(Biy+ Vi) + 3y +&i. B o

On a alor§ANE)e(P;)(ANE) = (ANE)e(Ps)(ANE), ouPs; = Py — Py, ainsi (toujours par
le lemmel2) on voit queP; a la forme attendue.

(2) = (1). Poson®1 = a1 Py (Bay+ Y1), P2 = —02Pa(B2y+Yz) €tPs = Pr— Py = asPi(Bry+
Y1) + 0P (B2y +Y2). Parle lemmel2, on a(ANE)e(R)(ANE) = (ANE)e(R)(ANE) pour
1<i<3. Commex(P,)te(Py) = e(P3) ¢ A, les sommets(Py;)A ete(P,)A sont distincts. Con-

sidérons le tripode de centreficet de branches El— idA, idE — e(Py)A et idE — e(P;)A. Ses

trois couleurs softANE)e(R)(ANE) pour 1< i < 3. Ceci montre quéANE)e(P;)(ANE)
est un mélange dANE)e(P1)(ANE) et (ANE)e(P2)(ANE). O
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Remarque25. La seconde condition du lemn2d peut s’écrire sous la forme symétrique suiv-
ante :
Pour 1< k < 3, il existeay, Bk, Yk € C avecoyfk # 0 tel que
deg aP(By+vw) < 1
1<K<3

Par conséquent, le lemme suivant découle facilement dégeéc.

Lemme 26. Considérons trois couleurs représentées respectivengi®pP,, Ps € Cly], qui
sont des polynémes de degr€. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Les trois couleursANE)e(R)(ANE) (i = 1,2,3) sont indépendantes;
(2) Pourtousi,iz,iz € {1,2,3}, si(ANE)e(R,)(ANE) estun mélange d&ANE)e(R, ) (AN
E) et(ANE)e(R,)(ANE), alors iy =iy =is.

Définition 27. Nous dirons qu’un automorphisme hyperbolique de longuéoangtrique R
satisfait la conditior{C2) si lesl couleurs supportées par sa géodésique (voir exebdpkont
générales et indépendantes.

Dans I'annexe nous montrons que cette condition est géreeg un sens naturel.

Remarque28. On vérifie facilement que des couleurs indépendantes sorssdirement dis-
tinctes. Par conséquent, la conditi@@R) est plus forte que la conditiofC1).

Par abus de langage nous dirons que trois automorphismesiajipuesy: , g2, gz définisent
untripode si leurs géodésiques G@n), Gédg2), Géqgs) définissent un tripode.

Lemme 29. Tout tripode associé a trois conjugués d’un automorphisgpetbolique f satis-
faisant la condition(C2) admet des branches de longueur au plus 2.

Preuve.Si le centre du tripode est de typge par la propositionl9 il N’y a rien a montrer.
Supposons donc que le centre du tripode est de B/peSans perte de généralité on peut
conjuguer et supposer que le centre et iet que Géof ) contient les sommets Adeta(0)E.
Notonsg = ufu~t eth=vfv!les deux conjugués deemis en jeu dans le tripode.

Par la condition(C2) les trois couleurs centrées erkEid¢dontenues dans le tripode doivent
étre égales. En effet, BANE)e(R)(ANE), 1<i <I sontled couleurs supportées par Géo,
alorsil existeiq, iz, iz € {1,...,1} tels que ces trois couleurs soi¢ANE)e(R, ) (ANE), 1<k <
3. D’apreés la définitior22 et le lemme24 (voir aussi la remarqub), on obtienti; =i, = i3,
ainsi les trois couleurs sont égales.

Commencons par prouver qu@eut étre choisi de facon a fixer le cendre- idE du tripode.
Commea € Géd f) N Géqg) = Géq f) Nu(Géq f)), on obtientu=1(a) € Géq f), ainsi il
existe un entiek tel que distf¥(a),u%(a)) < Ig(f) = 2. En remplagant parufX, on ne
change pag, mais on a maintenant dis{a),a) < 2. Par la conditionC1) (voir remarque
28), la géodésique dg supportel couleurs distinctes qui se répétent périodiquement. Par
conséquent, disti(a),a) € 21Z et finalement on obtienti(a) = a. On prouve de la méme
facon quev peut étre choisi fixant = idE. Autrement dit, on s’est ramenéuav € E.

Supposons maintenant qu’il existe une branche, dison§fG@déqh), de longueur stricte-
ment supérieure a 2. Alors, d'aprés la propositidh cette branche a longueur 4, et admet
pour milieu le pointa(O)E (voir figure 1). Commeyv fixe point par point le chemin général
Géq f)nGédh), par la remarqué7 on peut écrires = (X,y+C).

Soite=e(P) = (x+P(y),y) € E tel que le sommetAc Géq f)NGéqg). Comme Géth) =
V(Géqf)), le sommeveAc Gédh) et finalemenveAc Géqg) N Gédh).
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Supposons que l'orientation induite pgusur idE — eA est opposée a celle induite par
l'autre cas étant symétrique.

FIGURE 1.

Comme Gé(g) = u(Geéqf)), u envoie le chemin id — idE — eAsur le chemireA— idE —
veA

D’une partu envoie idA sureA i.e. UA=eA i.e. e luc A i.e. eluc ANE. Comme
e luc ANE, on peut I'écrire sous la formas,, olis; = (ayx, b1y +¢1),S = (X+By+V,Y) €
ANE etonau=ess.

D’autre partu envoieeAsurveA i.e. ueA= veA i.e. egeA= veA Commes,e = e, on
aesseA= egeA ainsieseA=veA Cette derniére égalité est équivalente v lesec A.
On calcule

e v lese= (ax+aiP(y) + P(byy+c1) — P(bwy+¢1 —€),byy+¢1 — ).

On devrait avoir de@y P(y) + P(b1y+c1) —P(b1y+c1—c¢)) < 1. Commen; # 0 et degP(b1y+
c1) — P(bry+c¢1 —¢)) < degP, ceci est impossible. 0

2. LA PREUVE DU THEOREME1

Nous commencgons par traiter le cas d’un automorphisme dpiéam algébrique< 1, i.e.
un automorphisme triangulaire ou affine. Mentionnons querdsultats similaires dans le
contexte des transformations birationnelles du plan santyés dans7] et [3].

Lemme 30. Si f € G satisfait|f| < 1et f #id, alors (f)y = G.

Preuve. Soientg,h € G. Notons que sg ou h appartient & f)y, alors il en est de méme pour
le commutateufg, h] = ghg *h~1. Le fait queG = (f)y découle des observations suivantes :
e Sif € SL(2,C) et f # +id on obtient SI2,C) C (f)n, en utilisant le fait queg+id}
est le seul sous-groupe normal non trivial de(&IC). En effet, siH est un sous-
groupe normal de SI2,C) non inclus dang+id}, on a SK2,C) =H U (—H) par
simplicité de PSI2,C). Par conséquent, gi= (y,—X), on obtienty € H ou —g € H,
ainsi—id = g = (—g)? € H et finalemenH = SL(2,C).
De plus, sio,B € C,on a
[(x+0,y+B), (=%, —y)] = (x+ 201,y + 2B)

et doncA C (f)y.
Sib =1 est une racine-iéme de l'unité § > 2) etA € C,on a

[(x+A(1=b)"}y"y), (bx b~ ty)] = (x+Ay",y)
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ce qui prouve le lemme dans ce cas..

e Si f est une translation, alors en conjuguant pat2C), on voit que(f)y contient
touts les translations. Ainsi il contient également le cartateur

[(xy+1),(x+Y2,y)] = (x—2y+1,y)

et donc aussi I'automorphisme linéajpe- 2y,y). On conclut a I'aide du cas précédent.

e Sif est un automorphisme affine qui n’est pas une translatiors dlexiste une trans-
lation g qui ne commute pas avelc Par conséquent, le commutatédirg] est une
translation non triviale appartenant &)\ et le cas précédent permet de conclure.

e Finalement sif = (ax+ P(y),a ly+c) est un automorphisme triangulaire non affine,
alors en remplagartt par[f,g], oug est un automorphisme triangulaire ne commutant
pas aved, on peut supposer= 1. En remplagant encore une fdipar|f,g], ougest
un automorphisme triangulaire ne commutant pas dyem se raméne au cas= 0.

Par conséquent, peut étre supposé de la forre+ P(y),y). Remarquons alors que
le commutateur

[(x,y+1),(X+P(y),y)]

est un automorphisme triangulaire de la for(wer R(y),y), avec de@R = degP — 1.
Par récurrence sur le degré on obtient une translation naalér(x+ c,y) dans(f)y.
Ce cas a déja été traité.
O
Corollaire 31. Si f € G est elliptique (i.e. triangularisable) et-£ id, alors (f)ny = G.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le thédreBefait nous allons prouver
la version suivante, qui est plus forte :

Théoréme 32.Si f € G satisfaitlg(f) < 8et f #id, alors (f)n = G.

Preuve. Le fait crucial que nous allons utiliser est la connaissahcsous-arbre fixé par une
translation(x+c,y). Nous savons qu’un tel sous-arbre est de diameétre 6, ceminé& eet qu'il
contient la boule fermée de rayon 2 et de centEe (bir le lemme7). Par conséquent, étant
donné un chemin arbitraire de tyfie— A— E — A— E, il existe un conjuguép de (x+ 1,y)
fixant ce chemin point par point.

Choisissons un tel chemin contenu dans la géodésiquestiposongy = 2. Alors si
lg(f) =2 ou 4 il est clair quef o g~ est elliptique, et I'on peut conclure grace au corollaire
31 Silg(f) =6alorsIg f og™!) < 4 et on est ramené au cas précédent.

Le cas ou Igf) = 8 est plus subtil et va exiger un raffinement de ce méme argurQeritte
aremplacerf par I'un de ses conjugués, on peut supposer|fjue Ig(f) = 8. On peut donc
écrire (en remplacant éventuellemdrpar f 1)

f = erareape3a3€424

oua € A\E, g € E\ A Sans perte de généralité on peut de plus supposer que cfjaegte
de la formee; = e(Pj) = (x+ Pj(y),y) et que dede;) < degej) pour j = 2,3,4.

Nous savons que toute translationt c,y) fixe la boule fermée de rayon 2 et de centié.id
Notons par ailleurs que pour tosit ANE, s(x+1,y)s ! est encore une translation de la forme
(x+c,y). Par conséquent, si I'on éceia; sous la formega; = e(P)a(A)s avecs € ANE,
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FIGURE 2. Preuve du théoreng?

'automorphisme

& = ea(x+1lya;lte?
= (X+P(y),y) o Ax+y,—=x) o (X+C,y) o (=Y, Ay +X) o (X=P(y),y)
(Xx+Ac+P(y—c)—P(y),y—c)
fixe la boule fermée de rayon 2 et de cemra E. Notons que deg, = dege; — 1. Considérons
g=61f& eth=g'f.
Par construction les géodésiques @gpaet Gédf) ont au moins 4 arétes en commun. Par le
lemme7 nous savons qu’elles ont au plus 6 arétes en commun. On peatvarifier (voir

figure 2) queh envoie le sommet = a;leglaglE sur un sommet a distance au plus 8 (et au
moins 6) dev. Explicitement, on calcule

h= &a,'e; *a; '&azesan
ol & = e5'a, 1 (x— 1,y)axes est un automorphisme triangulaire avec @y= deges) — 1.

Si ded&;) = deg&;) = 1 alors Igh) = 4. Ceci correspond au cas ou Ggpet Gédf)
partagent 6 arétes. Notons qm;elégag et a4é1a;1 sont bien des automorphismes affines non
triangulaires.

Sidedé&;) =1 et de@é&s;) > 2 alors Igh) = 6. Dans ce cas Gé¢g) et Gédf) partagent 5
arétes : les sommetsAdet € A coincident.

Dans les deux cas ci-dessus on s’est donc ramené a la preraiéieede la preuve.

Finalement si de@; ) > 2 alorsh admet une factorisation similaire a celle e départ
a la différence prés que le premier automorphisme triaimguést de degré strictement plus

petit. Par récurrence, on peut produire un élément de lamgBielans(f)y avec le premier
automorphisme triangulaire de degré 2, et I'on conclut laagliment précédent. O

3. RDIAGRAMMES

3.1. Généralités sur la théorie de la petite simplification.Dans ce paragraphe nous con-
sidéronsH = Hy xn,~H, H2 un produit amalgameé général de deux facteurs. Bien évideinme
notre motivation est d’appliquer la théorie au groupe[&étdes automorphismes du plan.
Les définitions suivantes proviennent dé]f chap. V, 811 (p. 285). Si est un élément
de H non contenu dans la partie amalganiéen H,, uneforme normale de u est une suite
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X1 -+ - Xm telle queu = xq - - - Xy, OU chaqueg est dans un facteur de, deuxx; successifs sont
dans des facteurs différents He et aucurnx; n'est dans la partie amalgamée. loagueur
deu est définie pafu| = m. Cette définition ne dépend pas de la forme normale choisies m
seulement de. Siu est dans la partie amalgaméehigpar convention nous posong = 0.

Nous appelonmot la donnée d’'un élémente H avec une factorisation=uy - - - Uy, OUU; €
H pouri =1,--- k. Un motu = u; - - - Uk est sougorme réduite si [uy - - - Ux| = |ug|+ -+ |Uk].

Supposons que et v sont des éléments d¢ avec formes normales = x;--- Xy etv =
V1---Yn. SiXmyr €st dans la partie amalgamée, nous dirons gqu'ilsynaplification entreu et
v. De facon équivalente, ceci signifie que/| < |u| + |v| — 2. Sixy ety; sont dans un méme
facteur deH et sixyy1 n'est pas dans la partie amalgamée, nous dirons qu’dgnasolidation
entreu etv. De facon équivalente, ceci signifie guej = |u| + |v| — 1.

Un mot est souforme semi-réduiteu; - - - Uk S'il N’y a pas de simplification dans ce produit.
Les consolidations sont par contre certainement permises.

Un motu = Xz - - - Xy Sous forme normale estrictement (resp.faiblement) cycliqguement
réduit sim < 1 ou sixy etx; sont dans des facteurs différentsHi€resp. le produik,x; n'est
pas dans la partie amalgamée). Ces deux notions correspa@oedeux couples de conditions
équivalentes données dans le lenmine

Un sous-ensemblR deH estsymétrisési tous les éléments desont faiblement cyclique-
ment réduits et si pour toute R, tous les conjugués faiblement cycliguement réduits de
r—1 appartiennent &.

Si f est strictement cycliquement réduit, nous not®i$) 'ensemble symétrisé engen-
dré parf, i.e. le plus petit ensemble symétrisé contentantl est clair queR(f) est égal a
I'ensemble des conjugués dé! de longueur< ||+ 1.

Nous discutons maintenant brievement de la cond@@N) (souvent utilisée poux =1/6).
Nous n'avons pas besoin de cette notion pour notre consmyanais il s’agit du contexte
originel ou la notion de R-diagramme (voir paragraphe sujat introduite. SoitR un sous-
ensemble symétrisé dé¢. Un motb est appelé ungiéce (relativement aR) s'il existe des
éléments distincts;, ro deRtels quer; = bg etro = b, sous forme semi-réduite.

Lemme 33.Si0 <A < let¥Vr € R,|r| > 1/A, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Sire R admetune écriture semi-réduite-ibc, ou b est une piéce de R, aldios< A|r
(2) Vri,rp e Rtelque rp # 1, |rara| > [ro|+|r2] — 2Amin{|r1|,|r2|} + 1.

Preuve. L'équivalence s'obtient facilement a partir du fait suitan

Soientr; = b etr, = bc, deux expressions semi-réduites abeé 1 etry # ro.
Fait. Il existeb', ¢}, ¢, tels que :
a) Onary =b/cetrp, =b'c);
b) ces expressions sont semi-réduites;
c) exactement une de ces expressions est réduite;
d) I'expression(c;)~1c, est réduite;
e) [b'[ > |b].

[

Définition 34. Siles assertions équivalentes du lenBisont satisfaites, on dit quRsatisfait
la conditionC’(A).

La premiere assertion est celle utilisée par Lyndon et Sthup seconde est celle utilisée
par Danilov, mais il oublie le+1 dans la formule. Ceci conduit a la |égére erreur dans son
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énoncé que nous avons mentionnée dans l'introduction. |Game ce paragraphe en rappelant
I'un des principal théorémes en théorie de la petite singgliion (voir [L5, Th. 11.2, p. 288]) :

Théoréme 35. Soit R un sous-ensemble symétrisé du produit amalgamé HboSoms que R
satisfait la condition Q) avecA < 1/6. Alors le sous-groupe normal engendré par R dans H
est distinct de H.

3.2. Construction d'un R-diagramme. L'idée d’associer des diagrammes planaires a un pro-
duit amalgamé de groupes apparait da. [

En 1966, Lyndon parvient indépendamment a une construsiioiaire, et Weinbaum redé-
couvre le papier de van Kampen (voir4] 25] et [15], p. 236). Pour les définitions basiques
autour de la notion ddiagramme, nous renvoyons le lecteur 24, chap. V, 81, p. 235; nous
ne donnons maintenant qu’un rappel rapide.

Un diagramme est un graphe planaire (ou plus généralemegraphe sur une surface ori-
entable; nous considérerons des diagrammes sphériguetedammet?). Les sommets sont
répartis en deux type@rimaire et secondaire Toute aréte joignant deux sommets donne
lieu a deux arétes orientées (en accord avec un choix deidimecue nous appellerons des
demi-segments Si e dénote I'un de ces demi-segmenes;! référera a l'autre (obtenu en
renversant la direction dg8. Le terme 'aréte’ sera par la suite utilisé pour désignetagees
unions particulieres de demi-segments (voir la remarguein®elogique ci-dessous). Un demi-
segment joint toujours deux sommets de types différentsdéfaition, unsegmentdésignera
une succession de deux demi-segments particuliers quepnécisons ci-aprés. $i,...,&
sont les demi-segments aboutissant sur un sommet seardgisont indicés dans le sens
trigonométrique, alors par définition les segments pagsany sont les couples de demi-
segments successis eijrll ainsi que leurs inversaﬂ,efl, pour 1<i <r, oui eti+1 sont
pris modulor. Si deux demi-segments successifd définissent un segment, ce dernier sera
notée€. Remarquons que les sommet initial et terminal d’'un segre@mit toujours primaire.
Par convention, chaque segment (resp. demi-segment) @dong (resp. 12). Chaque demi-
segment orienté est étiqueté par un élémenpe) appartenant a I'un des facteurs de i,
avec les étiquettes sur des demi-segments successifs emores secondaire appartenant a un
méme facteur. On demande I'égaligge?) = @(e) . Cet étiquetage induit un étiquetage sur
les segments, en posapiee) = @(e)@(€'). L'étiquette sur un demi-segment peut éventuelle-
ment étre dans la partie amalgamée, mais &isont les deux demi-segments d’'un segment,
nous demanderons presque toujours qe®) ne soit pas dans la partie amalgamée (en fait,
la seule exception a cette régle aura lieu lors de I'étapeld geeuve du théorem®s). Nous
appelongrégion une composante connexe bornée du complément du grapheadsungdce.
Un cycle de bordd’une régionD est une collection de demi-segments qui parcourt le tour en-
tier deD (disons dans le sens trigonométrique dans le cas du plariune fhcon compatible
avec l'orientation en général) avec sommet initial de tygengire. De facon analogue, un
cycle de bord du diagramme est une collection de demi-segngein parcourt la frontiére du
diagramme. Notons qu’un segment appartient nécessaiteandvord d’'une région et/ou au
bord du diagramme.

Soit maintenant un élément de AJE?] et considéron®(f) I'ensemble symétrisé associé.
Nous dirons qu’un diagramme est B\f )-diagramme si pour toute régiom et tout cycle de

borde;...esdeD, on ag(ey)...¢(es) € R(f).

Terminologie. Notons que I'on utilise deux sortes de graphes dans ceteartles arbres de
Bass-Serre et les diagrammes de Lyndon-Schupp. Dans lextermtun arbre de Bass-Serre
nous avons déja employé le terragéte et nous avons appelheminl’union de plusieurs
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arétes. Dans le contexte des diagrammes de Lyndon-Schopp, avons desegmentset
desdemi-segments Nous appelleronsréte dans ce contexte une composante connexe de
l'intersection des frontiéres de deux régions, qui est dor&collection de demi-segments.

Le résultat suivant est I'ingrédient clef dans la preuvelttotéme?2. Sa preuve occupe le
reste de ce paragraphe.

Théoréme 36. Soit f € G un élément de G strictement cycliguement réduit de longaleu
gébrique (paire) f| > 2. Supposons que le sous-groupe normal engendré par f daf§?Aut
est égal a G. Alors il existe un(R)-diagramme planaire M tel que :

(1) M est connexe et simplement connexe;

(2) Le bord de M a longueus ou 1;

(3) Sia€...ad estun cycle de bord d'une région de M, alors {f| et@(e €] ) ... p(a€)
est I'écriture réduite d'un conjugué strictement cycliquent réduit de f.

Preuve.Commencgons par choisir un élémeni id avec Igg) = 0. Par hypothese on peut
écrire

9= (@ feh) - (Y.
avec@ € Aut[C?].

Supposons qug a été choisi de fagcon a ce gnesoit minimal. Par le lemma&7, nous pou-
vons supposer que chaggd *1¢@ ! peut s’écrire sous forme réduiter;y; * (i.e. [Yiriy | =
|Wi| -+ |ri| + |wi ) ouri € R(f). Sans perte de généralité on peut supposerdije= 0 si et
seulement sip; = id. Notons que les quatre assertions suivantes sont éguteal :

a) r; est strictement cycliquement réduit; |lb)| = |f|; c) |r;| est pair; d)|lpirilpfl| est
pair.

Dés que l'une de ces assertions est satisfaite, on a for¢&men id (car I'expression
Wiriy* est réduite).

Expliquons a présent la construction e que nous réalisons en quatre étapes :

Etape 1Nous associons un diagramme a chamuqap(l.
Pour notre construction nous choisissons un sommet peragui jouera le réle de point
base. Soitj = x;...xm une forme normale pout.

e Supposons que soit strictement cycliquement réduit, im.= | f|.

Le diagramme associéqairilpi‘1 =r;j est la boucle de point baseconstituée desr demi-
segmentsly, di, ..., dm, di, tels quep(d;dj) = x; pour toutj.

e Supposons maintenant guene soit pas strictement cycliquement réduit, ive= | f| + 1.
Notons que dans ce cégnXi)Xz2 - - - Xm—1 €st strictement cycliquement réduit.

Le diagramme associéthritpfl est une boucle de point base un sommgiint au point
baseO par un chemin :

Soity; =z ...z une forme normale pouy;.

Le cheminOv est constitué des@lemi-segmentsy, €, ..., &, € tels quep(e;€) = z; pour
tout j et d’'un demi-segment additionnel firal

La boucle au point est constituée desi2- 2 demi-segments, d,d, ..., dyn_1, d, ;,ctels
queq(djdj) = x; pour tout;.

Les trois demi-segmentsb, c qui se rencontre au sommet secondaiont étiquetés de
facon a satisfaire les conditions nécessaires (et congstip(eb) = x;, @(ce™?) = Xy, et
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@(cb) = XynXx1. On peut prendre par exemppeb) = X1, @(C) = xm et@(e) = id.
Etape 2Le diagramme initial pour la composition

9= (War1Py?) - (Wnrawyh)

est obtenu en considérant I'union des diagrammes assoan'léacmewiritpfl, lesquels sont
disposés autour du point baGedans le sens trigonométrique. Ce diagramme initial sétisfa
déja les propriétéslj et (3).

Etape 3.Nous allons maintenant identifier certains demi-segmeets! jusqu’a ce que la
longueur du bord d# devienne< 2.
Notons que lors de ces identifications :

e Nous identifierons toujours un sommet primaire avec un sanpnir@aire et un som-
met secondaire un sommet secondaire, préservant la distirntre ces deux classes;

e L'étiquette d’un segment ne sera jamais dans la partie amsdg;

e Le nombren de régions d restera inchangé et), (3) seront satisfaits a tout moment
du processus;

e Sia estun cycle de bord dd, alorsg(a) est un conjugué de.

Par soucis de simplicité, les vérifications faciles maitida&suses du second point (a propos
de I'étiquette des segments) seront omises dans les deex ciadessous.

Si la longueur du bord d&l est> 3, il doit nécessairement exister deux segments succes-
sifseé€ et f f’ dansoM tels que les étiquettag e€) etq(f f') soient dans un méme facteur de
Aut[C?]. En effet, sinon tout cycle de bood= e €, ...a€ deM aurait longueur paire> 4 et
son étiquettep(a) = @(e1€)) ... @(e€) serait un conjugué strictement cycliquement réduit de
g : contradiction.

Nous pouvons donc considérer I'élément @(e€)q(f ') qui appartient a I'un des facteurs
de AufC?].

Case 1: Supposons quen’est pas dans la partie amalgamée.

Dans ce cas nous remplacons I'étiquette sur le demi-segenednt 1, et nous réajus-
tons les étiquettes sur les autres demi-segments issusmmetsecondaire séparant
et€. Autrement dit, pour chaque demi-segmegriboutissant a ce sommet secondaire,
nous remplacons son étiquett@) par@(ge).

De facon analogue, nous remplacons I'étiquette sur le degrrentf par 1, et
nous réajustons les étiquettes sur les autres demi-segimsns du sommet secondaire
séparant et f'.

Nous identifions alors les demi-segments (oriengst f~1 (qui ont a présent
mémes étiquettes) (voir figur® ou lese sont des sommets primaires et lesont
des sommets secondaires).

Case 2: Supposons quesoit dans la partie amalgamée.
Remarquons tout d’abord que le diagramme ne contient pasutdebde longueur

< 2 avec étiquette totale dans I'un des facteurs dg@&it En effet sinon une telle
bouclea serait un cycle de bord pour un sous-domaine strictemestpgtit, et par le
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re-étiquetage J®ed) 1 1 Wff) identifications
//cmge) (pam\
[}
G 9(€) _of) o) _ . o(e€) o(ff) _

FIGURE 3. Changement d'étiquettes et identifications dans le cas 1.

lemme38 ci-dessousg(a) serait un produit de strictement moins queonjugués de
f. Ceci viendrait contredire la minimalité e
Par conséquent, siest le sommet initial de€, v son sommet terminal (ainsi que
le sommet initial def f/) etw le sommet terminal déf’, alors les sommets, v,w sont
distinct.
Rappelons quep( f)@(f’) = @(€)*p(e)~s. On change I'étiquetage de la fagon
suivante (voir figurel):
e on remplace I'étiquette dépar@(€)~1, et 'on ajuste les étiquettes sur les autres
demi-segments issus du sommet secondaire séphirit;
e on remplace I'étiquette d& parg(e)~;
e pour chaque demi-segmegtayantw pour sommet initial, on remplace son éti-
quetteq(g) parsp(g).
Nous identifions alors les segments (orien&s) et f'~1, f~1 (qui ont & présent les
mémes étiquettes).

Notons qu’aprés avoir effectué I'identification du cas byredu cas 2) la longueur du bord
chute de 1 (resp. de 2). Notons également que si deux réGipes D, partagent au moins
un demi-segment, et si,r, sont deux cycles de bords de ces régions par rapport a un méme
point base, alors on ne peut avoir= rgl. En effet sinon en supprimant ces deux régions
du diagramme et en appliquant le lem@& on obtiendrait un nouvel élément R f) qui
viendrait contredire la minimalité de En fait, par le lemme&9, deux régions du diagramme
ne partagent jamais une aréte de longueur plus grande que 4.

Etape 4Par récurrence, I'étape précédente produit un diagramrdent le bord a longueur
< 2. Nous réalisons enfin une derniére identification pourrobten bord de longueur au
plus 1. Si cette derniére identification correspond au cas’¢ a pas de probléme particulier.
Cependant, sil’'on se trouve dans le cas 2, alors nous ne pehes supposer que les sommets
u etw sont disjoints. C’est pourquoi nous modifions légéremeptdaédure : nous conservons
la nouvelle étiquette dé’, & savoirg(e) s, et nous n'identifions que les demi-segmesitst
f. Il est possible qu'aprés cette identification I'étiquettesegmene f' sur le bord deM soit
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re-étiquetage_+ _ 9€)  @€) @)t @) syg) identifications

U—w®——0

FIGURE 4. Changement d'étiquettes et identifications dans le cas 2.

dans la partie amalgamée : a part un désagrément de natuédiqest ceci ne causera pas de
probléme lors de la preuve du théorédte O

Lemme 37. Tout conjugué de f (notation du théorérd@ peut s’écrire sous forme réduite
Qry1, ol r est un conjugué faiblement cycliquement réduit de f.

Preuve. Rappelons qu’un élément hyperbolique de &4 est strictement (resp. faiblement)
cycliqguement réduit si et seulement si sa géodésique cortiesp. intersecte) 'aréte =
id(ANE) dans l'arbre de Bass-Serre (voir le lem8)e Soit maintenang un conjugué def.
Si la géodésique dg intersectee, nous posons simplemegt= id, r = g. Par conséquent,
supposons que cette géodésique n'intersecte.pas

Soit dist la distance naturelle dans I'arbre de Bass-Seiréeemilieu de I'arétee. Pour tout
élémenth de G, on alh| = dist(l,h(1)).

Soitp € Gédg) 'unique sommet tel que digBéqg), e) = dist(p,e). Comme distp,e) > 1,
il existe un unique point’ sur le segment géodésiqie ] tel que distp,1’) = 1. Le groupeG
agit transitivement sur les milieux des arétes de I'arbrBates-Serre, il existe donc un élément
P deGtel queys(l) =1". Posons = P~ 1gy. Ona Géor) = P~1(Géqg)) et dis{Geéqq),l’) =
3, ainsi distGédr),l) = 3 et Gégr) rencontree, i.e. r est faiblement cycliquement réduit.
Finalement, on dg| = dist(l,g(1)) = lg(g) + 2dist1,Gédg)) = |f| + 2dist(I, ") + 1, |@| =
dist(1,1”) et|r| = | f| + 1, et dondg| = |@| + |r| + [W1]. O

Le résultat suivant peut étre prouvé de fagon analogue anéeh? de I5, p. 239] (a savoir,
par récurrence sur le nombmnede régions).

Lemme 38. Soit M un diagramme orienté, connexe et simplement conoexgtant m régions
D1,...,Dm. Soita un cycle de bord de M (commencant en un sommeébest soitf3; un cycle
de bord de D(commengant en un sommetai®), pourl <i < m. Alors@(a) appartient au
sous-groupe normal engendré par kg$;), 1 <i < m. Plus précisément, il existg,u..,um
dans AuiC?] tels que

@0) = (ur @(Ba) Uy ™) ... (Um@Bm) Uy
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3.3. Un dictionaire entre les théories de Bass-Serre et de LyndeSchupp. Soita un cycle

de bord d’une région d&l (notations comme dans le théoreB® commencant en un sommet
v. Siv est primaire (resp. secondairg(0) est une écriture sous forme réduite d'un élément
strictement cycliquement réduit (resp. non strictementigyement réduit) d&(f).

Lemme 39. Si Dy, D, sont deux régions distinctes d’'un diagramme M ayant unesaréin-
mune, il existe un sommet primaire v dai N oD, tel que les étiquettes, g, des cycles de
bords de Q, D, commencant en v satisfassent

|Gedg1) NGédgy)| > |0D1N0D;|.

Preuve. Sik est le plus grand entier tel qlte< |0D; N dD>|, il existe un chemin d& segments
S1,---,S inclus danw¥D; N dD,. En fait, nous pouvons simplement choigicomme sommet
initial ou terminal de ce chemin (%= 0, ces deux sommets coincident). En effet on peut
supposer qug; a forme normale; = @(s1) ... @(Sk)X1 - - - Xm (OU chaque est dans un facteur
de G). Par conséquengg1 a forme normale}gg1 =@(s1)..-O(K)Y1---Ym (OU chaquey; est
dans I'un des facteurs dg).

Les géodésiques Gém) et Gédg, ') = Géqgy) contiennent alors e+ 1 arétes conséc-
utives :

id (ANE), o(s1) (ANE),...,q(s1) ... 9(s) (ANE).
Ol

Exemple 40. Supposons quil contienne les deux régions représentées sur la fig(ies o
sont des sommets primaires, les sommets secondaires $éatparo seulement quand leur
valence est 3).

®. % ®
\\ D, /
& id a v id &
o) ° ° o
€ €
// D1 \\
® & °
FIGURE 5.

On obtienty; = aie @€y, o = €3a3€4a; ! et la figure6 représentent les géodésiques dans
'arbre de Bass-Serre. Notons qu'ici pour simplifier nousrevprisD; et D, avec bord de
longueur 4, mais dans le contexte du théor@&®&ute région a un bord de longueur au moins
10.

FIGURE 6.
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Lemme 41. Siv est un sommet de valer®dans M avec des régions,[D,, D3 se rencontrant
env, et sig,0,, 0z sont les étiquettes des cycles de bords de ces régions antbase v, alors
les géodésiques desfgrment un tripode dans I'arbre de Bass-Serre et pour tQys i

|Gédgi) NGedg;))| > [0Di NaDj|.

Preuve.Le sommetv est nécessairement secondaire. $8pifresp. e, resp. €3) le demi-
segment (orienté) inclus da@®, N dD3 (resp. 0D, N dD3, resp. 0D1 N AD,) ayantv pour
sommet initial. Lesp(e) sont dans un méme facteur @eet sii # j, @(e)@(e)) 1 n'est
pas dans la partie amalgamée. Comme dans le leB@nsoitk le plus grand entier tel que
k < |0D1N0D>| et soienty, ..., S des segments tels que le cherginsy, . .., S soit inclus dans
0D1N0dD,. On peut supposer qug admet pour forme normale

01 = @€3)P(S1) - P(S)Xa - - XmP(€2) 1,
ou chaque est dans I'un des facteurs @ Par conséquenty; = @(e3) g1 @(es) est stricte-
ment cycliqguement réduit et a forme normale

0 =@s1) - P(S)Xa- - X1,
0UXmi1 = @(€2) 1@(e3). Comme la géodésique dé contient les arétes consécutives

id (ANE), 9(s1) (ANE), ..., @s1)... @(s) (ANE),
il est clair que la géodésigue dg contient les arétes consécutives

o(e3) (ANE), @(e3)@(s1) (ANE),..., @(e3)@(sy) . .. P(sc) (ANE).

On peut montrer de la mémefagcon que ces arétes sont aussngestdans la géodésique
degy, on obtient donc quécéqg:) NGéagz)| > |0D1N0D|. Les autres inégalités se prou-
vent de facon similaire. Pour finir la preuve notons que (@fo) Géqgs) contient I'aréte
¢(e2) (ANE) et que Gébgp) N Géqgs) contient I'arétep(e;) (ANE). Silesg(g) sont dans le
facteurA (resp. E), il est clair que les trois arétege ) (AN E) s'intersectent au sommetAd
(resp. iE). O

4. LA PREUVE DU THEOREMEZ2

4.1. Un résultat de courbure. Rappelons quelques notations tirées Hg.[Si v est un som-
met d’'un diagramm/, le degréd(v) (ou autrement dit la valence) gdeorrespond au nombre
d’'arétes orientées admettarpour sommet initial. (ainsi, si une aréte a ses deux extésnein
v, elle est comptée deux fois). Biest une région, le deggD) de D correspond au nombre
d'arétes deD.

La formule suivante doit étre vue comme la contribution adarbure totale d’'une région
donnée :

2
OD)=2—-d(D)+ Y —.
(D) (D) vgb v
Lemme 42. Pour tout diagramme sur la sphére, on a
4= gé(D).

Preuve. SoientV, E,F les nombres de sommets, arétes et faces du diagramme. Laléczst
une conséquence directe de la formule d’Euler sur la sphetr&/2- E + F et des relations
évidentes E =y )1,V =3 ) Tlv) etF =3 p) ﬁ :

2 2
4_N+2F—2E_(%) (Wer—l) _ga(D)
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ou la premiére somme est prise sur les coupled) avecv un sommet eb une face tels que
veD. O

Corollaire 43. Pour tout diagramme homéomorphe au disque, on a

2< ga(o).

Preuve.Soit K un tel diagramme. Soit le diagramme sphérique obtenu en recollant le
long de leur bord deux copigs; et K, de K. CommeL est homéomorphe a la sphére, on

ad= DzLé(D), i.e.

4= D€Z<16(D) + D;ZES(D) - 2D;1 3(D) < 2D%< 3(D).

La derniére inégalité provient du fait que pour chaque mgixterneD dansK la contribution
a la courbured(D) calculée dans le diagramme du disque est plus grande quettébation
calculée dans le diagramme sphérigue. O

Remarqued4. Voici une liste (non exhaustive) de facBsayant une courbure négative ou
nulle :

e D avecd(D) > 6;

e D avecd(D) =5, et au plus 3 sommets @esont des tripodes;

e D avecd(D) = 4, et tout sommet dB a valence au moins 4;

e D avecd(D) = 4, etD admet un tripode, deux sommets de valence au moins 4 et un

guatrieme sommet de valence au moins 6;
e D avecd(D) = 3, et chaque sommet dza valence au moins 6.

4.2. Lafin de la preuve. Nous pouvons maintenant prouver le théor&n€omme pour le
théorémel, nous prouvons un énoncé plus géométrique et légérementqtu

Théoréme 45.Si f € G est un élément hyperbolique de longueur géométrigug) > 14
satisfaisant la conditior{C2), alors le sous-groupe normal engendré par f dans/@gjtest
différent de G.

Preuve.On peut supposer queest un élément strictement cycliguement réduit de longueur
lg(f) = |f| = 21 > 14. Sile sous-groupe normal engendré patans AufC?] était égal &G
alors, d’apres le théorén®s, il existerait un AutC?|-diagramme orient®! tel que que :
(1) M est connexe et simplement connexe;
(2) Le périmétre d#/ est< 1;
(3) Siei€, ...a€ estun cycle de bord d’une région b alorst = | f| et@(e1€)) ... p(ad)
est une forme réduite d’'un conjugué strictement cycliqueméduit def.

SoientD1, D, deux régions distinctes dd ayant une aréte commune. Par la proposition
19 et le lemme39, on a|dD; NdD,| < 4. Comme|dD;| > 14, on conclut que toute région
intérieure admet au moins 4 arétes.

De plus, sD1, D2, D3 sont trois régions distinctes dkayant un sommet commun de valence
3, par le lemme29 et le lemme41 nous savons que chaque aréf® NoD; est au plus de
longueur 2. Par conséquent, si une région intérieure adim@iogns un sommet de valence 3,
alors cette région admet au moins 5 arétes. De facon similsiiune région intérieure admet
au moins trois sommets de valence 3, alors cette région alnmabins 6 arétes.

A l'aide des observations précédentes et de la rematduen conclut que la contribution
a la courbured(D) de chaque région intériel est négative ou nulle. Examinons a présent la
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contribution des régions en bordure de diagramme. Commérimetre est au plus 1 (i.e. au
plus deux demi-segments), il y a au plus 2 telles régions.

Supposons d’abord gu'il y a exactement 2 régions au bord. mmitaréte externe d’'une
telle régionD est un demi-segment, il est facile de vérifier quadmet au moins 5 arétes, et
que si au moins I'un des sommets intérieur est de valencer8@ladmet au moins 6 arétes.
Ainsi d(D) <O0.

Supposons enfin qu'il n'y ait qu’une seule régibrau bord. Alors I'unique sommet externe
de D (qui doit étre compté deux fois) a valence au moins 4. PawagD admet au moins 5
arétes, et dD admet exactement 5 arétes alors les 3 sommets intérieusumeni étre tous de
valence 3, ainsi de nouveau on obtiéfD) < 0.

En conclusion nous avorjsd(D) < 0, ce qui vient contredire le lemn¥8. Ainsi le sous-
groupe normal engendré padans AufC?] ne peut étre égal @. O

5. LES CAS RESTANT LONGUEUR10ET 12

Dans cette section nous évoquons quelques unes des dilicult attendent le lecteur qui
chercherait a étendre nos résultats au cas d’'un automoretde longueur 10 ou 12. Nous
donnons également deux exemples de configurations ét@sndans I'arbre de Bass-Serre.

5.1. Longueur 12. Le principale probléme pour adapter notre stratégie au eaf avec
lg(f) =12 est qu'il faut tenir compte de la possibilité de régionadanR( f)-diagramme
gui soient des triangles avec trois arétes de longueur 4s Slmmmes alors contraints d’étudier
nous seulement les tripodes, provenant de trois 3 conjutgiEsmais également leur général-
isation naturelle, que I'on peut appeleipodes, provenant deconjuguésfi (0 <i<n-1)

de f. Il s’agit du cas ou les géodésiques GE&pont un unigue sommet commun et ou chaque
paire Gédfi),Géq fi;1) admet au moins une aréte communei(edo,...,n—1 et l'indice est
pris modulon). Pour étre sir que la contribution a la courbure d’un tahigie soit négative ou
nulle il suffirait de savoir prouver le

Lemme/conjecture 46.Si n conjugués de f forment un n-pode dans I'arbre de Bas®,Seir
gu’'au moins deux branches consécutives ont longueur 4s alor6.

Nous pensons que ce résultat est vrai, mais sa vérificatinbleeécessiter I'examination
d’'une trés longue liste de cas : c’est pourquoi il ne nous $epdis raisonnable de tenter de
présenter une preuve. Cependant il est intéressant deatemgtr’il existe des 6-podes avec
toutes les branches de longueur 4.

FIGURE 7. A 6-pode avec branches de longueur 4 (exerg)e
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Exemple 47 (6-pode avec branches de longueur @pnsidérons un automorphisnfe de
longueur 2 > 8 de la forme :

fo=egaea---ga
otua=a(0) = (y,—x). Supposons que; = (x+ P(y),y), et notonse = e;. Nous allons con-
struire cing conjugués$y, - - - , f5 de fg tels que leur géodésiques forment un 6-pode (voir figure

7)

Pouri =1,---,5, choisissons des constantgs 0 et posons; = (X,y+ ¢i). On posef; =
@ fo@ ot

= eye?!

= ehe t,

ete tee !

= ehe hege My

= ehe hege Mete L.

S PEES
I

Notons que legy sont tous des éléments He

Nous affirmons que pour tout= 0, - - - , 4, les géodésiques deet fi ; partagent un chemin
de 4 arétes dont Elest une extrémité.

Considérons le cas= 0. On a Géo6f;) = ¢1(Géq fp)). Rappelons qué fixe la boule
fermée de rayon 2 centrée af0)E (remarquel?), et doncy; fixe la boule de rayon 2 centrée
enea 0)E, ce qui prouve I'affirmation dans ce cas.

Prenons maintenait= 1. Notons quef, = @it2 fot, 't = @ita@r  fagut, tot, etgrtagpt
fixe la boule de rayon 2 centrée @ra(0)E. Ainsiles géodésique di et f, partagent 4 arétes.
On peut faire un calcul similaire poue 2,3,4.

Supposons maintenant que les constagteatisfont :

ci+C+c3 = 0
c+c3+cy = O
C3+Ci+C = O

Par exemple on peut prendf®, cy,C3,Cs,C5) = (1,1,—2,1,1).
Un calcul direct donne
@ = ehe hege yee !t =

(X+P(y+c1+C2+C3+C4+Cs) — P(y+C2+ €3+ C4+Cs5) + P(y+ C3+ C4 + Cs)

—P(y+cs+cs) +P(y+cs) — P(y),y+ €14 Co+C3+ Ca+Cs) = (X, Y — C3).

Comme(x,y — c3) fixe la boule de rayon 2 centrée af®)E, ceci implique que les géodésiques
de fy et f5 partagent 4 arétes, comme indiqué sur la figure

5.2. Longueur 10. Le cas ouf est de longueur 10 semble encore plus incertain. Entre autre
il faudrait considérer la possibilité de régions pentagemavec toutes les arétes de longueur
2 et tous les sommets de valence 3. Il est probablement f#iekelure ce cas, maisileny a
d’autres qui paraissent plus délicats. On pourrait par @kem@voir des régions triangulaires
avec arétes de longueur#42. L'exemple47 nous permet de coller 6 tels triangles le long de
leurs arétes de longueur 4, obtenant ainskRuh)-diagramme de périmétre 12. On peut imag-
iner qu'il puisse étre possible de coller deux tels diagraspour obtenir uR( f)-diagramme
sphérigue (dans ce cas notre stratégie serait mise en)Xdéfaattelle construction nécessiterait
des 4-podes avec branche24,2. Nous ne savons pas si cela est possible, mais I'exemple
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gui suit montre gu'a nouveau il faudrait des calculs minukipour exclure un tel cas (notons
également que I'adjectif 'consécutives’ était crucial sld@noncé du lemméo)

Exemple 48(4-pode avec branches de longueur 4, 1, 40¢g maniére analogue a I'exemple
précédent nous posoris= @ fo@ * ou

g = ehel
@ = ehelty
@ = ehe tepe !

avect; =tz = (X+c,y) ettp = (—x,y—c). Alors on vérifie queps = (—x,y+cC) et que les
géodésiques defs forment un 4-pode comme indiqué sur la fig8re

f3 ®idA f

ete ltreA JidE eA eaO)E

T l T
f2 hela f1

FIGURE 8. Un 4-pode avec branches 4,1,4,1 (exerdgle

ANNEXE : GENERICITE DE LA CONDITION (C2)
Nous commencons avec une reformulation du théorémne

Théoréme 49. Soit | > 7 un entier. Supposons que les polyndmes.P,R € Cly] soient
généraux et indépendants. Siun élément f de G peut s'écrreyf; ... ol g =e(R) et
a € A\ E pour chaque i, alors le sous-groupe normal engendré parnisdsufC?] est différent
de G.

Dans cette annexe, nous allons montrer qu& si., R sont générigues (dans un sens a pré-
ciser), alors ils sont généraux et indépendants. Nous dons@ussi des exemples explicites.

A. Généricité de la condition (C1). Le but de ce paragraphe est de montrer que la condition
(C1) est générique (voir le corollairg7 et la remarqué8). Pour des raisons techniques nous
introduisons tout d’abord une variation de la notion de pdiye général (voir définitioh5).

Lemme 50. Soit Qe Cly] un polyndme. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) va,B,ye C, Q(y)=aQ(By+y) == a=B=1Llety=0;
(2 Va,ByeC, Qy)=0aQBy+y) =B=1

Preuve. (1) = (2) est clair. Nous prouvons maintenant €2)(1). SiQ satisfait (2), notons
queQ ne peut pas étre constant. @y) = aQ(y+Y), il suffit de montrer qug = 0. Soit{ une
racine deQ. Comme( + ny est aussi une racine @epour tout entien, on doit avoiry=0. [J

Définition 51. Nous dirons qué&) estfaiblement générals'il satisfait les assertions équiva-
lentes du lemméo.

Remarques2. 1l est clair que sQ est faiblement général alogsest aussi faiblement général.
De plus,Q est faiblement général si et seulement si les assertiorgadentes suivantes sont
satisfaites :
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(1) va,B,ye C, degQ(y) —aQ(By+y)) <k = a=p=1ety=0;
Autrement dit, un polyndmé de degré > 5 est général si et seulemeni@F-3 est faible-
ment général.

Lemme 53. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Q n'est pas faiblement général;
(2) il existe cc C, Re C[y], k> 0,n > 2 tel que Qy+c) = Y*R(Y").

Preuve.(1) = (2). SiQ n’est pas faiblement général, il existep,y avecf # 1 tel que
Q(y) = aQ(By+Y). Sil'on posec = ryﬁ alors le polyndbmé>(y) = Q(y+c) satisfaitP(y) =
aP(By). En écrivantP = §; piy, la derniére équation est équivalenteiy1—ap')p, = 0. Si
B n’est pas une racine de I'unité, ceci implique qu'il exikte O tel queP = pyX. Supposons
maintenant qugd est une racine primitiveieme de l'unité. SP £ 0, il existek > 0 tel que
px # 0 et donca = B~*. Commep; # 0 impliquei = k (mod n), nous obtenon® = y*R(y"),
OUR(Y) = 3 Prcsniy'-

(2) = (1). C’est une conséquence des calculs ci-dessus. O
Proposition 54. (1) Sid> 3, un élément générique dgy|- 4 est faiblement général;

(2) Sid> 5, un élément générique d&y|< 4 est général.

Preuve.Siu € R, nous notongu] sa partie entiére.
(1) SiQ € Cly|<q n’est pas faiblement général, par le lem&8on peut écrire
QY) = (y—¢)R((y—¢)")
ou0<k<d,2<n<d,ceC,e=[d/n etRe Cly]<e. Par conséquenf appartient a 'image

du morphisme suivant
dn: Cx Clyl<e — ClY, (6, R(Y)) = (Y= O)*R((y—¢)").

Cependant
. . d d .
dimIimdxn <dim(C x Clyl<e) =e+2< P 2< P 2<d+1=dimCly|<g.
(2) est une conséquence directe de (1), en considérantitagppn Q — Q943 et en util-
isant la remarqué2. OJ

Proposition 55. Si di,d; > 5 et (Py,P2) est un élément générique @¢y]<q, x Cly|<g,, alors
P1, P, représentent des couleurs distinctes.

Preuve.Par le lemmel2, si P;,P, représentent la méme couleur, algPs,P,) appartient a
limage du morphisme suivant: Cly]<q, x C°>— Cly] x C[y}, (Py, (a,B,v,8,€)) = (P1,aPy(By+
y) + 0y +¢€). Cependant,

dimim¢ < d; +6 < dimCly]<qg, x C[y|<d,- O O

Remarqueb6. Si d; # dp, la proposition55 est vraiment évidente. En effet, un élément
génériqueP; de Cly]<q a degréd;. Par conséquent, $P;,P,) est un élément générique de
Clyl<g, x Cly|<d,, alors dedPy # degP,, ce qui implique bien sir que,, P, représentent dif-
férentes couleurs.

Les proposition$4 et 55 donnent le résultat suivant.

Corollaire 57. Fixons une suite d’entiersid .. ,d, > 5. Si(Py,--- ,R) estun élément générique
de [T1<i<1 Cly]<q, alors les polynébmes;RBont généraux et représentent des couleurs dis-
tinctes.
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Remarquéb8. Autrement dit, siy € A\ E ete = e(R) pour 1<i <, alors I'automorphisme
aje; ... a9 satisfait la condition(C1).

B. Généricité de la condition(C2). Le but de ce paragraphe est de montrer que la condition
(C2) est générique (voir le corollaigl et la remarqué&?).

Proposition 59. Si d;,dy,d3 > 8 et (P, P,, P3) est générique danf|;<j<3Clyl<q, alors les
polynémes B P,, P; sont indépendants.

Preuve. A permutation pres, il suffit de montrer les deux points suiisa

1) Si(P1,P,) est générique darfS|y|<q, x C[y]<d,, alors(ANE)e(P2)(ANE) n’est pas un
mélange déANE)e(P1)(ANE) et(ANE)e(P1)(ANE).

2) Si(P1, P2, Ps) est générique darfS[y|<q, x Cly]<g, X C[y|<d,, alors(ANE)e(P3)(ANE)
n'est pas un mélange d&NE)e(P)(ANE) et(ANE)e(P,)(ANE).

Preuve de 1Posonsp: C[y]<g, x C8 — Cly]<q, x C[y],

(P, (a,...,8)) — (Pr,aPy(By+Y) +Pi(ey+{) +ny+6).

Onadimimp < di+1+8<dimCly|<g, x Cly|<g,. Si(P1,P2) € (C[yl<a, X Clyl<q,) \IM,
il est clair que(ANE)e(P,)(ANE) n'est pas un mélange d&ANE)e(P)(ANE) et (AN
E)e(P1)(ANE).

Preuve de 2Poson : Clyl<g, x Clyl<q, x €8 — Cly]<q, x Clyla, x Cly],

(P1, P2, (a,...,0)) = (P,P2,aPL(By +Y) +0P2(ey+ () +ny+8).

On a dimimp < (di + 1) + (d2 + 1) + 8 < dimCly)<q, X C[Y]<a, X Cly|<q,- Si (P1,P2,P3) €
(Clyl<dy, X Clyl<d, X C[y]<gs) \ Im, il est clair que{ANE)e(P3)(ANE) n'est pas un mélange
de(ANE)e(P1)(ANE) et (ANE)e(Py)(ANE). O

Corollaire 60. Fixons une suite d’entiers;d .., d, > 8. Un élément génériqu@~s,--- ,R) de
Mi<i<i Clyl<d estune suite indépendante.

A l'aide des corollaire$7 et 60, on obtient :

Corollaire 61. Fixons une suite d’entiers;d .., d, > 8. Un élément génériqug®,,--- ,R) de
Mi<i<1 Clyl<d correspond a une suite de polyndmes généraux et indépendant

Remarques2. Autrement dit, siy € A\ E ete = e(R) pour 1<i <, alors I'automorphisme
aje; ... ¢ satisfait la condition(C2).

C. Exemples explicites.Les lemmes53 et 66 ci-dessous vont nous permettre de produire des
exemples explicites de polyndmes,...,R € Cly] qui sont généraux et indépendants (voir
exempleg?).
Lemme 63. Soit P€ C|y] un polyndme de degré ® 3 et soit M= —gd—;)l la moyenne arith-

-Pd
métique de ses racines. S'il existe deux entiers conseéutii tels que Iﬂ‘)(M) #£0, alors P
est faiblement général.

Preuve.Si P(y) = aP(By+Y), alors 'automorphismd de la droite affine donné pdry) =
By+y permute les racines @& Commef est affine, on doit avoif (M) = M. En substituant
y parM dans I'égalitéP® (y) = ap“P)(f(y)), nous obtenongl — a¥)P® (M) = 0, d’oul le
résultat. O
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Remarqueb4. On a toujoursP@-Y (M) = 0. Par conséquent, § a degré 2, il n’est pas
possible de trouver deux entiers conséckisls queP™ (M) # 0. Ainsi il n’est pas possible
de montrer qué est faiblement général en utilisant un analogue du le®&n&n fait, il n’est
pas difficile de vérifier qu'aucun polynéme de degré 2 n’etiément général !

Exemple 65. SoitP = ¥; piy' un polynéme de degré > 5.
(1) Sipg_1=0etpy_2pg_3 # 0, alorsP est général;
(2) Sipg_1#0etpy_2» = pg_3=0, alorsP est général.

Lemme 66. Une famille(R,); de polynémes généraux satisfaisadegP, — degP;| > 3 pour
tout i £ j est indépendante.

Preuve. Supposons (pour obtenir une contradiction) que degiP, (Bky+Yk) < 1 mais
1<Kk<3
que 'onapas; =i =1Is.

Premier casiy, ip, i3 sont distincts.
Par hypothése, dé¥j,degR,,degP, sont distincts : ceci est impossible.

Second cas,, iy, i3 ne sont pas distincts.
On peut supposer que=io # iz.
CommeR,, est général, pour toat, 3, y, le polynémeR,, (y) —aP, (By+Y) ou bien a degré
degPR, —3 ou bien est nul. Plus généralement, le méme résultat époreQ(y) = Zukp.l(Bky+ Yk )-
1<k<2
Mais |degR,, — degR, | > 3 par hypothése, ainsi d€g# degP,. Par conséquent, on ne peut
avoir dedQ-+ o3P, (Bay+vs)) < 1. O

Exemple 67. Par exempleé5, le polyndmey® + y—1 est général pouwt > 5. Par conséquent,
si 'on posePy = y*t1 4+ 4 |es polynémed;, ..., R sont généraux et indépendants (pour
toutl). Par conséquent, 8i € A\ E ete =e(R) pour 1<i <1, alorsf = aje; ... a g satisfait

la condition(C2). Si I'on suppose de plus quee G etl > 7, alors< f >n# G d’'aprés le
théoremeds.
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