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On expose le matériel contenu dans l'article de CapracegeteydCS11), avec pour objec-
tif d'arriver & une preuve de la version « géométrique » suevae I'alternative de TitsS11,
Theorem F, p. 855]).

Théoréme 1. Soit X un complexe cubique CAJ de dimension finie, &t C Aut(X). On est
dans l'une des deux situations suivantes (non exclusives) :

1. Un sous-groupe d'indice fini defixe un point de XJ0eX ;

2. I contient un sous-groupe libé * Z.

Dans tout le texteX est un complexe cubique CAD) de dimension finie, df C Aut(X)
un sous-groupe du groupe des automorphismes du complexe.

Sih C X est un demi-espace, on ndighyperplan bordant eth* le demi-espace complé-
mentaire.

1 Fondamentaux

1.1 Quotients et factorisations

Un complexe cubique vient avec un ensemble de demi-espaeefea propriétés suivantes
1. ordre partiel donné par l'inclusion ;

2. involution donnée par passage au complémentaireh* ;

3. nombre fini d’éléments intermédiaires erfjfeC by ;

4. dimension finie< nimplique qu'il y a au plush hyperplans transverses en un point.

Réciproquement, étant donné un ensemble ordansdtisfaisant ces propriétés, on peut
reconstruire un complexe cubique CAJ en posant :

1. Ensemble des sommets égal aux ultrafiliresest-a-dire les sous-ensemblesXitels
que

(a) Pour chaquéA, A*) exactement I'un des deux est dans
(b) SIACBetAcvalorsBev;
(c) Toute chaine décroissante darstabilise.



2. vetwsont liés par une aréte s'il existetel quew = (v—h)Ub*;
3. on attache un cube chaque fois que son 1-squelette apparal

Une facon de produire un tel ensemble ordonné est de coesldérdemi-espaces délimités
par une collection quelconque d’hyperplans d’'un complaexgquie. SiK est une collection
d’hyperplans deX, on construit ainsi un complexe cubiq\aejontfc est la collection compléte
d’hyperplans, en considérant les régions délimitées galéaments d& comme des sommets
deY. Le complexeY est unquotientde X, notéY = X(JAC). Sik était -équivariante, alors
X () admet encore une action fe

Tout complexe cubique CAD) de dimension finie admet une décomposition canonique

X = X1 x --- x X, comme produit de sous-complexes irreductibles.

Lemme 2 (voir [CS11 Lemma 2.5]) Une décomposition d’'un complexe cubique QAT
comme un produit %= X; x Xz correspond a une partition des hyperplans defXs H; U,
tel que tout hyperplan d&(; rencontre tout hyperplan déls.

1.2 Action essentielle

Un demi-espacé est ditl-profonds'il contient une orbite s’éloignant arbitrairement loin
de . Sinonh est appeld -mince Un hyperplan6 est ditl-trivial si b et h* sont tous deux
"-mince, efl -essentiek’ils sont tous deuk -profonds. L'action dé¢ est diteessentiellesi tous
les hyperplans sorfit-essentiels.

Rappelons que leord 0,,X d'un espace CAID) est défini en terme de classe d'équiva-
lence de rayons géodésiques|0,o[— X (deux rayonsc, ¢’ sont équivalents si la distance
d(c[t, ], c'[t,0]) < K avecK indépendant de). Le bordd..X est un espace CAT) une fois
muni de la métrique angulaité(c,c’) = sup, Zx(c,c).

On travaillera souvent sous les hypothéses suivantes :

Hypothéses 3.X est un complexe cubique CAD) de dimension finie, df C Aut(X) est un
sous-groupe agissant essentiellement sans point fixfiail'in

Siye AuE(X) et6 est un hyperplan, alors on dit qv@ousseﬁ si I'un des deux hyperplans
h bordés paf satisfaityh ¢ b.
Dans ce cay est nécessairement hyperbolique, c’est-a-direj,im‘w > 0.
Lemme 4([CS11 Lemmas 2.4, 3.2 and 3.3]Bont équivalents :
(i) X(-h) est non borné;
(ii) Il existe une isométrie (hyperboliguek I qui pousseﬁ, autrement dity & yh;
(iii) b estr-essentiel.
Preuve. (i) implique (ii). SiX(T - 6) est non borné, un chemin géodésique assez long (constante
dépendant de la dimension) rencontre 3 hyperplans deuxadigaints. En effet : c’est clair

en dimension 1 (dans un arbre tous les hyperplans sontrdsjoEn dimensiom, un chemin
assez long qui n’est pas contenu dans un hyperplan (sinooraiut par récurrence) coupe



deux hyperplans intertangents, puis en considérant legrhrsd morceaux, doit ressortir en
coupant un troisieme hyperplan intertangent.

On en déduit que deux parmi ces trois sont poussés I'un died’aar une isométrie hyper-
bolique.

(i) implique (iii). Si b & yh, on a un domaine fondamental de I'actionyd#glimité par les
hyperplansﬁ etyf). Toute géodésique dea y'v coupen hyperplans deux a deux disjoints, et
donc la distance deay"v tend vers I'infini ave.

(iii) implique (i), par contraposeée. SupposoXd - 6) borné, ce qui forc€ a agir avec un
pomt fixev € X(T - b) (v est le centre). St est un sommet, correspondant donc a une région,
soitd e T - h un hyperplan bordant cette région. Noter Gué) {y0; ye'}. Ainsi, la région
v est bordée par tous les hyperplansl'd@, est contenue dans un des demi-espaces (digpns
et est préservé par. Ceci forceh* a étrel -mince.

Siv appartient & un hyperplan dgT - 6), alors tous les hyperplans 666 passent pav,
et cette intersection est préservée paCeci forceh a &trer -trivial. O

1.3 Flipper et pousser

Lemme 5(Flipping Lemma) On se place dans les hypotheSe#our tout demi-espack, il
existey € I tel queyh™ ¢ b (ou autrement dip* Nyh* = 0).

Preuve. Par I'absurde, supposons guenette en défaut I'énoncé, autrement dit gtieyh* #
0 pour touty e T".

Fait 6. Pour toute famille finiey,...,yn € I, on an;yih* # 0.

En effet on a vu dans les exposés de Peter que toute famikedindemi-espaces deux a
deux non disjoints admet une intersection non vide.

Fait 7. L'absence de point fixe a I'infini force alors l'intersectidh= Nyh* a étre également
non vide.

Cela repose sur le théoréme admis suivant (et sur le faingespace CA[L) de rayon au
plus /2 admet un seul centre, fixe par tout isométrie).

Théoreme 8(voir [CL10, Theorem 1.1]) Soit ¥ une collection de demi-espaces dans X un
complexe cubique CAD) de dimension finie. On suppose que toute intersection firsegde
est non vide. On a l'alternative :

1. Ny Ya €st non vide;
2. Nq9Yq est un sous-ensemble non-videdede rayon au plust/2.

Par définition I'action dé& est essentielle si pour tout demi-espgci existe au moins une
orbite qui s’éloigne arbitrairement de I'nyperplgnici ce n'est pas possible, car toute orbite
reste a distance fixe dg etY C h* impliqued(yx,h) < d(yx,Y).

O



Lemme 9 (Double Skewer Lemma)On se place dans les hypothésesPour tout couple
de demi-espaces emboi®@s. b, il existey € I tel queyh & 2 & b (ou de fagon équivalente

0Gh ey ).

Preuve. On flipped par une isométrig : gh* & go* ¢ 0 & h. On flippegh* par une isométrie
f: fgh & gh*. Alorsy= fg convient. O

2 Un critére d’irréducibilité
2.1 Hyperplans dans secteurs

Lemme 10(voir [CS11 Lemma 5.3]) On se place dans les hypothé§3§oit6,6 deux hy-
perplans sécants, et supposons que I'un des quatre sectentient un demi-espace. Alors |l
existe un couple d’hyperplans contenus dans des secteposég.

Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer gu'il existe ur@mraced’ contenu dans
hNo. Par le lemme9, il existe g € Aut(X) tel quegh ¢ o’ ¢ h. On peut de plus supposer,
quitte & remplaceg parg"”, quegd & 0. En effet : considérer AXg) un axe deg, dont on sait
que I'extrémité positive s'éloigne indéfiniment deLesgPd sont donc deux & deux distincts,
et commeX est de dimension finie on peut trouver> q > 0 tels quegPd N g9 = 0. Alors
n= p—qconvient.

A nouveau par le lemm@, il existe f € Aut(X) tel quefd ¢ go’. Posong = fg. Ona

yhb=fg-hef-ocf-0ag0cghed

D’autre part
yo=fgogcf.-og?d
Premier casy-0 ¢ o'. Alors le demi-espacg *- (?/)* C h*Nd* est dans le secteur opposé
av'.
Deuxiéme cas y-0* ¢ 0. Alors le demi-espacg - (v/)* C hno* est dans un secteur
adjacent &@’. On peut dans ce cas refaire la construction avec les rolgsstie échangés, ce
qui permet de conclure. O

Lemme 11 (voir [CS1] Lemma 5.2]) On se place dans les hypothés: st on suppose X
irréductible. Soith,d deux hyperplans sécants. Alors il existe un demi-espactemordans
I'un des quatre secteurs.

Preuve. Soit ¥ I'ensemble des hyperplans égaux a ou disjointé @=ela inclut en particulier
les hyperplans intertangent§a De méme soflC 'ensemble des hyperplans égaux ou disjoints
deo.

Soith’ # h € H, etd’ # d € K. On peut supposer les intersectidfis)d eth N d’ non vide,
sinon il N’y a rien a montrer.

Premier cas b/ etd’ ne sont pas sécants. Sans perte de généralité on peut suippode
etd’ ¢ 0. On applique le lemméa0 ahnd’ et a 'hyperplany’, ce qui produit un hyperplan
dansd’Nh & oNhoudand’ Nbh* & oNh* comme attendu.

4
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FIGURE 1 — LemmelO

Deuxieme cas : deux tef}é etd sont toujours secants. On va chercher une contradiction
avec l'irréducibilité dex. Consiplérop§‘{+ I'ensemble des hyperplans disjoints d’au moins un
hyperplan deX : en particulier}t C H™.

Fait 12. Pour tout hyperplarh™ € (T, il existe’,§” € H tel queh’ € hT < b".

Sih* est disjoint def), c’est ok par double skewer.

Sih™ eth sont sécants, on peut appliquer le lenttBen utilisant I'hyperplan dé( disjoint
deh™, pour obtenir deux hyperplans daffsqui sont séparés pér . Ceci prouve le fait.

On définit de fagcon similaire un ensemlﬂré et on deduit que tout hyperplan de" est
sécant avec tout hyperplan 8&". On poseR = H(X) ~ (H* UX*). SiR est vide on a une



partition

H(X) = HTuk*
Si R est non vide on a une partition
H(X)=RU(HHUKH)
Dans les deux cas on peux appliquer le lenthe¢ contredire I'irréducibilité deX. O

Lemme 13(voir [CS1] Lemma 5.4]) On se place dans les hypothe&Soiths & ho & b1
des demi-espaces, ®tin hyperplan qui rencontrgs, h, eths. Supposons qugNd contienne
un demi-espace’. Alors il existe un couple d’hyperplans séparés past par au moins deux

desh;.
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FIGURE 2 — Lemmel3

Preuve. On applique le Iemmé1é61 etd, avec le demi-espaa@é. On obtient un demi-espace
b qui est soit dan§] Nd*, et c’est fini, ou dang§j N o, voir figure 2.

Dans ce dernier cas on applique & nouveau le lerhin&h, et d, pour obtenirh” dans
*Nho oud*Nh3. Alors deux parmi les hyperplaris h” oud’ conviennent. O

2.2 Le critere

Deux hyperplans sont difsrtement séparésils sont disjoints et s'il n’existe pas un troi-
sieme hyperplan qui les coupe tous deux.

Proposition 14 (voir [CS1], Proposition 5.1]) On se place dans les hypothéSe#\lors sont
équivalents :

(i) X estirréductible ;
(ii) Il existe un couple d’hyperplans fortement séparés ;

(iif) Pour tout demi-espack il existe un couple de demi-espadgsh; tels quehy C h C b2
et les hyperplangi, b, sont fortement séparés.



Preuve. (iii) implique (ii) est clair, et (ii) implique (i) vient duémme2.

Prouvons (i) implique (iii) par I'absurde. Supposons dontl gxiste un demi-espadgqui
mette (iii) en défaut.

Comme l'action dd” est essentielle, le lemn#enous donng/ € I qui pousseﬁ :

Y She
On poseho =y~ 1h, b = yh, et on construit par récurrence une suite de triplets d'iptpas
(bn, bh, On)n>o Vérifiant pour toun > 0 :
(a) 9, rencontreh, 1 eth) ;;
(b) 9, sépare), eth’;
(©) bn & bn1&h &by g & by

On applique le lemm® au coupleh,_1 & b;,_;, ce qui donne une isométriecomme sur la
figure. Il existe un hyperplan qui coupeh,_1 etyh;,_; (sinon ces deux hyperplans seraient

/ /
Bn-1 b n-1 Yon-1 n—-1
— — — — —

FIGURE 3 —

fortement séparés, contrairement a I'hypothése). PaetamkslO et 11, quitte a changed
pard*, il existe un hyperplan dans le sect@umbh,_;. On peut alors appliquer le lemmi&a la
chainebn_1 & b;,_; & Yh;,_;, pour obtenir deux hyperplartg eth” séparés pad et au moins
deux des hyperplarig,_1, Ggfl,yﬁgfl.
Premier cas b’ eth” sont séparés par_1,h/, ;. Alors on poséy, = ', b, =", etd, =0.
Deuxiéme casly eth” sont séparés péf,_,,yh’, ;. Alors on poséy, =y 1/, b/, =y 1§,
eto, =y .

_Conclusion : le; ainsi construits sont deux a deux distinctsn(si m, 9y, intersectef)n_l
eth;,_,, alors quen, les sépare) et s'intersectent deux a deux (méme raisore§t icypossible

dans un complexe de dimension finie.
O

3 Alternatives

3.1 Elagage

Proposition 15 (voir [CS11], Proposition 3.5]) Supposons quE agisse sans point fixe, sur
X ou a l'infini. Alors il existe un sous-complexe de X non bahE-équivariant sur lequel



I'action del est essentielle.

Preuve. Considérons I'ensembld des demi-espacdstel queh soit I'-profond eth* soit I'-
mince. Deux demi-espacég,h, € H sont d’intersection non vide, sinon on aurgjtC b3
avech; profond eth; mince, absurde.

Toute intersection finie d’éléments deest donc également non vide.

Comme on suppose qu’il N’y a pas de point fixe a l'infini, le tiedne 8 implique que
I'intersectionW = Nycph est également non vide.

On a une identification entre les hyperplans essentie} eledeW : d’'une part tout demi-
espace dX disjoint deW estl'-mince, et d’autre part comnW estl -invariant un demi espace
deW qui étaitl-profond dansX est encord -prodond dansgV.

DansW tout hyperplan edft-essentiel odr -trivial, cette partition correspond a une facto-
risationW =Y x Z avecZ bornél -équivariant (et donc admettant un point feetY x {z}
est le sous-complexe cherché.

Noter que I'hypothese qu’il n’y a pas de point fixe permet slasr que le factely est
non trivial. O

3.2 Alternative euclidienne

Un triangle d’hyperplansest un triplet d’hyperplans bordant trois demi-espacex @eu
deux disjoints (on peut définir de méme rectangled’hyperplans...).
Un plat est un sous-complexe cubique isométrique au complexeasthsdrR".

Théoreme 16(voir [CS11 Theorem 7.2]) On se place dans les hypothég:sAlors on est
dans une et une seule des deux situations suivantes :

(i) T préserve un plat;
(i) Il existe un triangle d’hyperplans.

Preuve. Supposons quX contienne un plaF -invariant. Pour tout hyperpla[?jl, l'intersection
FNbestun hyperplan euclidien de (sinon I'action ne serait pas essentielle, car un demi-
espace ne contenant pRasestl'-mince). Comme il n'y a pas de triangle d’hyperplans dans
I'espace euclidiefir, il N’y a pas de triangle d’hyperplans daXs

Supposons maintenant gene contienne pas de plat invariant. S%it= X x --- x X, la
décomposition canonique en complexes irréductibles. @ntiiie Aut(X;) & un sous-groupe
deAut(X), et on notd’; = Aut(X;) NT.

Au moins I'un desX; n'admet pas de pldf; invariant (sinon en prenant leur produit on
construirait un plaf” invariant) ; Noter également que si I'un dgscontient un triangle d’hy-
perplans, alorX également. On se raméne ains{ &iréductible sans plat invariant.

Sonb un hyperplan ; par la propositiat¥ (critére d’irréducibilité) il eX|steh’ etb“ forte-
ment séparés tels ques h ¢ bh”.

Par le lemmed il existe une isométrig tel queh” & gh’; en particulier toute paire d’hy-
perplans dans l&y?) orbite deh est fortement séparée.

Premier cas : tous les hyperplans Xesont compacts. On considédeun hyperplan sé-
cant ah gui par compacité est disjoint c@é”h pour n assez grand. Cela donne un triangle
d’hyperplans.



Deuxiéme cas : il existe un hyperplan non compact, diommi admet donc une infinité
d’hyperplan sécants. Parmi ces hyperplans, aucun ne reewﬁﬁ (forte séparation), et seul
un nombre fini séparergfﬁ de g‘26. On choisit un hyperplan hors de cette collection finie,
et aveog26 et g*26 cela fournit le triangle d’hyperplans attendu. O

3.3 Alternative de Tits

Je rappelle I'énoncé donné en premiere page :

Théoréme. Soit X un complexe cubique C®YJ de dimension finie, df C Aut(X). On est
dans I'une des deux situations suivantes (non exclusives) :

1. Un sous-groupe d’indice fini defixe un point de XJ0e,X ;
2. I contient un sous-groupe lib#x Z.

Preuve. Supposons quE est virtuellement sans point fixe.

Par la propositiorl5 (élagage) on se ramene a une action essentielle.

Quitte a passer a un sous-groupe d’indice fini, on peut desuipposer le complexe irré-
ductible, et I'action est toujours sans point fixe a I'infini.

Maintenant par le théoréni (alternative euclidienne) :

1. ou bienily a un plat invariant : ce plat n’est pas de dimam$i (ce serait un point fixe)
ni de dimension 1 (une géodésique invariante vendrait deimgfixe a I'infini, & indice
2 pres). Donc le plaE est de dimensiopr 2. Fixonsﬁ un hyperplan de&, qui intersecte
F car l'action est essentielle. Maintenant sdit la collection des hyperplartstel que
dNF estparallele §NF, etH, la collection complémentaire. Cette partition correspond
a une factorisation d¥, contredisant I'irréducibilité.

2. ou bienily a un triangle d’hyperplams, b, b3, a partir duquel on met en place un ping-
pong : On flippehz pary € I, on ayh; & hs, et donchy, ho, yh1,yh2 forme un rectangle
d’hyperplans. Par le lemm®, il existe des isométrie$;, f» € I telles quefih & vh;.
Ceci permet d’appliquer un ping-pong, et doincf, engendrent un groupe lib#&sx Z.

O
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