Un théoreme de Larsen et Lunts

Stéphane Lamy

Notes d’exposeé - La Rochelle, mai 2012

Conventions

e Variété = schéma réduit séparé de type fini (sur un corps adgedment clos de
caractéristique 0). Par contre typiquement on ne suppaseqgsmvariétés lisses,
complétes, ou irréductibles.

e Kp[Var] est 'anneau de Grothendieck : c’est le groupe abélien eligquar les
classes d’isomorphie de variétés, modulo la relation d&mxe (ouY C X est une
sous-variété fermée)

XNY] = [X]=[Y],

et muni du produitX] - [Y] := [X x Y].

e SBest le monoide multiplicatif des classes des variétés noéigliivalence sta-
blement birationnelle. On nofX]sgune telle classe. Elles engendrent un anneau
que I'on noteZ[SH.

e SiV est une variété, on noté" 'ouvert des points lisses dé, etVs"d e lieu
singulier deV : on a don¢V = V"S| |Vs'n9,

e Un morphisme d’annealip[Var] — A, oUA est un anneau commutatif, est appelé
une mesure motivique Un exemple est donné (s, et plus généralement en
caractéristique 0) par le polynéme de Hodge(#lv) := 5 hP9(X)uPW € Z]u, V],
en effet (référence ?)

— SiX=UUuUZavecZ fermé et = X\ Z, alors H = Hy + Hz;
— SIW = X xY, alors Hy = HxHy.
L'objet de ces notes est de prouver I'existence d’'une augrgune motivique, suiv-

ant Larsen et Luntsh]. C’était I'un des ingrédients du papiet][en collaboration
avec Julien Sebag.



Enoncés
Théoreme 1. Il existe un unique morphisme d’anneaux
$: Ko[Var] — Z[SB
tel que si X est une variété compléte lisse atpfs(]) = [X]sg

Corollaire 2. Soit V une variété. Alors il existe des variétés compléetses Xet des
entiers me Z tels qu’on ait I'égalité suivante danspR/ar] :

V] =3 mix].
|
De plus siV] = ¥ nj[Y;] est une autre telle écriture, alors on a autant deg¥e de ¥,
et quitte & renuméroter, pour tout i on g g n; et [Xi]sg= [Yi]se

Proposition 3. Le noyau du morphismie: Ko[Var] — Z[SB est I'idéal principal engen-
dré par la classgA'] de la droite affine.

Prérequis

e Le théoréme de complétion de Nagata : toute vaNétdmet une complétion
V < X (voir notes de Brian Conrad suivant Deligne).

Alternativement on peut se restreindre a la catégorie déstéa quasi-projectives.

e Le théoreme de désingularisation d’Hironaka (voir Koll@Jrpour une introduc-
tion et une preuve moderne).

e Le théoréme de factorisation faible des transformationatibnnelles (L], voir
[2] pour une introduction).

Preuve du théoremel
Pour alléger les notations on notera partp(X) au lieu ded [X]). On montre que est

bien défini, et est un morphisme, par récurrence sur la dimees variétés. On pose
donc les hypothéses de récurrence (les initiales sont pé&fimilon, Somme et Produit) :

(Dn) : ¢ est bien définie en restriction aux (sommes formelles desekde variétés
de dimension au plus.

(Sh) : On supposé€Dy), et siY C X sont des variétés de dimension au piualors

O(X) = oY) +d(X\Y).



(Py) : On supposéDy), et siX,Y sont des variétés dont la somme des dimensions
est au plus, alors

O(Y xX) = o(X) - o(Y).

On aura besoin de plusieurs lemmes. Tout d’abord concelmaatnportement sous
éclatement :

Lemme 4. Soit n> 2. On suppos€S,_1) et (P,_1). Soient U une variété lisse de
dimension n, X une complétion lisse de UntelY — X I'éclatement d’une sous-variété
lisse ZC X\ U. En particulier Y est également une complétion lisse de ldrsA

O([Y \U]) = (X~ UJ).

Preuve. Le diviseur exceptionnett 1(Z) est un fibré localement trivial de fibfef 1
au-dessus dg&, oud est la codimension d& dansX. Ainsi, en utilisant(P,_1), on voit
que dans 'annealdo[Var] on a[rr%(Z)] = [Z] - [PY~1]. De plus on a
X~\U]=]
Y~U]=]

X\U)\Z]+(Z]

(
(YNUINTOHZ)] + [T (2)]

avec(X ~U)~Z=2 (Y~ U)~1L(Z). Ainsi, I'hypothése(S, 1) fournit les égalités
O(IY U] = (I(Y U N1 H2)) + [T 4(2)))

= ([x~U)~ 2]+ [2]-[P4h)

=0 ((X~U)~2Z))+¢([2])

¢

Concernant la compatibilité multiplicative de:

Lemme 5. Soit n> 1. On suppos€P,_1), (D) et (S,). Soient V— X, WY des
immersions telles qudimX x dimY = n, etdimX <V < dimX, dimY ~W < dimY.
Alors

(X XY) =0(X) - d(Y) == o (V xW) =6 (V)-o(W)
Preuve.On écritX =V [ (X \V) etY =W[ (Y ~W). Onadonc

XxY=VxW [ |Vx(Y\W) [ |XNV)xW | ](XNV)x (Y W)

et 'hypothésg(S,) donne alors les deux égalités

FOV) - d(Y W) +d(X\V)-d(W)+d(X\V)-d(Y W),



B(X X Y) = d(V x W)
FOV X (YW))+d(X\V)XxW)+o((X\V) x (YW)).

Les trois derniers termes de chaque somme sont égaux deux addgpresP, 1. On
en déduit I'équivalence attendue. O

Si X est de dimension 0, autrement ditest une union disjointe de& points, alors
®(X) =d, et(Do), (Po) et(Py) sont clairement vérifiés.

Supposons maintenaf§,_1) et (P,_1) et montrons successiveme(id,), (S,) et
(Pn)-

Définition. Tout d’abord slJ est une variété lisse de dimensioavec composantes
irréductiblesU; (nécessairement deux a deux disjointes), alors pour t@ik cle com-
plétions lisses; desU; on pose

OU) =5 [Xlse— > d(X ~Ui)

Montrons que ceci définih(U) sans ambiguité : il s’agit de voir qu’un autre choix de
complétion ne change pas le résultat. On peut suppdseductible, etX, X’ deux
complétions lisses dd. Il s’agit de voir que

[X]sg— 0(X~U) = [X]sg— 0 (X' U)

Par constructioiX etX’ sont birationnellesa fortiori elles sont stablement birationnelles,
il s’agit donc finalement de prouver

d(X\U)=0d(X'\U).

Pourn=1 c’estimmédiat, et pour> 2 cela découle du théoréme de factorisation faible,
couplé a une application répétée du lemine

Maintenant, pour une variété arbitraire siVs"9 désigne le lieu singulier dé (qui
est une sous-variété de dimension strictement inférieat®)"s :=V ~ V"9, alors par
I'étape précédente et I'hypothése de récurrence la défirstiivante fait sens :

O (V) = d(V") + (V). 1)

Il reste & montrer qué ainsi défini est compatible avec la somme et le produit.

Somme.SiW est une sous-variété ferméeVdeavec dinV = n, on veut montrer
O(V) =0V W)+ (W),

Traitons tout d'abord le cas o est lisse. On peut suppos¥rirreductible, et
dimW < dimV. On considereX une complétion lisse dé. Par définition on a

Xlsg=0(V) + (X V). )
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Mais X est aussi une complétion fles W, et X~ (VW) = (X~ V)[JW, on a donc

X]sg= 0V~ W)+ (X~ (VW)

BV W)+ (X V) + (W) )

Par différence de?) et (3), on obtient bierp(V) = ¢ (V ~ W) + ¢(W).

Maintenant traitons le cas dli est une variété arbitraire de dimensienOn pose
U=V~W.Onau"=Vv"nuU etUs"I=VvsNINyY; et doncV"s = U"S| |(V"SNW).

On a (les premiéres et deuxieme égalités proviennent dditatad (1), la seconde
égalité du cas lisse traité ci-dessus) :

o(V) = d(V™) + oV
— q)(U nS) + ¢(V”SﬂW) + ¢(Vsing)
= 9(U) - (U +oevAW) (v

Donc montrer qué (V) = ¢ (U ) + $(W) revient a montrer
O(W) = —9(US") +§(V"°NW) + §(V"9).
CommeVsind = Using| |(vsingnW) et dimVs"9 < n— 1, I'hypothésg(S, 1) donne
(V) = (U + §(VEINW).
On est donc ramené a montrer la propriété de sommatiowsur
W) = B(V™NW) + (V"IN W).

SidimW < dimV c’est gagné, et on se raméne a ce cas par notherianité @écersur
le nombre de composantes irréductibled/de

Produit. Supposons qué, W soit deux variétés avec divhx W = n, on veut mon-
trer

OV xW) =¢(V)-o(W).
On considereV™ — V et W™ — W, et par le lemmés il suffit de montrer que
BV X W) = §(V™) - ¢ (W1S).
Pour cela considérong™ — X, W"s — Y des complétions lisses. ComméX x
Y)=6¢(X) -¢(Y), le lemme5 donned (V" x W"S) = ¢(V"S) - o (W"S).

Preuve des corollaire2 et proposition 3

Preuve du corollaire?.
Existence.



SoitV une variété. En écrivait = VS| |VSI"9, et en raisonnant par récurrence sur
la dimension d&/, on peut écrird/ comme une union disjointe de variétés lisses.

Par ailleurs sU est lisse et) — X est une complétion lisse, orjld] = [X] — [X\ U],
avec dimX ~ U < dimX.

Unicité. On applique le morphismé a I'égalité

> miXi] =% nj[Yj]
i ]

pour obtenir
> m[Xi]ss= ) nj[Yjlss
| ]
dansZ[SB. Le résultat en découle. O
Preuve de la propositioB. Tout d’abord comm@* = A'Lipt, on a
O(AY) = o (PH) — d(pt) = [P]se— [pse=0.

Supposons maintenant qaec ker¢, on cherche a montrer queest dans l'idéal
engendré pajAl]. Par le corollaire2 on peut exprimea comme une combinaison

a=[Xy]+--+[XJ =Y =--- =M},
ou lesX;,Y;j sont lisses et complétes. En appliquérdn obtient

[X1]s+ -+ [Xd|se= [Y1]sg+ -+ [Yi]sB

On en déduit qué = k, et quitte a renuméroteX; etY; sont stablement birationnelles
pour touti.

On se raméne ainsi a montrer quexsk sont lisses complétes et stablement bira-
tionnelles alorgY] — [X] est dans l'idéal engendré pax']. Comme[X x P¥| — [X] =
[X]-[AT+A2+-..+ AK), on peut en fait suppos&fetY birationnelles. Par le théoréme
de factorisation faible, il suffit de traiter le cas ¥lest I'éclatement dX le long d’'une
sous-variétéZ lisse, avec diviseur exceptionngl D’une part[E] = [Z] - [P9~1] ot d
est la codimension dg&, d’autre part I'isomorphism& ~ E = X \ Z donne I'égalité
[Y] —[E] = [X] —[Z]. On adonc

Y] - [X] = [E] - [Z] = [A" + A+ + AT [Z] € ([AT),

ce qu’on voulait. O

Une conséquence

Proposition 6 (voir proposition 6 dansf]). Soient X, Y des variétés de méme classe
dans K[Var]. SupposondimX < 1. Alors X etY sont isomorphes par morceaux.



Preuve. Tout d’abord on utilise la mesure motivique donnée par lgmirne de Hodge

(cf introduction) : puisquéX] = [Y] dansKo[Var] on a Hc = Hy, en particulier dinY =

dimX, etX,Y ont le méme nombre> 0 de composantes irréductibles de dimension 1.
NotonsXg,...,Xs etYy,...,Ys des modeles projectifs lisses de ces composantes;

I'égalité [X] = [Y] se traduit en

5 (%] =3 (%] +m

pour un certairm € Z. En appliquant le morphismgedu théorémé. on conclut quen=
0, et que quitte a renumérot¥y etY; sont stablement birationnelles, donc isomorphes,
pour touti. Ainsi X; etY; sont birationnelles pour touf et il existe des ouvertd C X,
V CY tels queU =V et X\ U, Y \V consiste en un nombre fini de points. De plus
comme[X \ U] = [Y \ V], on conclut que ce nombre de points estle méme. O

Remarque : Il me semble que pour cette preuve on n'a besolansent qued
soit bien définie sur les variétés de dimensiord, ce qui est plus facile a établir que
le théoréme général (pas besoin du théoreme de factondatlde, ni du théoréme de
complétion...).
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