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Introduction

Le Grand-Pére de tous les groupes étudiés dans ce mémdiegestipe de
Cremona Bi([P?), ou groupe des transformations birationnelles du plareproj
tif. Ce groupe contient le groupe algébrigeéLs, correspondant aux automor-
phismes biréguliers d&?, et un théoréme classique attribué & Max Noethé [
affirme qu’en ajoutant une transformation quadratique dienbun systeme de
générateurs :

Théoréme 1.Le groupe de Cremorﬁir(IP)ﬁ), ou k est un corps algébriquement
clos, est engendré p&GL3(k) et par I'involution quadratique standard

O: [X:y:Z --»[yz:XzZ: xy|.

Ce résultat peut donner la fausse impression que le groufestieona n’est
pas trés loin d’étre un groupe algébrique. Pour dissipammlentendu, et don-
ner une idée de la complexité de ce groupe, considérons siraotion suivante.

Notons tout d’abord que le groupe addiifT] s’injecte dans Bi(rIPﬁ), via
le morphisme qui a un polynéni®T) associe la transformatiofx,y) — (x+
P(y),y), laquelle est un élément de BiZ) = Bir(PZ). NotonsG I'image de ce
morphisme. Considérons maintenant les transformadipngx,y) — (AX+Y, x),
OUA € k, et noton<5,, le conjugué du group® paray. SiA # |, il n’est pas dif-
ficile de voir que le groupe engendré &y et G, dans BifP?) est isomorphe
au produit libre de ces deux sous-group&3n voit ainsi que le groupe de Cre-
mona contient le produit libre d’autant de copies du grougaien libre infiniG
gue le cardinal dé& (typiquement non dénombrable). En fait, on a obtenu cette
construction dans le « petit » sous-groupe des automorglipmlynomiaux du
plan affine :

)\>Ie<kG)\ C Aut(A2) C Bir(PD).

Mentionnons encore deux sous-groupes dtﬂﬁbr, qui ne sont plus polyno-
miaux : on peut injectePGL2(k(T)), ouPGL2(k) x PGL2(k) dans le groupe de

L Utiliser 'argument décrit au81.4



Cremona en considérant respectivement les transfornsation

a(y)x+ b(y) ax+b ay+0

Une relation qui ne provient pas des relations a l'intértun des sous-groupes
déja mentionnés est

(130 (%) e (1) @ (3:3) e (v:x) o (5, 3) =1d.

Un résultat d’Iskovskikh, dont il sera question @u3 affirme que toutes les re-
lations dans le groupe de Cremona se ramenent essentietlammelle-ci. Mais a
nouveau, ce résultat n'implique pas, par exemple, qu’'ifaste de comprendre
les sous-groupes finis de Bi?). Au dela des involutions de Bertini et Geiser,
certes classiques mais qui ne se déduisent pas trivialaetadatprésentation par
générateurs et relations mentionnée ci-dessus, il existe une zoologie des
sous-groupes finis de BIP?) dont I'étude a fait I'objet de travaux récents, par
exemple par Dolgachev et Iskovskiktd ou Blanc {].

L'idée autour de laquelle gravitent tous mes travaux estiigaste : étant
donnée/ une surface rationnelle quasi-projective, la géométriatioinnelle per-
met de comprendre la structure du groupe(Xuf vu comme un sous-groupe du
groupe de Cremona. L'instance la plus fameuse est |& cas\?, ol I'on peut
via des techniques géométriques retrouver la classigeemaion par généra-
teurs et relations de A(A\%), qui s’exprime en termes de structure de produit
amalgamé. Dans le premier chapitre jillustre la méthodeméintaire utilisée
dans B3, 35] en traitant au 8.1 le cas du complément d’une conique dans le
plan projectif. Je discute ensuite alL8du point de vue plus sophistiqué du pro-
gramme de Sarkisov, abordé dans l'artidlié][co-écrit avec A. Dubouloz, et qui
permet d’étudier des surfaces plus générales.

Armé de la connaissance de cette structure algébrique anépedier de
facon fine les sous-groupes de Ad}. Le deuxiéme chapitre discute de résul-
tats dans cette direction, concernant le plan affine réeboyptexe. D’'une part
dans le 8.2je traite de questions de nature dynamique, et décris cotuaes
l'article [31] jai pu transposer les techniques d’analyse complexesitilans
I'étude des applications de Hénon au cas des groupes dibglaues, qui sont
certains groupes de torsion dans @iR). D’autre part dans le&4je discute de
la question du plongement de certains réseaux, tels lepgsdaondamentaux de
surfaces compactes, que j'ai étudié defjh collaboration avec S. Cantat.



Dans un troisieme chapitre je présente deux articles cnaneta construc-
tion de sous-groupes normaux. Ici un ingrédient nouveaarajip la théorie de
la petite simplification. Dans I'article?[l], J.-P. Furter et moi-méme raffinons un
résultat de Danilov concernant la non-simplicité du grodgavé de AutA?).
Dans un article réceng] en collaboration avec S. Cantat, nous résolvons le pro-
bleme analogue pour le groupe de Cremona. Il est intéredganbter que la
philosophie esquissée ci-dessus est dans ce second casioauitée. En effet,
si la géométrie permet a nouveau de donner une présentaiogepérateurs
et relations du groupe de Cremona (volr.§, ce n’est plus une telle présenta-
tion qui permet d’exhiber des sous-groupes normaux. I@liment géométrique
consiste a faire agir le groupe de Cremona sur la limite itideides groupes de
Néron-Severi de toutes les surfaces domiff&r(te « bubble space » de Manin) ;
c’est ensuite a la théorie de la petite simplification de ader a ce nouveau
contexte...

Chacun des trois chapitres débute par une introductionrgprésente plus
en détail le contenu. J'ai essayé de présenter mes travadogtant un point de
vue qui éclaire les articles originaux. Ceci se résume maaéfdécrire le contenu
de l'article en des termes (autant que possible) neufs, peaisaussi consister a

— Traiter un cas qui avait été laissé de c6té : automorphidonesmplément
d’une conique, 8.1;

— Produire un exemple inédit : automorphisme@feadmettant une facto-
risation de Sarkisov non proprel &.3; nouveau plongement du groupe
fondamental de la surface de genre 2 dans le groupm@t §2.4.2;

— Compléter un défaut de littérature : définitions équivedsile la condition
C'(M\) dans le cas d’'un produit amalgama&, §; rustine sur une preuve due
a Iskovskikh, 8.3et §3.1.3;

— Donner une preuve compléete dans un cas particulier éctaipgeuve du
critere de non-simplicité pour un groupe agissant sur ureafs.3.

Par ailleurs, plutét que de rassembler les diverses qussiisi me venaient a
I'esprit dans une section « perspective » un peu artifigipiliepreféré les insérer
au fil du texte dans leur contexte naturel.

Un mot sur les notations : jabandonne la notation [&6}, remontant a
Friedland et Milnor RQ] et utilisée dans la plupart de mes papiers pour noter
le groupe des automorphismes polynomiaux’deJ'utilise a la place I'une des
deux notations AUtC?), en particulier pour les questions de nature dynamique,
ou plus souvent Alm%), en particulier dans un contexte relevant de la géomé-
trie algébrique (et bien sir des notations analogues ler€gest remplace par
un corpsk arbitraire).



Chapitre 1

Géometrie birationnelle et
factorisation d’automorphismes

Introduction

Les trois articles 33, 35] et [17] s’intéressent a la question suivante : com-
ment la géométrie birationnelle permet-elle de retrouves présentation natu-
relle pour le groupe des automorphismes d’une surface-guagEctiveV ?

Dans l'article B3], je considére le cas v est le plan affine, et retrouve une
preuve du théoréme classique de Jung, van Der Kulk et Nagata

Théoréme 2([26, 47, 39)). Le groupeAut(AE) des automorphismes du plan
affine (sur un corps arbitraire k) admet une structure de piibelmalgame :

Aut(A2) = AxsE,

ou
A= {(ax+By+y,dx+ey+{);a,---,{ € k,ag—Bd# 0}

est le sous-groupe des automorphismes affines,
E = {(ax+P(y),By+y);a,B,y€ k ap # 0,P € kly]}
est le sous-groupe des automorphismes triangulaires @uéhtaires), et

S=ANE.

1 Jung a le premier montré que les sous-groupes affine et mﬂbimj.]engendraientA(m(zc) ;
van der Kulk a donné une preuve valable sur tout corps et stgedes relations ; Nagata a donné
une nouvelle preuve géométrique et a remarqué que lesoreatorrespondaient a une structure
de produit amalgamé.



Difficile de prétendre a une quelconque originalité au vu donbre impres-
sionnant de preuves existant dans la littérature (voitrbiduction de B3)) :
disons que mon but était de donner une preuve qui, tout em édable sur
n’'importe quel corps, soit la plus élémentaire possiblep&itticulier, je n’étais
pas convaincu que I'argument par récurrence sur le degééept dans prati-
guement toutes les preuves, soit I'approche la plus nétuwl&in point de vue
géomeétrique. De fait, en utilisant seulement la théorie’idéetsection sur les
surfaces projectives, qui peut étre introduite de facoouiguse sans recours a
des outils sophistiqués (voir par exemple ShafareviéhIV.1]), j'ai pu obtenir
une preuve qui procede par récurrence sur le nombre de beis¢s. En particu-
lier j'évite de considérer les singularités a I'infini du 8#®e homaloidal (c’était
le point de vue de Nagata).

L'article [35] estissu de la réalisation que la technique utilisée dacadelu
plan affine pouvait s’étendre au cas d’autres surfaces,esjegpouvais ainsi re-
trouver des preuves géométriques de résultats existagti@étiérature, jusque
la avec des preuves purement algébriques. Ainsi je trattaded’une quadrique
affine (correspondant &! x P! privé d’une diagonale, c’est-a-dire une courbe
lisse de bidegrél, 1)), retrouvant un résultat de Makar-Limand¥7]. J'étais
spécialement intéresse, dans I'optique d’un autre progti€le [34], dont je
parle brievement dans I'introduction du chapifje par une preuve valable sur
le corps des fractions rationnell€$t), le papier de Makar-Limanov n’étant pas
trés clair sur le cas d’un corps non algébriquement closaite £galement le cas
deP! x P! privé d’une fibre, retrouvant ainsi un résultat de Nag2f} foncer-
nant le groupéL(k[t]). J'avais pris connaissance de ce résultat dans le livre de
Serre Ji2] et avais été intrigué par I'analogie avec I'énoncé de Juhgemblait
esthétiguement satisfaisant d’avoir une preuve identigue ces deux €énonceés.

Au moment de la publication de ce papier j'avais consciencemautre cas
tombait naturellement sous la méme technique, a savoiolgpgrdes automor-
phismes du complément d’une conique d&AsMais au contraire des deux cas
précédents je ne savais le relier a aucun autre résultaticanssi je ne le rédi-
geai pas. Récemment j'ai réalisé que c’était un cas int@néslsl point de vue du
programme de Sarkisov, dont je parlerai duZ8et de possibles généralisations
en dimension supérieure (voit 8.5. Je me propose donc d'illustrer la méthode
utilisée dans33, 35] en traitant dans la sectidnlle cas du complément d’'une
conique.

L'article [17] en collaboration avec Adrien Dubouloz est issu de diverses
problématiques. La stratégie précédente s’appuie suitlgua les surfaces af-
fines considérées (plan affine, quadrique affine ou complédiene conique)
se « souviennent » de la compactification d’ou elles prowganrPar exemple, si
Sest la compactification d’'une quadrique affine par une sealebe lisse, alors
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S=P! x PL. Une autre propriété est que le groupe des automorphismézgibi
liers de la compactification (par exem@ELsz pourP?) agit transitivement sur
la courbe de bord. Ces deux propriétés cessent d’étre paigsles surfaces af-
fines plus générales, obtenues en considérant le complémaestsection ample
dans une surface de Hirzebrugh. Une premiére motivation était de chercher
a obtenir une description du groupe des automorphisme dalie surface, en
cherchant a simplifier les résultats produits par DaniloGieatullin [22]. Une
autre motivation provient de la dimension supérieure. igtexun algorithme, dit
programme de Sarkisov, qui produit une factorisation emslie élémentaires »
pour toute transformation birationnelle B2 (et en fait pour une classe bien plus
large de variétés, en toute dimension). Malheureuseneargsit pas clair com-
ment exploiter ces techniques dans une situation affineplicgie dans la section
1.2les problemes que I'on rencontre, dés la dimension 2, léwsgeherche a dé-
crire le groupe des automorphismes d’une surface affineté gam algorithme
de type Sarkisov. J'expose comment nous avons pu remédietea situation
dans le cas des surfaces. Nous en déduisons une présemgmmablement
agréable du groupe des automorphismes du complément diatiersdans une
surface de Hirzebruch. Je termine cette section avec geeltpmmentaires sur
le cas de la dimension 3.

La description des relations entre les générateurs du grdeiCremona don-
née par le théoreme de Noether est un résultat comparativegeent, remon-
tant aux années 1980. Gizatullia3 d'abord, puis IskovskikhZ5] sous une
forme simplifiée, donnent des systemes complets de retatlaur technique
est dans la méme ligne d’'idées que les résultats présemsgseahapitre. J'ex-
pose dans la sectidn3I'argument d’lskovskikh, qui demande a étre compléte :
ceci sera fait dans le chapitge

1.1 Complémentaire d’une conique dan®?

NotonsC la conique d’équatiory? — xz= 0 dansP?, définie sur un corps
algébriquement clos, et saltle complément d€ dansP?. Dans cette section je
prouve que le groupe A(Y) est un produit amalgameé non trivial.

1.1.1 Lelemme clé

La clé de I'argument est resumée dans le lemme suivant, prioitialement
dans le contexte du plan affine daG8[Lemme 9], mais valable en fait pour une
large classe de surfaces. Nous I'appliqueroSs=aP2.

10



Lemme 3. Soient V une surface quasi-projective, S une compactibicdisse
deV telle que SV soit une courbe irréductible C, X une autre compactifiaatio
lisse de V, etgX --+ S une transformation birationnelle induisant un automor-
phisme de V. Nous supposons de plus que g n’est pas un moepAkrs

(1) g admet un unique point base propm, situé sur X<V ;

(2) les éventuels autres points base de g peuvent étre cédomm une suite
p2,-- -, pr telle que pour tout+ 2, --- ,r, le point p soit situé sur le diviseur
E;_1 produit en éclatant p 1 ;

(3) Chacune des composantes irréductibles de la courbévXest contractée
sur un point par g;

(4) Considérons la résolution minimale de g par deux suitésldtements :

M
>\
X---2---s

Alors la premiére courbe contractée pas est la transformée stricte d’'une
courbe contenue dansXV ;

(5) En patrticulier, si X='S, la premiere courbe contractée pa# est la trans-
formée de la courbe C a la source.

La preuve, facile, est basée sur le fait élémentaire suigptest un point ou
une transformation birationnelle entre surfagesest pas définie, cela revient a
dire qu'il existe une courbe qui est contractée gparg L. Dans la situation du
lemme, il n’y a qu’une seule courbe au but susceptible d@&irdgractée, a savoir
la courbe a l'infiniC. Toutes les assertions du lemme découlent de cette simple
observation.

1.1.2 Deux sous-groupes naturels

Dans ce paragraphe je définis deux sous-groupes naturelsitt)Aana-
logues des groupes affine et triangulaire du théoréme de Jung

Un premier sous-groupe naturel de Adj provient du groupe des automor-
phismes biréguliers dB? préservant la coniqué. Il s’agit du sous-groupe de

2 Parpoint basge désigne un des points éclatés dans la résolution minideala transfor-
mation birationnellgy. Un tel point point est dit propre s'il s’agit d’'un point s $urfacexX de
départ; les autres points base sont des points infinimenhpsodes points propres.
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PGL3(k) qui préserve la forme quadratiqyé— xz, autrement dit on obtient le
groupeO3z(k). Comme expliqué dans8$, §2.2],03(k) est engendré par

a x:y:azg, aeck’;
et[x:y:zZ — [x+2by+b’z:y+bz:7, bek

On définit un deuxiéme sous-groupe naturel en fixant un goih la co-
nique, en lui associant un pinceducomme deécrit ci-aprés et en considérant
le groupeEc des automorphismes préservant ce pinceau. Prenons paplexem
p=[1:0:0. On définit? comme le pinceau des coniques ayant un nombre d’in-
tersection local e avec la coniqu€ égal & 4. Comme la droite doubie= 0
est une telle conique, le pinceduest engendré pat et cette droite double.
Pour trouver I'expression des élémentsidg’utilise maintenant une astuce si-
milaire a celle de 35, Lemme 3], a savoir conjuguer afin de se ramener a des
automorphismes triangulaires dé.

Dans la carte affing = 1, les éléments dEc correspondent aux transfor-
mations préservant le pinceau des parabglesx = c, et induisant un automor-
phisme deP? privé de la coniqug? = x. En conjuguant paix,y) — (—x+y?,y),
on se raméne a des transformations préservant les dxoitaset induisant un
automorphisme d&? privé de I'axex = 0. Elles doivent de plus fixer le point
[1:0:0, et la différentielle en ce point est contrainte par la ctodique le
point infiniment proche correspondanbgla droitez= 0 a la source) doit aussi
étre fixe (voir figurel.1). Ce sont finalement des transformations triangulaires de
la forme (dans la carte= 1)

12— (2+2R2). 5).

a
ou autrement dit en coordonnées homogéenes
X:y:Z --» [a®X" L ayx + 2XP(z/x) : 24

ou P est un polynéme de degréeta € k*. Exprimées en coordonnéésy),
dans la carte = 1, elles s’écrivent donc :

X =

(xy) - (@®>ay+P(%)).

En revenant aiP? initial par conjugaison par I'involutiofi—x+y?,y), on trouve

12



finalement

Ec = {(x,y) > <a2x+ 2cxyP<?1Tx) +P? (yzltx :

D={z=0} E;={z=0}
C={y’-xz=0} [1:0:0
(Y) = (=X+Y2Y) e
y? —Xxz=cZ C={x=0}
D =
E>
C
E:

FiG. 1.1 — Conjugaison enti: et des automorphismes triangulaireside

1.1.3 Les sous-groupe®3(k) et Ec engendrentAut(V)

Soit f € Aut(V). Je montre dans ce paragraphe que pour un bon choix de
a € O3(k) ete e Ec, le nombre de points base de I'automorphisiae est stric-
tement inférieur a celui dé. En raisonnant par récurrence sur le nombre de
points base dd, on aura ainsi prouvé qu@z(k) et Ec engendrent le groupe
Aut(V).

Etantdonné € Aut(V), commengcons par choiside fagon & ce que I'unique

point base propre déa soit[1:0: (. Ceci est possible c&3(k) agit transitive-
ment sur les points de.
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On examine ensuite la configuration des points badedee lemme3 impli-
gue que les quatre premiers points basd de situent sur le (transformé strict
du) diviseurC, et correspondent donc aux points base du pinGedwe dernier
diviseur exceptionndt, est transverse aux courbes du pinc#au

Le point base suivant est précisément l'intersec@onE,, et apres avoir
éclaté ce point on peut contrac@(qui aprés ces 5 éclatements est devenue une
(—1)-courbe), réalisant ainsi une transformation élémentaire

On peut ainsi réalisartransformations élémentaires successives), jus-
gu’a obtenir une configuration cEﬁ = —(r+1), et ou le point base suivant n’est
plus sur (le transformé strict d&)y. On peut alors réalisernouvelles transfor-
mations élémentaires qui ramén&ﬁ( a —1. Enfin, la contraction des quatre
courbes auxiliaires produites au début nous ramépe a

Toutes ces transformations élémentaires préservantdeguif?, on constate
que cette factorisation correspond & un éléneehitc Ec, et donc on a écrifa
sous la formefaee !, Enfin, fae admet 4+ 2r points base de moins qua
(4 pour les points bases du pinceau, et 1 pour chacunerdaraformations
élémentaires).

1.1.4 La structure de produit amalgamé

Je répéte ici le trés court argument donné daasf[n du §2.4], pour prouver
que le groupe AyV) est le produit amalgamé le long de leur intersection des
sous-groupe®s3(k) et Ec. Il s’agit de voir qu’'une composition d’éléments cor-
respondant & un mot réduit n’est pas l'identité.

D’une part tout élément dec . O3(k) admet[1 : 0 : § comme unique point
base propre, et contrad@esur[1:0: (.

D’autre part tout élément d@3(k) \ Ec déplace le poinfl: 0 : 0 sur un
autre point deC.

En conséquence toute composition (non réduite & un éléra€(#)) d'élé-
ments deéec \ O3(k) et deOz(k) . Ec contracte la conique sur un point, et n’est
donc pas égale a l'identité.

Du point de vue de la géométrie birationnelle la preuve dadtence d’'une
structure de produit amalgamé (généralement attribuéa desaKulk [47] dans
le contexte d&¥ = A?) est donc une remarque anodine. Bien s(r les conséquences
gue I'on peut en tirer ne le sont pas, elles!
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1.1.5 Une question en dimension supérieure

A noter qu’en toute dimension on peut adapter les formulemées ci-
dessus pour produire des exemples d’automorphismes samplément d’'une
hypersurface quadrique lisse ddfs Par exemple S = {f =0} C P" est la
quadrique définie paf = x2 +--- +Xx2_; — XoXs, alors la transformation (expri-
mée dans la carte affing = 1)

g: (X0, Xn-1) —— (XO+?;1(2>qP| (#)+P2(3)).

X1+ Py <%> ;o Xn—1+ Pt (%))

est un automorphisme @& -\ Q.

Bien sdr des la dimension 3 on ne s’attend plus a ce que cetdseckes-
treinte d’exemples permettent d’engendrer le groupe letdie automorphismes.
La question analogue pour les automorphismes polynomizanaue comme
« Tame Conjecture », a été infirmée (comme il était attendaraension 3 par
Shestakov et Umirbaevif).

Je voudrais mentionner ici une autre question naturellei@e\ces exemples :
étant donnée une paieX,B) ou X,B sont des variétés de Fano rationnelles
lisses, ave® correspondant a un diviseur ample Xeexiste-t-il toujours des
automorphismes de la variété affide. B qui ne s’étendent pas en des automor-
phismes biréguliers d¥ ?

En particulier, la question suivante m’a été suggérée p&R&it ; je me suis
plus tard apercu qu’elle était également mentionnée pat@Ilin dans P4).

Questiord. Etant donnée une surface cubique liBse P3, existe-t-il des auto-
morphismes non linéaires @&~ B ?

Dans R§], T. Kishimoto, Y. Prokhorov et M. Zaidenberg produisentariz
tere non constructif d’existence de flots d’automorphispas le cone affine
sur une surface de del Pezzo : en particulier pour une sulttadel Pezzo de de-
gré au moins 4 et anticanoniquement plongeée, il existe desmuphismes non
linéaires sur le céne affine de dimension 3 correspondame@ant le cas de
la surface cubique reste ouvert. Ceci suggere qu’une guestiis facile que la
guestiord, mais déja non évidente, pourrait étre de produire des aurfarnsmes
sur le complément d’'une surface de del Pezzo de degré 4 danmadrique lisse
de dimension 3.

15



1.2 Programme de Sarkisov

1.2.1 Divers algorithmes

Le terme « programme de Sarkisov » fait référence a I'exigtehune fac-
torisation en liens dits élémentaires pour toute transédion birationnelle entre
fibrations de Mori. Je renvoie dJ] et a I'introduction de 1 7] pour une présen-
tation plus détaillée du programme de Sarkisov; je ne régpelque ce qui est
nécessaire pour discuter des résultats contenus d@hdfans cette section le
corps de base est toujouts

Je rappelle qu’une variété projectiemunie d’'un morphismeg: X — Y
est appelée ungbration de Mori si les propriétés suivantes sont satisfaites :
Y est de dimension strictement inférieure a celleXdeles fibres def sont
connexes, toutes les courbes contractéed Eant numériquement proportion-
nelles et d’intersection négative avec le diviseur canami{x. On peut étendre
cette définition au cas d’une paire logarithmigie D), ou D est un diviseur,
en demandant la négativité par rappoka+ D dans la derniére condition. On
admet en général quésoit singuliere, avec singularités appartenant a uneelass
restreinte, naturelle au sens de la théorie de Mori (par plela classe des sin-
gularités terminales).

L'espace projectif®” (muni de la fibration triviale vers un point), ou les sur-
faces de Hirzebruclf,, (munies de leur fibration ver!) sont des exemples
basiques de fibrations de Mori. L'éclatement d’un pdiat— P2, une trans-
formation élémentair&,, --» F,1.1 ou le changement de choix de fibration sur
P! x P! sont des exemples basiques de liens de Sarkisov.

Une preuve du programme de Sarkisov, pour les variétés dendion 3 a
singularités terminales, a été donnée par Cadj.[La question qui m’intéresse
est de savoir si ces techniques issues de la théorie de Muonietent de dire
guelque chose dans le cas d’'une situation affine. |l existerenio, remontant a
litaka, stipulant que la géométrie d’'une variété affihdevrait étre comprise en
termes de la géométrie d’'une paire logarithmig¥eB), ou X est une compac-
tification deV etB est le diviseur a l'infini. Par ailleurs, il existe un prognai@
log Sarkisov d( a Bruno et Matsuld][ qui suit la méme ligne d’arguments que
Corti, et qui traite précisément de la factorisation de dfarmations entre de
telles paires en dimension au plus 3. Récemment Hacon et MaKdL1] ont
méme démontré le programme log Sarkisov en toute dimendéns le cadre
des paires kIt (kawamata log terminales). Cependant leproaphe donne un
résultat d’existence mais n’est pas constructive comns €a principe la dé-
marche proposée initialement par Sarkisov. En tout étadsecavant de cher-
cher a appliquer la machinerie en dimension 3 il était nhtle&ommencer par
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vérifier qu’en dimension 2 on retrouve les résultats évoguéebut de chapitre.

Mentionnons tout d’abord que le programme de Sarkisov icjasgour les
surfaces est essentiellement un exercice, consistanttéerdatvocabulaire so-
phistiqué sur des résultats anciens. On peut ainsi retroumeepreuve du résultat
classique de Noether concernant les générateurs du greupeethona ; c’est le
point de vue adopté dangg, §2.5].

Le programme log Sarkisov en dimension 2 est valable danadesades
paires dlt (divisoriellement log terminales). En partieubn peut I'appliquer aux
transformations birationnelles d’'une paipé, B) ou X est une surface projective
lisse etB une courbe rationnelle lisse. On est intéressé par lesforamstions
correspondant a des automorphismes du compléméhtldrsX. Il est instructif
d’examiner ce que donne ces algorithmes « classique » eaxtlognique » dans
les trois situations suivantegP?, droite), (P2, coniqug et (P! x P!, diagonalg.

Dans le cas d’'un automorphisme du plan affine, corresporad@nsituation
(IP?,droite), I'algorithme classique produit essentiellenielat factorisation que
jobtiens au cours de ma preuve du théoreme de Jung. L #hgoei logarith-
mique produit une factorisation ou tous les liens sont de tiget qui met en jeu
des plans projectifs a poid®&(n, 1, 1), lesquels peuvent étre vus comme le résul-
tat de la contraction de la section exceptionnelle dans uriece de Hirzebruch
Fn (voir [17, 83.1]).

Dans le cagP?, coniqug, I'algorithme classique cesse d’étre satisfaisant. En
effet dés le deuxieme lien on est conduit a contracter unebeogui n’est pas
contenue dans le bord (précisément : la transformée d’'ungetde a la conique
initiale). Or on voudrait une factorisation qui spitopre, c’est-a-dire telle que
tous les éclatements et contractions mis en jeu se prod@sele bord. En fait
il n'est pas étonnant que I'algorithme classique ne soifpapre ; le « miracle »
est plutdt que dans le cas du plan affine on obtenait une fsation propre. Par
contre I'algorithme log Sarkisov produit une factorisatfgropre, a nouveau via
des surfaces singuliéres qui s’obtiennent en contractatdaines courbésians
les surfaces apparaissant dans la factorisation décrga.au

Considérons enfin le cg®! x P!, diagonalg, qui est traité en détail dans
[17]. Cette fois ni I'algorithme classique ni I'algorithme lagthmique ne pro-
duisent une factorisation propre. Ceci est représentatibd général, a savoir un
automorphisme du complément d’'une section ample dans ufeezsuwe Hirze-
bruch. Ainsi ce qui s’annoncgait comme un simple exercicelani®a la surprise :

3 A la nuance prés que je passe d’une fibration & une autre elinectt par des lieng; —
IP? — F1, 1a ot 'algorithme prend le chemin alternatif, comportantcurieux aller-retouif; —
Fo < Fo < F4, le lien du milieu correspondant & un changement de fibratiofip = P! x PL.

4 Précisément : les courbgs, - - - , E4 produites par la résolution des points base du pinceau
P.
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typiquement, le programme log Sarkisov produit une fasédion dont certains
liens intermédiaires viennent contracter des courbes ldapartie affine. Pour
remédier a cet état de fait guere satisfaisant nous propdsmmoncé suivant.

Théoréme 5(Théoréme principal del[f]). Soit f: V = V’/ un isomorphisme
entre surfaces quasi-projectives lisses;®8Bs), (S,Bg) des compactifications
dit de V (ou de facon équivalente dé \elles que les diviseurs de borg,Bg
soient réduits et irréductibles. Alors si I'applicationrationnelle f: S--+ S
n'est pas un isomorphisme, elle se décompose en une sutaléidiens de la

forme
Zi
N\
S-1 S

ous =S85, - -, S = 9 sont des compactifications dit de V avec bord irré-
ductible, Z est pour tout = 1,---,n une compactification dit de V avec deux
composantes de bord, etZ S§_1, Z — S sont les contractions d’'un des deux
rayons extrémaux K- B négatifs contenus dans le borg B

Ce théoréme produit une factorisation propre, dans le cdelsepaires dit.
Notons cependant que les surfa@se sont en général pas des fibrations de
Mori; on s’éloigne donc quelque peu du programme de Sarkisiginel. On
garde malgré tout une certaine simplicité pour les surfacesmediairesS
qui apparaissent : ce sont toujours des compactifications par uneunique
courbe rationnelle lisse. Soulignons encore le point palale [L7] : en géné-
ral il n’existe pas de factorisation qui soit a la fois proptevia des fibrations
de Mori; on est inévitablement placé devant le désagréaldmohe d’avoir a
abandonner I'une de ces deux propriétes.

1.2.2 Générateurs et relations

Dans le cas d’'une surface affideadmettant une compactificatitisseavec
une seule composante de bord, le théorénmeus permet (en un sens faible,
voir ci-dessous) d’obtenir une présentation par génératguelations du groupe
Aut(V).

L'idée générale est de regrouper les liens produits parderéme en un
certain nombre de paquets, chacun devant moralement pongi® a un auto-
morphisme d& préservant une fibration, généralisant ainsi la notiontdizor-
phisme triangulaire du plan affine.

On dit qu'un isomorphism¥ = V' esttriangulaire si aucune des surfaces
intermédiairess;, - -- ,S,_1 produites par le théorénten’est lisse. Cette défi-
nition met en avant l'aspect « indécomposable » d'un tel mpmisme. Cette
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notion admet également une jolie interprétation géomédrique voici. Pour
tout choix d’un pointx sur le bordBs, on peut considérer le pinceau de courbes
rationnellesPy obtenu en prenant le sous-systeme linéairéBdedes courbes
maximalement tangentesBg enx, i.e. les courbes linéairement équivalentes a
Bs qui n’intersectenBgs qu’en x. Alors un automorphismé est triangulaire si

et seulement s’il existe de tels pincedbxet Py a la source et au but tels gdie
envoiePy surPy.

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Proposition 6. Soient \/V’ deux surfaces quasi-projectives admettant des com-
pactifications lisses, & avec bord irréductible.

(1) Tout isomorphisme:fV — V' est une composée d’isomorphismes triangu-
laires f = f, o---0 f1, oU pour tout i les (uniques) points base propres de
f1 et f.1 sont distincts.

(2) Si f= f;o---0 f; est une composée d’isomorphismes triangulaires ou pour
tout i les points base propres de‘lf et f 1 sont distincts, alors la facto-
risation de f produite par le théorenmteest égale a la concaténation des
factorisations de chaque. f

Le point(2) est un analogue d’'une structure de produit amalgamé : en par-
ticulier si 'on compose des isomorphismes triangulaisgssssimplification évi-
dente entre deux facteurs consécutifs, alors on n’obteengjs l'identité. Le
probléme vient du fait que le poifil) ne donne pas exactement des générateurs
pour AutV) : il est ici question d’isomorphismes triangulaires, et mbauto-
morphismes. Ce probleme était invisible dans le cas du pladeda quadrique
affines, ou du complément d’une conique. Par contre, il cono@@ apparaitre
des que I'on considen égal aF, privée d’'une section ample de carré au moins
3 : c’est un résultat étonnant di a Danilov et Gizatullin cuelasse d’isomor-
phie deV ne dépend que du carré de la section ample, et pas de I'ind[d€]
contient une preuve concise et récente de ce fait). Autredieces surfaces
affines admettent des compactifications lisses (avec b@duictibles) non iso-
morphes! En particulier nous traitons en détail dang §3.3] le cas dé'p ou
IF, privée d’'une section de carré 4.

1.2.3 Pas de miracle en dimension supérieure

J'ai mentionné au B82.1que l'algorithme de Sarkisov classique se révele
étre propre lorsqu’on I'applique aux automorphismes dua péine. On peut se
demander si un tel miracle persiste en dimension 3. Il n’asttpop difficile de
vérifier que la factorisation d’'un automorphisme triangel¢au moins en petit
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degré) deC? est propre. De méme, la factorisation (en huit liens, vaif)[du
fameux automorphisme de Nagata

01 (XY,2) — (X+2y(y* —x2) +2(y* — x2),y + 2(y* — X2), 2)

se trouve étre propre. Cependant, en modifiant Iégérenarborphisme de
Nagata on peut produire un exemple ou la factorisation rpkst propre (voir
ci-dessous).

Par ailleurs on peut remarquéer7] 82.1] que dans le cas d’'une surface avec
nombre de Picard égal a 1, I'algorithme de Bruno et Matsuikicde avec celui
du théoreme, et est donc propre. En dimension 3 il n’existe pas de preuve p
bliée d’'un algorithme log Sarkisov pour les paires dIt. Gefant, méme s'il est
fort plausible que la preuve proposée par Hacon et McKern@asent s'étendre
a cette situation, il n’est pas du tout clair pourquoi un tgbathme devrait étre
propre.

Exemple7. Considérons 'automorphisme @&
f:(XY,2) — (X+2yP+zP’,y+2zR2)

ouP = I_;(y?> —xz—&z), n > 3 et lesg sontn nombres complexes non nuls
distincts. On étend en une transformation birationnelle

x:y:z:t] e PP ——s [xt2 4+ 2yt"P 4+ ZP? : yt?" 4 ZPt" : 22" : 121 € PR,

ouP= |‘|i”:1(y2 — Xz— g zt). La singularité maximale est réalisée par la conique
t =y? —xz= 0. Le premier lien, de type Il, dB® vers la quadrique lisse dans
P#, consiste & éclater la conique puis a contracter le tramgfatrict du plan a
l'infini. En coordonnées homogénes ceci s’écrit :

[X:y:zit]——»[risiusviw] = [xt:yt:zt:y? —xz:t?]
ol 'image deP? est la quadrique® = {s* — ru = vw}.
Nous voulons maintenant factoriser
g:[r:s:u:v:w € Q--» [rw? 4+ 2sW'R+uRe : sw" -+ uRW' : uw?" : w21 ¢ p3

ouR =] ,(v—au). Lensemble d'indétermination sur le cone quadratique a
I'infini est constitué d’'une régle du cbne et deoniques concourantes au point
p=[1:0:0:0:0. Plagons-nous donc dans la carte affine- 1}, et choisissons
s,v,w comme coordonnées locales (on & s*>— vw). L'expression dey devient

g: (s,V,W) -—> W2+ 2sW'R+ (s —vW)R?
W+ (82 — vwW)RW' : (82 —vw)w? : w2
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ou & présenR = [, (V— &s? +avw).

Eclatons l'origine, et plagons-nous dans une nouvellezcant remplagant
(s,v,w) par (s,svsw). Le diviseur exceptionned = 0 sort avec multiplicité g,
et on obtient la nouvelle expression :

g=(S,V,W) —-» [W2"+ 2sW'R+ (1 — W)R? :
sW" +$2(1— vW)RW' : 2(1 — vw)w?" : swP ]

ou maintenanR = [, (v— & s+ ajsvw).

On éclate I'origine et remplace a nouveawy, w) par(s, sv sw). Ce deuxiéme
diviseur exceptionned = 0 sort encore avec multiplicitén2et on obtient :

g=(S,V,W) -—» [W?" 4+ 2sW'R+*(1 — SSvW)R?
sW" 4 (1 — vwW)RW' : (1 — SSvw)w?" : sw

ou maintenanR = [T, (v — & + as?vw).

A présent il n'y a plus de point ou la multiplicité du systemeantaloidal
soit plus grande que 2 : la multiplicité est 2 le long de la @rei=w = 0, et
le long de chaque droite— a = w = 0. Nous en déduisons que la multiplicité
maximaleA = n est réalisée par les deux premiers éclatements (les digiseu
exceptionnels sortaient avec multiplicitd, 2nais il faut diviser par 2 puisqu’il
s’agit d’éclatement de points).

L'éclatement initial du pointl : 0: 0: 0 : Q sur la quadriqu&) est donc une
extraction maximale. La seule fagon de poursuivre le ligndescontracter la
transformée du cone quadratique dghgqui a son point singulierefL : 0:0:

0: 0 (il s’agit de la section d€) par le plan tangent en ce point). Mais ce cone
n’est pas dans le bord, ainsi ce second lien n’est pas propre!

1.3 Relations dans le groupe de Cremona

Je présente ci-dessous I'argument d’lskovskikh conceteamelations dans
le groupe de Cremona. La motivation est de réparer ce quilseghie un trou
dans sa preuveLe probléme est simple : Iskovskikh affirme qu'il suffit dein
seule relation mais au cours de la preuve il en utilise deff@rdntes. Je prouve

5]l est possible que ce ne soit qu’un trou dans la traductioon incompétence en russe ne
me permet pas d’aller vérifier le texte original de la notetgeme cite que la traductior2f].

21



ici que les deux relations suffisent, suivant de prés la nigénale [25], en m’ef-
forcant de clarifier 'exposition. Le fait que la relatiorceadaire peut se déduire
de la relation principale sera prouvé & B3

On travaille sur un corps algébriquement clos. ConsidéRins P! et no-
tonsttla projection sur le premier facteur. On néte= (PGL, x PGLp) X Z/2 le
groupe des automorphismesBex P!, ou le facteurZ/2 correspond a I'invo-
lutiont: (X,y) — (Y,X). On noteB le groupe des applications birationnelles qui
préservent la fibratiom (groupe de Jonquieres).

A deux pointsp, q € P x P non situés sur une méme fibre ou une méme sec-
tion on peut associer un élémenttlidit transformation élémentaire, qui consiste
a éclater ces deux points puis a contracter les transforesfules qui passaient
par p etq. Cette construction continue a faire sens lorsg@st un point infini-
ment proche d@. L'involution e : (X,y) — (1/x,y/X) est une transformation élé-
mentaire, associée aux poirf$ 0) et (oo, ) ; I'involution (X,y) — (—X,y —X)
est elle un exemple de transformation élémentaire assacws points infi-
niment proches. On notelq € B une transformation élémentaire associee a
deux pointsp, g distincts (resp. infiniment proches), obtenue a partie ¢esp.

a partir de{—x,y— X)) par conjugaison par un élémentAe B = PGLy x PGL.

Théoréme 8(Iskovskikh P5]). Le groupe de Cremongir (P! x P1) est engen-
dré par B ett. De plus les relations suivantes forment un systeme cordplet
relations :

— Les relations a l'intérieur des groupes A et B ;

— larelation principale(te)® =id ;

— la relation secondairéto (—x,y—x))% =id.

Le fait queB et1 engendrent le groupe de Cremona n’est qu’une reformula-
tion du résultat classique de Noether et Castenud9al[]] cité dans I'introduc-
tion. Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve eeolade assertion
du théoréme.

Tout d’abord de la relatiorfte)® = id on déduit que pour tout couple de
points p, gon a
TepqleyqT€pg=acA (x)

ou p =1(p),d = t1(q). En effet soitp € ANB qui envoiep’,q sur (0,0) et
o led=eyy et o lp=tc=ct

6pas dans une méme fibre ou une méme sectiapeSiinfiniment proche dp, on peut faire
un calcul similaire & partir de la relation secondaire.
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ouc e Aavecc(p') =petc(qd)=q.D'ou:

id = ¢~1(1e)°¢ = (1c) oyg o (C 1) o€yg 0 (TC) oByg 0C e
- Tequeplq/Tequ.

On obtient bien(x), aveca= ¢ .

NotonsF la classe d’une fibre dans PR x P1), Sla classe d’'une section
(fibre pour la projection sur le deuxieme facteur)Het= S+ F la classe d’'une
diagonale (section hyperplane siI'on plorigfex P comme une quadrique dans
P3). Sig est un élément du groupe de Cremona, on considére les nodilores
tersection

a(g)=9«(H)-S et B(g)=0g.(H) F

Supposons maintenant que I'on ait une relation
bithot---thy =a € A (%)

avech; € B. On peut supposer que cette relation est réduite, au seesine
sont pas dand. On note

o =a(bt---th) et Bi=p(bT---th).

La proposition suivante résume les relations entre ces reswbintersection qui
nous seront utiles.

Proposition 9. Soit f € Bir(P! x P1), et g,q une transformation élémentaire.
Alors

(1) B(epgo ) =B(f);

(2) Bi=aj 1 pourtouti=1,---,r—1;

(3) a(epgo f) = a(f) +B(f) —vp—vq, 0LV, etvg sont les multiplicités de
f.(H)en pq.

Preuve. Le point (1) est immeédiat en remarquant cgyg preserve la fibration
T. Le point (2) en découle, c(tf) = a(f). Le point (3) est prouvé en image
sur la figurel.2, ou les étiquettes des courbes et des points corresporegent r
pectivement au nombre d’intersection avie(H ) et a la multiplicité def, (H).

Je laisse au lecteur le soin de faire un dessin similaire paiter le cas ou est
infiniment proche de. O
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a a+B—vp—Vq
Vp B—Vq
B B B B
Vg B—vp
a a+B—vp—vq
T[\L \Ln
i P!

FIG. 1.2 — Preuve en image de la propositibn

Posong3 = max [3;, définissons comme le plus grand indice tel qe=
Bs, et notonsm le nombre (forcément pair) de points basebdeRemarquons
queBr =1 etB_1 =0, > 2, dautre parf3; = 1, donc 1< s<r. Le principe
de la preuve est de chercher & réécrire la relatier) a I'aide des relations
listées dans le théoréme de facon a faire baisser les effiisrsn) ordonnés par
ordre lexicographique. Je découpe I'argument originaki/skikh en les trois
lemmes suivants.

Lemme 10. Si m= 1 on peut faire baisser s, sans faire monfger
Preuve. Par hypothéses = ceyq, ol c € ANB. On transforme la relatiofxx)
en utilisant(x) :

byT---bs 1(TCT)(T€pqT)bsy 1+ Ty = byT---bs 1TCT(A€yyT€pq)Ds 1 - - ThY.

Remarquons quecta € AN B, ainsi les nombre§; associés a cette nouvelle
relation sont les mémes que ceux de I'ancienne relatiorgigpoes que I'ancien
Bs a disparu et que les anciefdg i > s ont vu leur indice baisser d’'un. On
constate qus a diminué ; de plu§ diminue éventuellement (siétait I'unique
indice pour lequef = 3s) ou au pire reste constant. ]

Soientpy, - -, p2m les points base dbs, etvy,---,vom les multiplicités de
ces points dans le systéme linégitbs 1T---thy).(H).

Lemme 11. Supposons que pour toug bn aitvj +Vvj < Bs 1. Alors m= 1.
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Preuve. Ecrivonsbs comme un produit detransformations élémentairess=
CE€mpom_1 " €p1pp OUC € ANB. La propositiord donne :

Us= cx(CeDZm Pom-1" " C€p1 p2Tb8+l e 'Tbl’)
= Cx(eDmez Pom-3 """ Epy p2Tb5+1 o 'Tbl’) + Ost1 —Vom—Vom-1-

En appliguanin fois ce méme calcul, et en se souvenantgug = s = 3, on
obtient

2m
B>PBs1=0s= Bs—kl‘l‘mﬁ—.Z\Vi-

Ceci donne la deuxiéme des inégalités ci-dessous, la prenhéeoulant de I'hy-
pothese du lemme :

2m

(Mm—1)Bst1 > _;Vi —Bsi1> (M-1)B

Finalemenim= 1, carfs;1 < B par maximalité des. O

Lemme 12. Supposons que m 2 et qu'il existe deux points, disong pt p
quitte a renuméroter, tels qua + vz > Bs;1. Alors on peut faire baisser mde 1,
en gardang3 et s constants.

Preuve. Remarquons que gjj est un point infiniment proche g, alorsvj <vj.
Ainsi on peut supposer qua, p, sont les deux premiers points baske bs et
écrire bs = beep, p,. Par (x) on aep, p,T = atep, p,Tey et donc(xx) s'écrit
maintenant

byThyT- - - Thiatey, P2 1€, p, Ds 1T+~ Thy.

Ona:
B(ep/lldzbsHT ~-thy) = Bst1 < B (par maximalité des)
O(€p,p,bst1T--Thy) = Asp1+PBsr1—Vi—V2<dsy1 =P
B(epyp € p,Ps+1T - Thy) = Osi1+PBsr1—Vi—V2 <P.

Donc le nombrg ainsi que I'indicesrestent constants. De plbs a deux points
base de moins qu®, autrement ditna diminué de 1. O

Le théoréme d’lskovskikh est une récurrence immédiate tr joier ces trois
lemmes : remarquons qu’aprés avoir appliqué le lemhi se peut que la re-
lation ne soit plus réduite (certairp sont dansA), dans ce cas on réduit en
diminuant éventuellemerif,s,m) et en obtenant peut-&tre une relation triviale
du typea’ = @ ; c’est cette derniéere situation qui acheve la récurrence.

7 Par contre rien n’exclut qup, soit infiniment proche d@;, et donc qu'il faille utiliser la
version de(x) dérivée de la relation secondaire...
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Chapitre 2

Sous-groupes d’automorphismes du
plan

Introduction

Dans le chapitre précédent j’ai expliqué comment obtergrdescription du
groupe des automorphismes A} pourV appartenant a une large classe de
surfaces affines rationnelles. Je vais maintenant me ctrecsnr le cas oV est
le plan affineA?, et illustrer comment on peut exploiter la structure de pibd
amalgamé de A@f\?) pour répondre a diverses questions concernant ce groupe.

Le point de départ de I'article fondateur de Friedland etnidil[20] est la
remarque suivante : le théoreme de Jung permet d’obtenfiodegs normales
pour étudier la dynamique des automorphismes du plan aftimplexe. Ceci
justifie en particulier la restriction de I'étude aux autoptismes de Héndn
par opposition aux automorphismes élémentaires qui pigseaux une dyna-
mique pauvre. Dans ma thése je remarque qu’une construdtiesique due a
Bass et Serre, qui associe un arbre simpli€ialun produit amalgamé, permet de
retrouver la dichotomie de Friedland et Milnor. Précisétmen terme d’action
sur I'arbreT, un automorphismé présente une dynamique pauvre (resp. riche)
si et seulement s’il admet au moins un point fixe dd@i(sesp. aucun point fixe
dansT). Un des intéréts de ce point de vue est qu'il fournit de fagaturelle
des « boites » ou ranger non seulement les éléments ¢€ Aumais également
ses sous-groupes. On obtient ainsi quatre classes natudellsous-groupes : el-
liptiques, paraboliques, hyperboliques élémentaireyetitboliques généraux.

Apres avoir rappelé dans la sectidri la construction de I'arbr@, j'expose

10Ou pour étre précis : & des composées d’applications de Hgmaralisées.
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dans la section suivante mes résultat$ [concernant la dynamique des sous-
groupes de type parabolique, qui sont certains sous-gsalpgiens de torsion.
L'idée de départ était de chercher a adapter les techniqaealgse complexe
utilisées pour étudier la dynamique d’'un seul automorphiseh en particulier
les ensembles de type fractal qui lui sont associés.

Mentionnons un résultat basique qui permet de se faire #eedd ce qu’on
entend par une dynamique riche. Un automorphisme de typertidal par
exempleg: (x,y) — (y,P(y) — X), admet toujours une infinité de points pério-
diques de type selle. Chacun de ces pojmtadmet donc une variété stable
W3(p), qui est une immersion (mais certainement pas un plong¢mefitdans
C?, définie comme I'ensemble des points tendant vers I'orlgte sbus itération
positive deg. Le fait surprenant est que méme si par définithéit p1) etWs(p»)
sont disjointes des qum, p2 ont des orbites disjointes, on a toujours égalité entre
les adhérencesv.py, p2, WS(p1) = WS(pz). L'ensemble de Julia (positif);” est
défini comme le bord topologique de I'ensemble des pointshaes positives
bornées. On peut montrer qﬂ@ est égal a I'adhérence d’'une quelconque de ces
variétés stables. La topologie d@ est donc certainement compliquée : cet en-
semble contient une infinité d'immersions de la drditedeux a deux disjointes
et toutes denses.

L'analyse complexe entre en jeu via le fait remarquableasivI’ensemble
de JuliaJj est le support d’'un couramg positif, fermé et de typ€l,1). Les
courants sont aux formes différentielles ce que les digiohs sont aux fonc-
tions. Un exemple basique de courant positif, fermé et de 1) surP? est le
courant d’intégration sur une courbe algébrique. Le cdufugmi-dessus s'ob-
tient comme une limite, en un sens adéquat, des courantggration le long
des courbeg™"(C), ouC c C? est une courbe arbitraire.

Dans le cadre des groupes paraboliques, il est aussi poskbdéfinir un
ensemble de Julia ou vient se concentrer la dynamique clugotPar exemple,
dans le cas d’'un groupe parabolique localement linéagséibhsemble de Julia
se trouve coincider avec le bord du bassin de linéarisalierplique dans la
section2.2 pourquoi je ne rencontre qu’'un succes partiel dans ma teatee
définir un courant supporté par cet ensemble de Julia.

Au cours de I'étude des groupes hyperboliques élémentdives part, et
paraboliques d’autre part, on est amené a étudier des applis de type Hénon
présentant beaucoup de symétries. En particulier on pgrddaigroupes hyper-
boliques élémentaires maximaux (résolubles mais noneaisla partir d’appli-
cation de Hénon qui sont conjuguées a leur inverse ; et legogeoparaboliques
sont liés a I'existence de suite d’applications de Hénort temcentralisateurs
forment une suite croissante de sous-groupes cycliquestdiet de ces ques-

27



tions transposées dans le contexte du groupe de Cremonagaslair, et fait

I'objet d’'une courte digression, de nature spéculativasda &.3. J'inclus éga-

lement une remarque concernant I'existence de structeresatiuit amalgameé
pour le groupe de Cremona d’une part, et le groupe des aupdrsanres mode-
rés deC3 d’autre part.

Une question naturelle concernant le groupe(&4j est la classification, a
conjugaison pres, des plongements de divers groupesqtiassilans ce groupe.
Par exemple un exemple intéressant, point de départ desanssbordées dans
[8], est celui du groupe fondamental d’'une surface compagatdeligroupe est
naturellement un sous-groupe 8le;(R) € Aut(R?), mais il est moins clair de
voir s’il est possible de réaliser un tel groupe comme un-gpaape hyperbo-
lique général (c’est-a-dire, contenant des éléments byfiques).

Je présente dans la sectidd les résultats de rigidité obtenus dans I'article
[8]. J'illustre également les techniques utilisées dansrtiet@en produisant un
nouvel exemple de plongement exotique du groupe fondaimdntze surface
de genre 2 dans le groupe ARP).

Je termine cette introduction par une bréve présentatidadiele [34], qui
prolonge des résultats obtenus dans ma thése. C’est urefaérquable que
le théoréme de Jung est valable sur un corps quelconque e€e@imettre en
contraste avec le théoreme de Noether concernant le groilu(dth ou I'hy-
pothések algébriguement clos est cruciale. J'exploite da3¥§ [a structure du
groupe AutA?) pourk = C(t) le corps des fractions rationnelles, pour obtenir
une description de certaines classes particuliéres diarghismes en dimen-
sion supérieure. Considérant les grouges(C) et SLy(C) et identifiant leurs
algébres de Lie respective€4 et C3, je m'intéresse aux automorphismesife
etC3 qui respectent I'action adjointe de ces deux groupes sugalgébre de Lie.
Je montre que I'étude se raméne dans les deux cas a complegdoeipe des
automorphismes polynomiaux @ qui préservent une forme quadratique (pro-
venant du déterminant) ; autrement dit le groupe orthogooallinéaire en di-
mension 3. J'avais étudié ce dernier groupe dans ma thesse.[B4 je reprends
et clarifie 'argument qui permet d’établir un isomorphisergre ce groupe or-
thogonal non linéaire en dimension 3 et certains sous-gwde AutC?) a para-
metre polynomial. Autrement dit, on se raméne a une étudesbus-groupél
de Aut(A2) aveck = C(t), ol la dépendance des élémentsiden le paramétre
est polynomiale. Il est bien connu depuis Nagata qu’un telraarphisme a pa-
rametre polynomial peut admettre une décomposition damoliuit amalgameé
Aut(Aé(t)) dont les facteurs vont étre a dépendance rationnelte least alors
possible de transporter ces exemples dans le groupe orthlogan linéaire, et de
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répondre par la négative a une question de Drenski et Yu coaiceune classe
d’éléements candidate a étre un systéme de générateursegroupe.

2.1 Larbre de Bass-Serre

La théorie de Bass et SerréZ] associe un arbre simplicial a tout produit
amalgamé. Je rappelle ici cette construction dans le casatlupp amalgameée
produit par le théorem2; en effet, celle-ci est fondamentale dans plusieurs de
mes travaux.

On définit 'ensemble des sommets de I'arBreomme étant constitué de
I'union disjointe des classes a gauche du groupe{d&@tmoduloA et modulo
E. De fagon similaire 'ensemble des arétes est égal auxedasgauche modulo
S (rappelons que I'on not8 = AN E). Par convention, pour togt € Aut(AE),
larétepSrelie les sommetgA etE. Ce recollement définit un graphe, connexe
puisqueA et E engendrent AL{'A%), et sans boucle du fait de la structure de
produit amalgamé.

Cette construction est analogue a celle du graphe de Cajdeygioupe
libre. A noter cependant que le nombre des classes a gausbA da E modulo
S étant non dénombrable, cet arbre simplicial n’est pas éoeaht compact (de
chaque sommet est issu un nombre non dénombrable d’anéest)cependant
possible de visualiser I'arbre en termes d’organisati@rdets de longueur don-
née : partant de l'aréte &) les arétes voisines correspondent aux mots modulo
Sde longueur croissante 4, etc, et peuvent étre représentées comme sur la fi-
gure2.1, ou les mots commencant par un automorphisme affine sontchgale
I'aréte idS, et ceux commencant par un automorphisme élémentaire sooite.

En décidant que chaque aréte est isométrique au se¢@nginbn définit une
métrique naturelle suf. Le groupe AutA?) agit sur cet arbre par translation a
gauche : pour toute arépSe T et f € Aut(A2), on af - ¢S= (f$)S(idem pour
I'action sur les sommets). On obtient ainsi un plonger%dBtAul(Aﬁ) dans le
groupe des isométries de I'arlifeOn peut en particulier distinguer deux classes
d’automorphismes, en fonction de leur point fixe sur I'arbre

(1) Unautomorphismé induit une isométrielliptique surT, i.e. avec au moins
un point fixe, si et seulement $iest conjugué dans A(Aﬁ) a un automor-
phisme affine ou élémentaire ;

2 |l n’est pas vrai que ce soit un plongement pour tout prodmalgamé : considérer par
exempleSLo(Z) = Z/4x4,,7/6 ou le centreZ/ 2 agit trivialement sur I'arbre. Cependant c’est
bien un plongement dans le cas qui nous occupe.
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aeakE

A ‘aE
mots de mot vide mots de mots de mots de
‘longueurl ‘longueurl  :longueur2  :longueur3

FIG. 2.1 —Quelques arétes et sommets de I'arbi@, & € AN E, e, € EXA).

(2) Un automorphismg induit une isométridnyperbolique surT, i.e. sans au-
cun point fixe, si et seulementgiest conjugué a un mot réduit de longueur
paire dans le produit amalgamé.

Dans le second cas, il existe une unique géodésiquégbéansT sur la-
qguelleg agit par translation. Par ailleursisi= C, en conjuguant encore da8s
et quitte a passer a I'inverse on peut se ramener a une comg@ggplications
de Hénon généraliséggo---o0gs ougi(xy) = (y,R(y) — ax), avec chaque po-
lyndmePR, de degré au moins 2.

2.2 Dynamique des sous-groupes paraboliques

2.2.1 Bref retour sur ma these

Dans ma thése jobtiens une classification des sous-graésetubles de
Aut(C?). Considérant I'action de A(GE?) sur son arbre de Bass-Seffeon dit
qu’un sous-group& € Aut(C?) est :

(1) elliptique, siG admet (au moins) un point fixe dafis
(2) parabolique, si G est non elliptique, et fixe un unique bout@ie

(3) hyperbolique élémentaire si G contient au moins une isométrie hyperbo-
lique et fixe deux bouts d&;
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(4) hyperbolique général si G contient au moins deux isométries hyperbo-
liques avec des géodésiques différentes.

Par construction méme de l'arbre de Bass-Serre, un grolipegele est conju-
gué a un sous-groupe du groupe affine ou du groupe élémerRairailleurs,
un argument simple de ping-pong montre qu’'un groupe hypie général
contient un groupe libre sur deux génératéurs

Il s’agit donc d’étudier les deux cas restants, et dans neetp@btiens :

Proposition 13. Soit G un sous-groupe dkut(C?).

(1) SiG estparabolique, alors G est égal a une union croitsea groupes finis
cycligues. En particulier G est abélien, de torsion, et hjess de type fini;

(2) Si G est hyperbolique élémentaire, alors G est isomogpine produit semi-
direct Z x Z/n ou a(Z x Z/n) x Z/2. En particulier G est résoluble, et
contient un sous-groupe cyclique infini d’indice fini.

Exemplel4 (Groupes paraboliqguedpes exemples de groupes paraboliques ont
été donnés initialement par Wrightd]. A conjugaison pres, tout sous-groupe
parabolique est de la forme suivante.

Soit (pk)k=1 une suite d’entiers> 2, et soient(ay, Bk)k>0 des couples de
racines primitives de I'unité du méme ordre satisfaiget Bo) = (1,1) etaf* =
Ok_1, BEX = Bk_1 pour toutk > 1.

Posonsfy = (agX, Bky). On veut maintenant choisir une sujgg) de compo-
sées d’'applications de Hénon générali$élesfacon a ce que I'union des groupes
cycliquesHy engendrés par les

he= (070 9D f(Ok- - 0n)

donne un exemple de groupe parabolique.

La condition sur legy s’exprime plus agréablement a l'aide de I'arbre de
Bass-Serre. Une suitgy) définit une suite d’arétes (non contiguésﬁi@;ls
0;'9,'S ...,0;'9, 1 9. 'S ... et également une suite décroissante de demi-
géodésiques infinidsy : 'k est définie comme le plus petit sous-arbre contenant
toutes les arétes de la suite précédente & pargf tg;*- - g, 'S. On choisit les
gk de facon a ce que pour tokibn ait

Mk C Fix(hy) maisly_; ¢ Fix(hy)

3 |l faut quand méme éviter la pathologie suivante : deux igesehyperboliques dont les
géodésiques s'intersectent le long d’une demi-géodésiguee connais pas d’argument général
pour exclure cette possibilité.

4 Autrement dit la décomposition de chaqgedans le produit amalgam®@sa-g E est de
longueur paire et commence (a gauche) par un élémeft de
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Il s’agit essentiellement de choisy qui commute avedy_; (et donc aussi
avec tous ledj d'indice j < k), mais pas avedy. Par exemple, en notadt=
ordre(ak_1), Si Ok_1 = Pk_1 on peut prendrey = (y,y41 —x); et sial ; =
Brk_1, Bﬂfl = O_1 avec 2< p,q < d, on peut prendrgy = (y,y? —X) o (y, y9—X).
Exemplel5 (Groupes hyperboliques élémentairégici plusieurs exemples de
la seconde situation dans la propositioh Soitn > 3, a une racinenieme de
I'unité, et posong = (y,y" 1 —x), f = (ax,a~1y), a= (y,x). On vérifie quef
commute aveg? (mais pas aveg), et que I'involutiona conjugueg & son inverse
g~L. Ainsi le groupe(g, f,a) est un groupe hyperbolique élémentaire isomorphe
A(ZXZ/n)xZ)]2.

Si I'on remplaceg parg = (y,y"1 — 2x), alors comme le déterminant jaco-
bien deg est maintenant 2 il n’est plus possible de conjuguarson inverse, et
(g, f) est un groupe hyperbolique élémentaire maximal isomorpghe & /n.

Dans ces deux exemples si I'on rempldcpar f = (ax,ay) on obtient des
produits direct& x Z/n.

Comme mentionné dans l'introduction un automorphisme thyglgjueg ad-
met une dynamique intéressante : il existe des ensemblaﬂide]&i etJ, as-
sociés &, sur lesquels la dynamique (respectivement positive oatié) deg
est chaotique. Pour rendre compte de ces phénoménes onéieut dkes cou-
rants positifs ferméqsg,r ety dont les supports sont exactemé&ﬁtet Jy (voir
Bedford-Smillie B] et Sibony-Fornaesd p]). Les potentiels de ces courants sont
des fonctions plurisousharmoniques appelés les fonctlerSreen associées a
g.

Dans ma these j'établis un lien entre 'action sur l'arbreBiess-Serre et
la dynamique su€?, en montrant en particulier que deux applications de type
Hénonf etg ont mémes ensembles de Julia si et seulement si elles ontsnéme
géodésiques. Ceci ne peut se produire que s'il eristec Z ~ {0} tel quef" =
g™M; ce qui peut aussi s’exprimer en disant que I'ensemble de dalf ne peut
admettre gqu’'un nombre fini de symétries. Ceci est a rappratderésultats de
Beardon, Baker et Erémenk@, [1] dans le cadre des ensembles de Julia des
polynémes a une variable.

2.2.2 Courant invariant pour un groupe parabolique

On a ainsi obtenu une ébauche de dictionnaire entre la théerBass-Serre
et la théorie pluripotentielle, ot chacun des bouts de lalggique Gé@) dans
I'arbre correspond & un courant invariant déifs Il semblait plausible de pou-
voir inclure les groupes paraboliques dans cette correlgyae. Ceux-ci fixant
un bout de I'arbre, il semble naturel de chercher un ensed#lilia et un cou-
rant invariant associés a un tel groupe. Cette vague amaésgisoutenue par
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'argument suivant.

Rappelons la construction du courquai dans le cas d’'un automorphisrge
égal a une composée d’application de Hénon. Choisissonsoumbe algébrique
évitant le point0 : 1 : 0, qui est I'unique point d’'indétermination du prolonge-
ment deg—! aP?, et considérons le couraffit obtenue en intégrant le long de
cette courbe. Alors pour tolkt> 1 le courant(g®)*T est un courant d’intégra-

tion le long d’une courbe de degd®, ouid est le degré de. La suite (gl;)k*T de
courants de masse 1 converge vers le coq@nt

Considérons maintenant un groupe parabolique normélisé€’est-a-dire
sous la forme donnée dans I'exemflé dont on conserve les notations. En
choisissanT comme ci-dessus, pour tokit> 1 le couran{ggo---0g1)*T estun
courant d’intégration le long d’une courbe de depjé, d; oud; = degg;). En
normalisant on obtient une suite de courants de masse 1 :

(gko---001)"T
M.

Si cette suite converge vers un courauy, il est facile de voir ques} est inva-
riant par tout élément dd. Le seul probléeme est que cette suite pourrait conver-
ger vers le courant nul (ce qui revient & dire que Btirelle converge vers le
courant d’'intégration le long de la droite a I'infini).

Dans le cas du courapg cet écueil est évité en considérant un recouvrement

deC? par trois zones qui permettent de coder la dynamiqueg:den écritC? =
VUVTUV™ ouV est compacty ™ est un voisinage dgl : 0: ( etV~ est un
voisinage de0: 1: ( tels que

vzeV~, g2 eV et lg(2)] > |Z|%
vzeV', gl VT etllgt@) > |12
gV)eVvVuv;
g lV)evuvt.

Suivant R0] pourR € R suffisamment grand les définitions suivantes conviennent

5 Le + dans la notation! est la pour souligner I'analogie aqug; cependant il n’y a
pas depy,. On pourrait étre tenté de noter simplemgptmais ceci risquerait de faire penser
a une mesure, par analogie avec la mesure d’entropie maxpgalssociée . L'existence
d’'une mesure rendant compte d’'une hypothétique entropgroupeH est une des questions
mentionnées a la fin d&]], a laquelle je ne sais toujours pas répondre.
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(voir figure2.2) :

V={(xYy);X <RIy <R}
VT ={(xy);[X >R [x > |y|};
VT ={(xy)slyl >Ryl > [x};

FIG. 2.2 — Les fleches donnent une idée de la dynamique par @érmdeg.

Sil'on suppose de plus que la courbe définissant le codrast inclue dans
V UV, alors tous les courantg)*T sont également de support contenu dans
V UVT, ce qui interdit & la limitgy] de mettre de la masse au pojat 1: 0
et donc exclut la possibilité qug soit le courant d’intégration sur la droite a
Pinfini.

Dans le cas d’'un groupe parabolique on peut user exactemenéiohe argu-
ment s'il existe un recouvremet\,V+,V ) deC? qui convient simultanément

pour tous legy;. Je dis dans ce cas que le groupe paraboliquare&irme, et
jobtiens le

Théoreme 16.Soit H un groupe parabolique uniforme. Il existe un couraft pt
positif fermé de typél, 1) et de masse 1 dari®, qui est invariant par H : pour
touthe H on a iy, = W

Un second aspect du papiex]] est la mise en évidence d’exemples patho-
logiques lorsqu’on supprime I'hypothése d’uniformitée€t en fait la mise au
point de ces exemples qui était & mes yeux l'aspect le plésessant de ce
travail, et qui m’avait demandé le plus d’effort. J'obtidas
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Proposition 17. Il existe des groupes paraboliques H sans aucun courant in-
variant (parmi la classe des courants positifs fermés de {lpl) et de masse
finie). De plus on peut produire de tels exemples ou H estéocaht, ou méme
globalement, linéarisable.

L'existence de tels groupdd qui soit localement linéarisables est particu-
lierement surprenante au vue de I'analogie suivante, qusemeblait a priori
naturelle :

Dans le cas d’'un automorphisrgele type Hénon, g3 admet un point pério-
dique attractifp alors le bord topologique du bassin d’attractionpdest exacte-
ment le suppoftdu couranpg, autrement dit 'ensemble de Jullg.

Dans le cas d’'un groupe paraboligdelocalement linéarisable, on s’atten-
drait a ce que le bord du bassin de linéarisation soit le stgjpocourant d’'un
courant invariant pall.

Or cette idée est doublement mise en défaut : d’'une part ibkeogu’'un
groupe parabolique uniforme ne soit jamais localemenaliséable ; en tous cas
je ne sais produire aucun exempletdEerait a la fois localement linéarisable et
ou le théorémé.6 produirait un courant invariant (sans méme parler de vérifie
gue le support du courant est le bord du bassin de linéamgafd’autre part la
propositionl7 dit qu’il existe des exemples sans aucun courant invarsam;
porté sur le bord du bassin ou non.

Je termine ce paragraphe avec quelques commentaires siamoaue qui
m’avait échappée lors de la rédaction 8&][ a savoir que la preuve de la pro-
position17 peut produire des exemples globalement linéarisablesexeanple,
reprenons les notations de I'exemplé, et posons pour tovt > 1 : px = 2,
ay = Pk racine de l'unité d’ordrel, = 2%, et

ok = (Y, skydk +X)o (Y, ckydk +X)o(y, skydk +X)

avec 0< g < ck. Alors si lescy (et donc aussi lesy) décroissent suffisamment
rapidement vers 0 on obtient un groupe globalement lingales

b= lli”c]ogzw—“ogl
est un automorphisme holomorphe@é (on prend des composés jusqu’a I'in-

dice X dans la limite ci-dessus pour avoir des automorphismegtdag I'iden-
tité). D’autre part, une fois les fixés, si I'on prend legy suffisamment petits

6 En particulier sig admet plusieurs tels points attractifs on obtient plusidassins avec le
méme bord topologique. G. Buzzai® f méme construit des exemples avec une infinité de tels
bassins!
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devant lex, on garantit qu’il n’existe pas de courant invariant pa(voir [31,
86.3]).

Ceci semble en contradiction avec le raisonnement suivanH: est un
groupe parabolique étest un automorphisme holomorphe@fetels quepHp 1
soit un groupe de rotations linéairBs= {(ax,py)}, alors on peut prendre une
droite invariante paR et considérer le tiré en arriere pardu courant d’inté-
gration sur cette droite pour obtenir un courant invariaatp. Le point est
gue la propositiod7 ne prend en compte que les courants de masse finie; or la
construction précédente produit un courant certes invepiarH mais de masse
infinie. En effet¢*T est la limite des courani{®k o---001)*T dont la masse,
€gale au degré dgx o --- o0, tend vers I'infini aved. Il resterait a explorer
'idée qu’en admettant des courants de masse infinie ongeesdébarrasser du
résultat négatif de la propositidry.

2.3 Digressions

2.3.1 Transformations réversibles

Dans I'exempl€el5 on a pu constater qu'il existait des automorphismes hy-
perboliques qui sont conjugués a leur inverse dang@yt Ceci est li¢ a la
notion d’application réversible qui est une notion impotéad’un point de vue
physique (voir BQ]). Une condition nécessaire est que le déterminant janobie
soit égal a+-1. On peut montrer par un calcul explicite que tout automisrpk
hyperboligue de déterminant jacobien 1 et de longueur 2 @t domjugué a son
inverse. Cependant, a I'aide de la notion de couleur initedians p1, 81.5] il
est possible de montrer qu’un automorphispig/perbolique de déterminant ja-
cobien 1, générique et de longueur au moins 6, n'est pas go@ja son inverse.
\oici brievement I'argument :

Pour tout chemir® de deux aréte$S gSdont le sommet central est de type
E, on appellecouleur de P la double class&fg1S. La couleur est invariante
sous action de AGC?) sur I'arbre de Bass-Serre, et la géodésique d’un automor-
phisme hyperboliqug de longueur Rportel couleurs qui se répétent de facon
périodique. Si ces couleurs sont deux a deux distinctesujoestjune condition
générique) et di> 3, alors les suites associéegét g~ ! sont différentes (méme
a permutation cyclique prés) ce qui interdig &tg—* d’étre conjugués.

Dans le groupe de Cremona je m’attends a ce que la situatiosirsdaire,
mais je ne connais pas la réponse a la question suivante :
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Questionl8. Est-il vrai qu’un élément génériqlidu groupe de Cremona Bif2)
n’est pas conjugué a son inverse ?

2.3.2 Groupes de torsion

Dans le contexte d’origine des groupes linéaires, I'alitve de Tits s’énonce
de facon légérement différente suivant la caractéristadjueorps de base. Plus
précisément, une hypothese de type fini est nécessaireaaastique positive,
mais est superflue en caractéristique nulle. Ainsi, il parafurel de vouloir se
passer de toute hypothése de finitude pour énoncer uneaditerde Tits pour le
groupe AutC?), ou pour le groupe de Cremona Bi#). Pourtant S. Cantat se
trouve contraint de rajouter une telle hypothése pour prolialternative dans
ce dernier cas7]. Le probleme vient de ce qu’on ne dispose pas d’une classi-
fication suffisamment précise des sous-groupes c{@@jrne contenant aucun
élément hyperbolique. Par exemple je ne connais pas la sépoha question
Suivante.

Question19. Soit H un sous-groupe de torsion dans le groupe de Cremona
Bir(P2), dont le degré des éléments n'est pas borné. Atbesst-il forcément
abélien?

Dans le cadre des automorphismes polynomiaux un tel greaurp sn groupe
parabolique, et donc en particulier abélien.

2.3.3 Produits amalgameés

La structure de produit amalgamé du groupe des automorphkisim plan
est tellement riche de conséquences qu'il est tentant detwdreune structure
analogue dans des situations voisines.

Dans f9] Wright remarque que la présentation par générateurs aiagns
du groupe de Cremona due a Iskovskikh peut s’exprimer eretedhiun produit
amalgameé de trois groupes le long de leurs intersectionsaéeux. Les sous-
groupes en question sardi = (PGL, x PGLp) X Z/2, i.e. le groupe des transfor-
mations birationnelles qui s’étendent en des automorpgssieP! x P1; H, le
groupe de Jonquieres des transformations préservantdeauirdes droites ver-
ticalesx = cte; etHz = PGL3.

Je voudrais maintenant signaler I'existence d’'une straafe produit amal-
gamé qui est moins connue, dans le contexte des automomgghisimdérés en
dimension 3. Rappelons que le groupe des automorphism@sgoolaux modé-
rés deC" est défini comme le groupe engendré par les automorphisiiressadt

" dans un sens & préciser, mais qui devrait exclure les élérdantire fini...
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triangulaires. Dansif] Umirbaev donne un systéme de relations pour le groupe
modéré deC3. Voici une maniére (jespére éclairante) de réinterpréterrésul-
tat.

Etant donnée la compactification @@ en I'espace projectiP® par ajout d’un
plan a l'infini, considérons les drapea(®, p) ou D est une droite a l'infini ep
est un point d®. On peut penser2 comme a une famille de plans paralléles de
C3 (D étant I'intersection d’un quelconque de ces plans aveale dl'infini), et
ap comme a une famille de droites paralleles contenues dandares A l'aide
de ces drapeaux nous définissons une famille de groupesatjéagét le groupe
triangulaireE. NotonsEpp ;) le groupe des automorphismes polynomiaux de
C3, admettant I'origine comme point fixe, tangents a l'idengn ce point, et
préservant le drapedD, p), ou autrement dit préservant les familles de plans et
droites associées(®, p). Ainsi, si[x:y:z: 0] sont les coordonnées homogénes
du plan a l'infini, et si nous prenon3 la droitez=0etp=1[1:0:0:0, alors
E(p,p) st le groupe triangulaire usuel (avec partie linéairedtiey.

Le résultat suivant montre que, contrairement a ce qui seétbé I'opinion
générale, il existe bien une structure de produit amalgamélp groupe modéré
en dimension 3 (dont on peut d’ailleurs se demander si edi@as un équivalent
en toute dimensid.

Proposition 20. Le groupe G des automorphismes modéré€ééixant I'ori-
gine et tangent a I'identité est le produit amalgame des Jf le long de leurs
intersections deux a deux.

Il n’est pas difficile de veérifier que l&5p ,) engendren. En ce qui concerne
les relations, il suffit de vérifier que chacune des relatimtées par Umirbaev
[46] est une relation a l'intérieur de 'un d&p ).

Je dois avouer que je ne suis pas convaincu que I'on puissdaimoindre
conséquence utile de ces structures de produit amalgarss, l@en pour le
groupe de Cremona que pour le groupe modéré (ou plus exautéensous-
groupeG). C’est bien la structure de produit amalgamédeuxfacteurs qui est
essentielle dans le cas du plan affine. Notons cependana guegositior20 est
essentiellement équivalente au fait que le groupe modédéneension 3 n’est
pas égal au groupe A(@®) entier. La preuve repose en effet lourdement sur le
papier 5] de Shestakov et Umirbaev dans lequel ils prouvent qu’ibtexdes
automorphismes non modérés §i#, tel par exemple I'automorphisme de Na-

8En dimension 2 il n'est pas difficile de déduire du théorémelaieg que le groupe des
automorphismes fixant l'origine et tangents a l'identitélegproduitlibre desEp, ou E, est le
sous-groupe des automorphismes préservant le pinceauad&es ghassant par le point a l'infini

p.
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gata. Inversement une preuve directe (géométrique ?) depagition20 aurait
certainement pour corollaire une preuve simplifiée du tasptincipal de 45).

2.4 Plongements de réseaux

2.4.1 Résume des résultats

Trois observations amusantes sont a l'origine de I'artj8le co-écrit avec
Serge Cantat.

D’une part, considérons un automorphisindu plan affine réel qui soit un
homéomorphisme de Brouwer, c’est-a-dire sans point fixedsgovant I'orienta-
tion. Il n’était pas clair qu’un tel automorphisme soit a dymque completement
triviale : par exemple il n'est pas difficile de produire deemples d’homéo-
morphismes de Brouwer analytiques réels admettant unetéinfie bandes de
Brouwer. Cependant on parvient sans trop de mal a prouvetogtieoméomor-
phisme de Brouwer polynomial est globalement analytiquegroenjugué a une
translation (voir 8, proposition 4.5]).

D’autre part, il est possible de produire des sous-groupesside AUQA%)
dont tous les éléments non triviaux sont de type Hénon (diaquemriche sufC<)
et de Brouwer (conjugué a des translationsRfipar la remarque précédente).

Enfin, on peut se demander s’il est possible de plonger deauggplus gé-
néraux de facon exotique dans le groupe(Alﬁb, ouk =R ouC. Un probléme
gue je n'avais su résoudre au moment de ma these était papkxkeEnguestion
de I'existence de plongements du groupe fondamental d'urface de genre 2
dans Au(Aé), de facon a ce que I'image contienne des automorphismepde ty
Hénon. Il se trouve finalement qu’il existe une stratégieégale pour produire
(sans doute) une multitude de tels exemples, sur le doqsR indifferemment
(voir [8, 85.3] et 8.4.2ci-dessous).

Ceci laissait ouverte la possibilité d’une action polynalaiet proprement
discontinue dé 4 (le groupe fondamental d’'une surface de gegjreur le plan
réel. Nous prouvons cependant le résultat négatif :

Théoréme 21([8, théoréme 5.1]) Tout sous-groupe dAut(Aﬁ) isomorphe a
g (0l g> 2) contient un élément distinct de l'identité qui posséde aintfixe
dansA3.

La preuve est basée sur les mémes idées que la constructparafyraphe
suivant : on considére le graphe de groupe obtenu en quanidigrbre de Bass-
Serre par I'action d’un tel groupe. On sait, par un résuétatontant a Stallings,
gu’un tel graphe de groupe provient d’'un certain découpag&adurface de

39



genreg par des courbes simples. En particulier, certains groupegaimentaux
des composantes connexes résultant de ce découpage dirgedes groupes
libres non abéliens. Or il n’est pas difficile de montrer querssous-groupe de
Aut(AZ) ne contient que des automorphismes de Brouwer alors |efisitéurs
des sommets dans I'arbre de Bass-Serre sont tous résolQblebtient ainsi la
contradiction attendue.

Par ailleurs les cas des groupes libres et des groupes femdamx de sur-
faces épuisent la liste des candidats (au moins pour leaugsans torsion), a
cause du résultat de rigidité :

Théoréme 22([8, théoréme 3.1])Soit k un corps, et soit C G un réseau d’un
groupe de Lie réel simple. S'il existe un morphisme injgctiF — Aut(Aﬁ), le
groupe G est isomorpheRS0O1, ou aPSUy , pour un certain n. De plus, si G
est different dé°SO1 2, I'image dep est contenue dans un conjugué du groupe
affine.

La premiére assertion est une simple conséquence de lagiéeofdr). Pour
traiter le cas des group@8$01 , ouPSU1 ,, qui ne satisfont pas la propri&fé),
on utilise un résultat de Shalom4] qui caractérise les actions sans point fixe
d’'un résead” C PSO1 0uPSUy sur un arbre.

2.4.2 Un nouvel exemple de plongement

Je me propose ici de donner un nouvel exemple de plongemé&nt geoupe
fondamental de la surface de genre 2, dansm@. Je commence par expliquer
la stratégie générale, avant de I'appliquer a un exemptepher.

Etant donné& une surface compacte de gegren considére suB un sys-
teme de courbes fermées simples deux a deux disjoiGigs ,, de telle fagon
gue chacune des composantes connex&.deC; admette un groupe libre pour
groupe fondamental. On construit ensuite un graphe de gepujui va coder
comment reconstruire le groupe fondameritgla partir de la donnée de ces
groupes libres. Les courb€sse répartissent en deux types, suivant que leur dé-
coupage vient augmenter le nombre de composantes connexesnplément
ou non. Dans le premier cas (telle la courbe centrale surdagi®)3), on amal-
game deux groupes, suivant la procédure bien connue de vapdfa Dans le
second cas (telle la courbe de droite sur la figuif®, on réalise une extension
HNN, qui consiste a ajouter une « lettre stable » conjuguemntycles de part et
d’autre de la courb€; supprimée. Chaque composante connexe du complément
desC; correspond & un sommet du graphe de groupes, étiqueté pgragre
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fondamental. Chaque aréte est étiquetéeZpaat vient avec deux morphismes
injectifs deZ dans chacun des groupes libres correspondant aux sommets ex
trémaux de l'aréte. Ces deux sommets sont distincts lorsgoeurbeC; est de

type produit amalgamé ; ils coincident lorsque la co@pest de type extension
HNN.

Par ailleurs, sG C Aut(AHZQ) est un sous-groupe d’automorphismes, on peut
obtenir un graphe de groupes en considérant le quotientadgdh deG sur
I'arbre de Bass-Serre. La question suivante est alorseibgur

Question23. Tout graphe de groupe provenant d’'une décomposition d’'une s
face de genrg peut-il étre réalisee par un plongementigedans Au(Ai) ?

FZ.:<a7b> F=(c.d)

FIG. 2.3 — Découpage de la surface de genre 2 et graphe de grarpespon-
dant.

Restreignons-nous maintenant au genre 2. Dans ce casppigsptes il y
a exactement deux facons de découper la sui¥acé#aide d’une seule courbe
('une ou l'autre des deux courbes représentées sur la fiy@rele paragraphe
5.3 de B] montre que chacun des deux graphes de groupes provenadédes
coupages le long de I'une de ces courbes est réalisable.éfayar un peu la
spéculation qui ouvre ce méme paragraphe, a savoir quedasép la question
23 est probablement positive, je me propose ici de donner unat@xemple
correspondant au découpage de la surface par 2 courbes,ecmtigué sur la
figure2.3.

Le graphe de groupes est indiqué sur la figure, et une présentst (je
laisse le lecteur dessiner les cycles correspondant a elggnérateur) :

M>=(ab,cdpqaba’bt=p=cldc=qdq?).
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Je définis maintenant un morphiseer ; dans AufR?). Posongh(p) =
P= (*01 _11) et choisissons un automorphisme triangulaire qui commute avec
P; par exemple= (x+Y?3,y) convient. En considérant un quadrilatére idéal dans
le disque de Poincaré, il est aisé de voir qu'’il existe deutficesA, B € SLa(R)
engendrant un groupe libre et dont le commutateur est égévair [8, Lemme
5.4]). On pose alor(a) = eAe ! et ¢ (b) = eBe . Par ailleurs, il existe deux
matrices paraboliqueS, D € SL(R) qui satisfontD = CP (voir figure 2.4). Il
existe doncM € SL»(R) tel queMDM ! soit triangulaire, et donc commute
avece. On peut vérifier que les matrices paraboliqQ@est D ont méme trace
elles sont donc conjuguée€:= NDN~ avecN € SL,(R). Posons finalement

¢(c) =C, ¢(d) =D etd(q) =g=NM"'eM.

FIG. 2.4 —Les matriced?,C et D = CP sont paraboliques, fixant respectivement
les points au boreb, y etx.

Par construction on a les égalités

P=(eAe l)(eBeh)(eAle ) (eBlel)=C D (2.1)
(NM~teM)D(NM~tem) 1 =cC. (2.2)

En conséquendag: I — Aut(R?) est un morphisme. Reste a voir qu'il est injec-
tif. Ceci peut étre vérifié de facon similaire a la preuve&droposition 5.7]. Je
n’inclus pas les détails, car je ne sais pas simplifier lelgér@rgument de cette
preuve?’, Il est possible que je sois passé ici a coté d’un argumestqaacep-
tuel. En tous cas, le manque d’'un tel argument me semblereipal obstacle
pour répondre positivement a la questitih

dOnacCcP=(2R)(¢ %) =("22") =D, ainsisi les tracea+d etc—a—d deC etD
étaient opposées (2 e2) on auraitc = 0, ce qui contrediraik # o« sur la figure2.4.

10_..dont je suis responsable.
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FIG. 2.5 — Le graphe quotient, un sous-arbre maximal et sonéelansT.

Admettant I'injectivité dep, on peut vérifier que I'on obtient bien le graphe
de groupes attendu en quotientdnparG = ¢(I'2). On représente sur la figure
2.5 le graphe quotienf/G, ou on obtient un sous-arbre maximal en enlevant
I'aréte représentée en pointillés. Suivant la procéduceitgéédans §, §2.4] on
reléve cet arbre maximal dafis Notons tout d’abord que les sommets de type
E sont ici superflus, car ils correspondent a des produitsgamads triviaux du
typeZ = Z 7 Z. Oublions-les, et vérifions qu’on obtient alors le méme beap
de groupe que celui de la page précédente.

D’une part les stabilisateurs des somneAsidA et de I'aréteeA—id A sont
respectivement les groupEs= (¢(a),d (b)), /> = (¢(c),d(d)) et (d(p)), avec
les plongements du troisieme dans les deux premiers proveées égalités) 1).

D’autre part, comm€ = gDg 1, le stabilisateur de 'aréte A— gA est le
groupeZ = (C). Comme I'automorphismg = NM~1eM envoie idA sur gA,
et quegDg ! = C, on récupére les deux plongementsZigansF, = (C,D)
attendus.
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Chapitre 3

Construction de sous-groupes
normaux

Introduction

Je présente dans ce chapitre les articékét [9]. Il s’agit de la construction
de sous-groupes normaux dans le groGp#es automorphismes unimodulaires
du plan affine d’'une part, et dans le groupe de Cremona d’patte

Dans le cas des automorphismes polynomiaux, la structupeodielit amal-
gamé permet d’'appliquer une version de la théorie de laepsititplification,
comme expliqué dans le livre de référence de Lyndon et Scha@pchap.
V.11]. Ceci avait été noté dés 1974 par Danildd][ qui remarque que tout auto-
morphisme suffisamment générique de longueur pai2é satisfait la condition
classiqueC’(1/6), et donc engendre un sous-groupe normal propre. D#ijs [
Jean-Philippe Furter et moi-méme raffinons le résultat dalBaet obtenons le

Théoréme 24.Soit G le groupe des automorphismes polynomiauA@ede
déterminant jacobien 1, et soitd G.

(1) Sif estnon trivial et de longuewt 8, alors le groupe normal engendré par
f est égal a G.

(2) Si f est suffisamment générique et conjugué a un élémémgieeur paire
> 14, alors le groupe normal engendré par f (dans G, ou méme Aat(s%%))
est un sous-groupe strict de G.

La preuve est basée sur la construction de diagrammes dearapdf, dont
on contrble la courbure a l'aide de calculs fins dans l'arteeBdss-Serre. Je
donne une idée de la preuve dans3e28aprés avoir rappelé la construction des

44



diagrammes de van Kampen dans 18

Comme indiqué dans I'introduction d&J], une motivation pour ce travail
était de chercher a montrer, par une méthode analogue, lsimgticité du
groupe de Cremona. En effet en un sens le group@pjrn’est pas loin d'étre
un produit amalgamé : par le résultat d’lskovski][présenté au chapitrg
on peut voir le groupe de Cremona comme le quotient du predogtigamé de
deux sous-groupes par uaeiquerelation. Il restait cependant a voir que seule la
relation principale de I'énoncé du théoreest indispensable : les diagrammes
de van Kampen permettent de visualiser comment la secotatmnese déduit
(de facon plutdt non évidente) de la premiére (vairig3.

Sil'utilisation des diagrammes de van Kampen permet de ¢é&tende facon
convaincante le résultat d’lskovskikh, cette techniqualde par contre devoir
échouer en ce qui concerne la non-simplicité du groupe dm@ra. En effet
la relation imposée étant de longueur trop petite (a sayoioré ne se retrouve
pas dans des conditions de petite simplification : les dragras de van Kampen
que I'on obtient contiennent a la fois des triangles et desnsets de valence
3... Apres tout cela n’a rien d’étonnant, déja dans le momdegdoupes de pre-
sentation finie les groupes satisfaisant la condi@dl/6) ne forment qu’une
petite sous-classe des groupes hyperboliques. Ainsi @arladsique modeéle a
densité di a Gromov, ces propriétés sont satisfaites peesgament respective-
ment pour les densités< 1/12 etd < 1/2 (voir par exemple41, chapitre I]).

La preuve exposée dang][de la non-simplicité de B(EP%) utilise le fait
remarquable que le groupe de Cremona agit par isométriemsespace hyper-
bolique de dimension infinie. Ceci a été remarqué par SergaCagui a exploité
ce fait pour démontrer par exemple que le groupe de Cremdisfiadd’alter-
native de Tits T]. J’avais moi-méme prouvé dans ma thé3d ['alternative de
Tits pour Au{AZ2) en utilisant 'action sur I'arbre de Bass-Serre. I étaittéant
de pousser I'analogie et de chercher a obtenir une preueramtsimplicité qui
soit parallele a 'argument de petite simplification du cafypomial : il s’agit
de faire jouer a I'espace hyperbolique de dimension infiaiedle précédem-
ment tenu par I'arbre de Bass-Serre. |l se trouve que cettegte fonctionne
étonnament bien!

J'explique dans la sectioh 3 comment la non-simplicité du groupe de Cre-
mona se ramene a un critere général concernant un groupenéiges d'un
espace hyperbolique au sens de Gromov. Je donne ensuiteauve gpompléte
de ce critere dans le cas d’'un groupe agissant sur un arbraeAqgque la preuve
du cas général se ramene essentiellement a ce cas partigalien lemme usuel
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qui permet d’approximer uniformément un nombre firde segments d’'un es-
pace hyperbolique par un arbre.

3.1 Diagrammes de van Kampen et petite simplifi-
cation

Dans cette section je décris la construction de diagrammesid Kampen
dans le cas d’un produit amalgamé de deux fact€@utsG, *g,ng, G2. Je veux a
la fois introduire le minimum nécessaire pour kB 3(fin de la preuve du théo-
reme d’Iskovskikh) et le 8.2 (idée de preuve du théorerié), et tenter d’étre un
peu moins aride que dangl]. A noter que si la théorie de la petite simplifica-
tion dans le cas classique d’'un groupe de présentation Shi@en documentée
dans la littérature, les cas d’un produit libre et, pire  dwoduit amalgamé sont
moins bien lotis. En particulier nous avons été incapabéelodaliser une réfé-
rence pour les deux définitions équivalentes de cond@i¢n) (voir [21, lemme
33]). J’en donne ci-dessous une preuve compléte (le@dnsuivant l'idée de
preuve donnée dan&]]), en guise d'illustration des notions introduites dans ce
paragraphe.

3.1.1 Diagrammes

SoitG = Gy *g,ng, G2 un produit amalgame, équipe de la métrique des mots
| - |. Rappelons qu’une compositian - --uy, oU U; € G, est diteréduite (resp.
semi-réduite) si [uz---Un| = |ug|+--- + |un| (resp. sijuibi+1| > || + |Uir1| —

1 pour touti = 1,---,n—1). D’autre part un mot réduit = X1 ---Xm, OU X €

G1 ou Gy, eststrictement (resp.faiblement) cycliguement réduitsim < 1 ou
Si xm etx; sont dans des facteurs différents@é¢resp. le produikyx; n'est pas
dansGi N Gz).

Soit N< G un sous-groupe normal. Les diagrammes de van Kampen sont
un outil combinatoire pour visualiser les éventuelles gificptions qui appa-
raissent lorsqu’on compose des éléments du grolipetroduisons la notion
d’ensemble symétrisé, dont les éléments vont venir étggues régions de nos
diagrammes. Un sous-ensemBlele G estsymétrisési tous les éléments d
sont faiblement cycliquement réduits et si pour togtR, tous les conjugués fai-
blement cycliquement réduits destr —! appartiennent & Dans le cas typique
ou R ne contient que des isométries hyperboliques (pour I'adtiar I'arbre de
Bass-Serre associé3), la conditionr « faiblement (resp. strictement) cyclique-
ment réduits » revient a dire que la géodésique(Géatersecte (resp. contient)
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l'aréte id(G1 N Gp). En particulier, on peut associer un ensemble syméRise
au sous-groupe normal en considérant I'union de tous les élémentd\dti-
blement cycliguement réduits. On peut alors écrire tounél&h € N sous la
forme

h= qurlthl 0--:0 Lbnrnwﬁl,

avecr; € Rpour touti, et tel que chaque factem.’rilp(l soit semi-réduit.
J'explique maintenant comment associer un diagramme eelleddctorisa-
tion deh € N, en illustrant cette procédure générale par I'exemplessitiv

Exemple25. Considéronss = Z x Z, et notonsa, b des générateurs respectifs
de chaque facteur. Supposons @ugoit un ensemble symétrisé contenan=
balfa, r, = ba b labetrs = ab 2ab 1 (r1 etrs sont strictement cycliquement
réduits, alors que; n’est que faiblement cycliguement réduit). Notdws G le
sous-groupe normal engendré parr, etrz. Considérons

h=ba triab trorz e N.

Autrement ditp; = ba ! ety, = 3 =id. Lusage des diagrammes va permettre
de visualiser les simplifications qui aménent a 'égdiité ab tabah

En premiére approximation pour chaque faclp;nrtpi‘l on considere le dia-
gramme en forme de lasso obtenu en juxtaposant des segntiguEstés par
les lettre$ composant le moy;, puis en formant une boucle correspondant au
mot r; (englobant ainsi une régidp;), et enfin en parcourant la premiére série
de segments en sens inverse, ce qui correspcup]‘dlaLe probléme est que ce
diagramme n’est presque jamais réduéu sens ol I'un des deux problémes
suivants apparait :

— ou bienr est strictement cycliqguement réduit, et alors on a deux seggn
consécutifs dans le méme facteur (c’est le cas pour le prdageur de
I'exemple25);

— ou bienr est faiblement cycliguement réduit, et le mot lu en parcotlaa
boucle admet deux segments avec étiquettes dans le mémerfaest le
cas pour le deuxieme facteur de I'exemptg.

On sort de ce dilemme en admettant des demi-segments etrdases® se-
condaires, comme illustré sur la figugel. Dans ces diagrammes les segments

L Comme on considére ici le groupe libFe = (a,b) comme un produit libreZ x Z, les
« lettres » sont de la forme& ou b" avecn € Z. Ceci est différent de la théorie classique dans le
contexte des groupes de présentation finie, ou les lettrad@groupe libre a deux générateurs
seraient limitées &,b,a L etb 1.

2 En faitgry 1 donne lieu & un diagramme réduit si et seulementesit strictement cycli-
quement réduit eb € G1 N Gy, ce qui est le cas pour le troisieme facteur de I'exeraple
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10 p2| Di b ° °
:\. //b o?oﬁo ai &afz al Dy a2
£ 1 &afl D> e>0>—e
a
s 3 St 'd

e — - déjaréduit

FIiG. 3.1 — Les trois lassos de I'exem(i&, correspondant Ba 1riab1, r, et
3.

° ¢ reliant des sommets primaires sont par convention de lanmdudl y a

en principe un sommet secondairau milieu de chaque segment, mais on ne les
représente que lorsqu’ils sont de valence au moins 3. Aingidemi-segment

° o reliant un sommet primaire a un sommet secondaire est deidomg
1/2. Le point bas@ est un sommet primaire distingué.

FIG. 3.2 — Le bouquet de lassos.

On forme ensuite un diagramme planaire en identifiant lestpdiases des
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/\ D1 .id

FiG. 3.3 — Le diagramme de van Kampen réduit.

lassos précédents, et en les disposant dans le sens trigsitpra comme repré-
senté sur la figurd.2.

On obtient ainsi un diagramme ou le défaut de réduction peydreduire
pour les segments se succédant au point base. Lorsque dgnergs successifs
ont des étiquettes dans le méme facteur on peut procédeeadtiguetage local
et a une identification qui fait chuter le périmétre global paou 2 (voir P1,
étape 3 de la preuve du théoreme 36]). Apres un nombre finilde tdentifica-
tions, on obtient un diagramme de van Kampen réduit (voir&@.u). A noter
gue le périmétre des régiobg, D, et D3 est resté constant (égal a 4) au cours de
ces identifications. En parcourant le périmétre de ce dedmgramme a partir
du point basa, on lit le moth = ab~tababcomme annoncé.

3.1.2 Petite simplification

Dans ce paragraphe je prouve I'équivalence entre deux tiéfieipossibles
de la conditionC'(A). Cette équivalence est bien connue dans le contexte des
groupes de présentation finie ; mais J.-P. Furter et moi-nméavens pu trouver
une référence dans le cadre d’'un produit amalgamé. A noteteqtl dans le
point (2) du lemme26 n’apparait pas dans le contexte des groupes de présenta-
tion finie : c’est probablement ce qui a trompé Danilov quinoee mentionné
dans l'introduction de41], utilise une version erronée de la conditicf{1/6)
dans la note14].

SoitRun ensemble symétrisé d’un produit amalga®&é G; *g,ng, G2. Un
motb est appelé unpiéce(relativement &R) s'il existe deux éléments distincts
ri,ro deRtels quer; = be etro = be, soient des écritures semi-réduites. On
s'intéresse en général a des ensembles symétrisés oudes piprésentent une
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petite fraction de la longueur totale dgs(typiquement, 16). Pour éviter des
pathologies, on fera en tous cas I'hypothése que I'enseRIple contient pas
d’éléement qui soit a lui tout seul une piece. Ceci entraine @uc, sont de
longueur au moins 1 dans les décompositions ci-dessusedbgs les éléments
deR ont longueur au moins 2 (car un élément de longueur infé&ieurégale a
1 est automatiquement une piéce).

Lemme 26.Si0 < A < 1 et R ne contient pas de piece, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) Sire R admet une écriture semi-réduite=rbc, ou b est une piéce de R,
alors |b| <Alr|;

(2) Vry,r2 € Rtel que fro # 1,
Irara| > |ra| +|rz| —2Amin{|rq|,|r2|} + 1.

Preuve. Montrons d’abord le fait suivant :

Soientr; = bc; etr, = be des expressions semi-réduites avees ro, et
supposons quih| est maximale parmi toutes les écrituresrgdeet ro de cette
forme. Alors il existeb’ avec|b’| = |b|, etc], c, tels que :

(i) ro=0c) etro =b'c), et ces expressions sont semi-réduites ;
(ii) exactement l'une de ces deux expressions est réduite ;
(iii) I'expression(c;)~1c, est réduite.

L'assertion (iii) étant une conséquence immeédiate deil(8)agit de montrer
que quitte a changdr par un élément de méme longueur, on peut obtenir (i) et
(ii). On noteg une premiére lettfede c;, définie & un élément d8; NG, pres;
doncc; admet une forme réduita = gc;. Posond’ = bgetc, = g~1c,. Suppo-
sons que la derniére letfrdeb soit dansG, . Gy, I'autre cas étant symétrique.

Sibc; etbc, sont toutes deux non réduites, alors en particglierG; . Gj.
Dans ce cas I'expressian = b'c] est réduite, I'expression, = b'c,, est semi-
réduite. etb’| = |b].

Supposons maintenant que les expressipasbc; etro = bc, soient toutes
deux réduites. Alorgy € G1 \ G,. Dans ce cas les expressions= b'c; et
r, = b'c, sont semi-réduites, et on|b/| = |b| + 1, ce qui vient contredire la
maximalité deb.

3L’hypothése R ne contient pas de piéce” permet d’éviter le @$= 0; la notion de pre-
miere lettre dec; | fait ainsi sens.

4Par maximalité déb|, on ne peut pas avolio| = 0, donc la notion de derniére lettre fait sens,
toujours a un élément d&; N G, pres.
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Montrons maintenant I'équivalence des deux assertionsruie.

Supposons (1). Soient,r, € Rtels querirp # 1. Par ce qui précede, nous
pouvons écrirereI1 =bc, ro, = bc, sous forme semi-réduite, ou I'une exactement
de ces deux expressions est réduite, at,de, est réduite. Ainsi :

rara| = e tea| = [c1] + |Gaf = [ra|+ |r2| = 2|b| + L.
Comme par hypothésbk| < Amin{|r1|,|r2|}, nous obtenons (2).

Supposons maintenant (2). 1IS€ R admet une écriture semi-réduite= b,
ou b est une piece dR, il exister’ € R admettant une écriture semi-réduite=
bc avecr # r’. Par ce qui précéde, quitte a remplaogar une piece maximale
on peut supposdr —1r’| = |r| +|r/| — 2|b| + 1. Comme par hypothése r’| >

Ir| + |r'| = 2Amin{]r|,|r'|} + 1, on obtient|b| < Amin{]r|,|r’|}, et donc|b| <
Alr]. ]

Si les assertions équivalentes du lemddesont satisfaites, on dit que sa-
tisfait la conditionC’(A).

Je conclue ce paragraphe en rappelant 'énoncé d’un théarkssique (voir
[36, Th. 11.2, p. 288]), qui illustre comment la théorie de latpetimplification
permet de garantir I'existence de sous-groupes normaux.

Théoréme 27.Soit R un sous-ensemble symétrisé du produit amalgamé G
G1*g,nG, G2. Supposons que R satisfait la conditioli’J avech < 1/6. Alors
le sous-groupe normal engendré par R dans G est distinct de G.

3.1.3 Larelation secondaire d’Iskovskikh

Je complete ici la preuve du théorémel’lskovskikh, dont je reprends les
notations. Les calculs qui suivent sont pour une large pestdlérémy Blanc.

On veut déduire la relation secondaire
(to(=x,y—x))>=id
a partir de la relation principale
(toe)®=id.

Considérons les trois conjuguést o e)3ci‘1 de cette derniére relation, ou

c—11 Co = 1 1 et c3=(—%xY)
1= X7y7 2 = va 3 = ,Y-
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Introduisons

al = L > = 1;)(} et — i}
1= X—l,y ’ 2 = X 7y ag = 1+X,y

et écrivons (en notart= tbr)

cteteteq ' = cteteg ‘ateqt
1(Ge)T(eq )T(aeq )
= TgTfith;.

Dans la derniére ligne on a noté=eg *, g = Geeth; = @eg *. On vérifie
par un calcul direct qugihs = gshy = gohy = (—x,y —X) et quefiffz =id.
A noter que lesy;, ¢; sont des éléments d&N B = PGL2 x PGLy, et que tous
les calculs précédents sont corrects dans le produit amélgaa~g B (et pas
seulement dans le groupe de Cremona). Finalement consgéraomposée de
trois conjugués de la relation principale :

(hptgrtfro)Tfy 1T(h3ngT f3T)Tf11(Tfothotg) = hitg1hatgshotgr
et cette derniere expression est conjuguée a
102h11g1hsTgshy = (To (—x,y —x))° (3.1)

ce qui donne la relation secondaire attendue.

FIG. 3.4 — Le diagramme de van Kampen de la relation secondaire.

Expliguons comment ont été trouvés les calculs précédeitée de départ
était de vérifier s'il était possible de construire un diagnae de van Kampen
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dont les régions soient associées a des conjugués de langighcipale, et qui
admette un sommet de valence 3. Si le lecteur cherche aereéta il finira
probablement par obtenir une variante du diagramme donnk digure 3.4.
Rappelons (voir 8.1) que leso notent les sommets secondaires; on les repré-
sente seulement quand leur valence est au moins 3. A chaesned régions

D; correspond un conjugué de la relation principale : en paectue bord dans

le sens inverse des aiguilles d’'une montre on lit le mot dguenr sixtg;t fith;
(rappelons quds = fz’lffl). Le périmetre externe lu & partir du point base
donne la relation secondaire, sous la foriB€)(

3.2 Automorphismes unimodulaires du plan

Je présente ici une idée de la preuve de I'assertion (2) dueh@24. Consi-
dérons donc un automorphisriec G dont la longueuff| dans le produit amal-
gamé est paire, et au moins égale a 14. On va montrer (sousypothbse de
généricité) que le groupe normal engendré pae contient aucun élément de
petite longueur (a part I'identité).

Sih=id estun élément du groupe normal engendréfpan a vu qu'il était
possible d’écrirdtn comme un produit

h=rigr - Paragyt

ou les facteurspiritpi’l sont semi-réduits, et les sont des conjugués dequi
sont faiblement cycliquement réduits. Autrement ditriesont dans I'ensemble
symetriséR(f) constitué de tous les conjugués faiblement cycliguemehiite
defetf 1

Suivant la procédure exposée a8, on associe alors un diagramme de
van Kampen a cette situation, ou le bord de chaque régioasymond a I'écriture
de I'un degj, et admet donc un périmétre égalfa

On obtient un diagramme planaire dont on veut montrer quedgbtire n’est
pas positive. L'idée générale est que si 'on admet des sdasdeevalence pe-
tite alors il faut pouvoir montrer que les régions ont beancde voisins, et
vice-versa. Les cas limites (courbure nulle) correspondex couples (valence,
nombre voisins}= (6, 3), (4,4) ou (3,6) qui sont réalisés par les pavages régu-
liers du plan euclidien par des triangles, carrés ou hexagon

Une remarque technique, facile mais cruciale, est que gGuieur de 'aréte
entre deux régions voisind3;, D, dont les bords correspondent a des conju-
gueésry,ra de f, est majorée par la longueur de I'intersection GepN Geqry)
des axes des isométries hyperboliqugest r, dans I'arbre de Bass-Serre (voir
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[21, lemme 39]). J'avais essentiellement montré dans ma thésgénérique-
ment une telle longueur est au plus 4. Un calcul analogue(égiussi pénible)
montre que si trois régions se rencontrent en un sommet dacalrois, alors
la longueur de chacune des trois arétes issues de ce sontraatf@as 2. Une
hypothése de généricité est indispensable pour obtenélids estimations; en
particulier dans I'introduction de2[l] nous produisons des exemples d’automor-
phismesf de longueur paire arbitraire tels que le groupe normal esrgsif ))
soit G tout entier.

Comme on sait que les régions ont périmétre au moins 14, dequaétes
entre deux régions ont longueur au plus 4, il estimmédiatouie région inté-
rieure du diagramme admet au moins 4 voisins.

Pour qu’un quadrilatére donne une contribution positive édurbure il de-
vrait admettre au moins un sommet de valence 3, mais alor&ievque les
contraintes ci-dessus l'obligeraient a avoir un périmatrelus 12.

De méme, pour qu’'un pentagone donne une contribution pesitifaudrait
au moins 4 sommets de valence 3, mais ceci implique un pé&graatplus 10.

Finalement le diagramme obtenu admet une courbure négegivgii oblige
le bord a étre grand. Or le mot codé par le bord du diagrammresymond a une
écriture cycliguement réduite d’un conjugué ldleEn particulier, sih était de
longueur minimale dans sa classe de conjugaison, le péemeidiagramme est
égal a la longueur db. Ainsi le groupe normal engendré pane contient pas
d’élément de petite longueur, et donc en particulier n'astg¢gal & tout entier.

3.3 Critere de non-simplicité

Cette section se veut une introduction pédagogique adlarf®], en col-
laboration avec S. Cantat, et en particulier au théoremgu.@onne un critére
général de non-simplicité pour un groupe d’isométries @space hyperbolique.

Dans un premier temps j'introduis la notion d’isométrieidigy qui est une
variante d’une condition de petite simplification, et vérén guise d’illustration
que cette condition est satisfaite dans le caSlg¢Z) agissant sur le demi-plan
de Poincaré.

Je présente ensuite le critére de non-simplicité, et disteitson application
au cas du groupe de Cremona. Je résume en particulier lawctitst d’'un es-
pace hyperbolique sur lequel le groupe de Cremona agit parégies.

Enfin, je donne une preuve compléete du critére de non-siitéptians le cas
d’'un groupe agissant sur un arbre. Ceci permet de se débarrds tous les
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arguments d’approximation et de faire ressortir le jolivengnt combinatoire
qui est quelque peu caché aussi bien dahguie dans l'article de Delzanip,
Lemme 2.4] qui hous a inspiré.

3.3.1 Rigidité sur le demi-plan de Poincaré

Soit G un groupe d’isométries du demi-plan de Poinddré et soitg € G
une isométrie hyperbolique. On dit qgestrigide s'’il n’existe pas de conjugué
f deg dansG tel que I'ax€ de f soit arbitrairement proche de I'axe dePréci-
sément, la condition est : il exis@> 0, € > 0, tel que pour tout conjuguiéde
g, s'il existe un segment de longueBrdans axéf) qui est dans le-voisinage
de ax€qg), alorsf est égal f oug.

Par exemple, siI'on pren@ = SL2(R), il est facile de voir qu’aucune isomé-
trie hyperboliquey n’est rigide : dans le modéle du disque on peut se ramener au
cas ou 0 appartient a I'axe deet en conjuguant par des rotations d’angle petit
on peut produire des conjuguésleg avec axéf) proche le long d’'un segment
arbitrairement long de axe).

Par contre, si I'on considér@ = SL,(7Z), alors on peut montrer que toute
isométrie hyperbolique est rigide. Lorsque nous avons cenud a travailler
sur la non-simplicité du groupe de Cremona, Serge Cantabehr@me avons
indépendamment résolu cet exercice pour nous convainere@iratégie faisait
sens. Voici 'argument de Serge, qui est élémentaire :

SoitA= (2 g) € SL2(Z). On suppose quA induit une isométrie hyperbo-
lique sur le demi-plan de Poincaré, ce qui revient a dire @ued)? > 4. On
calcule les deux points fixes desitués au bord en résolvant I'équation

az+b
=z
cz+d

On obtient les solutions

AE(A) = a—di\/(a+d)2—4.
2c

En particulier le quotient des deux points fixes est

AM(A)  a—-d+./(a+d)?>—4

A(A) a—d—+/(a+d)2—4

5 Laxe d’une isométrie hyperboliqugest 'ensemble des points qui réalisent I'infimum de
d(x,9(x)).
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Supposons maintenant qiée= (2 ) € SL(2,Z) soit un conjugué de\. On
veut montrer que si les points fixas (B) deB sont proches de ceux de alors

A = B*1. Quitte & changeB enB~1, on peut supposer que (B) est proche de
AT (A), et queh—(B) est proche d&~(A). Le quotient\™ (B) /A~ (B) est donc
proche de\"(A) /A~ (A). CommeA et B ont méme traca+d on en déduit que
a—d est proche d& — d’. Ces nombres étant des entiers, on en déduit que

a—d=a-d.

Le fait queA™(B) est proche d& ™ (A) donne alorg’ = c, et donc les points fixes
deA etB coincident. Finalement, les polynémes + (d —a)z— b etcZ + (d —
a)z— b ayant méme racines, on obtiént= b/, et doncA = B.

3.3.2 Non-simplicité du groupe de Cremona‘Bir(IP’(zc)

Dans P], nous prouvons I'énoncé suivant, qui implique la non-diiig du
groupe de Cremona.

Théoréme 28.Soitd> 2, et ge Bir(IP%) une transformation générique de degré
d. Pour ne N assez grand, tout élémeni4id du groupe norma{(g")) engendré
par ¢ dansBir(IP’(%) satisfait I'alternative :

(1) ou bien h est un conjugué dé;g

(2) ou biendegh) > degg") =d".

En particulier((g")) ne contient pas g, et est donc un sous-groupe normal propre
deBir(P2).

La preuve repose sur I'’énoncé général suivant. La noticwodigtrie rigide
dans le cadre d’'un espaééyperbolique est exactement similaire a celle donnée
dans le paragraphe précédent dans le contexte du demigRoidcaré.

Théoréme 29.Soit G un groupe agissant par isométries sur un esgpelcgper-
boligueH. Supposons queg G soit une isométrie hyperbolique rigide. Alors,
pour ne€ N assez grand, tout élémenthid du groupe normal(g")) engendré
par ¢" dans G satisfait I'alternative :

(1) ou bien h est un conjugué dé;g

(2) oubien hinduitune isométrie dont la longueur de tratislasatisfait L(h) >
L(g").

En particulier ((g")) ne contient pas g, et est donc un sous-groupe normal propre

de G.
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Comme le laisse penser la similarité de ces deux énoncéfpigree dernier
théoreme acquis le point essentiel est de trouver un esypeelolique sur le-
guel agit le groupe de Cremona. Voici un résumé de cette remisin.

Considérons I'ensemble de toutes les surfaces qui domitfguer une suite
d’éclatements. Sit: X’ — P2 est obtenu a partir dg: X — P? en éclatant en-
core plus de points, alog= 1t Lo 17: X’ — X est un morphisme ef* plonge
le groupe de Néron-Seveli! (X) ® R dansN!(X') @ R. La limite inductive de
ces espaces vectorigl (X) ® R est appelée #space de Picard-Manin Cet
espace est equipé d’'une forme d’intersection de signétuse . L'ensemble des
élément®D dans cet espace avec auto-intersediiée- 1 forme un hyperboloide
adeux feuillets. On sélectionne le feuillet contenantdsse d’une droite s,
et on le munit de la distance hyperbolique,d) suivant la formule classique

cosid(D,D’))=D-D".

En considérant le complété de cet espace métrique on obtieegpace hyper-
bolique complet de dimension infinié sur lequel le groupe de Cremona agit
fidélement par isométries.

Pour déduire le théoréni8 du théoréeme générabil reste a vérifier qu’une
transformation de Cremona génériggiest rigide. Il s’agit essentiellement de
montrer que sf = ¢gd— est un conjugué dgdans le groupe de Cremona dont
I'axe est proche dg, alors¢ = id. Nous montrons ceci en deux temps : d'une
part un argument général permet de borner le degré d’'énpat 3 ; d’autre part
nous excluons par une analyse au cas par cas l'existenceal’qisz id de pe-
tit degré. Je ne détaille pas ici 'argument, mais veux seal@ mentionner que
c’est a cet endroit de la preuve que des hypothéses sur Ie delpase s’averent
nécessaires : c’est pourquoi j'ai choisi d’énoncer le thgwm28 surC. Cepen-
dant, cette restriction n’est pas essentielle. Nous d@pod’une autre construc-
tion, mettant en jeu des transformations qui se reléventesradtomorphismes
sur des surfaces rationnelles particulieres (dites dee}obil I'on sait prouver
la rigidité indépendamment de la caractéristique (maisenavec I’hypothese
k algébriquement clos). Je soupconne qu’il est possibleaghtad ces techniques
pour montrer que le groupe B]EPE) n'est pas simple, pour tout corps de b&se
(par exemple le corps a deux éléments...). En fait, je pensdagréponse a la
guestion suivante est positive.

Question30. Soit k un corps quelconque. Considérams(x,y) — (Y,y? + X).
Existe-t-il un entiemn tel que le groupe norma{g")) soit un sous-groupe propre
de Bir(P2) ?
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3.3.3 Groupes agissant sur un arbre

J'expose ici une preuve du critéere de non-simplicité (teéw29), dans le
cas d'un groupés agissant sur un arbre régl(au lieu d'un espace hyperbo-
lique quelconque). En particulier ceci redonne une prew&adon-simplicité
du groupe des automorphismes polynomiaux de déterminembign 1, en uti-
lisant I'action sur I'arbre de Bass-Serre : on voit que lesgdammes de van
Kampen sont un outil commode mais non indispensable.

Reformulons tout d’abord la notion de rigidité dans ce nauveontexte.

SoitG un groupe d’isométries d’'un arbre réelUne isométrie hyperbolique
g € G est diterigide s'il existe B > 0 tel que pour touth € G, la condition
diam(axeg(g) N (axgg)) > Bimpliquedpgd—t = goug? (et donc en particulier
¢ (axegg)) = axe@)). A noter que sg est rigide, alors tout itérg", n > 0, est
également rigide.

Je donne la preuve du théore@@ qui repose sur le lemme technigd@
aprées avoir introduit la notion de présentation admissible

Présentations admissibles

Soith € ((g")) un élément du groupe normal engendrégiaiOn peut écrire
h comme un produibmhm_1...hy o0 chaquéh; est un conjugué dg"” ou de son
inverse :

V1< j<m, 3g;€G, hj =gyt ouwjg "yt

Soit Xp € T un point base. On associe trois suites de paiats (bi), et (),
1<i<m, aladonnée du point bagget de la décomposition deen le produit
deshj, en posanta; est le projeté dg_, sur axeh;), by = hi(a) etx = hij(x—1).

NotonsL = nL(g) la longueur de translation @g. Soit[x,y] C T un segment
orienté. Nous dirons qu,y| est unrelateur de taille p/q si d(x,y) > gL, et
s'il existe un conjugué deg" tel quelx,y| est contenu dans I'axe de Quitte a
changerf enf~1, on peut supposer qyeet f (x) sont du méme co6té par rapport a
x. Ceci étant fait, on dit qué est lesupport de[x,y] (et doncf~! est le support
du relateurly,x]). Nous dirons queéx,y| contient un relateur de taillp/q s'il
existe un segmenk,y| C [x,y] qui est un tel relateur. Enfin, un segméxty]
sera ditneutre s’il ne contient aucun relateur de taill¢ 8.

Nous dirons qué,- - - hy est uneprésentation admissiblede h (par rapport
au point basex) si tous les segmenis;_1,a;| sont neutres (et donc également
les segmentf;, xi]).

Lemme 31.L’élément h admet au moins une présentation admissible.
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S~ _axeh ot h

X=X ,=hi(xi—1)
Fic. 3.5 — Preuve du lemni&l.

Preuve. Soithy,- - -h; une présentation dg et soitJ I'ensemble des indices4

i < mtels quelxi_1,a] ne soit pas neutre. Supposons Gureest pas vide (sinon
il N’y a rien a faire), et considéronse J. Il existe doncf un conjugué de"
tel quely,z] = axgf) N [x_1,a] soit un segment de longueur au moii%i_,
avecy € [x_1,2. Quitte & remplacef par f~1, on peut supposer(d(y),z) <
d(f~1(y),2). On écrit alordy comme un produit de trois conjuguésgle

hi = (hif~th Hhy f.

Ceci produit une nouvelle décomposition leet donc de nouvelles suites de
points. En ce qui concerne la suite) on a deux nouveaux pointg,= f(x_1)
etx., = hi(x). Le pointx,, = hif~th7*(x_,) est égal a l'ancien point =
hi(xi—1). Ainsi [xi_1, a] est remplacé par trois nouveaux segments, yl, [x, &
et [x, 1, hi(f(y))] (voir figure 3.5). Les autres segmen{z;_1,aj] ne sont pas
affectes.

Puisquéy, Z] est de taille au moin%L alors le segmerjt, f(y)] est de taille

au pIus%L. On vérifie ainsi facilement que
(i) d(xi-1,y) =d¢ 1, hi(f(y)) <d(x-1,a) — gL ;
(i) d(X,a) < d(xi_1,&) — HL.

Réalisons simultanément un tel remplacement pour chaglieeindansy.
On obtient ainsi une nouvelle présentation poat une nouvelle liste de mauvais
indicesJ’. Si cette liste n’est pas vide, le maximum des longueyrs.d., a;)
pris sur tous les segments non neutpgs1,a;j], j € 3/, a chuté au moins par

%L. Par récurrence, aprés un nombre fini de tels remplacememist@nt une
présentation admissible polr O

Le lemme suivant permet de caractériser les présentatdmssibles avec
un nombre minimal de facteurs.
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Lemme 32. Soit h= hy,---hy une présentation admissible de point bageXil
existe deux indices 3} i tels que hh = hi‘l, alors h admet une présentation ad-
missible de méme point basgoomptant seulement m2 facteurs.

Preuve. Notons que I'on peut supposer> i + 2, sinon il y a une simplification
évidente. La décomposition dhes’écrit

h= hm- "hj+1hflhjfl"'hi+1hihi71-~-h1,
ou éventuellementpeut étre égal a 1, gtpeut étre égal en. Alors
h=hmy- "hj+1(hi71hj71hi) e (hiilhi+1hi)hi71~ ~hy

est une présentation admissible de point bgss comptantn— 2 facteurs. [

Preuve du critére de non-simplicité

Considérons8 > 0 la constante associée a la rigidité gleet choisissons
n> 1 tel que la longueur de translatibn= nL(g) deg" satisfasse

L
L>oB

Soith un élément non trivial dangg")). Fixons un point basexg € axeh).
Le lemme31 dit qu’il existe une présentation admissible

h=hno---ohy

par rapport au pointg. Nous pouvons supposer goeest minimal, parmi toutes
les présentations admissibles pdude point base. Le lemme32 implique
alors queh; est différent deh* pour tout 1< i < j < m. Soient(a), (bi), (%)
les suites de points définies &3.3 Nous introduisons la définition suivante
pour garder I'énoncé du lemn33 raisonnablement concis :

Une suite de point&_g, Co, - - -, Ck, Ck+1) dans{xg,X;] est uneconfiguration
d’ordre k> 1 pour le segmeriko, X;] Si

() La suite est monotone, aveg = C_1 €tXj = Cx41;

(i) Pourtout 0<i < kle segmenic;, ci+1] est soit neutre soit un relateur, avec
les regles suivantes :

() lln'y a jamais deux segments neutres consécutifs;
(b) le dernier segmerity, Ct1] = [Ck, Xj] €st neutre;

6 La preuve va montrer queest hyperbolique, mas priori h pourrait étre elliptique. Dans
ce cas on définit axa) comme I'ensemble des points fixeslde
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(c) le second segmeftyp, 1] est un relateur de taille/a0 sik =1, ou de
taille 8/10 sik > 1;

(d) pour tout autre relatele;_1,c;|, aved > 1, la taille est 310 si[c;, Ci+1]
est neutre et 210 sinon.

(iii) Pour tout 0<i <Kk, si[ci,ci+1] est un relateur, alors il existe un indite
avec 1< | < mtel queh, soit le support du relatedc;, ¢ 1].

A noter que les propriétés (ii) et (iii) ne concernent pasegnsent initialXo, Co|.

Lemme 33. Pour tout j=1,---,m, il existe k> 1 tel que le segmeriko, X;]
admette une configuration d’ordre k.

De plus si j> 2 et k=1 alors le segment initiglxo, co] de la configuration a
longueur au moingsL + B.

Preuve. La preuve est par récurrence guQuandj = 1 il suffit de poseicy =
a1, c1 = by pour obtenir une configuration d’ordre 1.

Supposons maintenant gixg, x;] admette une configuration d’ordkeNous
voulons trouver une configuration d’ordké pour [Xg,Xj+1]. Nous travaillons
dans le tripodel’ C T défini par les pointo, Xj, Xj+1. Nous notong le point
de branchement dE (par conventiorp = x; dans le cas ol est dégenere).

Les inégalités suivantes sont immeédiates, en se souvenanig.1, bj1]
est un relateur et qu®;j, aj+1], [bj+1,Xj+1] sont neutres :

Fait 34. (1) Si[ci,Ci+1] est neutre alors
diam([aj;1,bj11]Nci,Ci1]) < %L;

(2) Si[ci,ci+1] estun relateur alors

diam([aj;1,bj11] N[ci,Ci+1]) < B;
diam([x;,aj41] N[ci,Gi+1]) < fpLs
diam([bj41,Xj4+1] N[Ci,Ciy1]) < 1—60|-

On en déduit le
Fait 35. (1) Le segmenbj,1,aj+1] n'est pas contenu dans le segmg@gtx;| ;
(2) Le segmeny, c1] n'est pas contenu dans;j,1,X;j].

En effet supposons qulej;1,aj+1] C [Co, Xj]. D’aprées le faiB4 (1), [bj+1, aj+1]
intersecte au moins un relateja, ¢i11] ; le fait 34 (2) implique que[ci,Ci+1]
n'est pas contenu dana;, 1,bj1] : il doit intersecter 'une des extrémités de
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co Co
p X; p A1 X
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bj+1 bj+1
Xj+1 Xj+1

(@) (b)

FIG. 3.6 — Les deux cas dans la preuve du len3@e

[@j11,bj+1]. Donc [aj41,bj41] intersecte au plus deux relateurs et un segment
neutre ; on obtient I'inégalité contradictoi%L > 2B+ 1—60L > L.

De méme s[co,cl] [le,x,] un raisonnement similaire donnerait I'inéga-
lité contradictoireB + -8 10 > 1 L

Ceci implique que le segment ouvéxf. 1, p[ contient le pointbj, 1, et que
le segmenixg, p[ contient le pointy. On obtient en fait les minorations :

Fait 36. Le segmenico, p| est de longueur au moin%oLJr B, et le segment
[bj1, p] est de longueur au moingL.

En particulier le tripodd n’est dégénéré ni exy ni enx;,1. Pour conclure,
nous distinguons deux cas en fonction de la positioa;ge par rapport au point
de branchemer.

Premier cas: aj41 € [Xj+1, p] ou d@j1,p) < 1—10L; voir figure 3.6 (a).

Il suffit de posercy = aj41 Siaj+1 € [Xj+1, P, OUCH = p Sinon, etcy = bj 1
pour obtenir une configuration d’ordre 1 pdxs, Xj11]. Ce cas inclut la situation
oux; est un sommet dégénéré du tripdde

Le fait 36 donne la seconde assertion du lemme.

Deuxieme cas aj;1 € [p,Xj] et d@jy1,p) > iOL voir figure 3.6 (b).

Il existei > 0 uniguement déterminé tel que le segnjent;_.1] contiennep.

On distingue encore deux sous-cas suivant la natufe ae, 1] :

Si[ci, Gi+1] est neutre alorg;, p| I'est également.

Si [Gi, Ci+1] est un relateur alors par le fét (2) le segmentp,ci11] est au
plus de longueuB, et [ci11,Ci12] est neutre. Ainsi le relatedc;, ¢i;1] a taille
3/10, et[c;, p] est encore un relateur de tailld1D.

Par ailleurs par le faiB6 le segmentp,bj,1] est un relateur de taille/30.
Donc dans les deux sous-cas en gardantjl@®ur j <i, et en posanti 1 = p,
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Ci+2 = bj+1 on obtient une configuration d’ordre- 2 pour[xg, Xj+1]. O
Nous pouvons maintenant terminer la preuve du critére desimoplicité :

Preuve du théoreme9. Par le lemme3il existe(c;) une configuration d’ordre
k pour [xo, Xm|. Rappelons que(do, xm) = L(h).

Sik > 2, on a au moins deux relateurs distincts : le prenjdgre; |, de taille
8/10, et le dernieficc_1, ¢, de taille 3/10. On conclut que(h) > 1L > L.

Si k =1, on bienh est conjugué &", ou bien par la seconde assertion du
lemme33on a dxop,Co) > 1—10'-+ B. D’autre part dco,c1) > %L, et de nouveau
on obtientL(h) > L+B > L. O
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