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Résumé

Dans le cadre de la télédétection spatiale au service de |'agriculture, nous nous intéressons a |'ex-
ploitation d'images a haute résolution temporelle pour estimer les paramétres d’'un modéle d'évolution
temporelle de I'indice de surface foliaire (LAI) d'une culture. Ces informations utilisées en complément
d’un modéle de développement sont susceptibles d’améliorer la prévision de rendement sur une région
agricole. Les acquisitions effectuées au cours du temps sur une méme zone, assimilables 3 des données
longitudinales sur une population de pixels, fournissent des valeurs de LAl ajustables par une fonc-
tion non linéaire caractérisant les phases de croissance et de sénescence de la plante. Actuellement,
cette fonction est ajustée en considérant séparément chaque pixel. Pour traiter I'ensemble des pixels
simultanément et exprimer explicitement les variabilités intra-pixel et inter-pixels, nous proposons une
modélisation par paramétres aléatoires.

Nous présentons une étude bibliographique des différentes spécifications d'un modéle a paramétres
aléatoires. La variabilité intra-pixel s’exprime a un premier niveau par une structure de covariance sur
le terme résiduel d’une régression non linéaire classique. A un second niveau, une loi de probabilités
sur les paramétres du modéle non linéaire traduit la variabilité inter-pixels. Selon les hypothéses que
I'on admet sur cette distribution, on a recours a des approches non paramétriques (sans restriction sur
la forme de la distribution), paramétriques classiques (la famille des distributions est imposée), voire
bayesiennes (approche paramétrique complétée par une information a priori sur les paramétres de la
distribution). Dans notre cas, nous justifions |utilisation d'un modéle paramétrique classique comme
une premiére étape vers |'emploi de méthodes non paramétriques moins restrictives.

Dans le cadre du modéle paramétrique, nous passons en revue diverses méthodes d’estimation
rencontrées dans la littérature. Elles sont fondées soit sur le traitement séparé des individus soit sur la
maximisation d’une vraisemblance globale. Dans ce dernier cas, diverses stratégies ont été proposées:
mise en ceuvre de |'algorithme EM, approximation numérique (Monte Carlo, quadrature gaussienne),
modification du modéle initial en un modéle ot la vraisemblance est plus facile a maximiser (linéari-
sation, pseudo-vraisemblance). La convergence, la normalité asymptotique et I'efficacité de ces divers
estimateurs dépendent de conditions différentes selon les méthodes. Certaines, dont la linéarisation,
nécessitent un nombre d’individus et un nombre de dates par individu qui tendent vers |'infini. Pour
d’autres (pseudo-vraisemblance), le nombre de dates peut étre uniformément borné. Nous établissons
une synthése des propriétés des estimateurs issus de ces diverses méthodes; ceci comble un vide dans
la littérature qui se consacre généralement aux aspects numériques des méthodes.

Les exemples traités dans la littérature sont généralement de petite taille par rapport a notre pro-
bléme. Pour juger du caractére opérationnel des méthodes, nous mettons en ceuvre des comparaisons
sur données simulées. La premiére série de tests nous permet de valider dans notre cas I’'emploi de la
méthode par linéarisation. Ensuite, une deuxiéme série montre que I'estimation par linéarisation dans
le modéle a paramétres aléatoires présente une plus grande robustesse que |'approche par pixel face a
des conditions défavorables : faible nombre de dates, données fortement bruitées. Enfin, nous étudions
I'influence de structures spatiales dans la simulation de données. Nous mettons d'abord en évidence
que la présence d’une structure spatiale sur le bruit n’influence pas la qualité de |'estimation des pa-
ramétres du modéle. Ensuite, la simulation de paramétres avec des corrélations spatiales inter-pixels
montre que |'estimation par linéarisation parvient a retrouver les zones homognénes ainsi simulées a
condition que le bruit résiduel ne soit pas trop important.

Pour illustrer les travaux et conforter les précédents résultats, nous procédons a une étude com-
parative des estimations par pixel et par linéarisation sur un jeu de données réelles.

Mots-clés : modele non linéaire mixte, données longitudinales, image satellite, SPOT /Végétation,
suivi de cultures.
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Abstract

In the spatial remote sensing for agriculture framework, we deal with the use of high temporal
resolution images to estimate crop leaf area index (LAI) nonlinear time evolution model parameters.
These information used with a crop simulation model can improve yiel prediction over a large area.
Regular measurements over the same area, assimilable to longitudinal data, give LAl values that can
be fitted by a nonlinear function caracterizing plant growth and senescence. At present, the nonlinear
model is fitted with a per-pixel based approach. To deal with the whole pixels simultaneously and
to express explicitly within-pixel and between-pixels variability, we propose to use random parameter
nonlinear models.

We present a bibliographical study of different specifications for the random parameter nonlinear
models. Within-pixel variability is stated at a first stage through a covariance structure on the residual
term of a classical nonlinear regression. At a second stage, a probability distribution on the nonlinear
model parameters represents the between-pixels variability. According to the assumptions made on
this distribution, we use non parametric approaches (no restriction on the distribution form), classical
parametric (the distribution is assumed to belong to a particular family), or bayesian (parametric
approach completed by an a priori information on parameters distribution). In our case, we justify
the use of a classical parametric model as a first step to less rectrictives methods as non parametric
ones.

In the parametric model framework, we study several estimation methods. They are based either
on individuals processins or on the maximm likelihood. In the latter case, several strategies were
proposed: EM algorithm implementation, numerical approximations (Monte Carlo, Gaussian quadra-
ture), transformation of the initial model where the likelihood is easier to be maximised (linearisation,
pseud-likelihood). Estimators consistency, asymptotic normality and efficiency rely on different condi-
tions according to the methods. As the linearisation, some methods needs both an infinite number of
individuals and an infinite number of dates per individual. For others (pseudo-likelihood), the number
of dates can be uniformly bounded. We establish a synthesis of estimators properties; this fill in a
lack in the bibliograhy which is mainly concerned with numerical aspects.

Examples in the articles are usually small-sized in relation with our problem. To evaluate the com-
putational efficiency of the methods, we perform comparisons on simulated data. The first tests serie
enables us to assess, in our case, the use of the linearisation method which the main advantage is its
computational efficiency facing numerical approximations based methods. Then, a second serie shows
that the linearisation estimation in a random parameter model is more robust than per-pixel based
approach towards unfavourable conditions: low number of dates, strong-noisy data. Finally, we study
the influence of spatial structures in the simulation process. The estimation via a random parameter
model is not more disturbed when the noise is spatially structured. Moreover, it get different areas
if the parameters are spatially correlated provided that the noise remains relatively low. Simulating
data according to spatial structures show that the estimation through random parameters get this
structure without specifying it in the model.

To illustrate these works, we implement a comparative study of per-pixel and random parameter
based approaches on a real dataset.

Key-words : nonlinear mixed effects model, longitudinal data, satellite image, SPOT /Végétation,
crop monitoring.
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Introduction

L’intérét majeur du suivi de cultures réside principalement dans la connaissance, voire
la prédiction des récoltes. Cette information revét une importance primordiale pour 1’en-
semble des acteurs de la chaine agro-alimentaire, des agriculteurs aux décideurs politiques.

La complexité du probleme de prédiction de production implique que 'on essaie de
tirer profit de toutes les sources d’information disponibles. Au c6té des données de terrain
et climatiques, dont I'utilisation est classique, les données issues de la télédétection spatiale
prennent une place de plus en plus importante. L’exhaustivité spatiale et la répétitivité
des mesures en sont les principaux avantages. Les données radiométriques permettent
d’identifier les couverts végétaux, de caractériser leur état et de suivre leur évolution au
cours du cycle végétatif.

Pour pouvoir tirer profit des données satellites, celles-ci doivent étre en accord avec le
phénomeéne étudié. Lorsqu’il s’agit du suivi de cultures, la croissance parfois rapide de la
plante nécessite des informations fréquentes (Bouman, [9]). De méme, I'identification des
cultures nécessite une résolution spatiale relativement haute pour s’adapter & la taille des
parcelles agricoles. Or, une contrainte liée aux caractéristiques techniques des satellites
empéche de disposer d’images a haute résolution spatiale & une fréquence temporelle
d’acquisition élevée. Afin de pouvoir fournir des informations pertinentes, il convient de
combiner les deux types de données : haute résolution spatiale/faible résolution temporelle
et haute résolution temporelle/faible résolution spatiale.

Le traitement des données a haute résolution temporelle par des techniques de désa-
grégation (Faivre et Fischer [34], Cherchali et al. [13]) offrent la possibilité de séparer
les caractéristiques propres a chaque théme observé en mélange; on peut ainsi disposer
d’une mesure ciblée sur la culture d’intérét avec un pas de temps relativement court. Ces
techniques sont généralement basées sur une connaissance a priori du plan d’occupation
des sols, susceptible d’étre établi a partir des données & haute résolution spatiale.

Toutefois, les données de télédétection, aussi pertinentes soient-elles en termes de réso-
lutions spatiale et temporelle, ne suffisent pas & mener a bien une prédiction de production.
Ces informations doivent étre utilisées soit dans un modéle statistique, soit en complé-
ment d’un modéle de simulation de culture (Delécolle et al. [25]). Plus précisément, les
données issues de la télédétection peuvent servir de parametres d’entrée du modéle de
simulation au méme titre que les données terrain, météorologiques, hygrométriques ete...
Une autre procédure, potentiellement complémentaire & la précédente, consiste & effectuer
un for¢age du modéle de simulation par I’évolution temporelle d’une variable d’état de la
culture, comme l'indice de surface foliaire. De cette facon, on impose des contraintes a
la simulation de croissance sur la base de données recueillies par télédétection. Dans ce
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cas, les informations fournies au modéle de simulation correspondent & I’ajustement d’un
modéle d’évolution de I'indice de surface foliaire sur des données relatives & chaque pixel
et a chaque date d’acquisition.

[.’étude présentée ici se focalise sur un modéle d’évolution temporelle de 'indice de
surface foliaire avec comme objectif de mieux représenter le développement de la culture
tout au long du cycle végétatif. Cette étape qui survient aprés la mise en ceuvre éven-
tuelle de techniques de désagrégation dans le traitement des données de télédétection est
essentielle pour la prise en compte d’une dynamique temporelle ; elle permet de lier les
informations acquises a des pas de temps discrets.

Actuellement, ce type d’étude est mené en considérant les pixels des images indépen-
damment les uns des autres [32, 33|. C’est partant de ce constat que nous avons choisi
d’orienter les travaux vers I’étude d’une méthodologie permettant de traiter ’ensemble
des pixels simultanément.

Les modéles non linéaires a parameétres aléatoires permettent de répondre favorable-
ment a cette attente. Ces techniques, apparues dans les années 80 essentiellement dans le
domaine de la pharmacologie, sont destinées & permettre la modélisation d’un ensemble de
courbes non linéaires en prenant en compte les variabilités intra-individu et inter-individus
(Davidian et Giltinan [22]). Le cas typique d’application de ces modéles est I’étude clinique
sur plusieurs individus de la réponse & un produit injecté dans 'organisme. I.’objectif de
ce type d’étude est de modéliser par exemple la diminution de la concentration du produit
au cours du temps. Les mesures sont logiquement affectées par les variabilités intra- et
inter-individus précédemment évoquées.

La complexité du modéle ne permet pas en général une résolution simple de 'estima-
tion par maximum de vraisemblance. Aussi, diverses stratégies ont été développées pour
remédier & ces difficultés d’estimation. Elles prennent généralement en compte I’estima-
tion des paramétres de population et les prédictions individuelles. Les différences entre
les méthodes apparaissent aussi bien dans la spécification des modeéles (approches pa-
ramétriques ou non paramétriques) que dans les procédures d’estimation (linéarisation,
approximation de la vraisemblance etc...). Ces méthodes sont généralement présentées et
éventuellement comparées d’un point de vue quasi-exclusivement numérique sur des jeux
de données réels ou simulés de petite taille par rapport au probléme de suivi de cultures
que nous souhaitons aborder. La taille des jeux de données traités est de l'ordre d’une
dizaine de mesures pour quelques dizaines d’individus alors que les images que nous avons
a traiter comportent un nombre de pixels supérieur au millier et sont acquises en quantité
variant selon la durée d’étude et pouvant se compter par dizaines sur une période de
plusieurs mois.

Cette étude bibliographique nous conduit & orienter les travaux de thése vers I’étude
des modéles non linéaires a parameétres aléatoires. L’aspect théorique est abordé via les
propriétés des estimateurs issus des méthodes paramétriques. L’accent est cependant mis
sur la mise en ceuvre des modéles non linéaires a parameétres aléatoires sur des jeux de
données simulés de la taille des problémes liés au suivi de cultures par télédétection.

Le premier chapitre de ce mémoire est destiné & situer le cadre de 1’étude dans le
contexte général du suivi de cultures par télédétection spatiale. Les enjeux du suivi de
cultures pour différentes tailles de la surface d’étude sont évoqués et face a ces enjeux,
nous évoquons les apports de la télédétection spatiale pour améliorer les procédures mises



en ceuvre pour ’estimation des productions, principal objectif du suivi de cultures. Néan-
moins, il est reconnu que les données satellites seules ont une utilité restreinte. Leur
intérét réside dans une utilisation conjointe avec des modeéles de développement. Pour
cela, il convient de fournir & ces modéles des informations pertinentes sur 1’évolution de
la plante. Les transformations des données brutes vers I'utilisation d’informations utiles
par l'agronome sont détaillées dans la suite. La fin du chapitre est consacrée au traite-
ment statistique des données de télédétection. Le constat de certaines insuffisances dans
ce traitement nous conduit & formuler la question de recherche basée sur 'utilisation des
modéles non linéaires a paramétres aléatoires.

Le deuxiéme chapitre présente quelques généralités sur le modeéle non linéaire a para-
meétres aléatoires. La prise en compte des variabilités intra-individu et inter-individus est
détaillée. Nous proposons une revue des différentes spécifications suggérées dans le cadre
de ces modeles. Selon les hypothéses que 'on suppose sur la variabilité inter-individus,
on choisira parmi les approches non paramétrique, semi-(non)paramétrique, paramétrique
classique et paramétrique bayésienne.

Le troisiéme chapitre est consacré a I'estimation dans les modéles non linéaires & para-
metres aléatoires dans le cadre de I’approche paramétrique classique. Devant les difficultés
de calcul de la vraisemblance, diverses stratégies basées sur des approximations ont été
développées. Nous proposons une classification des méthodes d’approximation en distin-
guant d’abord celles basées sur le traitement séparé des individus et celles considérant
comme critére le maximum de vraisemblance. Une synthése des propriétés théoriques des
estimateurs issus de ces diverses méthodes clot ce chapitre.

Le quatriéeme chapitre repose sur une étude par simulation du modéle non linéaire
a paramétres aléatoires. Une premiére série de simulation compare diverses méthodes
d’estimation par approximation dans les modéles non linéaires a paramétres aléatoires
sur des jeux de données de taille comparable au probléme du suivi de cultures. L’objectif
de la seconde série de tests est de comparer ’approche actuelle par pixel a I’estimation par
linéarisation dans un modele non linéaire a paramétres aléatoires. Enfin, une troisiéme
série teste la méthode d’estimation par linéarisation sur des données simulées selon une
structure spatiale.

Le cinquiéme et dernier chapitre présente ’étude d’un jeu de données réelles axée éga-
lement sur la comparaison des estimations pixel par pixel et par parametres aléatoires.
Nous disposons sur une zone de 36 x 36 km? d’images & haute résolution spatiale grace
auxquelles nous pouvons considérer diverses configurations pour l’analyse des données.
La présentation des résultats sous forme cartographique est une maniére d’illustrer une
des utilisations potentielles des estimations des paramétres d’un modéle d’évolution tem-
porelle de I'indice de surface foliaire sans passer par un modéle de développement de
cultures.
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Chapitre 1

La télédétection spatiale au service de
I’agriculture

Ce chapitre situe les travaux de thése dans le contexte général de la télédétection
spatiale au service de I'agriculture. Dans une premiére partie, aprés avoir défini des termes
techniques liés a la télédétection, nous évoquons conjointement des problématiques d’ordre
agronomique et les apports potentiels de la télédétection spatiale a celles-ci. Par la suite,
nous nous plagons dans le cadre de l'utilisation des données recueillies par les capteurs
embarqués sur le satellite SPOT 4; leur exploitation constitue le cadre applicatif des
travaux de thése. Nous présentons alors la chaine de traitement des données qui, & partir
de mesures de réflectances, fournit des données interprétables en termes d’évolution de
culture. Le cadre de travail étant précisé, un état de I'art sur le traitement statistique
des données de télédétection est proposé. C’est 'analyse de cet existant qui conduit &
la définition de la question de recherche. Un glossaire des termes techniques liés a la
télédétection spatiale est fourni en annexe.

1.1 Généralités

La définition de termes techniques liés a la télédétection spatiale nous permet de
mieux discuter ensuite les apports potentiels des données satellitaires pour les besoins de
I’agriculture. Selon la taille de la zone d’étude, les informations utiles sont de natures
différentes bien que généralement directement reliées a la rentabilité économique.

1.1.1 Définitions liées a la télédétection spatiale

En préambule & cette section, nous citons la définition de la télédétection donnée
dans le glossaire des termes officiels de la télédétection aérospatiale [99]. La télédétection
est « 'ensemble des connaissances et techniques utilisées pour déterminer des caracté-
ristiques physiques et biologiques d’objets par des mesures effectuées a distance, sans
contact matériel avec ceux-ci ». Une définition un peu plus détaillée est fournie par Bonn
et Rochon [7]: « La télédétection est la discipline scientifique qui regroupe I’ensemble des
connaissances et des techniques utilisées pour I'observation, I’analyse, 'interprétation et
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la gestion de I’environnement a partir de mesures et d’images obtenues a 1’aide de plates-
formes aéroportées, spatiales, terrestres ou maritimes. Comme son nom l'indique, elle
suppose ’acquisition d’information & distance, sans contact direct avec I’objet détecté ».
La télédétection est dite spatiale quand les mesures sont effectuées & partir d’un satellite
en orbite autour de la Terre.

1.1.1.1 Caractéristiques techniques des capteurs de télédétection

La nature des données recueillies par télédétection spatiale dépend des caractéristiques
techniques des capteurs embarqués sur le satellite. Nous nous restreignons a quelques
définitions concernant la précision des images recueillies par les capteurs.

Reésolution spatiale

La résolution spatiale d’un capteur est définie & partir de la surface minimale obser-
vable au sol. Plus la résolution spatiale est grande, plus la surface minimale observable
est petite. Dans ce cas, le capteur « voit » des détails plus petits; 'image est plus pré-
cise. On parle de haute résolution spatiale lorsque la taille du pixel, unité élémentaire de
I'image, représente au sol une zone de c6té de 'ordre du metre a la dizaine de métres.
Une faible résolution spatiale correspond grossiérement a des pixels kilométriques ou plus
vaste encore.

On aurait tendance & préférer systématiquement des images a haute résolution spa-
tiale aptes & fournir des détails, mais selon 1’objectif poursuivi des images de résolution
kilométriques sont tout a fait satisfaisantes. Le choix du type d’images dépend de 1’ob-
jectif poursuivi. Par exemple, si I’on souhaite observer le développement urbain dans une
agglomération, on aura intérét a obtenir des images précises pour pouvoir distinguer les
nouveaux batiments et les nouvelles routes. En revanche, si ’on s’intéresse a des parcelles
agricoles aux Etats-Unis, des images de résolution kilométrique seront suffisantes.

Résolution temporelle

En termes de traitement du signal, la résolution temporelle est le plus petit intervalle
de temps séparant deux réalisations successives du signal. Pour un capteur satellitaire,
cela équivaut & la fréquence d’acquisition des images d’une méme zone et donc a la période
de révolution du satellite. Nous retiendrons cette définition méme si certains satellites sont
capables de viser latéralement et d’augmenter ainsi la capacité de re-visite.

Comme pour la résolution spatiale, la résolution temporelle doit étre adaptée a 1’évé-
nement dynamique a surveiller. Pour étudier des phénoménes relativement lents comme
la fonte de glaciers ou la croissance d’une forét, des images a quelques années d’intervalles
suffisent. En revanche, lors de la phase de croissance d’une culture annuelle, phénomeéne
beaucoup plus rapide, il est important de disposer d’informations fréquentes de I'ordre de
quelques jours.

Reésolution spectrale

La résolution spectrale correspond a la largeur des bandes spectrales d’un capteur. Plus
la résolution spectrale est fine, plus la largeur des bandes spectrales des différents canaux
du capteur sont étroites. Celle-ci peut varier trés fortement selon les capteurs: de 'ordre
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du nanométre, voire moins, pour des capteurs hyperspectraux, & plusieurs centaines de
nanomeétres pour des capteurs panchromatiques.

Comme pour les deux autres caractéristiques, le choix de la résolution spectrale dépend
de l'objectif visé. Un capteur a large bande spectrale suffit pour différencier des classes
distinctes comme l'eau et la végétation. En revanche, des classes plus spécifiques comme
par exemple différents types de cultures ne sont pas aussi faciles a différencier et nécessitent
I'utilisation de capteurs & bande spectrale plus fine.

1.1.1.2 Contraintes liées a ’utilisation d’un satellite

Dans un cas idéal, nous disposerions quotidiennement d’images & haute résolution
spatiale acquises dans une bande spectrale relativement étroite. Dans la pratique, ce type
de données n’est pas accessible car les capteurs sont soumis & des contraintes.

Compromis spatial-temporel

La relation entre la fréquence d’acquisition et la résolution spatiale s’exprime & travers
la fauchée du satellite.

F1G. 1.1 — Représentation de la fauchée d’un satellite d’observation de la Terre [11].

La fauchée d’un satellite, représentée sur la figure 1.1, peut étre définie comme la
largeur du couloir observé par le capteur. Si la fauchée de l'instrument est large, une
trés grande surface au sol est « vue ». Dans ces conditions, une méme zone est observée
méme si le satellite ne se situe pas exactement a sa verticale. Ceci a pour conséquence
d’augmenter la fréquence d’acquisition. Or, bénéficier d’une large fauchée est équivalent
pour un observateur humain a ’oeil nu, & disposer d’une vue d’ensemble sur la cible, ce
qui se fait au détriment de la distinction de détails. Dans le cas du capteur satellitaire,
cela implique une faible résolution spatiale.

A Tinverse, si la fauchée est étroite cela équivaut & un observateur humain regardant
a travers des jumelles. Il voit les détails mais sur une surface moins étendue. Pour le
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satellite, la surface vue étant étroite, il faut attendre un nouveau passage exactement a la
verticale de la zone d’étude pour disposer d’une nouvelle image. La résolution temporelle
est donc plus faible que pour un capteur a large fauchée.

Ce compromis entre les résolutions spatiale et spectrale d’un capteur satellitaire est
illustré sur la figure 1.2.
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FiG. 1.2 — [llustration du compromis entre résolution spatiale et résolution temporelle @
partir des données relatives aux satellites SPOT 4 (capteurs HRVIR et VEGETATION),
NOAA (capteur AVHRR), CBERS (capteur WFI) et LANDSAT (capteur TM).

En représentant les satellites comme un point ayant pour coordonnées la résolution
spatiale et la résolution temporelle, on constate qu’aucun point n’apparait au-dessous de
la ligne pointillée illustrant la contrainte. Par ailleurs, il est évident que le coin haut-droit
du graphique, correspondant & des faibles résolutions spatiale et temporelle, n’est pas
intéressant en pratique.

Compromis spatial-spectral

Le méme type de contrainte existe entre la résolution spatiale et la résolution spectrale.

Une résolution spatiale élevée correspond au sol & des surfaces minimales observables
de petite taille. Au niveau du capteur, cela se traduit par une diminution de la quantité
d’énergie recue pour une unité élémentaire au sol. Pour augmenter la quantité d’éner-
gie atteignant le capteur sans réduire la résolution spatiale, il faut élargir 'intervalle de
longueurs d’onde détecté par un canal du capteur. Cette opération réduit donc la résolu-
tion spectrale du capteur. Inversement, une résolution spatiale plus grossiére permet une
résolution spectrale plus fine.

L’illustration du compromis entre résolution spatiale et résolution spectrale pour un
capteur satellitaire (Fig. 1.3) améne le méme commentaire que la figure 1.2. Aucun point
n’apparait dans le coin proche de 'origine du graphique, ce qui montre la difficulté de
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FiGg. 1.3 — [llustration du compromis entre résolution spatiale et résolution spectrale &
partir des données relatives auz satellites IKONOS, SPOT J (capteurs HRVIR et VEGE-
TATION) et QUICKBIRD (multispectral).

disposer a la fois de hautes résolutions spatiale et spectrale.

Volume d’informations

La quantité d’informations recueillies apparait également comme une contrainte a
I'utilisation de données satellites. La manipulation des données implique non seulement
le stockage sur la plate-forme satellitaire mais aussi la transmission au sol de ces données.

A titre d’exemple, considérons un capteur dont la fauchée est de 1000 km et la réso-
lution spatiale de 100 m. Avec ce capteur, on souhaite acquérir une image centrée sur la
France assimilable a un carré de 1000 km sur 1000 km. Une telle image est donc constituée
de 10000x 10000 pixels dans chaque canal d’acquisition. Si ’on considére un codage des
pixels sur 1 octet (8 bit) et compte tenu du fait qu'une image en couleur est le résultat de
la superposition de trois canaux, la taille d’une telle image est donc de 3x10000x10000
octets, soit 300 Mo. Cela correspond en pratique a stocker seulement deux images sur un

CD-ROM.

Conclusion sur les contraintes

Compte-tenu des diverses contraintes liées & la construction des capteurs et a la ma-
nipulation des données, un capteur optimal selon les trois résolutions précédemment évo-
quées n’existe pas.

Nous excluons de notre étude le recours a des capteurs aéroportés pour lesquels les
contraintes exprimées précédemment n’ont pas forcément lieu d’étre. Leur inconvénient
majeur est de ne pas offrir la méme exhaustivité spatiale que les capteurs satellitaires sur
de grandes surfaces.

La section suivante présente quelques objectifs liés & 'agriculture. Dans chacun des
cas de figures proposés, les caractéristiques techniques des capteurs permettant d’obtenir
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des informations pertinentes s’imposent naturellement.

1.1.2 Problématiques liées a 1’agriculture

Les enjeux du suivi de cultures sont différents selon la taille de la zone d’étude. Dans
cette section, nous évoquons ces enjeux dans différents cas de figures sur une échelle allant
de la parcelle agricole a la couverture mondiale. Nous présentons dans chaque cas quels
peuvent étre les apports de la télédétection spatiale.

1.1.2.1 Echelle parcellaire

Au niveau d’une parcelle agricole, les problémes rencontrés sont liés & la mise en ceuvre
d’une agriculture de précision. On pourra consulter a ce sujet les dossiers de I'Institut Tech-
nique des Céréales et des Fourrages (ITCF, [101]). Le principe de 'agriculture de précision
réside essentiellement dans la prise en compte des hétérogénéités intra-parcellaires pour
ajuster au mieux les pratiques culturales aux besoins de la plante tout en respectant I’envi-
ronnement. En repérant précisément les endroits qui nécessitent un apport en engrais, on
le limite & ces zones. Ceci implique une diminution du cotit engendré par ’achat d’engrais
et le respect de I’environnement.

Les apports de la télédétection dans ce cas de figure sont limités d’une part, par
la résolution spatiale des capteurs et d’autre part, par la durée entre I'acquisition des
données et leur mise & disposition au niveau de ’exploitation agricole. Pour 1’agriculture
de précision, la télédétection aéroportée semble actuellement préférable, en complément
de données terrain.

1.1.2.2 Bassin de collecte

A un niveau supérieur a la parcelle ou au regroupement local de parcelles, se situent
les bassins de collecte. Sous ce terme, on peut englober des entités administratives comme
des départements ou des régions, mais également d’autres zones plus ou moins vastes non
délimités administrativement (bassin parisien par exemple).

A cette échelle, I’enjeu principal réside dans ’estimation des productions agricoles.
Pour cela, en considérant une production comme le produit d’une superficie par un ren-
dement, on distingue deux types de taches a accomplir:

— calculer la superficie des surfaces cultivées,

— estimer le rendement des cultures par un suivi temporel.

Superficie de surfaces cultivées

Généralement, les mesures satellitaires & haute résolution spatiale permettent d’obtenir
des résultats satisfaisants pour I’estimation des superficies, notamment par des techniques
de classification qui seront présentées ultérieurement (Cf. section 1.3.2).

Estimation du rendement

L’estimation du rendement est beaucoup plus complexe. En effet, ce dernier est grande-
ment influencé par les conditions météorologiques sujettes & des variations inter-annuelles
parfois importantes. De plus, d’éventuels accidents climatiques (sécheresse, inondation)
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et/ou risques naturels (maladies, attaque parasitaire, invasion d’insectes...) peuvent éga-
lement influer sur le rendement. C’est donc par un suivi régulier des cultures que l'on a
acces a une estimation fiable du rendement.

L’apport de la télédétection spatiale réside dans 'utilisation de capteurs optiques a
haute résolution temporelle, qui peuvent fournir, sous réserve de conditions d’ennuagement
favorables, des informations quotidiennes sur la santé des cultures et ainsi aider & mesurer
I'impact des phénomeénes météorologiques et autres accidents sur la santé des plantes.

Les données satellitaires en elles-mémes ne suffisent pas & produire une estimation de
rendement. Elles sont généralement utilisées en complément d’un modéle de fonctionne-
ment de cultures (Delécolle et al. [25]).

Cette stratégie est une alternative aux méthodes de prévision de rendement classiques
basées sur des méthodes statistiques de régression. Dans la pratique, elles consistent en
une liaison statistique entre des observations réalisées par le passé durant la période de
développement des cultures avant la récolte, et le rendement final observé. Cette relation
est alors appliquée a I’année en cours. Les observations sont soit liées & ’état de la culture
(nombre de plants, d’épis...) soit de nature météorologique (température, hygrométrie...).
En régle générale, ces méthodes donnent des résultats décevants [41] essentiellement par
manque de robustesse vis-a-vis de conditions différentes par rapport aux années de réfé-
rence.

Les travaux menés dans le cadre de cette theése se situent essentiellement a 1’échelle
de bassins de collecte. Nous reviendrons plus en détail sur le suivi régulier des cultures
et sur l'introduction de données de télédétection dans les modéles de fonctionnement de
cultures dans la section 1.2.

1.1.2.3 Echelles nationale, continentale et mondiale

A une échelle supérieure a celle des bassins de collecte, on retrouve les nations, les
continents, et au plus haut niveau, la totalité du globe terrestre.

A ces niveaux, une prévision précise et précoce de I’état des productions agricoles est
un atout majeur dans la gestion du commerce international des matiéres premiéres agro-
alimentaires. En termes de marché, cela revient a prévoir ’offre, qui peut varier fortement
selon les régions et les années, et déterminer ainsi les prix. Dans cette optique, un pays, ou
une union de pays, n’est pas seulement intéressé par sa propre production mais également
par celle des autres pays a des fins de politique commerciale internationale.

La télédétection spatiale offre une méthode siire et efficace de recueil d’informations
objectives, exhaustives et homogénes :

— L’objectivité des informations est assurée par des mesures physiques liées a la pré-
sence et au développement des cultures.

— L’exhaustivité des informations est apportée par une couverture totale du globe par
les satellites. Il est impossible de prétendre & une telle exhaustivité par des enquétes
sur le terrain.

— L’homogénéité résulte du fait que ce sont les mémes moyens qui sont mis en ceuvre
pour ’ensemble du globe. Ceci permet de lever 'incertitude vis-a-vis des statistiques
officielles calculées individuellement par chaque pays.
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A titre d’exemple, disposer d’une carte comme celle représentée sur la figure 1.4 est un
atout important pour la stratégie commerciale et peut également permettre de prévenir
les crises alimentaires afin de mieux adapter des actions & caractére plus humanitaire.
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FiG. 1.4 — Carte des perspectives des récoltes et des pénuries alimentaires dans le monde,
novembre 2000, FAO/SMIAR (Organisation des Nations Unies pour UAgriculture et I’Ali-
mentation / Systeme Mondial d’Information et d’Alerte Rapide sur lalimentation et
Uagriculture), [82].

Un autre exemple, au niveau européen, est le controle par télédétection spatiale des
déclarations de surfaces cultivées effectuées par les exploitants agricoles subventionnés
dans le cadre de la Politique Agricole Commune.

Dans ce méme cadre, les informations satellitaires permettent de contréler les surfaces
cultivées par des pays en situation de surplus alimentaire. De plus, les amendes en cas de
dépassement des quotas de production sont définies a partir d’estimation des productions,
d’ot I'intérét d’en améliorer la précision.

1.2 Contexte de ’étude

Dans cette section, nous sortons du cadre général du suivi de cultures par télédétection
spatiale pour préciser dans le cas de cette étude les étapes entre 'acquisition de données
par le systéme embarqué sur SPOT 4 et I'estimation des paramétres d’un modéle d’évo-
lution temporelle de I'indice de surface foliaire éventuellement introduits ensuite dans un
modéle de fonctionnement de cultures.

Comme le décrit Baret [2], le lien entre la productivité d’une culture et sa réflectance
dans certaines longueurs d’onde reléve de deux relations de disciplines différentes :

— l'une d’ordre physique entre la structure du couvert végétal et sa réponse radiomé-
trique,
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— l'autre d’ordre biologique entre 1’état de la culture et 1’évolution de sa structure
traduite par exemple par 'indice de surface foliaire.

Les étapes dans le traitement de données satellitaires reflétent la prise en compte de
ces deux relations.

1.2.1 SPOT 4

1.2.1.1 Caractéristiques des capteurs HRVIR et VEGETATION

Le satellite SPOT 4 lancé en mars 1998 est une plate-forme qui dispose d’instruments
dédiés a l'observation de la Terre. Il s’agit des capteurs HRVIR (Haute Résolution dans
le Visible et 'InfraRouge) et VEGETATION. Ces deux capteurs différent par leurs réso-
lutions spatiale et temporelle, en revanche, ils effectuent des acquisitions dans des plages

de longueurs d’onde communes, ce qui rend complémentaires les images issues des deux
capteurs.

HRVIR est a haute résolution spatiale avec des pixels de 20 m sur 20 m et une fréquence
d’acquisition de 26 jours. VEGETATION est un capteur a haute résolution temporelle,
quotidienne, avec une résolution spatiale d’un kilométre carré.

La figure 1.5 illustre de maniére schématique la différence entre les deux capteurs
caractérisée par la fauchée.

VEGETATION

FiG. 1.5 — Représentation schématique de la différence de fauchée entre les capteurs HR-
VIR et VEGETATION.
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1.2.1.2 Mesures de réflectances

Le principe des mesures de réflectances par un systéme optique passif est décrit sur la
figure 1.6.

F1G. 1.6 — Principe de fonctionnement d’un capteur passif [11].

Contrairement aux systémes actifs, principalement de type radar, les capteurs optiques
passifs courtes longueurs d’onde ont besoin de la lumiére du soleil pour effectuer les
mesures. En pratique, le nombre d’images disponibles est donc directement dépendant
des conditions atmosphériques, en particulier de 'ennuagement.

Pour comprendre comment les mesures de réflectances différent selon le type de sol
rencontré, la figure 1.7 propose un zoom au niveau du sol de la figure 1.6.

FiG. 1.7 — Réflectances au niveau du sol sur trois surfaces différentes: sol nu, eau, végé-
tation [11].

L’étude de la végétation nécessite des mesures de réflectances dans les longueurs d’onde
autour du rouge (R) et du proche infrarouge (PIR). La figure 1.8, extraite du guide de
I'utilisateur de VEGETATION en ligne [81], présente les caractéristiques spectrales du
capteur VEGETATION.

Les mesures de réflectances dans le proche infrarouge sont un témoin de l'activité
photosynthétique de la plante. Les réflectances dans le rouge, en complément avec celles
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FiG. 1.8 — Caractéristiques spectrales du capteur VEGETATION. Extrait du Vegetation
User Guide en ligne [81].

dans le proche infrarouge, permettent de mieux distinguer la végétation des autres types

de sol.

1.2.2 Indices de végétation
1.2.2.1 Calcul et choix d’un indice de végétation

Méme si elles permettent de distinguer le couvert végétal du sol nu, les réflectances
dans le rouge et le proche infrarouge sont rarement utilisées directement. Elles sont en
général combinées pour calculer des indices de végétation qui font le lien entre la réponse
radiométrique d’une culture et sa structure végétale. De nombreux indices (Tab. 1.1) qui
ont pour but de limiter I'influence de facteurs extérieurs comme par exemple la réflectance
du sol, ont été proposés.

Parmi les indices de végétation présentés dans le tableau 1.1, un des plus couram-
ment utilisés est l'indice de végétation de différence normalisée (Normalized Difference
Vegetation Index, NDVI). Son utilisation est justifiée par Vignolles [88] par les raisons
suivantes :

— le NDVT est faiblement sensible aux propriétés optiques du sol,
— il normalise I'effet des pentes,

— le profil temporel du NDVI permet de distinguer des types de couvert ayant une
phénologie différente,
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‘ Dénomination ‘ Formule ‘ Référence ‘
Rapport % [50, 89|
Indice de végétation normalisé NDVI = 1}3%212 [74, 86]
Indice de végétation transformé TVI=+NDVI+0.5 [24]
Indice de végétation perpendiculaire | PV I = sin(a) x PIRcos(a) x R [71]

TAB. 1.1 — Quelques indices de végétation. Dans 'expression du PVI, a est une constante
dépendant du type de sol.

— cet indice a été relié a divers caractéres descriptifs de la physiologie du couvert dont
I'indice de surface foliaire [3].

Le PVI fait également partie des indices les plus souvent utilisés. Il présente la parti-
cularité d’étre calculé & partir d’une relation linéaire entre les réflectances dans le rouge
et le proche infrarouge.

Dans la section suivante, nous nous intéressons a la derniére propriété évoquée du
NDVI: la possibilité de le lier a l'indice de surface foliaire (LAI, Leaf Area Index) qui
représente une mesure de la superficie du feuillage par unité de surface au sol. Autrement
dit, c’est la surface foliaire totale d’une plante divisée par la surface de sol qu’elle occupe.

Une définition et un exemple de calcul sont donnés dans le tutoriel de télédétection
du Centre Canadien de Télédétection [11]:

Le LAI est calculé en sélectionnant une surface couverte de végétation et en tragant
un cube tmaginaire de la surface du sol a la cime des arbres. Dans ce cube imaginaire, on
mesure la surface d’un coté de toutes les feuilles vertes planes (ou la moitié de la surface
totale des aiguilles de coniféres). La superficie foliaire est divisée par la superficie au sol
sélectionnée et le résultat représente 'indice LAI. Par exemple, si une surface au sol de 1
m? est sélectionnée et que la superficie foliaire est de 4 m?, lindice LAI est de: LAI — J
m? /1 m? = /.

1.2.2.2 Du NDVI au LAI

Dans la chaine de traitement des données de télédétection, a la suite du calcul d’un
indice de végétation, vient la conversion de cet indice en une caractéristique traduisant
I’évolution de la structure végétale. Cette étape correspond a la relation entre I’état de la
culture et I’évolution de sa structure. Nous utiliserons I'indice de surface foliaire. Baret et
Guyot [3] ont mis en évidence une relation semi-empirique entre les indices de végétation
et 'indice de surface foliaire:

IV = IV + (IV, — IV,,) x e=KivxIAD (1.1)

ou IV représente 'indice de végétation du sol nu, I'V,, la valeur asymptotique de I'indice
de végétation quand le LAI tend vers infini (en pratique LAI > 8) et Ky est un
coefficient qui contréle la pente de la relation.

L’inversion de la formule (1.1) permet alors de convertir un indice de végétation en

LAT (Cf. [32] pour la conversion du NDVI et [33] pour le PVI).
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1.2.3 Modéle d’évolution temporelle du LAI

Dans cette partie, nous décrivons le modéle d’évolution temporelle que nous utilisons
par la suite. Nous en présentons également ses utilisations potentielles.

1.2.3.1 Modéle de Baret

Nous considérons le modéle paramétrique d’évolution temporelle du LAI proposé par
Baret [2]. L’expression du modéle comme combinaison de deux termes en exponentielle
permet de traduire les phases de croissance et de sénescence de la plante, comme le montre
la figure 1.9.

]

I K K=7.5; a=8

b=2.5; T,~0.4

T

LAI / N

y,
T, )

{ T
J (e 04 e (W3 1 1,2 1.4 1,6
Temps exprimé en 1000 degrés-jours

FiG. 1.9 — Allure du modéle d’évolution temporelle du LAI proposé par Baret [2] pour les
valeurs de paramétres K = 7.5,a = 8,b = 2.5, T, = 0.4 avec le temps exprimé en milliers
de degrés-jours et la contrainte T, = log(1 + exp(a x T.))/b.

Le modéle s’écrit

LAI(t) = f(t,5) = K (ﬁ _ em_m) (1.2)
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ou t représente le temps exprimé en somme de températures a partir d'une date fixe
et 8 = (K,a,b,T.,T,) est le vecteur des parameétres du modele. Nous aurons recours a
la contrainte 7, = log(1 + exp(a x T.))/b pour faciliter les procédures d’estimation et
notamment pour éviter d’estimer 7T, inférieur a 7., ce qui contredit I'interprétation des
parameétres (Cf. ci-dessous) mais qui peut arriver lorsque ’on ne contraint pas le modéle.

La figure 1.10 est une représentation séparée des deux termes du modele d’évolution.

10

FiG. 1.10 — Distinction des deux sous-modéles du modéle de Baret liés respectivement a
la croissance (y1) et a la sénescence (y2). Les valeurs des paramétres sont les mémes que

pour la figure 1.9 (K = 7.5,a =8,b=2.5,T.=04).

Les équations séparées du modéle global sont présentées dans le systéme

K
yl(taﬁl) = T Ty
I+ et (1.3)
valt, Bo) = —K x =T

ou (y1,51) et (y2, 32) représentent respectivement les données et les parameétres pour les

phases de croissance et de sénescence.
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La premiére équation du systéme (1.3) est un modele logistique simple & trois pa-
ramétres (K, a,T.). Il permet de modéliser la phase de croissance de la culture avec un
point d’inflexion en ¢ = T.. La courbe représentative du modéle admet une asymptote
horizontale en y = K.

La seconde équation de (1.3) est un modéle exponentiel négatif. Il vient s’ajouter au
premier terme pour modéliser la phase de sénescence de la plante. Il contraint la courbe
générale & s’annuler en t = T,.

Avec les détails fournis par la décomposition du modéle, les paramétres du modéle
d’évolution sont plus facilement interprétables en termes de croissance et de sénescence
de la plante:

— Le paramétre K correspond au LAI maximal qui serait atteint théoriquement en
I’absence de sénescence. En pratique, c’est un majorant du LAI maximal.

— Les paramétres T, et T, sont des indicateurs de moments-clés dans la période d’évo-
lution de la plante: T, est la durée entre la levée de la culture et I'accélération
maximale de la croissance foliaire, cet indicateur est considéré comme un témoin de
précocité; T, marque la fin du cycle de vie de la plante ou la récolte.

— Les parameétres a et b sont des indicateurs des vitesses de croissance et de sénescence
de la plante: plus le paramétre a est élevé plus la croissance est rapide, plus le
paramétre b est élevé plus la sénescence est rapide.

1.2.3.2 Utilisation d’un modéle temporel du LAI

Nous évoquons ici deux utilisations potentielles des estimations des paramétres d’un
modele d’évolution temporelle de LAI: la contribution a la prévision de rendement via le
forgage d’un modéle de simulation et I'interprétation des résultats sous forme cartogra-
phique.

Contribution a la prévision de rendement

Nous venons de voir que les données de télédétection peuvent conduire & ’expression
de I’évolution de I'indice de surface foliaire d’une culture. Pour contribuer & la prévision
de rendement, ce type d’information doit étre utilisé en complément d’'un modeéle de
fonctionnement (Delécolle et al. [25]), par exemple en forcant ce modeéle & se caler sur la
courbe d’évolution du LAT.

Les modéles de fonctionnement de cultures sont un moyen d’obtenir une prévision de
rendement. L’objectif de ces modéles est de simuler les principaux processus intervenant
dans le développement de la plante: croissance et bilans en eau, azote et carbone du
systéme sol-culture. Une multitude de modéles existent, certains spécifiques a une culture,
d’autres génériques. On pourra se référer a Brisson et al. [10] pour une revue de ces
modéles.

Nous nous intéressons principalement au modele STICS (Simulateur mulTIdiscipli-
naire pour les Cultures Standard, [10]) dont le but principal est de simuler 'effet du
climat, du sol et des pratiques culturales sur la production en termes de quantité et de
qualité. Avec un pas de temps journalier, STICS simule le comportement du systéme
sol-culture sur une année. Un indice thermique, exprimé en degré-jour, controle le déve-
loppement de la culture. Ce développement se traduit notamment par une évolution de
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I’indice de surface foliaire. Les nombreuses variables d’entrée du modéle recouvrent les
points suivants:
— le climat : températures (amplitude, maximum, minimum), précipitations, radiations
solaires...
— les itinéraires techniques choisis par ’exploitant agricole: date de semis, irrigation,
fertilisation...
— le sol: quantité de carbone, taux d’absorption d’eau, température du sol en fonction
de la profondeur...
— la plante: nombre de grains, taux de croissance, profondeur des racines...
La prévision du rendement de la culture apparait comme une des sorties du modéle
de simulation.

Cartographie des parameétres

Les courbes ou les parametres estimés peuvent également étre interprétés directement
en cartographiant les valeurs estimées (Fig. 1.11)

FiG. 1.11 = Cartographie des valeurs estimées du parameétre K du modéle de Baret sur
une zone 12 x 10 km extraite des données traitées au chapitre 5.

Cette représentation permet de distinguer des zones oil les valeurs estimées sont élevées
(zone foncée a droite de 'image sous la diagonale bas-gauche/haut-droit). L’interpréta-
tion agronomique de ces fortes valeurs permet de dire par exemple que cette région a
connu des conditions climatiques idéales pendant la phase de croissance permettant au
blé d’atteindre une surface foliaire maximale.

1.3 Analyse de D’existant

Dans cette section, nous détaillons les deux types de données disponibles: haute ré-
solution spatiale et haute résolution temporelle. Nous présentons ensuite les traitements
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statistiques actuellement effectués sur chacun de ces types de données.

1.3.1 Les données

Pour assurer le suivi des cultures a partir de la plate-forme SPOT 4, on dispose des
données issues des deux capteurs VEGETATION et HRVIR. La figure 1.12 illustre la
différence entre des images issues des deux capteurs. Quelle que soit la grandeur repré-
sentée (réflectance, indice de végétation, LAT ...), les images HRVIR de résolution 20m
sur 20m (a gauche sur la figure 1.12), permettent de distinguer nettement les différentes
parcelles présentes sur la région étudiée. En revanche, c’est loin d’étre le cas sur la méme
image dégradée a la résolution de VEGETATION (image de droite de la figure 1.12). Ce
probléme est rencontré lors d’acquisitions en Europe Occidentale ot la taille des parcelles
est inférieure & la résolution spatiale du capteur de fréquence quotidienne. C’est pourtant
ce capteur qui dispose de la fréquence d’acquisition adéquate pour le suivi de cultures.

-

Fi1G. 1.12 — Eztrait (zone au sol: 2 x 2 km) d’une image SPOT/HRVIR de résolution
20mx 20m acquise auzx environs de la ville de Chartres le 18 mai 1992 et méme extrait

dégradé a la résolution de VEGETATION 1kmx 1km.

Sur une période de six mois, on peut disposer approximativement de six images HRVIR
et de plusieurs dizaines d’images VEGETATION (Fig 1.13).

Le nombre d’images disponibles pour chaque capteur est volontairement sous-estimé
ici pour rappeler les difficultés d’acquisition en cas de conditions climatiques défavorables.
Pour cette raison, au lieu d’utiliser directement les images quotidiennes, on a recours &
des synthéses décadaires d’images. Ces synthéses périodiques consistent a produire une
image & partir des dix images quotidiennes précédemment acquises en favorisant celles
bénéficiant de conditions d’acquisition favorables. Cette opération revient & supprimer
I’effet des nuages.

En pratique, les images HRVIR et VEGETATION sont utilisées & des fins différentes :

— définir le plan d’occupation des sols de la région d’étude grace a la haute résolution

spatiale,

— assurer le suivi des cultures grace aux données fréquentes de VEGETATION.
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FiG. 1.13 — Valeurs de NDVTI calculées a partir des mesures de réflectances dans le R et
le PIR sur une zone d’environ 40 x 40 km autour de la ville de Chartres a différentes
dates du 22 avril au 31 aodt 1998.

1.3.2 Traitement des données a haute résolution spatiale

Dans notre cas, I'intérét majeur des données a haute résolution spatiale est leur apti-
tude a la détermination du plan d’occupation des sols.
Ceci est possible sous certaines conditions:

— la résolution spatiale du capteur permet de distinguer les différentes parcelles. C’est
le cas avec HRVIR et sa résolution de 20 m sur 20 m, comme on le voit sur la
figure 1.12 & gauche,

— la mesure effectuée par le capteur est différente pour chaque théme observé sur
I'image.

Cette seconde condition n’est pas toujours respectée notamment si des cultures diffé-
rentes sont observées a des stades phénologiques proches. Pour remédier & ce probléme,
des techniques de classification sont appliquées sur plusieurs images prises a diverses dates.
En général, trois ou quatre images, prises & des périodes variées durant ’année, suffisent
a déterminer avec succés un plan d’occupation des sols (Maselli et al. [61] et Vifias et
Baulies [87]). La fréquence mensuelle des acquisitions a haute résolution spatiale n’est pas
un obstacle pour atteindre cet objectif.

Diverses techniques de classification sont utilisées dans le cadre du traitement de don-
nées de télédétection. On pourra se référer a [41], chapitres 8 et 9, pour une revue de ces
méthodes. Les figures 1.14 illustrent la différence entre les classifications de type supervisé
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FiG. 1.14 — Hlustration des deux types de méthodes de classification : a gauche, classifica-
tion supervisée ; a droite, classification non supervisée [11].

et non supervisé. Dans le premier cas, 'utilisateur spécifie a priori le nombre de classes
et ’algorithme recherche alors des objets proches d’objets de référence définis par un jeu
d’apprentissage. Dans le second cas, I'utilisateur ne fournit pas d’information a priori,
I’algorithme effectue une partition des données en fonction de leur structure. C’est en-
suite a I'utilisateur de déterminer quels sont les thémes correspondant a chaque élément
de la partition.

1.3.3 Traitement des données & haute résolution temporelle
1.3.3.1 Hypothése de base sur les pixels mixtes

Les données & haute résolution temporelle sont indispensables pour le suivi de cultures.
Du fait de leur basse résolution spatiale (1 km?), les parcelles, dont la taille peut étre
inférieure & 1 km? en Europe Occidentale, sont observées en mélange sous un méme pixel.
Ces pixels, appelés pixels mixtes ou mixels, nécessitent un pré-traitement afin d’extraire
les informations relatives a chaque parcelle et donc a chaque culture.

Les techniques de désagrégation, traduction approximative de « unmixing %, sont ba-
sées sur I'’hypothése que la réflectance mesurée sur un pixel mixte est la somme des
réflectances des thémes présents sous le pixel pondérée par le pourcentage d’occupation
du sol de chaque theme [78]. Cette hypotheése se traduit par ’équation (1.4)

Nc
Ri=> zfR} (1.4)
k=1

oll les notations utilisées sont les suivantes:

— R; représente la réflectance mesurée sur le pixel 7, [ désigne le nombre de pixels de
I'image.
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— N, désigne le nombre de thémes observés en mélange sur ’ensemble de I'image. 1l

est déterminé par le plan d’occupation des sols.
k

— Les z7 sont les pourcentages de surface occupée par la culture k sur le pixel i. Ces
pourcentages représentent la traduction numérique du plan d’occupation des sols et
sont supposés connus.

— Les R* sont les valeurs a estimer, elles correspondent a la réflectance inconnue de la
culture k sur le pixel 7. On fait ’hypothése d’homogénéité intra-pixel : les surfaces

occupées par la méme culture présentes sous un pixel ont des réflectances égales.

1.3.3.2 Résolution du probléme de désagrégation

Nous présentons deux méthodes de résolution du probléme de désagrégation. La pre-
miére est simple dans sa mise en ceuvre mais suppose que les valeurs de réflectances d’un
théme sont identiques sur I'image. La seconde méthode de résolution est plus complexe
mais permet d’exprimer une variabilité des valeurs de réflectances sur la zone d’étude.

Reégression linéaire multiple

Cherchali et al. [13] simplifient le modéle exprimé en (1.4) en supposant que la réflec-
tance d’une culture est la méme sur tous les pixels & une date donnée.
Dans ces conditions, 'expression (1.4) devient :

N
R, = .I‘fﬁk-l-&‘i

3o »
g, o~ N(U,Jz)

—k
en supposant Rf = R .

L’estimation des (E%)kzl,___wc se fait alors dans le cadre classique d’'un modéle de
régression linéaire multiple ot (R;);=1,.. 1 est la variable & expliquer et wf les variables
explicatives. Cette procédure, attrayante par sa simplicité, présente le défaut de ne fournir
qu’une valeur moyenne sur I'image de la réflectance d’une culture. En pratique, si, par
exemple, les dates de semis sont différentes sur la région étudiée, ce résultat n’est pas
satisfaisant.

Modéle a paramétres aléatoires

Pour remédier a cela, Faivre et Fischer [34] proposent un modéle linéaire & paramétres
aléatoires pour prendre en compte la variabilité des R¥ sur 'image.
Le modéle décrit en (1.6)

Ne
§ k pk
k=1

RE ~ N (0, 0?)

k3

&; ~ N(O,J?)

compléte le modéle décrit en (1.5) par une distribution de probabilité sur les R¥. Dans
ce modele les 0 représentent les valeurs moyennes des réflectances pour chaque culture

(1.6)

analogues aux R estimées dans (1.5); les o traduisent la variabilité des R¥ sur I'image.
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Sous des hypothéses d’indépendance intra- et inter-pixels, on a:

N Nc
Ri~N (Z xfﬁk,af—l—Z[foaz) . (1.7)
k=1

k=1

[’estimation par maximum de vraisemblance se fait par un algorithme itératif al-
ternant ’estimation des paramétres de moyenne () et des paramétres de variance (o}
et a2). Sous les hypothéses de normalité et d’indépendance, cet algorithme converge et
les estimateurs obtenus sont équivalents aux estimateurs du maximum de vraisemblance
(Anderson |1],Harville [43]).

Pour prédire les variations individuelles des R¥, les auteurs utilisent le meilleur prédic-
teur linéaire sans biais (Best Linear Unbiased Predictor, BLUP, Henderson [45]). Condi-
tionnellement a la réflectance observée R; sur le pixel 7, le BLUP est estimé par:

—_— . k52 A
RE =0+ Z2E[R; - X,0) (1.8)
g;
ott O = (él, e ,ép)T, Xi=(al,--,2") et &:2 lestimation de 67 = o2 + Eivzcl[xfpaz.

On dispose ainsi d’une estimation de la réflectance de chaque culture pour chaque
pixel et non plus d’une valeur moyenne sur 1'image.

1.3.4 Ajustement d’un modéle d’évolution temporelle du LAI

L’étape d’ajustement d’un modele temporel intervient lorsque I’on dispose pour chaque
pixel et & chaque date des valeurs de LAI, ou d’une autre variable d’état, de la culture d’in-
térét, donc aprés la mise en ceuvre éventuelle de procédures de désagrégation ((Fig. 1.15).
Les données numériques disponibles pour cette étape (Fig. 1.16) correspondent aux me-
sures du LAI pour chaque pixel a chaque date d’acquisition.

R, Désag. RS
PIR, PIRY

FiG. 1.15 — Chaine de traitement des données depuis 'acquisition des réflectances dans le
rouge (R;) et proche infrarouge (PIR;) a basse résolution spatiale pour chaque pizel 1 de
1 a I : extraction des réflectances propres a la culture d’intérét (RS et PIRS) puis calcul

du NDV I, et du LAI; de la culture.

— NDVI¢ — LAI

Faivre et Delécolle [32] proposent d’ajuster le modéle de Baret (section 1.2.3.1) contraint
par la relation 7, = log(1 4 exp(a x T.))/b. en appliquant un modéle de régression non
linéaire pour les données relatives a chaque pixel indépendamment. L’estimation des para-
metres du modéle se fait par minimisation d’un critére des moindres carrés tenant compte
du calcul du LAT par conversion du NDVI aprés désagrégation. Si I'on note g la fonction
qui permet de convertir le LAT en NDVI (équation (1.1)), le critére de moindres carrés a
minimiser s’écrit :
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LAI
3

0.0 0.5 1.0 15
Temps en milliers de degres-jours

FiG. 1.16 — Fremple de données a traiter pour Uajustement d’un modéle d’évolution tem-
porelle du LAI; données simulées avec 1500 pizels et 50 dates accompagnées de la courbe
pour 3 pizels. La simulation de données est détaillée au chapitre 4.

C(B) = Crar(B) + 7 x Cnpvi(B) (1.9)

avec

Cnovi(B) = Y lg(LAL) = NDVL;) (1.10)
Crar(B) = Y_[(LAL) =g~ (NDVL)J’ (1.11)
T o= 2 (1.12)

[NDVI, — NDVI,]

oil ij désigne le NDVI de la culture considérée, calculé aprés désagrégation a la jom
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date et J désigne le nombre d’observations de chaque pixel. NDV' I et NDV I sont les
constantes utilisées dans 1’équation (1.1).

Les résultats obtenus permettent de proposer des cartographies des paramétres d’un
modéle simple d’évolution temporelle du LAI. Ces représentations donnent & la fois une
information spatiale et temporelle sur le développement des cultures.

L’inconvénient majeur de cette approche est de considérer séparément les données
relatives a chaque pixel. Les résultats obtenus sur un pixel ne tiennent pas compte de ceux
obtenus sur ’ensemble de I'image. On peut ainsi supposer un manque de robustesse vis-
a-vis d’éventuels points aberrants et des difficultés & estimer les paramétres d’'un modele
non linéaire si peu de dates sont disponibles.

1.4 Amorce des travaux de recherche

La présentation du contexte général de la télédétection spatiale pour 1’agriculture
permet de préciser le cadre de cette thése. Dans un premier temps, nous évoquons les
diverses pistes de travail potentiellement exploitables dans ce cadre. Puis, suite a I’examen
de ces diverses possibilités, nous définissons la question de recherche qui sera développée
dans cette thése.

1.4.1 Pistes de recherche

Les premiéres pistes qui se présentent dans le contexte précédemment défini sont es-
sentiellement liées a l'origine double des données de télédétection spatiale pour le suivi de
cultures : haute résolution spatiale/faible répétitivité et haute résolution temporelle /faible
résolution spatiale. Dans ces conditions, on peut chercher & quantifier 'apport de chaque
source d’information afin d’optimiser leur utilisation.

Cette voie est une approche relativement générique qui n’est pas envisageable avant
d’avoir étudié plus en détail le modeéle de désagrégation qui se situe a la base de 1'uti-
lisation des images a haute résolution temporelle. On peut notamment s’intéresser a la
robustesse du modéle de désagrégation vis-a-vis des hypothéses d’indépendance et de nor-
malité des réflectances des cultures généralement requises pour simplifier les procédures de
calcul. Or, pour des cultures voisines spatialement, donc aux conditions pédo-climatiques
trés proches, I’hypothése de non-indépendance est & envisager. La prise en compte de
structures de variance-covariance intra-pixel et inter-pixels nécessite 'adaptation de la
procédure d’estimation déja réalisée qui utilise trés fortement les propriétés d’indépen-
dance. La robustesse du modéle de désagrégation peut étre également étudiée vis-a-vis de
la connaissance du plan d’occupation des sols considéré comme connu parfaitement alors
qu’il est en fait estimé. De méme, les distributions des paramétres sont supposées gaus-
siennes ; d’autres lois de distribution peuvent étre envisagées. L.e modéle de désagrégation
est utilisé & chaque date indépendamment les unes des autres. Une extension du modéle
peut étre envisagée pour instaurer la prise en compte de la dynamique temporelle.

L’ensemble des pistes évoquées ici est sous la contrainte forte de I'efficacité opéra-
tionnelle des méthodes utilisées. La taille des données qu’il faut considérer nécessite des
méthodes algorithmiques efficaces. Dans le but de pouvoir fournir un outil opérationnel,
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obtenir des temps de calcul non prohibitifs est une des conditions d’une utilisation des
travaux. Nous fixons une limite supérieure approximative pour les temps de calcul au-
tour d’une heure pour le probléme standard consistant & traiter environ 1500 pixels sur
quelques dizaines de dates.

1.4.2 Question de recherche

Dans les pistes évoquées précédemment, c’est I’extension du modeéle de désagrégation
vers la prise en compte d’une dynamique temporelle qui semble susceptible d’apporter une
amélioration significative du traitement statistique des données de télédétection. Cette
option parait préférable & celle consistant & complexifier le modéle de désagrégation en
essayant de lever ses hypothéses simplificatrices.

En effet, lever les hypothéses d’indépendance intra-pixel et inter-pixels présente le
risque de compromettre ['aspect opérationnel des méthodes mises en ceuvre. De plus le
gain en précision n’est pas forcément garanti et les résultats du modéle de désagrégation
sont déja satisfaisants pourvu que I'erreur dans la détermination du plan d’occupation
des sols ne soit pas trop importante (Faivre et Fischer [34]).

Pour améliorer la prise en compte de la dynamique temporelle, les travaux sont orientés
vers ’étape de couplage des résultats de la désagrégation avec un modéle d’évolution
temporelle des cultures. L’analyse de l’existant révéle que l'inconvénient majeur de la
méthode existante réside dans le traitement individuel des pixels, des calculs de régression
non linéaire sont appliqués sur les données relatives a chaque pixel séparément.

Dans le contexte du suivi de cultures par images satellites, la contribution des travaux
de thése se situent au niveau de I'estimation des paramétres d’'un modele d’évolution tem-
porelle des cultures. La question de recherche peut alors se formuler de la facon suivante:

Comment améliorer le couplage de données de télédétection avec
un modele d’évolution temporelle d’un indice traduisant le
développement de la culture?

Dans cette formulation, le probléme de la désagrégation n’est pas évoqué car il consti-
tue un cas particulier parmi ceux que nous nous proposons de traiter. En effet, les pixels
mixtes n’apparaissent que lorsque la taille des parcelles observées est inférieure a la réso-
lution spatiale du capteur utilisé, ce qui n’est pas une généralité.

Dans le cadre de la question de recherche précédemment posée, nous nous attacherons
a la question statistique sous-jacente qui peut étre formulée ainsi:

Comment améliorer ['estimation des parameétres d'un modéle
non linéaire pour l'ajustement a un ensemble de courbes?

Par cette formulation, la portée des travaux n’est plus restreinte au probléme de suivi
de cultures par télédétection spatiale mais elle ouvre la porte vers d’autres domaines
comme la pharmacocinétique ou ’épidémiologie, deux disciplines familiéres avec la mo-
délisation de courbes non linéaires.
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1.4.3 Proposition

L’étude de l'existant a permis de mettre en évidence les avantages et les inconvénients
des méthodes utilisées dans les diverses étapes du traitement des données de télédétection.

Lors de la phase de désagrégation, I'introduction de paramétres aléatoires dans un
modele linéaire permet d’obtenir des valeurs de réflectances propres & chaque pixel et
non plus une valeur moyenne sur I'image estimée dans le cadre d’une régression linéaire
multiple.

La phase de couplage d’un modéle non linéaire & un ensemble de courbes est effectuée
courbe par courbe, autrement dit, pixel par pixel. C’est ce point négatif de la procédure
qui a été mis en exergue.

En tenant compte de ces deux remarques issues de ’analyse de I’existant, nous propo-
sons d’effectuer la phase de couplage par un modéle non linéaire a paramétres aléatoires
(Déjean et al. [30]).

Ce type de modéle permet de modéliser ’ensemble des courbes simultanément en
créant un lien entre les pixels via une distribution de probabilité sur les paramétres du
modéle. Méme si un lien existe entre les pixels, il ne s’agit pas d’inclure une structure
spatiale sur I'tmage. Sur une région ou 1’on étudie une culture en particulier, les différences
qui peuvent apparaitre dans le développement de la plante sont vraisemblablement dues
aux pratiques culturales des exploitants agricoles (date de semis, utilisation d’engrais,
pratiques d’irrigation ...) plutét qu’a des structures spatiales sous-jacentes (type de sol,
conditions climatiques ...). Cependant, si de telles structures sont effectivement a l'origine
de la variabilité, le modéle a paramétres aléatoires permet de retrouver ces caractéristiques.

La présentation détaillée de ce type de modéles fait I’objet du chapitre suivant.
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La télédétection spatiale au service de I'agriculture



Chapitre 2

Le modéle non linéaire & parameétres
aléatoires

L’utilisation de modeles non linéaires a paramétres aléatoires a été proposée et justifiée
dans le chapitre précédent. L’objet de ce chapitre est de décrire ce qu’est un modéle non
linéaire & parameétres aléatoires et d’en préciser les diverses spécifications rencontrées
dans la littérature. Pour chacune de ces spécifications, nous présentons la formulation, les
hypothéses sous-jacentes et les idées majeures des procédures d’estimation.

2.1 Généralités

L’idée des modéles & paramétres aléatoires est de modéliser les comportements d’un
ensemble d’individus par une unique fonction dont les paramétres varient d’un individu
a autre.

De cette fagon, les modéles permettent de prendre en compte a la fois les variabilités
intra- et inter-individus comme cela a été proposé pour la premiére fois par Sheiner et al.
[80, 79]. Pour cela, le modeéle comprend deux niveaux :

— le premier représente I’équation de régression et exprime la variabilité intra-individu

a travers une structure de covariance,

— le second sert a modéliser la variabilité inter-individus.

Le terme hiérarchique est parfois utilisé pour faire référence a ces types de modéles [22].

Les différentes spécifications que nous décrirons par la suite difféerent dans la formu-

lation du second niveau. En revanche, quelle que soit ’approche envisagée, le premier
niveau ressemble toujours a ’expression

Y;' = f()(zaﬂz)_l_gz
EEls) = 0 (2.1)
Cov(ei|B3;) = VilBi, €)

ott 07 est un vecteur nul de taille J. La variabilité intra-individu est ici exprimée dans le cas
le plus générique incluant I’hétéroscédasticité et des corrélations entre les diverses mesures

31



32 Chapitre 2. Le modéle non linéaire & paramétres aléatoires

sur un individu & travers la matrice V;(3;,£) ou £ représente le vecteur des paramétres de
covariance.

Dans l'expression (2.1) du premier niveau du systéme hiérarchique, les notations uti-
lisées sont les suivantes:

— Y, = (Yi;);=1,... représente le vecteur des observations effectuées sur I'individu 1
pour les J dates,

— [ est la fonction de régression,
— X, désigne la matrice des covariables,
— (3; est le vecteur des parameétres aléatoires.

Dans le cadre des modéles non linéaires a paramétres aléatoires, I'inférence peut porter
sur deux types d’information :

1. & I’échelle de ’ensemble de la population étudiée,
2. a l’échelle de I'individu.

Dans le premier cas, nous parlerons d’informations ou de parameétres globaux ou de
population. Dans le cadre du probléme du suivi de cultures par images satellites, ces
indications seront qualifiées de régionales ou a 1’échelle de I'image. Dans le second cas, les
informations individuelles seront qualifiées de locales ou a 1’échelle du pixel.

Le choix entre ces deux types d’informations dépend de ’objectif poursuivi par I'uti-
lisateur. Dans le cadre du suivi de cultures, les deux échelles présentent un intérét. Pour
la détection de zones a risque, ce sont les estimations individuelles & 1’échelle du pixel
qui fournissent les informations les plus pertinentes. En revanche, pour la prédiction de
rendement d’une culture & une grande échelle, ce sont les informations globales qui ont
un intérét. La distinction entre ces deux objectifs pour le suivi de cultures n’entre pas
dans le cadre de notre étude, aussi nous intéresserons-nous conjointement a 'inférence au
niveau de la population et de I'individu.

2.2 Différentes spécifications pour I’expression de la va-
riabilité inter-individus

[’expression de la variabilité inter-individus au second niveau peut prendre diverses
formes, présentées dans les sections suivantes. L’ordre de présentation de ces approches
suit le degré des restrictions nécessaires pour 1’écriture du modéle: du non paramétrique
qui ne suppose aucune hypothése restrictive au bayésien qui ajoute une connaissance a
priori a un modeéle paramétrique.

2.2.1 Approche non paramétrique

2.2.1.1 Ecriture du modéle

Mallet [58] propose une approche non paramétrique pour modéliser le caractére aléa-
toire des paramétres de la fonction non linéaire. Le niveau 1 du modéle étant écrit comme
n (2.1), la spécification non paramétrique s’exprime simplement au niveau 2 par
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Bi ~ H (2.2)

ou H représente une distribution de probabilités sans aucune restriction.
Le grand avantage de cette modélisation est de ne faire aucune hypothese sur la forme
de la distribution de probabilité des parameétres aléatoires.

2.2.1.2 Estimation

L’estimation de la densité des paramétres aléatoires dans le cadre non paramétrique,
proposée par Mallet [58] et Schumitzky [75], se fait par maximum de vraisemblance. Il
s’agit ici seulement de I’estimation de la densité et non pas des paramétres de variance
(représentés dans I’écriture générique par ), supposés connus ou estimés lors d’une analyse
préliminaire.

La vraisemblance marginale pour ’ensemble des données peut s’écrire

v =TI [ w@ano (2.3

avec les notations suivantes:
— B représente le support de H supposé compact et inclus dans IR*,
- pi(€Q) = pys(wilzir, ..., ®ig, (,02) désigne la densité conditionnelle de y; sachant 3;,
— ( est la variable d’intégration.
Le maximum de vraisemblance Hpsv est défini par:

Hyy € H | L(Hyv) > L(H), VHeH (2.4)

ot H est I’ensemble des densités de probabilités sur B.

Soit HP I'ensemble des distributions de probabilités discrétes de H avec un support
d’au plus I points. A une distribution de HP, sont associés un ensemble de points Z =
{C1,...,(;} de B et un ensemble de poids w = {wy,... ,wr} ot wy > 0 et Zizl wr = 1.
Dans ces conditions, une distribution H de HP satisfait la relation (2.5):

H = Zwk5(§k) (2.5)

ol 0(Cx) est la mesure de Dirac qui charge le point (.
Les procédures d’estimation de la densité des parameétres aléatoires sont basées sur le
résultat suivant :

O L’estimateur du mazimum de vraisemblance de la densité des paramétres aléatoires est
une distribution discréte dont le support se caractérise par au plus I points de B :

Hyv € HD. (26)
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Un schéma de la démonstration de ce résultat est proposé par Davidian et Giltinan
[22]. On pourra se référer & Mallet [58] pour une version plus détaillée.

Par construction, le résultat de ’estimation est une distribution discrete. La distribu-
tion réelle étant en général supposée continue, ce résultat est lissé par exemple par une
convolution avec un noyau gaussien.

La procédure d’estimation esquissée précédemment suppose que les paramétres de
variance sont connus. En pratique, ces paramétres sont estimés lors d’une analyse préli-
minaire. Par exemple, la structure de covariance peut étre estimée sur quelques individus
pour lesquels on dispose d’un nombre d’observations important.

Par ailleurs, Mallet at al. [59] notent que cette procédure d’estimation ne fournit pas
d’indicateurs sur la précision de ’estimation de la distribution. Dans ces conditions, on
peut émettre des réserves sur l'interprétation des résultats, particulierement sur des petits
jeux de données.

2.2.2 Approche semi-paramétrique

L’approche semi-paramétrique est conceptuellement assez proche de la spécification
non paramétrique décrite précédemment. En détaillant la procédure d’estimation, nous
verrons en quoi la méthode présente par ailleurs un aspect paramétrique. Nous reviendrons
sur la terminologie a la fin de cette section.

2.2.2.1 Ecriture du modéle

Une autre approche de type non paramétrique a été proposée par Davidian et Gallant
[20]. Le niveau 2 du modéle hiérarchique s’écrit

;= dla;, 8, B; .
{gz- ~ hEa ﬁhe)HL (2.7)

ou a; représente les covariables susceptibles d’expliquer les variations inter-individus des
paramétres, 3 désigne le parameétre moyen commun a ’ensemble des individus et les B;
désignent les effets aléatoires. La fonction d relie ces trois quantités au parameétre aléatoire
B; de facon éventuellement non linéaire.

L’écriture (2.7) permet de prendre en compte naturellement I’influence de covariables
dans la variabilité des paramétres aléatoires. De plus, I’ensemble de définition de la densité
h des paramétres aléatoires est restreint a une classe spécifique de densités notée H”. Cet
ensemble défini et étudié par Gallant et Nychka [37] est essentiellement défini par un
critére de différentiabilité des densités: h € HL doit étre p/2 fois différentiable avec p
la taille du vecteur ;. La classe H inclut la loi normale, des densités multi-modales,
des densités dissymétriques ainsi que des distributions a queue plus ou moins fine que la
loi normale. Cette classe exclut en revanche, des densités présentant des replis, des sauts
ou des oscillations, traduisant des comportements peu en phase avec des phénoménes
naturels.
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2.2.2.2 Estimation

2
e

L’estimation conjointe des parameétres (3, 07) et de la densité des B; est basée sur le
maximum de vraisemblance.
La vraisemblance pour I’ensemble des données s’exprime comme le produit des densités

marginales

I
H/py|ﬁ(yi|$i17--- 7$2'J7(12'7/6,0'62,B)h(3)d3 (28)
=1

en supposant I'indépendance des individus.
La maximisation de I'expression (2.8) s’effectue simultanément sur les paramétres
(3,02) et sur la densité h. Les estimateurs sont obtenus en minimisant

I
LNPL(@,Uz,h) = - Zlog/l)yﬁ(yﬂ%l, s 7$iJ7ai75a03aB>h(B)dB (2-9)
=1

ot l'indice NPL est mis pour Non Paramétrique Lisse.

[’estimation de A minimise Lypr (3,02, k) sur un ensemble spécifique de densités HL.
Or, une des propriétés de 'ensemble H” est que toute densité peut s’écrire selon un
développement en série. La propriété suivante montrée par Gallant et Nychka [37] précise
ce résultat.

O Toute densité appartenant a H* peut s’écrire comme le carré d’un polynéome de degré
infini multiplié par la densité d’une loi normale :

h(z) = {Po (L 2)} x N, (0, LL')

ou L est une matrice triangulaire supérieure.

L’expression d’une densité de H” par une série infinie est inutilisable en pratique. On
procéde donc par troncature pour traiter avec des polynémes de degré fini. Une densité
de H! est alors approchée par hx (b) défini par

hae() = LB} X (NG (0, L))
T [ Pe(2) % p(N, (2, 1d,))dz
ott Pk est un polynéme de degré K et p(N(0,V)) la densité de la loi normale N (0, V).

[’expression (2.10) montre également que le cas K = 0 correspond & une distribution
normale.

(2.10)

[’estimation de la densité revient ainsi a I’estimation des coefficients, en nombre fini,
du polynéme. L’opposé de la log-vraisemblance approchée s’écrit

I
Lypr(f,02,n) = - Zlog/]?yﬁ(yi|$z’1, o2y, ai, 3,07, B)h(Bln)dB (2.11)
i=1
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avec 1 le vecteur des coefficients su polynéme.

Le probléme a résoudre désormais est un probléme d’optimisation standard en di-
mension finie. Pour simplifier le probleme du calcul de I'intégrale dans I'expression de
Lypr (8,02, 1), Davidian et Gallant [21] proposent une approximation par quadrature
gaussienne. On dispose ainsi des estimations des paramétres de population (B, 62) et de
la densité (iz) L’estimation des effets individuels est alors possible par maximisation en
B de la densité a posteriori des B;:

pyﬁ(yi|$ila"' 7$iJaaia/éaa-a2?B)iL(B|n) (212)
d’ou 'on déduit les paramétres individuels
B; = d(a;, B, By). (2.13)

Le probléme du choix de K, le degré du polynéme inclus dans ’approximation d’une
densité de HE, reléve du cadre classique de la sélection de modéle dans lequel des critéres
comme AIC et BIC peuvent étre utilisés. Cette procédure de détermination de la valeur
K permet également de tester ’hypothése selon laquelle la densité de probabilité des B;
est normale, cas correspondant & K = 0.

Terminologie

La terminologie généralement retenue pour cette approche est « semi-paramétrique »
ou « semi-non paramétrique » pour signifier que cette modélisation repose sur des élé-
ments a la fois issus du paramétrique et du non paramétrique.

L’aspect paramétrique réside dans 'estimation de la densité via un nombre fini de
paramétres correspondant aux coefficients d’un polynéme de degré fini.

D’un autre coté, aucune hypothése n’est supposée sur la forme explicite de la densité
des paramétres aléatoires, ce qui donne un aspect non paramétrique a la méthode.

Toutefois, les auteurs préférent voir le sigle SNP interprété comme « Smooth NonPa-
rametric » (non paramétrique lisse) et non comme « SemiNonParametric », pour insister
sur la classe de densités H” qui est a la base de leur méthode.

2.2.3 Approche paramétrique classique

Nous employons les termes « classique » et « bayésien » pour distinguer les deux ap-
proches de type paramétrique présentées dans cette section et la suivante.

2.2.3.1 Ecriture du modéle

L’approche paramétrique proposée initialement par Beal et Sheiner [5], suppose connue
la distribution de probabilité £ des paramétres aléatoires au vecteur de paramétres n pres.
Le systéme

B = d(a;,f,B;) .
{Bi N ﬁ(n) (2.14)



2.2. Différentes spécifications pour I'expression de la variabilité inter-individus 37

caractérise le deuxiéme niveau du modéle hiérarchique pour une spécification paramé-
trique classique.

La loi L est généralement choisie normale dans les applications. Certaines procédures
d’estimation dépendent directement de cette hypothése. Cependant d’autres lois ont éga-
lement été utilisées. Wakefield [92] propose "utilisation d’une loi de Student, qui étant une
distribution & queue plus lourde que la normale est une alternative intéressante vis-a-vis
de la robustesse a des points aberrants. Beal et Sheiner [6] proposent eux un mélange de
lois normales pour prendre en compte une éventuelle multimodalité dans la distribution
des effets aléatoires.

2.2.3.2 Estimation

Deux stratégies principales ont été développées pour ’estimation dans la cadre para-
meétrique classique. L’une est basée sur le traitement séparé des individus, "autre, procéde
par maximum de vraisemblance sur ’ensemble des individus.

Traitement séparé des individus

Les procédures basées sur le traitement séparé des individus requiérent deux étapes:

— Estimer les paramétres individuels en considérant séparément chaque individu. Dans
le cas des modéles non linéaires, on procéde comme dans une régression non linéaire
classique, par exemple par moindres carrés.

— Calculer a partir des valeurs individuelles, les paramétres de population représentés
par n (moyenne et variance pour la loi normale) dans I’expression (2.14).

Diverses méthodes entrant dans ce cadre seront présentées dans le chapitre suivant
consacré exclusivement & ’estimation dans le modéle paramétrique classique.

Maximum de vraisemblance

Dans le cadre générique ou les lois de l'erreur et des effets aléatoires ne sont pas
précisées, nous pouvons seulement exprimer la forme de la densité des observations.

Si on note p(Y;|a;, 3, B;) la densité des observations pour 'individu ¢ conditionnel-
lement aux B; et p(B;|n) la densité des effets aléatoires, alors la densité marginale des
observations de l'individu ¢ s’écrit :

V(¥ilai.5.5) = [ p(Vles, 5, Bop(B:n)aB (2.15)

ot la notation [ symbolise une intégrale éventuellement multiple de la taille du vecteur
B;.

En supposant l'indépendance des Y;, la densité marginale des observations de l’en-
semble des individus s’écrit alors:

I

V(Yla,8,B) = [[V(Yila:, 8, B:) = || [/ p(Yilai, B, B:)p(B:|n)dB; (2.16)

i=1 =1
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en effectuant le produit des densités individuelles et avec Y = (Y7,...,Y7).

Pour une estimation par maximum de vraisemblance des paramétres globaux 3 et 7,
il faut donc maximiser la quantité (2.16). Cependant, 'intégrale ainsi définie n’admet
en général pas d’expression analytique simple. Les stratégies basées sur le maximum de
vraisemblance procédent donc par approximation. Nous verrons dans le chapitre suivant
en quoi consistent ces approximations et leur application au cas de densités gaussiennes
pour la loi de l'erreur et des effets aléatoires.

2.2.4 Approche paramétrique bayésienne

2.2.4.1 Ecriture du modéle

L’approche bayésienne, proposée par Racine-Poon [68] pour le modeéle non linéaire, in-
troduit un niveau supplémentaire dans le modéle hiérarchique paramétrique. Ce troisiéme
niveau exprime une connaissance a priorisur les paramétres de la densité considérée pour
les effets aléatoires. Les niveaux 2 et 3 du modéle séparés par « —— » s’écrivent

ﬁi = d((li,ﬂ,Bi)
B~ Ln)

(5777) ~ Elﬁ*ﬂ?*(ﬁﬂ])

otl les deux premiéres lignes expriment la variabilité inter-individus de fagon paramétrique
par la loi £ de paramétre 7. La troisiéme ligne de I’écriture (2.17) exprime 'information
a priori apportée sur les parameétres par une loi £’ d’hyper-paramétres 3* et n*.

Cette formulation est analogue a celle proposée par Lindley et Smith [53] et reprise
par Louis [56] dans le cadre du modéle linéaire hiérarchique. Elle présente ’avantage de

(2.17)

fournir une densité a posteriori des paramétres du modeéle en plus de leur estimation. On
pourra se référer a Robert [72] pour une monographie sur I'analyse statistique bayésienne.

2.2.4.2 Estimation

La non linéarité du probléme & traiter implique des difficultés dans les calculs du mo-
déle bayésien. Comme souvent dans ce cadre, on fait appel a des techniques de calcul
comme les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC, Monte Carlo Mar-
kov Chain, Cf. par exemple Robert [73]) et principalement 1’échantillonnneur de Gibbs.
[application aux modéles hiérarchiques a été proposée par Wakefield [92] et Gelfand et
Smith [38].

En incluant une hypothése supplémentaire sur la distribution a priori des paramétres
du modele, I’approche bayésienne s’écrit par exemple

Niv. 1: (YilBs,02) ~ N(f(X;, 3;), 021d )
Niv. 2: ﬂzzﬁ—}-BZ, BZNNP O,F)

. (2.18)
Niv. 3: B~ N, (3* H)

P~ Wi{(pD?)™hp} 027 ~ Gawo/2,1070/2)
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avec au niveau 3 un a priori défini par une distribution normale pour le paramétre de
moyenne 3, une loi de Wishart pour I'inverse de la matrice de variance des paramétres
aléatoires I', et une loi Gamma pour 'inverse de la variance résiduelle.

Dans ce cadre, il est possible d’exprimer la distribution de n’importe quel paramétre
conditionnellement aux autres paramétres et aux données grace au choix de lois conju-
guées.

Avec les notations du systéme (2.18), les densités conditionnelles de 8,T~! et o 2
s’écrivent

(Bly,o,T)  ~ NAUUT™'3+ H™'37), U}

(T'ly. B,0) ~ Wi [Z(@—ﬁ)(@—ﬁ)HpD*

=1

-1

A +p

(67%y,8,T) ~ Ga (%(l/o + ]J)’% [Z(yz — [iB) (i — fi( B) + om0

=1

(2.19)

avec B= 1" B, Hi= o 2XTX; 4+ T et U™V = [T 4+ H',

L’application de I’échantillonneur de Gibbs (Geman et Geman [39]) permet de pas-
ser de ces lois conditionnelles aux lois marginales pour chaque parameétre 3,I'"" et o2
qui correspondent aux densités a posteriori conditionnellement aux données. Ce sont ces
quantités qu’il faut maximiser pour estimer les parameétres.

Principe de 1’échantillonneur de Gibbs

Considérons un ensemble de variables aléatoires {Uy,... ,Us} pour lequel la densité
jointe est notée py, .. v, (ur,... ,us). On dispose des densités conditionnelles
pUs|U1,...,Us_l,Us.H,...,Uj(us|ula cee y Us—1, Usgly - - - 7uJ) pour s = 1) ce 7J'

Dans ces conditions, I’échantillonneur de Gibbs agit de maniére itérative pour simuler
une chaine de Markov :

— Initialisation : {u(lo), . ,uf,o)}
— Etape [: simulation de {u(ll), . ,'uf]l)} selon le systéme

ug; ~ plu |ug)_1)7(lug)_l) . 7(;‘&(][)_1))

41 -1
s plusluy’ uy o uy ) (2.20)
! N !

W)~ pugfud) uf) )

La séquence ainsi générée ({UI(T), cee U}T)} apres T itérations) est une chaine de Mar-
kov de distribution limite la densité jointe recherchéede {Uy,... ,Us}:pu, . v, (w1, ... ug).

Les inconvénients de ce procédé résident dans sa lourdeur due & la génération aléatoire
de nombreuses valeurs et dans la détermination d’un critére d’arrét : la distribution limite
étant atteinte pour T'— oc.
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2.2.5 Discussion

Les différentes spécifications du modéle & parameétres aléatoires ont en commun la
possibilité d’inclure des covariables dans l’expression des parametres aléatoires. Cette
prise en compte est immédiate dans les approches semi-paramétrique et paramétrique
elle nécessite en revanche une adaptation de l'algorithme d’estimation pour approche
non parameétrique.

Le probléme qui peut se poser quand on exprime les parameétres aléatoires en fonction
de covariables (a;), d’un vecteur de paramétres fixés (3) et d’un vecteur d’effets aléatoires
pour l'individu ¢ (B;) selon la relation

Bi = d(a;, 3, By) (2.21)

est le choix des covariables susceptibles d’exprimer la variabilité des parameétres aléatoires.
Pour répondre a cela, Maitre et al. [57] et Mandema et al. [60] suggérent une stratégie
en trois étapes:

1. Ajuster le modéle sans covariable en considérant par exemple 3; = 3 + B;,
2. calculer les ﬁAZ et sélectionner parmi des covariables potentielles par des méthodes
graphiques :
— soit en tracant les BZ en fonction des covariables potentielles, une a la fois [57],

— soit en effectuant une sélection de variables selon un algorithme classique de
type « stepwise » pour chaque composante du vecteur [3; pour éviter de consi-
dérer les covariables une par une [60].

3. ajuster le nouveau modéle incluant les covariables sélectionnées et revenir éventuel-
lement a la deuxiéme étape.

La sélection des covariables étant effectuée, il reste a déterminer la densité de pro-
babilité que 'on suppose sur les B;. Les diverses spécifications du modéle a paramétres
aléatoires présentées précédemment proviennent d’hypothéses différentes supposées sur
les variations inter-individus.

L’approche non paramétrique présentée dans la section 2.2.1 est la moins restrictive
des méthodes évoquées dans ce chapitre. Elle ne suppose aucune forme explicite pour la
distribution des parameétres aléatoires et c’est 1a que réside son principal atout et en méme
temps son principal défaut. L’absence de restriction évite de proposer un modéle faux pour
la distribution des paramétres aléatoires. Cependant, les résultats qu’elle fournit peuvent
sembler un peu abstraits car pour le suivi de cultures, I'interprétation de paramétres
est une pratique commune qu’il semble délicat de remettre en cause qui plus est pour
I'introduction d’une nouvelle méthodologie. C’est principalement pour cette raison que
nous ne retenons pas ce type d’approche.

L’approche qualifiée ici de semi-paramétrique présente a prior: la meilleure formula-
tion pour notre probléme. En effet, estimer la densité des parametres aléatoires parmi des
distributions potentiellement multi-modales est intéressant si par exemple, sur la région
étudiée, plusieurs variétés (en nombre inconnu) de la culture d’intérét ont été semées. De
méme, une hétérogénéité spatiale des pratiques culturales peut impliquer une dissymétrie
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de la distribution des paramétres aléatoires. Les informations qui permettent de détermi-
ner précisément une loi de probabilité ne sont pas forcément facilement accessible ; dans
ces conditions le recours a ce type d’approche est un avantage certain.

Cependant, ce travail étant une premiére étape dans 'utilisation de modéles & para-
meétres aléatoires pour le suivi de cultures par télédétection, nous nous restreindrons dans
ce mémoire & un cas particulier de cette approche qui est le cadre paramétrique classique.

La formulation paramétrique bayesienne exprime une connaissance a priori sur les
paramétres de 'expression de la variabilité inter-individus. Elle ajoute donc un niveau
supplémentaire dans la spécification du modéle. Or, notre intention étant de diminuer les
restrictions sur le modéle, nous préférons ne pas retenir ce type d’approche.

La section suivante est basée sur les méthodes d’estimation dans un modéle non linéaire
a parameétres aléatoires entiérement paramétrique dans lequel nous nous plagons pour la
suite de I’étude.
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Chapitre 3

Estimation dans le modéle
paramétrique gaussien

Ce chapitre est entiérement consacré & 1’estimation dans le cadre paramétrique clas-
sique des modeles non linéaires a parameétres aléatoires. Le choix du modéle paramétrique
a été justifié dans la discussion du chapitre précédent. Nous nous concentrons ici sur le
modéle ot les densités de I'erreur et des effets aléatoires sont supposées gaussiennes. Ce
modele est présenté en détail dans une premiére partie. Nous présentons ensuite les di-
verses procédures d’estimation basées soit sur le traitement séparé des individus soit sur
le maximum de vraisemblance. Enfin, nous nous intéressons aux propriétés des estima-
teurs, sujet pas toujours abordé dans la littérature ot ’accent est généralement mis sur
le comportement numérique des méthodes.

3.1 Généralités sur le modéle paramétrique gaussien

Cette section est destinée a présenter en détail le modéle avec lequel nous travaillerons
par la suite. Nous présentons d’abord ’écriture du modéle accompagné de la justification
des hypothéses sous-jacentes pour I'expression des différentes sources de variabilité prises
en compte. Ensuite, nous explicitons les notations et le vocabulaire utilisés en les reliant
au contexte du suivi de culture par images satellites. Pour terminer cette partie sur les
généralités du modeéle considéré, nous calculons la vraisemblance a partir de 'expression
générique donnée dans le chapitre précédent.

3.1.1 Ecriture du modéle

Le modéele que nous étudions dans ce chapitre s’écrit

Bi = B+ B
B, ~ N,(0,T)  iid
g, o~ N(0,0’?Id]) t.1.d.

(3.1)

43
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Pour mettre en évidence les distributions conditionnelles et marginales que 1’on a &
manipuler, on peut écrire de fagon équivalente

Yi|Bi ~ N(f(t,8),04d;)  i.id.
Bi = B+Bi (3.2)
B, ~ N,(0,T)  iid.

Dans les écritures (3.1) et (3.2) du modeéle, les notations utilisées sont les suivantes:
— L’indice ¢ décrit les pixels. On note I le nombre de pixels.

— j est 'indice sur les dates. J est le nombre de dates supposé identique pour ’ensemble
des pixels. En pratique, cette hypothése se justifie par 'utilisation de synthéses
décadaires au lieu d’images quotidiennes qui peuvent étre partiellement dégradées
selon la couverture nuageuse et fournir ainsi un nombre différent d’acquisitions selon
les pixels.

— Y, représente le vecteur des .J valeurs de LAI, ou d’un autre indice choisi pour étudier
I’évolution temporelle de la culture, mesurée, ou calculée aprés désagrégation, sur
le pixel 7 a la j*™ date d’observation.

— [ désigne le modéle non linéaire d’évolution temporelle, le modéle de Baret dans
notre cas.

-t = (t1,t2,--- ,t5) est le vecteur des dates d’observation, généralement exprimée
en degré-jour ou millier de degrés-jours. C’est la seule covariable que nous incluons
dans le modéle.

- B; = (K, a;,b;, Te,, T).) est le vecteur des paramétres du modéle non linéaire pour le
pixel 7. Il est composée d’une partie commune a ’ensemble des pixels () et d’une
partie propre au pixel (B;) représentant ’écart du pixel par rapport a la moyenne
de I'image.

— [f(t,5;) désigne le vecteur défini par (f(ty,B:), f(t2,8:), -+, f(ts, )"

— I" est la matrice de variance-covariance des paramétres aléatoires. Elle sera générale-
ment supposée diagonale et désignée par ses termes diagonaux aé = (0%,02,04,0%.,0% ).
[’estimation d’une matrice non structurée est susceptible de compromettre "aspect
opérationnel des méthodes mises en ceuvre: temps de calculs beaucoup plus impor-
tants et parfois non convergence de 'algorithme d’estimation comme constaté sur

quelques petits exemples.
— Le terme ¢; désigne I’erreur résiduelle de variance o2Id ;.
Dans ce modéle, les paramétres & estimer sont :
— (3 la valeur moyenne des paramétres,
— I' = diag(op) la matrice de variance des paramétres aléatoires,
— o2 la variance résiduelle.

Ce sont les parametres globaux selon la terminologie évoquée dans la section 2.1 du cha-
pitre précédent. Nous nous intéressons également aux estimations individuelles associées
aux parameétres 3; ou B;.
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3.1.2 Hypothéses du modéle

Les hypothéses sous-jacentes & I’écriture du modele sont discutées selon 'expression
des paramétres aléatoires, la variabilité inter-individus, la variabilité intra-individu.

[0 Expression des paramétres aléatoires: 3; = 3+ B;

— Aucune covariable ne figure dans I’expression des paramétres aléatoires. Nous
supposons ainsi que les variations des paramétres entre les individus sont dues
a des phénomeénes aléatoires non imputables a une quelconque covariable. Ceci
suppose une relative homogénéité des individus de la population étudiée. Pour
le suivi de cultures, cela suppose notamment que la région étudiée est relative-
ment homogéne en termes de conditions climatiques, de sol, ete... Si la région
d’étude est relativement restreinte, cette hypothése est raisonnable. I.’homogé-
néité doit également se manifester au niveau des pratiques culturales mises en
ceuvre sur cette région.

— Nous supposons également que ’ensemble des paramétres du modéle est po-
tentiellement aléatoire. Cette hypothése évite de considérer une écriture de la
forme 3; = B + M;B; ot M; est une matrice composée de 0 et de 1 destinée a
fixer certains paramétres. Par exemple, pour fixer les parameétres K, T, et T,,
nous écririons :

I} M; B;
——
K; K 00 00O K; K
a; a 01 0 00 a; a4+ a;
Bi=1 b; =1 b +]1 00100 b; =1 b+
T.. T. 00 00O T., T.
T,, T, 00 00O T, T,

Cependant, décider du caractére fixe d’'un paramétre du modéle nécessiterait
une connaissance trés précise des processus de croissance et de sénescence de
la culture considérée. Notre travail n’étant pas spécifique a un type de culture,
nous ne souhaitons pas considérer ce cas de figure.

[0 Variabilité inter-individus: B; ~ N,(0,T) i.i.d.

— L’hypothése de normalité des effets aléatoires est la plus courante. Dans une
premiére approche, nous ne considérons pas de lois plus complexes susceptibles
de modéliser une éventuelle dissymétrie ou multi-modalité par exemple.

— Les B; sont supposés issus indépendamment d’une population distribuée selon
une N,(0,T).

O Variabilité intra-individu: &; ~ N'(0,021d ;) i.i.d.

— L’hypothése de normalité et de moyenne nulle sur les erreurs suppose que les
corrections relatives au traitement des images ont été effectuées de maniére
satisfaisante et que seul réside un bruit blanc complétement aléatoire.

— La structure de covariance intra-individu ne prend pas en compte une éventuelle
hétéroscédasticité ni une corrélation des observations. La variabilité réside dans
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le seul parametre o2. Cette hypothese se justifie comme la précédente en sup-
posant que les diverses corrections apportées aux données ne laissent subsister
qu’un bruit exempt de toute structure particuliére.

3.1.3 Calcul de la vraisemblance

Pour compléter la présentation du modéle paramétrique que nous étudions, nous pré-
cisons ’expression de la vraisemblance des paramétres en poursuivant le calcul & partir
de la relation (2.16) du chapitre précédent.

Dans notre cas ol les distributions des paramétres aléatoires et des erreurs sont sup-
posées gaussiennes, on obtient ’expression de la vraisemblance

V(B,T,02Y) = (2r) 3 01|73
I

J
[ e [Z (—% DIV = St + B - %BZ-TF‘IBZ-)

dB

(3.3)

et de la log-vraisemblance

I 7 |
—1 2 1 Tr-1 (3-4)
; {1og /eXp (-203 ]Z:;[Y;'j — f(t;, 8+ By))* — 532- r Bz') dB; } _

Les expressions (3.3) et (3.4) illustrent la difficulté de calculer la vraisemblance du
modeéle & parameétres aléatoires. L’intégrale multiple (de la taille du vecteur B;) & calculer
n’a pas en général d’expression analytique simple. Les procédures d’estimation évoquées
dans la suite suggérent différentes facons de contourner ce probléme.

3.2 Procédures d’estimation

Dans la section 2.2.3.2 du chapitre précédent, nous avons évoqué deux stratégies prin-
cipales pour I'estimation dans le cadre du modéle paramétrique: le traitement séparé des
individus et le maximum de vraisemblance. Avant de présenter en détail des méthodes is-
sues des deux stratégies, nous proposons une classification de celles basées sur le maximum
de vraisemblance.

3.2.1 Classification des méthodes

L’absence d’expression simple pour la vraisemblance implique le recours a des straté-
gies permettant de simplifier le probléme. Pour les méthodes d’estimation utilisant comme
critére le maximum de vraisemblance, nous proposons la classification du tableau 3.1.

La mise en ceuvre de 'algorithme EM dans le cadre des modéles non linéaires a pa-
ramétres aléatoires produit selon un schéma itératif une suite d’estimateurs qui converge
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‘ Vrais. directe ‘ Vrais. directe approchée ‘ Vrais. indirecte ‘
EM Approximation laplacienne | Pseudo-vraisemblance simulée
Monte Carlo Linéarisation

Quadrature gaussienne

TAB. 3.1 — Classtification des méthodes d’estimation selon le critére a optimiser.

vers la solution du maximum de vraisemblance. C’est la seule méthode qui vise a résoudre
la maximisation de la vraisemblance du modéle initial (3.1). Cette stratégie est référencée
en tant que « vraisemblance directe » dans le tableau 3.1.

La deuxiéme colonne du tableau 3.1 intitulée « vraisemblance directe approchée »
contient les méthodes qui maximisent une approximation de la vraisemblance du modeéle
initial. Le probléme du calcul de la vraisemblance résidant essentiellement dans le calcul
d’intégrales, les techniques classiques d’intégration numérique (Cf. Dahlquist et al. [19] ou
Davis et Rabinowitz [23]) ont été mises en ceuvre pour approcher la vraisemblance. Les
estimateurs ainsi calculés sont donc des estimateurs maximisant une approximation de la
vraisemblance du modéle initial, d’oti la terminologie employée: « vraisemblance directe
approchée ».

Les méthodes recensées dans la troisiéme classe modifient le modéle initial en un
modeéle o la vraisemblance a une expression plus simple. Les estimateurs sont alors
calculés en maximisant la vraisemblance du nouveau modéle. Nous faisons référence a ces
méthodes en tant que « vraisemblance indirecte ».

3.2.2 Meéthodes basées sur le traitement séparé des individus

Les méthodes basées sur les estimations individuelles ont été évoquées dans le chapitre
précédent. Nous présentons deux procédures similaires dans I’estimations des parameétres
individuels mais différentes pour le calcul des paramétres de population.

3.2.2.1 Estimation des parameétres individuels

L’estimation des parameétres individuels est effectuée a partir du premier niveau du
modele (3.1) (Yi; = f(¢;,05:) + e et e ~ N(0,02)i.i.d.)

Les paramétres individuels 3; sont estimés par minimisation d’un critére de moindres
carrés :

J
By = argmin Y[V, = f(t;. 0" (3.5)

Sous des hypothéses classiques d’indépendance, d’homoscédasticité et de normalité
de l'erreur, 'estimateur défini par (3.5) est équivalent a l’estimateur du maximum de
vraisemblance (Cf. par exemple Huet et al. [48]).
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Dans ces mémes conditions, I’estimateur de o2 est défini par:
1
52 = T—» 3 Vi — f(t, B (3.6)
7=1

ou p est la taille du vecteur ;.
Sous des conditions de regulamte (Cf. par exemple Gallant [36]), on dispose de la

normalité asymptotique de ﬁz : BZ (ﬁz, ;). La matrice de Varlance asymptotique 3;,
qui reflete la précision de 'estimateur ﬂz est estimée par 3; (Cf Huet et al. [47])
avec

~ T
af] 8fj .
Va = ﬁ ém(%) (37)

ot f]‘ = f(tj,ﬁAi) et 0f]/aﬂ le vecteur d’éléments aﬁ (t],/@) pour [ = 1,...,p. Comme

le notent Steimer et al. [83], 'incertitude sur I’ estimation des paramétres est grande (i.e.
valeurs élevées des termes de la matrice de variance asymptotique) quand on dispose de
peu de données par individu et/ou d’un bruit résiduel élevé. A Iinverse, les estimateurs
individuels sont fiables quand on dispose d’un nombre important de données peu bruitées
pour chaque individu.

3.2.2.2 Estimation des paramétres globaux

Une fois estimés les paramétres individuels, on s’intéresse & I'estimation des paramétres
globaux (3 et I') du modéle (3.1). Nous présentons deux méthodes différant par la prise
en compte ou pas de I'incertitude dans ’estimation des parameétres individuels.

Meéthode standard

_ La méthode standard (Standard Two Stage, STS, Sheiner et Beal [4]) suppose que les
; sont issus d’une loi normale N(3,T). Par conséquent, I’estimation par maximum de
vraisemblance de (8 et I' fournit les valeurs

) 1d
IQSTS = F;

B
A ; (3.8)
I'srs = Z B3 — ﬂSTs %3 BSTS)

qui sont la moyenne et la variance empiriques des Bz

En procédant de la sorte, on néglige la variance asymptotique »; des estimateurs
individuels. Ceci a pour conséquence de surestimer systématiquement la matrice I'. On
peut s’en rendre compte en exprimant

Bi = B + & (3.9)
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ou ¢; est de moyenne nulle et de matrice de variance ;. La relation Var(/i-) =14+ 3
permet alors d’exprimer le biais de I'srgs:

I
, 1 _
E(lsrs) =T+ 7 ;:1 2. (3.10)

Dans ces conditions, on peut débiaiser I’estimateur f‘STS en lui retranchant la variance
d’estimateur moyenne des ;. On obtient ainsi I'estimateur RTS (« Refined Two Stage »)
proposé par Steimer et al. [83] défini par

1
A A 1 ~
FRTS = FSTS - f E . (3.11)

=1

Le grand avantage de cette méthode réside dans sa simplicité de mise en ceuvre. Elle
est cependant dépendante du nombre d’observations effectuées sur chaque individu pour
pouvoir disposer d’estimations individuelles fiables.

Méthode globale
La méthode globale proposée par Steimer et al. [83] suppose que les BZ sont distribués

conditionnellement aux (3; selon une loi V'(3;,%;). Par analogie avec la relation (3.9), on
écrit ici
Bi Bi+ & (3.12)
avec FE(é;) =0 et var(é;) = %;. )
On approche ainsi la distribution des 3; par N'(3,%; +T). On peut alors estimer 3 et
[' par maximum de vraisemblance appliqué aux pseudo-données 3;, en minimisant

I I
Lars(B,T) =Y log [Si+ T+ (8= ) (5 +T)7' (5 = B). (3.13)

en utilisant par exemple un algorithme d’optimisation classique de type Newton-Raphson

(Cf. Demailly [26]).

3.2.3 Vraisemblance directe

Cette section est consacrée & la mise en ceuvre de 1’algorithme EM pour 1’estimation
par maximum de vraisemblance dans le modeéle (3.1). Nous présentons d’abord le principe
général de 1’algorithme EM et certaines de ses variantes utilisées pour I'application aux
modeles non linéaires & paramétres aléatoires (Walker, [93]).

Principe de I’algorithme EM

L’algorithme EM (Expectation Maximization, Dempster et al. [29]) est une méthode
itérative pour le calcul du maximum d’une densité dite a posteriori, comme c’est le cas
dans le modéle & paramétres aléatoires. Au lieu de maximiser directement cette quantité,
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généralement difficilement calculable et manipulable, la méthode consiste en une série de
maximisations de fonctions plus simples. Pour cela, I'idée de base est de compléter les
données observées par des données manquantes (non observées).

Pour simplifier les expressions, nous utilisons des notations indépendantes du reste
du texte pour présenter le principe de cet algorithme. Les notations utilisées sont les
suivantes :

— y désigne les observations,

— f est le parameétre sur lequel on doit maximiser la fonction objectif,

O est 'espace de définition de 6,

— z représente les données manquantes 7.e. des données qui ne sont pas observées,

— 7 est 'espace de définition des z,

f(y|0) est la densité des observations conditionnellement a 6 ; on note y ~ f(y|6),
— la densité des données manquantes conditionnellement aux observations et au para-
meétre est notée k(z|y, 0); on note z|y ~ k(z|y,0).
Avec ces notations, la vraisemblance des données complétes qui est la quantité & maxi-
miser s’écrit

L(Oly, =) = f(yl0)-k(z]y,0). (3.14)
Partant d’une valeur initiale #(°), 'étape (r + 1) de Ialgorithme se déroule en deux
temps:
E : calcul de Q(6,0")) = E, log L(8y, z) = fZ log L(0|y, 2)k(z|y, 00))d=
M : recherche de 8U"+Y) = arg max Q(0, a(r))
€

[’algorithme ainsi défini posséde la propriété fondamentale suivante :

O La vraisemblance des observations augmente a chaque itération de 'algorithme :

vre N, L(6UV|y) > L(6"|y) (3.15)

Les hypothéses de régularité définies par Wu [97] :

-0 e 0 CRP,

— lapplication L : 6 — L(f|y) est continue sur O, bornée et dérivable sur I'intérieur
de O,

— lapplication Q) : (0,6") — Q(0,0') définie précédemment dans ’étape E de 1’algo-
rithme, est continue en 6 et 6,

- 0,=0€0|L0) > L(a) est compact Ya € O tel que L(a) > 0,

assurent la convergence de I'algorithme vers ’estimateur du maximum de vraisemblance.

Variantes de ’algorithme EM

Dans la pratique, 1’algorithme EM présente certaines limites. Cet algorithme est no-
tamment fortement dépendant vis-a-vis de la position initiale. D’autre part, il est pénalisé
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par une vitesse de convergence lente, ce qui implique la nécessité de pouvoir réaliser a
moindre cofit les étapes E et M pour étre opérationnel.

Pour pallier ces problémes, des extensions de ’algorithme EM ont été proposées dont
une grande partie est présentée par McLachlan et Krishnan [62]. Nous citons ici brievement
celles mises en ceuvre dans le cadre de ’application au modéle mixte non linéaire proposée

par Walker [93].

Ezxpectation Conditional Mazximization

Cet algorithme (ECM) proposé par Meng et Rubin [63] remplace I'étape M (si celle-ci
est relativement compliquée et devient trés cofiteuse en temps de calcul) par une série de
maximisations conditionnelles (Conditional Maximization, CM) plus rapides car agissant
sur des espaces de dimensions inférieures.

On procéde & des maximisations conditionnelles en découpant le vecteur des para-
meétres en considérant par exemple § = (o, 3). Le systéme

o) = arg maxp(, A7), 00)

BUH = argmax (), 3),60)] (316)

illustre le découpage du vecteur des paramétres et les maximisations qui en découlent.

Cet algorithme conserve les propriétés d’augmentation de la vraisemblance des obser-
vations & chaque itération (relation (3.15)) et de convergence sous des conditions similaires
a celles de I'algorithme EM.

Monte Carlo Fzxpectation Mazimization

On fait appel a cette variante de EM (MCEM, Wei et Tanner [94]) quand le cal-
cul de I'espérance est trop laborieux. Elle est alors approchée par une méthode de type
Monte Carlo. Dans ces conditions, ’étape E consiste a simuler Ny;¢ valeurs de données
manquantes selon la densité k(z|y,#) évaluée en § = () :

20~ k(z]y, 00))

: (3.17)
Z(NMC) ~ k‘(z|y’0(r)>
La densité est alors approchée par
1 Nuye
log L(8y, 2™). 3.18
W 2 8 L010:<) 315)

En pratique, Wei et Tanner [94] recommande de faire varier la quantité de Ny;c en
augmentant sa valeur au cours du déroulement de 'algorithme au lieu de la fixer.

L’algorithme EM ainsi modifié perd la propriété de croissance de la vraisemblance a
chaque itération (relation (3.15)) mais dispose encore de la convergence sous des conditions
de régularité déterminées par Chan et Ledolter [12]. La condition principale réside dans
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la convergence uniforme en # sur des espaces compacts de la quantité & maximiser dans
MCEM (3.18) vers la quantité équivalente pour EM (Cf. étape M décrite précédemment).

Application au modéle mixte non linéaire

L’application d’un algorithme de type EM au modéle mixte non linéaire proposée par
Walker [93] est basée sur la spécification des paramétres aléatoires (B;) comme données
manquantes. Cette considération conduit & la manipulation de la (log-)vraisemblance des
données complétes, observations Y; et paramétres aléatoires B;, ot n’apparait plus de
probléme d’intégration.

En effet, avec les notations § = (3,T,02) et Z = (y,B), la quantité Q(0),0) a
maximiser & ’étape (r) s’écrit

Q(60),0) = Ellog V(6©|2)]y, 6] (3.19)

ot log V(0]7) désigne la log-vraisemblance des données complétes définie & une constante
additive prés par

I J
N N 1 2} L orea g
5 log(o:) = 5 log [T+ —o— > (E [Yii — f(t;,8+ Bi)] ) - ;BT B (3.20)

2
€ =1 7=1

La prise en compte des B; dans les données complétées évite de procéder a une inté-
gration pour calculer la vraisemblance marginale.

La mise en ceuvre de 1’algorithme consiste & calculer 4 tel que

9] o
QU ) =0 (3.21)

En supposant la dérivation sous le signe intégral [49], I’équation a résoudre est la
suivante :

0
E %log V(0|7Z)|y,0 =0. (3.22)
|9l:§

Si on se place dans un modéle & paramétres aléatoires ot le niveau 2 de ’écriture
hiérarchique s’écrit simplement

Bi ~ N, (B,T) (3.23)

alors, ’étape M de 1’algorithme peut étre traité analytiquement en dérivant l'expres-
sion (3.20) par rapport aux paramétres 3, ' et a2 [93].

Si on traite le cas plus général permettant 'inclusion éventuelle de covariables (a;) a
travers une relation non linéaire d dans les variations des paramétres aléatoires,
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Bi = d(a;, B, B;) o
{BZ- = W (3.24)

I'étape M s’effectue alors pour chaque paramétre (3, T, 02) conditionnellement aux deux
autres selon I'algorithme ECM.

Dans les deux cas, ’étape E nécessite I'évaluation de quantités a base d’espérances
mathématiques qui ne disposent pas d’expression analytique. Pour estimer ces quantités,
Walker [93] suggeére alors de procéder par un échantillonnage de type Monte Carlo (Cf. la
méthode MCEM présentée précédemment).

Les propriétés de 1’algorithme EM assurent la convergence vers le maximum de vrai-
semblance.

3.2.4 Vraisemblance directe approchée

Nous présentons dans cette partie les méthodes d’estimation qui consistent & maxi-
miser une approximation de la vraisemblance. Nous évoquons successivement 1’approxi-
mation laplacienne, la mise en ceuvre de techniques de Monte Carlo et ’application de
formules de quadrature gaussienne. Pour ces trois méthodes, nous présentons d’abord le
principe de 'approximation sur un exemple simple puis nous détaillons son application
a I'approximation de la vraisemblance (3.3) dans le modeéle non linéaire & paramétres
aléatoires.

3.2.4.1 Approximation laplacienne

[’approximation laplacienne a été proposée par Tierney et Kadane [84] et par Leonard
et al. [52] pour 'approximation de densités marginales.

Son utilisation dans le cadre des modéles non linéaires mixtes (Pinheiro et Bates [66]
et Wolfinger [95]) permet de simplifier le calcul de I'intégrale nécessaire a I’expression de
la densité des observations.

Principe de ’approximation laplacienne

Soit & calculer 'intégrale

/ e V0 dp, (3.25)

avec § € IR? et ¢ une fonction de IR” dans IR admettant un maximum unique en § = 0.
Le principe de I'approximation laplacienne exprimé par la relation (3.26) consiste a
faire apparaitre dans I'expression de l'intégrale la densité de la loi normale:

o=

/e—w(9)d9 ~ V0 (27) 8 7 ()75 (3.26)

9%
avec 9" = F5r5

la matrice hessienne de 1.
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L’approximation (3.26) repose sur le développement de Taylor de ¢ au voisinage de 0
a l'ordre 2; le terme de premier ordre étant nul, par définition de 0. Ensuite, il s’agit d’une
simple réécriture destinée a faire apparaitre la densité d’une loi normale de moyenne g et
de matrice de variance (")~

Application au calcul de la densité

La vraisemblance des paramétres du modéle a parameétres aléatoires (3.3) peut s’écrire
sous la forme
1
V(3,0]Y) = O] { / exp[-F(8,0,Y;, >]de} (3.27)
=1
avec

J
F(3,0,Y:, B;) = ( Z f(t;, 8+ B>+ %BZ.TF—lBZ.) (3.28)

et C(o2.1) = (2m) 4% 2-%)

notons 9 = (3,T,02) le vecteur des parametres a estimer.
Avec B; deﬁm par arg min, F'(3,0,Y;,n), une approximation de la vraisemblance des

|F| é, indépendant de B;. Comme précédemment, nous

paramétres est donnée par

Vil(V10) = C(o2,1) [T {(2m)% x explF(3.0.Y;, B)] < |F"(B)| | (3.29)

ol F”(BZ-) = W|Bi=éi est la hessienne de la fonction F(3,0,Y;, B;) évaluée en

5B;9BT
B, =B,

La hessienne de F(3,0,Y;, B;) qui s’exprime

(*)

d*fi(t;, 8 + Bi)

F”(BDZ — [l/z_fz(tja/g+BZ>]

aBiaBZ-T _A. 5
BB (3.30)
‘0fi(t;, 8+ Bi) dfi(t;, B+ B;) 1
r
t 9B . aBT b +

est alors approchée par (##) car la contribution de (*) est généralement négligeable par
rapport a ().
Dans ces conditions, I’approximation laplacienne de la log-vraisemblance s’écrit

Ip
lap(0]Y) = log C(a?, )+710g (2) +ZF 3,0,Y:, B ——ZloglF”
1= 1
1J "
:—Tlog(Zﬂa )——log|F|+ZF (8,0,Y:, B Zlog|F

(3.31)
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A

ou F” (B;) désigne le terme (k%) de I’équation (3.30).
[’estimation des paramétres # du modéle se fait alors par maximisation de I’expres-
sion (3.31) qui ne présente plus de calcul d’intégrales.

3.2.4.2 Monte Carlo par échantillonnage d’importance

[’échantillonnage d’importance (importance sampling), ou échantillonnage pondéré,
est une méthode de réduction de variance dans le cadre des méthodes de Monte Carlo. Le
principe de cet échantillonnage est détaillé dans une premiére partie, puis nous présentons
son application au modéle mixte non linéaire proposée par Pinheiro et Bates [66].

Principe de I’échantillonnage d’importance

Le principe générique des méthodes de Monte Carlo consiste & écrire I'intégrale a
calculer sous la forme d’une espérance mathématique que l'on peut approcher par la
moyenne empirique grace & la loi des grands nombres. Les calculs d’un algorithme de
Monte Carlo peuvent étre menés a partir d’'un ensemble de points générés aléatoirement
selon une loi de probabilité quelconque, généralement uniforme. Cependant, le choix de
cette distribution influe sur lefficacité de la méthode. Au lieu de générer les points selon
une loi uniforme, I’échantillonnage d’importance concentre les points & des endroits bien
spécifiques.

Si ¢ est la fonction & intégrer et ¢ une densité de probabilité, I'intégrale de i peut
s’écrire

S = /';b(;c)d:c - / ’ig;’;@(x)d;c —F {%} . (3.32)

L’intégrale S peut ainsi étre approchée en simulant des (2 )k=1,.. N, selon la densité
de probabilité ¢ et en évaluant %(l) en ces points.
Par la loi des grands nombres, on sait que l'on peut approcher S par une moyenne

empirique (Cf. par exemple Davis et Rabinowitz [23] ou Lapeyre et al. [51]):

y S, (3.33)

o (L ) < S ] s

nous éclaire quant au choix de la distribution : il apparait ainsi que plus les fonctions
Y et  sont proches, plus le résultat est précis, le meilleur choix possible pour ¢ étant
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|t)| normalisée pour en faire une densité. Autrement dit, cela consiste & sur-échantillonner
dans les intervalles ou la fonction & intégrer est grande.
Application au modéle mixte non linéaire

L’application de 1’échantillonnage d’importance pour les modéles a paramétres aléa-
toires proposée par Pinheiro et Bates [66], est inspirée de Geweke [40].
La vraisemblance (3.27) est approchée grace a 'approximation de 'intégrale

[ exol=F(5.0.¥; BB

par un méthode de Monte Carlo par échantillonnage d’importance avec F' définie par (3.28).
Le développement de Taylor de la fonction F(6,Y;, B;) autour de B; qui maximise F’

F(0,Y;, B;) ~ F(0,Y;, B;) + %(BZ- — B)TF"(B)(B; — B) (3.35)
met en évidence que la fonction & intégrer peut étre approchée a une constante prés
par la densité de la loi normale A (BZ, [F”(Ei)]_1>. La mise en ceuvre de ’échantillon-
nage d’importance nécessite de pouvoir simuler selon cette loi. En pratique, on génére
aléatoirement des vecteurs z* selon une AN(0,1d,) et on calcule des B par la relation
B = B; + [F"(B;))"'/22~. ) )

En procédant au changement de variable B; = B; + [F”(Bi)]_lﬂz, I'intégrale & calculer
s’écrit

/eXp {—F(a,m, B+ [F"(B)]"22)| |[F"(By)| 5 d= (3.36)

Dans ces conditions, on applique la méthode de Monte Carlo avec
¢ V() = exp |=F(0.Y, B+ [F(B)] e

o p(z) = (2m) ZFexp [—%:ET:E] i.e. la densité de la loi N'(0,1d,).
On approche alors l'intégrale (3.36) par

| Nucexp |=F (0, B+ [F/(B)] H2 ) |

[F"(B)] (3.37)

Nue (27)7 % exp [—%Z;TZZ]

k=1

ott les z} sont générés selon une N(0,1d,).
La log-vraisemblance approchée par Monte Carlo s’exprime alors

I
1J 1 .
lc(0)Y) = —5 10g(2ﬂ'03) ~3 E Log|F"(B;)|

7 . =1 (3.38)
+ Z log {
=1

Nyo
Nue

1
3 exp {F(a, Vi, B + 5] }

k=1

La maximisation en 6 de I’expression (3.38) conduit a l’estimation des paramétres

0=(B,T,02).
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3.2.4.3 Quadrature gaussienne

Les méthodes de quadrature sont des techniques relativement anciennes utilisées pour
approcher les intégrales n’admettant pas de résolution analytique ( Cf. par exemple Rappaz
et Picasso [70] pour une introduction sur ces méthodes). Nous rappelons leur principe
avant de montrer leur application au cas de la vraisemblance dans le cadre des modéles
non linéaires a parameétres aléatoires proposée par Pinheiro et Bates [66].

Principe des formules de quadrature

Si ¥ est une fonction continue sur l'intervalle [a,b] et si w est une fonction de poids

vérifiant fab w(z)dx = 1, la formule de quadrature

/ w(eyp(e)de = 3 wit(a) (3.39)

est définie par la donnée de Ngg points a < x; < x3 < ... < Tn,, < b appelés points
ou abscisses d’intégration et de Ngg réels wi,wa, ... ,wn,, appelés poids de la formule
de quadrature. Les abscisses et les poids de la quadrature sont définis de telle sorte que
la formule de quadrature soit exacte pour des fonctions f polynomiales de plus haut
degré possible. En particulier, les formules de quadrature a Ngg points dites gaussiennes
optimisent le choix des abscisses et sont exactes pour des polynémes de degré inférieur ou
égal a QNQG — 1.

L’approximation d’intégrales définies sur un intervalle infini est également possible
par ce type de méthodes (Cf. Davis et Rabinowitz [23], chapitre 3). Les abscisses et les
poids de la quadrature sont alors déterminés & partir des polynémes de Laguerre, pour
des intervalles du type (a;00) ou (—o0; a), ou des polynémes d’Hermite pour (—oco; 00).

Application a ’approximation de la densité

La vraisemblance exprimée en (3.3) peut s’écrire

V(OY) =

vl

J
(2r02)"7 ] {/(%)-%’wr% exp (—% > Vi — f(t, 8+ B — %B?F*Bz-) dBZ}

=1

(A)
(3.40)

En effectuant le changement de variable B; = F%z, I'intégrale (A) a calculer dans
I’expression (3.40) se met sous la forme

/'w(z);/;(z)dz (3.41)

avec
o w(z)=(2m) % exp (—%ZTZ) la fonction de poids (densité d’une N(0,1d,)) et
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J

e

i=1

L2
Yij = f(t, B+ FEZ)} )

Dans ces conditions, en appliquant la formule de quadrature, I'intégrale (3.41) est
approchée dans le cas unidimensionnel (p = 1) par

J

FJQG 9
3 wrexp (—% > Y= Sk, 8+ T#2)| ) (3.42)
k=1

€ =1

ol zp et wy représentent respectivement les abscisses et les poids de la formule de quadra-

ture définis & partir des polynémes de Hermite H,(z) = (—1)"¢* i—nn(e_zz) par:

o les z; sont les zéros de H,(2)
ntln
7{n+1(2k)
Pour une quadrature & Ng¢ points, on utilise le polynéme de Hermite de degré Ngg.
Dans le cas multi-dimensionnel (p > 1), la structure du modéle & parameétres aléa-
toires permet de procéder a des applications successives des quadratures en dimension 1

(Pinheiro et Bates [66]). On approche alors I'intégrale multiple (3.41) par

?

o W =

NQG NQG

Z Zexp( zj: [Yij ft ],ﬂ+F2zkh k } ) Hwkl (3.43)

k=1 kp=1

avec zp,, .k, = (Zkys - - - ,zkp)T et wy, les poids de la quadrature appliqué a 'intégrale sur
le [€M€ é&lément de B;.
En remplagant 'intégrale par son approximation (3.43) dans l’expression de la log-

vraisemblance, on obtient :

IJ
loa(8]Y) = —5 log(2mo?)

S5 (s

=1 k‘l 1 k‘p—l

"’l\)

ZJ:[ ]’/B+F22k17 ok } )ijl

i=1

(3.44)

On obtient les estimateurs des paramétres du modeéle en maximisant I'expression (3.44)
en 3, I et o2.

Quadrature gaussienne adaptative

Pinheiro et Bates [66] propose une amélioration de 'approximation par quadrature en
s'inspirant de I’échantillonnage d’importance. En effet, la quadrature gaussienne peut étre
interprétée comme une version déterministe des méthodes de Monte Carlo dans la mesure
ou les abscisses sont pré-définies et non générées aléatoirement. Pour cela, ils suggerent
de centrer les abscisses autour de B; et non plus de 0 comme précédemment dans la
relation (3.42). Par ailleurs, le facteur d’échelle I' est remplacé par F”(BZ-).
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Avec ces changements, la log-vraisemblance est approchée par

I I 1 .
Laga(0]Y) = ==~ log(2ma?) — S log|T| = 5 ) log [F"(By)|

i=1

I Nga Nga 1 J . . 1 2
+3 Y Y exp <_FZ {Y;-]- — [(t;, 8+ B + [F"(B:)]2 2, ., kp)} ) [T«

=1 k=1 kp=1 7=1

3.2.5 Vraisemblance indirecte

Les deux méthodes qui consistent & modifier le modeéle initial en un modeéle ou la
vraisemblance est plus simple & maximiser sont présentées ici: il s’agit de la méthode de
pseudo-vraisemblance simulée proposée par Nufiez et Concordet [64, 15] et de la populaire
méthode de linéarisation (Lindstrom et Bates [54]).

3.2.5.1 Pseudo-vraisemblance simulée

[’idée de base de la pseudo-vraisemblance simulée est de considérer les Y; issus d’une
loi normale de moyenne p;(6) et de variance V;(0) définis par

{‘4(9) = var[f(t, 3;)] + 021d; (3.46)

avec les notations du modeéle défini en début de chapitre par le systéme (3.1) et ou 6
représente le vecteur des parameétres a estimer (3,1, 02).
De cette fagon, la fonction objectif & minimiser peut s’écrire

Y LYi = w0 VT Yi = i(0)] + log [Vi(6)]- (3.47)

En général, p;(0) et V;(#) n’ont pas de forme explicite. Pour évaluer la fonction objec-
tif (3.47), Nunez et Concordet [64, 15] proposent de procéder a une approximation de type
Monte Carlo. Pour cela, u;(6) et V;(8) sont approchés par simulation selon les relations

Nye
— 1 n
finye(0) = N Z J(t;,87)
= (3.48)

quMC(a) = NJ\/IC%I Z [f(tjaﬂzn) - ﬂi,NMc(9>] [f(ﬂ?) - /Zi,NMc(a)]/

ot les B sont définis par

B =0+ F%Z? avec z[' ~ N(0,1d,). (3.49)
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La fonction objectif (3.47) est alors approchée par

Cr(0) ~ CYMe () =

)

~ =

I
Z[Y; - ﬂLNMc(G)]TV;'_]\}Mc[Y; - /:Li,NMc(e)] + log |‘/;7NMC(€)|‘
=1
(3.50)

L’estimation de @ est donc définie par
) ~Nmc
Opys = argméaXCI (9).

3.2.5.2 Linéarisation

Le principe des méthodes de linéarisation est I'approximation du modéle non linéaire
par un modéle linéaire. Cette stratégie est motivée par la possibilité d’exploiter les tech-
niques existantes pour les modeéles linéaires (Cf. Searle et al. [77] pour une revue sur les
modeles linéaires mixtes). On bénéficie également du fait que dans un modéle linéaire
hiérarchique, sous des hypothéses d’indépendance entre les paramétres aléatoires B; et
I’erreur ¢;, la distribution marginale des Y; s’écrit explicitement. De plus, si 1'on sup-
pose que les distributions des B; et des ¢;; sont normales alors la distribution de Y; est
également normale (Cf. par exemple Graybill [42]).

Deux méthodes largement répandues sont basées sur ce principe. La linéarisation est
effectuée dans les deux cas par un développement de Taylor au premier ordre. La diffé-
rence entre les deux méthodes réside dans le choix du point autour duquel on procéde au
développement :

— Beal et Sheiner [5] propose de linéariser autour de I’espérance des B; i.e. zéro dans
le modeéle que nous avons décrit. Cette méthode est revue en détail par Davidian et
Giltinan [22].

~ Lindstrom et Bates [54] effectue le méme développement autour d’une prédiction B;
des B; mise & jour a chaque étape d’un algorithme itératif.

La question du choix entre ces deux méthodes n’est pas uniformément résolue. Da-
vidian et Giltinan ([22], section 6.7) soulignent que I'on peut s’attendre a de meilleurs
résultats par la linéarisation autour des Bi, mais que ce gain ne vaut pas toujours la
charge de calculs supplémentaire par rapport au développement autour de 0. Par ailleurs,
ils précisent, d’aprés Beal et Sheiner [6], que Iécart entre les deux méthodes diminue
quand le nombre d’observations par individu (/) diminue. En effet, les B; sont d’autant
plus resserrés autour de leur moyenne (0) que J est petit. Dans ces conditions, il nous
semble préférable d’utiliser la méthode de Lindstrom et Bates [54] car nous disposons
a priori d'un nombre d’observations par pixel important par rapport aux problémes de
pharmacologie traités habituellement par des modéles non linéaires & paramétres aléa-
toires.

La procédure d’estimation proposée par Lindstrom et Bates [54] consiste a alterner
deux étapes:

— calcul des B; et des B Cette étape est présenté par la suite dans le paragraphe

« Prédiction des effets individuels ».
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— estimation des paramétres de variance par maximisation de "approximation de la
densité marginale des observations. Cette seconde étape fournit une nouvelle esti-
mation pour les 3. Flle est détaillée dans le paragraphe « Estimation des paramétres
du modéle ».

Dans ce contexte, les estimateurs des paramétres de variance sont des estimateurs de
pseudo-vraisemblance puisqu’ils maximisent la vraisemblance évaluée en une estimation
préliminaire de (3.

Prédiction des effets individuels

Les prévisions des B; et de 3 sont obtenus en maximisant sur les B; et 3 la fonction
exprimant la densité a posteriori des observations

(3.51)

e -

J
. 1 P (g
. A2_§ _ L . N2 - _gpTr-1p.
l(ﬂvBl|Y7F70-s) - p [ 9262 — [Y;] f(tjvﬁ + Bﬁ)] .ZBZ r BZ
une fois estimée I' et o2.

Estimation des paramétres du modéle

L’approximation réside dans la linéarisation des résidus par un développement de
Taylor autour des B; et des (3

Y = f(t;, B+ Bi) ~ Yy — [f(tm? + Bi)+ Z(Bi— B) + X (8 - B)} (3.52)

< o Of(t;B+Bi) | o _ Of(t,8+Bi) | |
ot Z = " |55 o X =T |54
La notation vectorielle équivalente s’écrit

Vi fi(t 5+ B) = Vi = [fi(t, 5+ B) + 2B — By) + Xu(5 - )

avec fi(taﬂ + BZ) = (f(tlaﬂ + Bi)af(t%ﬂ + BZ)? .- -af(tJaﬂ + BZ)>T
Dans ces conditions, la distribution conditionnelle des Y;|B; est alors approchée par
une loi normale de moyenne linéaire en B; :

VilBs & N (il B, B) + Zi(Bi = B) + Xi(B - B), o714, )

ou ~ désigne une distribution approchée.

Cette expression ainsi que la distribution des B; (B; ~ N,(0,T)), Cf. équation (3.1))
permet d’approcher la distribution marginale des Y;; par la loi normale de moyenne
fi(t,ﬁ, R) — 7:B; — )A(ZB + )A(Zﬂ et de variance o21d; + ZZTFZ

On peut alors écrire

W, < N (Xu o2dy + 27 FZ) . (3.53)
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avec W; = Yi — fi(t, 3, Bi) + Z; B: + Xi3
La vraisemblance des paramétres correspondant a la distribution approchée des W,
s’écrit donc

1J
2

1
11024, + ZFT 22
7 =1 | (3.54)
<[ {exo | =300 - K702, + 20208 - %30}
=1

Vi (0|W) = (2m)”

Par passage au log, I’expression 4 maximiser pour estimer 3, % et T' peut s’écrire

1J
llm((9|W) = —7 10g(‘27r)

I
1 N A N A A N
=3 {log [0214; + 2T 24| + (Wi = Xi8)"(o21ds + 2IT 2)(W: - %:6)}
=1
(3.55)

La maximisation de cette quantité est alors effectuée par exemple par un algorithme
de type Newton-Raphson (Cf. [26]) pour obtenir Iestimation des paramétres de variance
et la valeur mise a jour de f3.

Maximum de vraisemblance restreint

Le passage dans le cadre d’un modéle linéaire permet également de procéder a une
estimation par maximum de vraisemblance restreint (Restricted Maximum Likelihood,
REML), notamment pour tenir compte dans l’estimation des paramétres de variance de
la perte de degrés de liberté lors de I'estimation préalable des paramétres de moyenne.

La procédure d’estimation proposée par Lindstrom et Bates [54] est analogue a la pré-
cédente. La seule différence réside dans I'expression de la (log-)vraisemblance & maximiser.
Pour estimer les paramétres de variance par REML, la fonction & maximiser s’écrit :

I
1 N N N N
linneses (O1W) = Lin(O]W) = 5 3 log ‘Xi(afldj AV s il (3.56)
=1

Dans notre cas, nous avons constaté trés peu de différences entre le maximum de
vraisemblance et le maximum de vraisemblance restreint pour 1’algorithme de linéarisation
sur quelques simulations. Nous conserverons ’estimation par maximum de vraisemblance.

Par ailleurs, Wolfinger [95] démontre que 'algorithme itératif de Lindstrom et Bates
pour le maximum de vraisemblance restreint issu de la linéarisation peut étre dérivé de
I’approximation laplacienne de la vraisemblance du modéle non linéaire a parameétres
aléatoires en supposant comme dans notre cas la normalité des paramétres aléatoires et
de lerreur.
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3.2.6 Implémentation des méthodes

Les méthodes basées sur les régressions individuelles ont 1’avantage d’une mise en
ceuvre quasi-immeédiate. Il suffit de disposer d’une routine d’estimation dans un modéle
de régression non linéaire classique pour la premiére phase de la méthode. Le calcul des
parameétres globaux est ensuite immédiat pour la méthode standard. Pour la méthode
globale, I'implémentation d’un algorithme de minimisation fournit les estimations des
parameétres globaux. Cette simplicité de mise en ceuvre et le moindre cotit opérationnel
de ce type de méthodes nous conduit & retenir la méthode standard pour comparaison
avec la méthode de linéarisation, sur données simulées (Cf. chapitre 4) et réelles (Cf.
chapitre 5).

Parmi les méthodes basées sur le critére du maximum de vraisemblance, la méthode
de linéarisation est certainement la plus populaire grace a son implémentation entretenue
et largement distribuée par les auteurs. Ainsi, on retrouve 'algorithme d’estimation par
linéarisation proposé par Lindstrom et Bates [54] dans la librairie nlme [67] disponible
pour Splus [76] et R (Cf. par exemple [100]). L’adaptation pour SAS sous forme d’une
macro-commande est décrite par Littell et al. [55] et expérimentée par Wolfinger [96].

Les autres méthodes ne bénéficient pas d’un outil prét a ’emploi et nécessitent une
implication de 1'utilisateur pour leur mise en ceuvre. Ce point sera évoqué dans le chapitre
4 pour I’étude comparative sur données simulées des méthodes de linéarisation et par
approximation numérique.

3.3 Propriétés des estimateurs

Cette section propose un retour sur la bibliographie autour des modéles non linéaires
mixtes avec comme axe de lecture les propriétés des estimateurs obtenus selon les di-
verses méthodes. En effet, cet aspect des méthodes est généralement peu évoqué dans
la littérature ou l'accent est mis sur le comportement numérique. Nous complétons les
quelques résultats parus dans la littérature par une réflexion sur la convergence des esti-
mateurs obtenus par approximation numérique de la vraisemblance. Ces diverses sources
d’information sont ensuite réunies pour proposer une synthése sur le sujet.

3.3.1 Au sujet de Pasymptotique

Avant de rentrer dans le détail des propriétés des estimateurs obtenus par les diverses
méthodes, nous précisons les diverses fagons selon lesquelles peut étre envisagé le com-
portement asymptotique.

En effet, dans le cadre de I'analyse de données longitudinales sur plusieurs individus,
dans lequel le probléme de suivi de cultures par télédétection spatiale s’insére logiquement,
on dispose de deux axes pour ’asymptotique:

— le nombre d’individus i.e. dans notre cas, le nombre de pixels (1),

— le nombre de mesures par individus i.e. le nombre d’images disponibles pour la zone
d’étude. Nous supposons que le nombre d’acquisitions (.J) est identique pour chaque
pixel. Ce point a été justifié au chapitre 1 par 1'utilisation de synthéses décadaires.



64 Chapitre 3. Estimation dans le modéle paramétrique gaussien

Dans ces conditions, plusieurs cas de figures peuvent étre considérés:

1. I’asymptotique repose simultanément sur les deux axes: I — oo et J — oo. On
dispose d’images composées d’'un nombre important de pixels acquises trés souvent
sur une longue période.

2. Seul le nombre de pixels supporte 'asymptotique: I — oo et J < oo. Les acquisitions
étant effectuées sur une période pré-définie, leur nombre ne peut pas augmenter
indéfiniment.

3. Le nombre d’acquisitions par individu tend vers I'infini, pour un nombre relativement
faible d’individus: J — oo et [ < oo. Les images considérées ici représentent une
zone relativement petite quelle que soit la résolution ; elles sont acquises en grand
nombre.

Le nombre de pixels d’une image pouvant largement dépasser le millier, nous pouvons
supposer systématiquement que nous sommes dans les conditions de "asymptotique sur
I. Nous rejetons donc la troisieme situation. En ce qui concerne le nombre de dates,
la situation dépend du niveau auquel on place 'asymptotique. En disposant d’images a
haute résolution temporelle et donc de plusieurs dizaines de dates durant le cycle de vie
de la culture d’intérét, nous pourrons supposer disposer également de ’asymptotique sur
J. Nous envisagerons cependant les propriétés dans le deuxiéme cas ot J est borné.

3.3.2 Revue bibliographique

Relativement peu d’articles sont destinés a I’étude des propriétés des estimateurs dans
les modéles non linéaires & paramétres aléatoires. Les références 27, 93, 64, 90, 14, 69, 98|
sont quasiment les seules sur le sujet. Nous proposons ici une revue de ces quelques articles
en précisant les propriétés des estimateurs considérés parmi les suivantes:

— convergence: on précisera I’axe asymptotique nécessaire a la convergence et si pos-
sible la vitesse de convergence,
— normalité asymptotique,

— efficacité.

3.3.2.1 Vraisemblance directe

L’algorithme EM mis en ceuvre dans le cadre des modéles non linéaires a paramétres
aléatoires évoqué précédemment (Cf. section 3.2.3) fournit 'estimateur du maximum de
vraisemblance. On dispose dans ce cas de la théorie du maximum de vraisemblance pour
déterminer les propriétés de cet estimateur. On pourra se référer a [16, 18] pour y trouver
les démonstrations de la convergence, de la normalité asymptotique et de l'efficacité de
I’estimateur du maximum de vraisemblance. Ces propriétés sont asymptotiques sur le
nombre d’individus ; le nombre d’observations par individu peut étre uniformément borné.

3.3.2.2 Vraisemblance directe approchée

Parmi les méthodes de la classe « vraisemblance directe approchée », I'approximation
laplacienne est la seule pour laquelle on a étudié les propriétés statistiques de ’estimateur.
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Vonesh [90] étudie I’estimateur du maximum de I’approximation laplacienne de la vraisem-
blance et exprime sa vitesse de convergence. Nous présentons d’abord la démonstration
proposée par Vonesh et la commentons par la suite.

Démonstration proposée par Vonesh

Les calculs sont basés sur les relations

V(%) = Vi (¥) + O(5) (3.57
et
70 (010y) = I7U07) + TV H(07) (D10 — 07) + Op(1)(B1, — 07)? (3.58)

exprimant respectivement la précision de ’approximation laplacienne et un développement
de Taylor au premier ordre de la dérivée premiére de la vraisemblance avec les notations
U(0) = 5 et H(9) = 52, A

Pour le développement de Taylor exprimé en (3.58), Vonesh suppose que ;,, est un
point & l'intérieur d’un voisinage de la vraie valeur du parameétre 6*.

De l'expression de 'approximation de la densité marginale pour I'individu ¢ (3.57), on
déduit 'expression de la log-vraisemblance du parameétre 6 en supposant I'indépendance
des individus:

I

1(0) = liap(0) + O(J

). (3.59)
Ensuite, sous les conditions classiques de régularité, on a
17 H(0)(01ap = 0) + Op(1) (010 — 6)* = Op(1) (b1 — 0) (3.60)
et par ailleurs pour les mémes raisons
[7'U(6%) = O,(I77). (3.61)

On dispose ainsi de deux expressions de [_IU(é;ap) :

[FU(0hp) = Of(I77) + Op(1) (D1 — 07)

. A 1 3.62
FW(by) = 1 Wilg) + O ). (362
On déduit du systéme (3.62), expression de Op(l)(élap —6%):
. A 1 1 1 1
Op(1)(rap — 07) = 17 Utap(b1ap) + Op(172) + O(5) = Op(I72) + O(5) (3.63)

J
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car [_1Ulap(élap) = 0 par définition de élap qui maximise /4.
La vitesse de convergence est alors exprimée en simplifiant par O,(1):

Oap — 0" = O, (max{%, %}) : (3.64)

Par la suite, Vonesh montre également I’équivalence entre élap et 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance ; d’otl les propriétés de normalité asymptotique et d’efficacité de
O1ap-

Commentaires

Selon nous, des erreurs entachent cette démonstration. La premiére est qu’a aucun
moment, la convergence de élap vers 6* n’est démontrée explicitement. Il s’agit plutét
du calcul de la vitesse de convergence de I'estimateur une fois supposée la convergence.
De plus, dans la relation (3.63), (ézap — 0*) est exprimé en simplifiant par O,(1). Or,
La définition d'un O,(1) comme un terme que 'on peut majorer par n’importe quelle
constante, fait que cette simplification est erronée si le terme en question tend vers zéro.

3.3.2.3 Vraisemblance indirecte

Les estimateurs issus des deux méthodes qualifiées de « vraisemblance indirecte » ont
des propriétés qui ont été démontrées dans la littérature. Nous évoquons successivement
la pseudo-vraisemblance simulée et la linéarisation.

Pseudo-vraisemblance simulée

La procédure d’estimation proposée par Nunez et Concordet [64, 15| fournit un es-
timateur ayant les propriétés de convergence presque siire et de normalité asymptotique
sur I. De plus, Nunez donne la vitesse de convergence de cet estimateur en fonction du
nombre d’individus [ et de la taille Nj;¢ de I’échantillonnage de Monte Carlo. La relation

[ o S.
Nf (6 —07) —— 0 (3.65)
MC —00
NMG—)OO

montre par ailleurs que la convergence est atteinte a .J fixé. Autrement dit, il n’est pas
nécessaire de disposer d’un grand nombre d’observations par individu.
La convergence est démontrée a partir du lemme exprimé dans la relation

sup |[CNME(9) — Ege [C1(0)]] ——0 (3.66)
fe® NM:;O_?OO

qui assure que le critére a minimiser, dont la définition est rappelée dans I’équation (3.50),
est un contraste i.e. une fonction des observations qui converge vers une fonction déter-
ministe identifiant la vraie valeur du parameétre.
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L’inégalité de Jensen

e(E(X)) < E(e(X)) si @ est convexe, (3.67)
et l'inclusion
(N : SNumc S ‘
{91 ¢ B} c {gg CNve () > 01(0)} (3.68)

ou B désigne une boule ouverte de O centrée sur §*, permettent de conclure sur la conver-
gence.

La normalité asymptotique résulte d’une application du théoréme central limite. On
pourra se référer a Nuiiez [64] pour I'expression de la variance asymptotique.

Linéarisation

Malgré 'existence et la popularité de plusieurs méthodes de linéarisation, trés peu de
références existent sur ’étude des propriétés des estimateurs issus de telles techniques. Un
article de Demidenko [27], rarement référencé dans la littérature est quasiment le seul avec
Ramos et Pantula [69] & étudier les propriétés des estimateurs obtenus par la méthode
de linéarisation selon Lindstrom et Bates [54]. Cette technique est pourtant une des plus

couramment employée grace a sa mise en ceuvre facilement disponible. Les propriétés sont
évoquées en distinguant les deux situations asymptotiques:

1. I - et J <o,
2. I - et J— 0.

Les propriétés des estimateurs issus de procédés de linéarisation sont parfois expri-
més (Cf. Vonesh et Carter [91]) sous réserve que l'approximation linéaire est exacte ou
autrement dit que le modéle est linéaire. Les modéles d’évolution de culture que nous
envisageons étant non linéaires, nous ne ferons pas une telle hypotheése.

Premieére situation asymptotique

Ramos et Pantula [69] et Demidenko [27] utilisent la méme technique pour montrer la
non-convergence des estimateurs obtenus par linéarisation dans le cas ot I'asymptotique
porte seulement sur le nombre d’individus avec un nombre d’observations par individu
constant et fini.

Les auteurs considérent un modéle exponentiel simple a un paramétre

yi; = €% +e

B = B+ B
B ~ Np(oa 72)
eij ~ N(0,02)

(3.69)

qui présente ’avantage de permettre le calcul analytique de certaines expressions.
Dans ces conditions, et en supposant connus les paramétres de variance v* et o2, Ial-
gorithme de Lindstrom et Bates se résume a la premiére étape d’estimation par moindres

carrés pénalisés:
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In 1L B?
ﬂLB = arg max{i Z (j Z(yij _ 66+B¢>2 i _;) } (3.70)

=1 7
Les équations qui permettent d’estimer les effets aléatoires B; et [}LB s’écrivent :
2(B+Bi) _ O+Big b B; = 0 =1 I
€ Yi + 77 = r=1,...,

T (3.71)
Z 2(6+B;) eﬁ+BigZ.) = 0

’\qlf—‘

En sommant les I équations de la premiére ligne du systéme (3.71) et en intégrant
dans la seconde ligne, il vient que (1 satisfait la relation (3.72):

~1 =

Z B(3,7:) =0 (3.72)

ot B(f3,7:) est solution de la premiére ligne de (3.71).
Pour calculer le biais de 'estimateur $rp, on s’appuie sur le résultat suivant (Cf. par
exemple [46]):

O Soient uy,uy,...,us des variables aléatoires i.i.d. dont la distribution dépend d’un
parameétre 3. On note By la vraie valeur du paramétre. L’estimateur B; est défint par
[’équation

ZI: S(ug, 3 (3.73)

’\cl'—‘

Dans ces conditions,
lim 3; = 3, (3.74)
I—o0

o (. est solution de l’équation g(ﬂ,ﬂo) = FE3,S(u1, ) =0.

Grace au résultat précédent, utilisé en considérant S(3,3y) = Eﬁoé(ﬂ,g), on peut
calculer la limite de 815 quand I — oo et ainsi exprimer son biais asymptotique.

Deuziéeme situation asymptotique

Dans la situation oit 'on considére que [ et J tendent tous les deux vers I'infini, Demi-
denko [27] démontre que 'estimateur /jLB est équivalent & 'estimateur du maximum de
vraisemblance et posséde donc les propriétés de convergence, de normalité asymptotique
et d’efficacité.

La démonstration de ce résultat est basé sur le fait que 'estimateur BSTS évoqué
en 3.2.2 est lui aussi équivalent & I'estimateur du maximum de vraisemblance. Le plan de
la démonstration est le suivant :

1. BLB et BSTS sont équivalents quand .JJ — oo si on suppose connus les paramétres de

variance o et T,
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2. [;’STS est convergent presque stirement et asymptotiquement normal,

3. les procédures d’estimation ST'S et LB produisent des estimateurs convergents de
gletT,

4. BSTS est équivalent & I'estimateur du maximum de vraisemblance quand I — oo et
J — oo en remplacant les paramétres de variance par leurs estimateurs convergents.

L’idée de base pour montrer le premier point réside dans I’écriture d’un pseudo-
estimateur 3(4) défini par:

I
3(5) = arg mﬁinz (IY: = fi(B+ B)||? +6BI'B), 46>0 (3.75)
=1
1
~ J’
OBsts. La suite réside essentiellement sur des résultats issus de la théorie sur la régression
non linéaire et les modéles linéaires mixtes. On trouvera la démonstration détaillée dans

Demidenko [28].

En faisant tendre § vers zéro, en considérant 4 = =, on obtient I’équivalence entre B p et

3.3.3 Contribution a I’étude des propriétés des estimateurs

Les méthodes d’estimation par approximation numérique de la vraisemblance sont
généralement évoquées pour leur aptitude a fournir 'estimateur du maximum de vrai-
semblance exact (EMV) [14, 65].

Dans cette section, nous essayons de démontrer que ces estimateurs ont les mémes
propriétés que le maximum de vraisemblance en nous basant sur une démonstration des
propriétés de ’'EMV présentée par exemple dans Cox et Hinkley [16]. Nous ne pouvons
cependant pas aboutir au résultat souhaité. L’absence de convergence uniforme des ap-
proximations numériques n’autorise pas une démonstration similaire & celle de 'EMV.

Les notations utilisées dans cette section sont les suivantes:

— 0 = (8,T,0?) représente 1’élément générique,

— 0 désigne la vraie valeur du parameétre,

— O est l'espace des paramétres, supposé compact.

Nous supposons que la vraie valeur du parameétre 6* appartient a l'intérieur de 1'es-
pace O. Cette hypothése évite de se retrouver sur la frontiére de I'espace de définition
du parameétre et remplace en quelque sorte I’hypothése « © ouvert » parfois rencontrée
lorsque que 'on s’intéresse aux composantes de la variance.

3.3.3.1 Convergence de ’estimateur du maximum de vraisemblance

oA 7 . . .
Soit (%WV = arg maxgce % Ei:l [(0;Y;) 'estimateur du maximum de vraisemblance et
soit B une boule de rayon R centrée sur 6*.
Si 6MV n’appartient pas a B cela signifie que la vraisemblance atteint son maximum
hors de B ce qui s’écrit:

{iwr ¢ B} {sup§zzw;m > %Zzw*;m} . (3.76)
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Or, la loi des grands nombres, la continuité de [ et la compacité de © permettent
d’écrire :

’\cl'—‘

sup — Zl

o\8 1 I=co o\B

izw* Y:) 225 sup Q(6, 07) (3.77)

avec Q(0,0°) = By [1(6:Y3) — (6% 1))
De plus, I'inégalité de Jensen (stricte avec § # 6*) implique que Q (8, 6%) est strictement
négatif:

Q(0,0%) = By [log VV((; 1;%} < log g [%] =0 (3.78)

avec [(0;Y]) =log V(0;Y7).
Les relations (3.77) et (3.78) impliquent alors que

I I
1 1 p.s.
. . > _ *, . K .
P [E 1(0:Y:) > ;:1 1o vy | 20 (3.79)

et par conséquent, d’aprés l'inclusion (3.76)

P[é%’gs} SN

I—o00

ce qui nous permet de conclure a la convergence presque stire de éﬁ\/f V vers 6* quand [
tend vers I'infini.
3.3.3.2 Adaptation pour les méthodes d’estimation par approximation

Les méthodes d’intégration numérique s’appliquent sur la vraisemblance individuelle.
Elles générent une erreur d’approximation &; pour I'individu ¢. La vraisemblance approchée
globale est donc liée a la vraisemblance par la relation (3.80):

1< 1< 1<
7223 appl 7223 7223 (3.80)

Pour démontrer les propriétés des estimateurs du maximum d’une approximation de
la vraisemblance de maniére analogue a celles du maximum de vraisemblance, il faut
montrer que ’erreur moyenne tend vers zéro:

I
%Zf N (3.81)
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Dans les expressions (3.80) et (3.81), la notation &; est un abus d’écriture. Pour I’appli-
cation des formules de quadrature gaussienne, ’erreur d’approximation dépend du nombre
d’abscisses Ngg considéré. Pour I'approximation par Monte Carlo, la taille de 1’échan-
tillonnage Njs¢ influence également l'erreur. La notation &;x ot NV est mis pour Ngg ou
Nuie, correspond alors mieux a 'expression du terme d’erreur.

Dans ces conditions, les propriétés de convergence des deux méthodes d’approximation
considérées permettent d’écrire le résultat suivant :

&in — 0. (3.82)

N—oo

Pour 'approximation par Monte Carlo, ce résultat est obtenu par la loi des grands
nombres [51, 85| ; il s’agit d’une convergence presque stire. Pour la quadrature, la conver-
gence des formules gaussiennes sur un espace d’intégration infini est donnée par Davis et
Rabinowitz [23].

[’expression (3.82) s’écrit

Ve > 0, INo(7) tel que VN > No(7), |&n| < e (3.83)

avec la notation Np(2) qui exprime que c’est le terme d’erreur propre a I’approximation
pour chaque individu qui tend vers zéro.
Si on disposait d’un résultat de convergence uniforme (3.84) pour les approximations,

Ve > 0, 3N tel que Vi, VN > NJ, [&in| < € (3.84)

on aurait alors la relation requise (3.85)

I

1 .

; E :&N —>I—>oo 0. (3.85)
i=1 N—oco

A notre connaissance, des résultats de convergence uniforme ne sont pas disponibles
pour les deux méthodes d’approximation envisagées. L’obstacle majeur de ce type de
résultats est la dimension infinie de ’ensemble de définition des 7 qui varient de 1 & I avec
I — .

Par ailleurs, en pratique, le nombre d’abscisses des quadratures Ngg est généralement
relativement faible et ne permet pas d’atteindre un résultat asymptotique.

3.3.4 Synthése sur les propriétés des estimateurs

L’objectif de cette section est d’établir un bilan sur les propriétés des divers estimateurs
évoqués dans le cadre de I'approche paramétrique non bayésienne. Les six méthodes évo-
quées précédemment sont référencées dans le tableau 3.2. Elles sont mises en relation avec
les propriétés de convergence, de normalité et d’efficacité des estimateurs qu’elles four-
nissent. La situation asymptotique nécessaire pour bénéficier des propriétés est précisée
dans chaque cas: soit le nombre d’individus tendant vers I'infini suffit (situation 0), soit
le nombre d’observations par individus doit également tendre vers I'infini (situation 0O).
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‘ Méthode d’estimation ‘ Convergence ‘ Normalité ‘ Efficacité ‘ Référence ‘

EM 0 ° ° [93]
PVS O ° O [64]
TS 0 ° ° [28]
Linéarisation O ° ° [28]
Laplace a? ° ° [90]
Monte Carlo ? ? ?
Quadrature gaussienne ? ? ?

TAB. 3.2 — Récapitulatif des propriétés des estimateurs obtenus par les diverses méthodes
dans le cadre paramétrique non bayésien: O et O indiquent la situation asymptotique re-
quise pour la convergence, ® indique une propriété démontrée, [1 une absence de propriété
démontrée, et? une absence de résultat pour la propriété en question.

3.4 Conclusion

Parmi les méthodes présentées dans ce chapitre, il semble que les méthodes d’estima-
tion par linéarisation et traitement séparé des individus soient les plus aptes a répondre a
notre probléme a condition de pouvoir disposer d’un nombre important de dates (plusieurs
dizaines). Nous envisagerons également ’estimation selon les trois méthodes d’estimation
par approximation numérique de la vraisemblance pour lesquelles nous ne disposons pas
de résultats fiables sur les propriétés. Par ailleurs, les deux premiéres méthodes listées dans
le tableau 3.2 peuvent présenter un intérét si nous disposons de peu de dates, mais celles-ci
sont reconnues pour étre trés coiiteuses en temps de calcul. Or, une de nos contraintes
initiales est de garantir le caractére opérationnel des méthodes mises en ceuvre.

Nous retenons donc pour étude par simulation, hormis les méthodes par approxima-
tion, des méthodes dont les propriétés des estimateurs sont asymptotiques sur le nombre
d’individus et sur le nombre de dates par individus. Ce point illustre un paradoxe en
rapport avec I'utilisation des modéles non linéaires & parameétres aléatoires. En effet, leur
utilisation est parfois justifiée par le faible nombre de dates par individus qui empéche
de procéder & des analyses individuelles. Or les méthodes d’estimation auxquelles on a
recours n’ont pas de propriétés a distance finie sur le nombre de dates. Pour conclure sur
I’estimation dans les modéles non linéaires & paramétres aléatoires, disons qu’en termes de
popularité, les méthodes par linéarisation sont les plus répandues. La disponibilité d’outils
comme le logiciel NONMEM (6] et la librairie nlme [67] en est la principale raison.



Chapitre 4

Etude par simulation de méthodes

d’estimation des paramétres d’un

modéle non linéaire & parameétres
aléatoires

Le but de ce chapitre est de présenter trois séries de simulations menées pour valider

dans notre cas, 'utilisation de la méthode d’estimation par linéarisation dans les modéles

non linéaires a paramétres aléatoires. Les questions posées sont les suivantes:

A. Parmi les méthodes d’estimation par linéarisation (Lindstrom et Bates [54] et ap-

proximation numérique (laplacienne, Monte Carlo, quadrature gaussienne, Pinheiro
et Bates [66]), laquelle assure le meilleur compromis entre précision des résultats et
temps de calculs?

. L’estimation par linéarisation dans un modele & parameétres aléatoires est-elle pré-
férable & une approche par pixel de type STS [83] classiquement utilisée en télédé-
tection?

. L’estimation par linéarisation est-elle perturbée par une structuration spatiale du
bruit? Par ailleurs, permet-elle de retrouver la répartition spatiale des paramétres
aléatoires sans étre explicitement prise en compte dans le modéle?

La premiére section de ce chapitre présente le principe de simulation de valeurs de LAT.

Ensuite, les trois sections suivantes proposent les séries de tests permettant de répondre

aux questions ci-dessus.

4.1 Simulation de valeurs de LAI

Pour simuler des valeurs de LAT pour [ pixels a J dates, nous générons I vecteurs de

paramétres (3; pour le pixel ¢) et I.J termes de bruit selon des lois normales :

(Bi)iz1..0 ~ N,(B,T) ia.d. |
{ 1 I ~ N(0,0})  ia.d (4.1)
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Dans U'expression (4.1), 3 est un vecteur de taille p et I' = diag(c3) est la matrice de
variance des paramétres, supposée diagonale c’est-a-dire avec des parameétres non corrélés.

Les valeurs de LAT sont simulées a partir du modéle de Baret (Cf. 1.2.3.1) selon la
relation :

L‘Afij:f(tj,ﬂi)—l—&‘ij ‘izl,...,[jzl,...,J (42)

ou (t;);=1,..7 représente le temps en millier de degrés-jours a la jéme date.

Le probléme de la simulation selon la relation (4.2) est qu’elle peut engendrer des
valeurs de LAI fortement négatives pour certaines valeurs de paramétres, ce qui est en
désaccord avec des mesures d’indice de surface foliaire positives ou nulles.

Pour pallier ce probléme et coller davantage aux données réelles que représentent des
valeurs de LAI, nous effectuons une remise & zéro des valeurs négatives selon la relation

LA[ijI[f(tj,ﬂi)—l-Eij]/\O ‘izl,...,[jzl,...,J (43)

ol a A b désigne sup(a,b).

Or sur quelques manipulations préalables & la mise en ceuvre du plan d’expérience, il
apparait que cette remise a zéro provoque une sous-estimation systématique de la variance
résiduelle. La figure 4.1 permet de mieux comprendre pourquoi la remise & zéro aprés
bruitage des valeurs simulées provoque cette sous-estimation.

0.0 0.5 1.0 15
Dates

0.2

0.1

Residus estimes
0.0

-0.1

-0.2

FiG. 4.1 — Représentation des résidus d’un ajustement par linéarisation en fonction de la
covariable temps exprimée en milliers de degrés-jours.

La représentation des résidus estimés selon la covariable temps montre que dans les
parties ou les valeurs de LAI sont faibles (temps proche de 0 ou supérieur & 1,2 millier de
degrés-jours), les résidus révelent une structure particuliére qui supprime une partie de
leur variabilité, d’ou la sous-estimation. Ce biais sur la variance résiduelle a également un
effet sur ’estimation des paramétres.

Devant ces problémes, nous avons modifié la phase de simulation en effectuant la
remise a zéro de valeurs négatives non plus aprés bruitage des valeurs mais avant comme
le montre la relation (4.4)
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LA[ijI[f(tj,ﬂi)/\O]—l-Eij izl,...,]jzl,...,J. (44)

La figure 4.2 illustre la différence entre les deux opérations de remise a zéro des valeurs
négatives.

LAI
2
am—
¢ cot CONUEEEEEEEEE———— o ¢
ARt
LAI
2
-
o
¢ oot CONCEEEEEE—— ¢ 8
ARG .
L )

0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15
Dates Dates

FiG. 4.2 — lllustration de la remise a zéro sur les données simulées. A gauche la remise
zéro est effectuée avant bruitage, a droite aprés bruitage.

Comme on peut le voir sur le graphique de droite de la figure 4.2, I'ajout du terme de
bruit aux données simulées remises & zéro implique "apparition de valeurs négatives de
LAT dont la valeur absolue est directement liée a la variance résiduelle (Fig. 4.3).

Ces valeurs négatives de LA relativement faibles en valeur absolue, peuvent se justifier
dans la pratique par I'obtention du LAI, non pas par mesure directe mais par conversion
d’un indice de végétation. C’est le cas, lorsqu’en inversant la relation (1.1) (IV = IV, +

(IV, = IV,,) x el=KvxEAIDY TV est inférieur a IV;.

4.2 Comparaison de méthodes d’estimation par linéa-
risation et approximation numérique

La nécessité de la mise en ceuvre d’un plan d’expérience pour la comparaison de
méthodes d’estimation dans les modéles non linéaires & paramétres aléatoires se justifie



76 Chapitre 4. FEtude par simulation

© 1 ©
< <
< <
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o 1 o
0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15

Temps exprime en milliers de degres-jours  Temps exprime en milliers de degres-jours

FiG. 4.3 — Valeurs simulées de LAI pour 1500 pizels et 20 dates dans une configuration
faiblement bruitée (a gauche), fortement bruitée a droite et courbe d’évolution pour 3 pizels
sur les 2 graphiques.

principalement par le fait que les tests comparatifs proposés dans la littérature sont effec-
tués sur des jeux de données de petite taille par rapport au probléme du suivi de cultures :
quelques dizaines d’individus sur une dizaine de dates contre plus de mille pixels observés
sur plusieurs dizaines de dates. Dans ces conditions, il est difficile de juger du caracteére
opérationnel des méthodes sur notre type de problémes. Mise a part la méthode de linéa-
risation qui est implémentée dans la librairie nlme de Splus présentée en annexe (annexe
B, section 5.2), les autres méthodes d’estimation par approximation de la vraisemblance
ne bénéficient pas d’un outil utilisable directement (Cf. annexe B, section 5.3 pour leur
mise en ceuvre). Nous avons exclu de notre étude I'estimation par ’algorithme EM et par
pseudo-vraisemblance simulée : deux méthodes reconnues comme cofiteuses en temps de
calcul.

4.2.1 Plan d’expérience

4.2.1.1 Motivations

Le plan d’expérience mis en ceuvre est destiné a étudier le comportement des méthodes
d’estimation dans divers cas de figure correspondant a:

a. une zone d’étude homogeéne: les évolutions des cultures sont similaires sur toute
I'image, les paramétres sont alors simulés constants sur I’ensemble des pixels,
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b. une zone d’étude hétérogéne : les évolutions des cultures présentent une variabilité
significative que 1’on traduit en simulation par des parameétres aléatoires.

Chacun des deux cas de figures ci-dessus est croisé avec la prise en compte de deux va-
leurs de bruit résiduel pour traduire des corrections quasi-parfaites qui ne laissent subsister
qu’un léger bruit entiérement aléatoire ou un bruit plus important di éventuellement &
la mise en ceuvre de techniques de désagrégation (Cf. section 1.3.3.2).

4.2.1.2 Mise en ceuvre

Suite & des premiers essais effectués avec le modeéle de Baret a 4 paramétres (7, =
log(1 + exp(a x T¢))/b), nous avons décidé de limiter le nombre de paramétres a estimer
a 3, en considérant le paramétre K' comme une constante, pour diminuer les temps de
calcul et ainsi satisfaire la contrainte opérationnelle.

‘Conﬁg. H Oq ‘ O ‘ or. ‘ O ‘
1 0.1 {0.10.01 | 0.05
2 0.1 {0.1 |0.01 | 0.5
3 010 0 0.05
4 010 0 0.5

TAB. 4.1 — Plan d’expérience & 2 facteurs (écart-type des paramétres aléatoires op =
(0a, 00, 07,) €l écart-type rédisuel o.) pour la comparaison des méthodes d’estimation par
linéarisation et approximation : 100 répétitions par configuration.

Les données sont simulées (Tab. 4.1) selon des parameétres aléatoires (configurations
1 et 2) ou fixes (configurations 3 et 4), puis bruitées selon un bruit blanc gaussien
indépendamment sur chaque pixel (équation (4.1)), faiblement (configurations 1 et 3)
ou fortement (configurations 2 et 4). Les valeurs retenues pour les variances (02 =
(0.12,0.12,0.1%2,0.012)) ont été préalablement déterminées selon une approche par pixel
a partir d’un petit jeu de données réelles. Les deux valeurs retenues pour faire varier la
variance du bruit sont ¢ = 0.05% et 62 = 0.5%. Elles correspondent environ a 1% et 10%
du LAT maximal en termes d’écart-type.

Le nombre de pixels est fixé a 1500 pour I’ensemble des configurations. Cela correspond
a une surface au sol de 1500 km? (soit environ de 30 & 40 km de c6té) pour un capteur de
résolution kilométrique. Le nombre de dates est fixé a 20. La valeur 20 correspond & une
acquisition tous les 10 jours (ou & une synthése décadaire) pendant environ 6 mois. Les
dates sont simulées également réparties entre 0 et 1500 degrés-jours. La moyenne (3) des
parameétres individuels (3;) est fixée & 8 = (8,7,3,0.5) avec le temps exprimé en milliers
de degrés-jours. Ces valeurs correspondent approximativement a celles observées sur un
petit jeu de données réelles.

L’objectif de cette série de tests réside dans la comparaison des méthodes sur leur
aptitude a estimer les paramétres globaux (moyenne et variance) dans un modeéle non
linéaire & paramétres aléatoires. L’aspect opérationnel de ces méthodes est également
un critére important pour la comparaison. La méthode de linéarisation sert de référence
au niveau des résultats. Nous cherchons & voir si 'une des méthodes d’estimation par
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approximation de la vraisemblance améliore les résultats de la linéarisation avec des temps
de calcul non prohibitifs.

Paramétrage des méthodes

Parmi les trois méthodes testées en complément de la linéarisation, deux d’entre elles
nécessitent un paramétrage supplémentaire. La méthode de Monte Carlo requiert la taille
de I’échantillonnage ; la quadrature gaussienne, le nombre d’abscisses dans chaque direc-
tion de I'espace des paramétres.

La détermination de ces paramétres est trés largement influencée par la nécessité de
garantir des temps de calcul « raisonnables » sur des problémes de grande taille, non
seulement pour un traitement unique de données mais surtout pour la répétition de trai-
tements sur une série de tests.

Dans ces conditions, la taille de I’échantillonnage pour la méthode de Monte Carlo est
fixée & 100 et le nombre d’abscisses pour la quadrature a 5, ce qui, dans un espace des
parameétres & 3 dimensions crée une grille de 5° = 125 points.

Initialisation des paramétres

Les valeurs initiales fournies & 'algorithme de minimisation pour les méthodes par
approximation sont les résultats de la linéarisation : I’algorithme d’estimation par linéari-
sation étant seulement initialisé pour les effets fixes selon 'interprétation des paramétres
du modéle de Baret :

— Calculs de pentes pour «a et b,
— valeur maximale de LAT pour K,

— moyenne entre le premier temps d’observation et le temps ot le LAl maximal est
atteint pour T..

L’initialisation des algorithmes d’estimation par approximation numérique par les ré-
sultats de la linéarisation traduit notre intention de tester si une méthode par approxi-
mation permet d’améliorer les résultats de la linéarisation.

4.2.2 Reésultats des méthodes d’approximation

Les résultats des trois méthodes d’estimation par approximation de la vraisemblance
sont comparées d’abord sur le plan de 'efficacité opérationnelle a travers le nombre d’éva-
luations de fonctions nécessaires pour atteindre la convergence de I’algorithme de minimi-
sation. Ensuite, nous présentons la comparaison des estimations obtenues par chaque mé-
thode dans les quatre configurations. Les critéres de biais et d’erreur quadratique moyenne
correspondent respectivement aux propriétés de convergence et d’efficacité évoquée dans
le tableau 3.2. La normalité est étudiée au travers des représentations des boites & pattes
des estimations obtenues pour chaque configuration.

4.2.2.1 Aspect opérationnel

Un moyen de mesurer 'efficacité opérationnelle des méthodes, indépendamment de la
machine sur laquelle on exécute le programme, est de compter le nombre d’évaluations de
la fonction mod _baret (Cf. annexe B, section 5.3). Le tableau 4.2 présente ces indications
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pour les trois méthodes dans les quatre configurations. Les valeurs présentées sont les
moyennes sur les 100 simulations dans chaque configuration.

‘ Config. H Laplace ‘ MCIS ‘ QG ‘
1 80 000 | 8 500 000 | 41 500 000
2 100 000 | 8 300 000 | 52 500 000
3 92 000 | 8 700 000 | 55 200 000
4 96 000 | 8 200 000 | 30 300 000

TAB. 4.2 — Nombre moyen d’évaluations de la fonction C mod _baret jusqu’a la conver-
gence de Ualgorithme de minimisation pour les méthodes d’approximation laplacienne (La-
place), Monte Carlo par échantillonnage d’importance (MCIS) et quadrature gaussienne

(QG).

En temps réel, sur une machine de type Sun Ultrasparc 4 X 400 Mhz, ces valeurs
correspondent a une vingtaine de secondes pour ’approximation laplacienne, un peu plus
de 10 minutes pour Monte Carlo et environ une heure pour la quadrature gaussienne.

La mise en ceuvre de 'estimation par linéarisation étant différente, nous ne disposons
pas d’informations équivalentes au nombre d’évaluations de fonctions. La comparaison
du temps de calcul de nlme avec celui des méthodes d’approximation n’est pas non plus
significatif car ses sorties contiennent plus d’information que la minimisation des approxi-
mations de la vraisemblance, notamment les estimations individuelles qui nécessitent un
traitement supplémentaire sur les résultats des approximations. A titre d’information,
signalons que I'estimation par nlme dure environ 25 minutes.

4.2.2.2 Estimation des parameétres

Pour les quatre méthodes et dans les quatre configurations, nous estimons le biais
(biais(#)) et 'erreur quadratique moyenne (EQM(6) = [biais(6)]*+var(8)) des estimateurs
respectivement par

| Joo
0 20" = 0)
et
| doo 2 | Joo B
_— o) _p il ) _ h)2
g 0] 5530 =

ot §(™ représente ’estimation de 6 a la peme répétition. Une erreur quadratique moyenne
faible caractérise un estimateur qui assure un bon compromis entre biais et variance. Dans
les tableaux 4.3 & 4.6, nous utilisons la notation « a.e™ » pour a X 1077, Nous complétons
les tableaux relatifs au biais estimé par le test de Student de nullité de la moyenne des
biais sur les 100 répétitions. Le symbole « * » indique un test significatif c’est-a-dire que
le biais est significativement différent de 0 avec un niveau de risque de 5%.
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En complément, pour illustrer la distribution des estimations, nous représentons la
boite a pattes des estimations des paramétres de moyenne et d’écart-type calculées pour
les 100 répétitions dans chaque configuration. La vraie valeur est notée sur le graphique
par une ligne pointillée. Les graphiques des estimations des effets fixes et des variances des
parameétres sont disposés de gauche & droite selon les méthodes linéarisation (lin), Laplace
(lapla), Monte Carlo (noté MCIS pour Monte Carlo Importance Sampling) et quadrature
gaussienne (gaus), et de haut en bas respectivement pour les parameétres a, b et T..

Configuration 1

Les estimations obtenues par Monte Carlo et linéarisation sont globalement les moins
biaisées sur les paramétres de moyenne et d’écart-type (Tab. 4.3). Cependant, la non
significativité du biais par la méthode de Monte Carlo s’explique par une variance d’es-
timateur élevée qui apparait dans l'erreur quadratique moyenne. Ce critére I’EQM est
uniformément en faveur de la méthode de linéarisation.

Par ailleurs, les boites a pattes (Fig. 4.4, page 83), montrent que, mise a part la li-
néarisation, les méthodes présentent des résultats relativement éloignés d’une distribution
normale.

‘ Biais H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘ ‘ EQM H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘
a e ™ | —4e | —8e 3 | —1.e7? a 9.e7% |2 |6.e73 | l.e?
b le=* | —4.e7* | —=3.e73 | 1l.e72* b 7e % | 4e® | Te?|2e3
T, —8.e 6| 7. | —Fe* | —Te* T, 78| 6.e” 7| 4e® | 5e®
o Je=t | 4e™3* | l.e™® | 5 2* o 6.7% | 8.e™® | 2.e7° | 3.e73
o 5.7 | 4.e73% | 27t | H.e % o 4e7%|8e® | 1le®|3.e3
or, l.e™® | l.e™2* | —7.e7° | 5.e 3% or, 3.e7® | 6.e7%|6.e77 | 3.e®

‘ O H —R.e7° ‘ 6.e~4* ‘ —2.e74 ‘ J.e 2 ‘ ‘ O H 4.e78 ‘ 2.7 ‘ 2.e76 ‘ R.e4 ‘

TAB. 4.3 — Biais et erreur quadratique moyenne des estimations des paramétres de
moyenne et d’écart-type dans la configuration 1.

Configuration 2

Dans la configuration 2 qui differe de la précédente par une augmentation de I’écart-
type résiduel dans la simulation des données, les estimations sont globalement plus biaisées
(Tab. 4.4). Seule la méthode de Monte Carlo et I'approximation laplacienne (pour 7.) ne
présentent pas de biais. Cependant, le critére d’EQM reste inférieur pour la linéarisation
comme dans la configuration précédente.

Les boites a pattes (Fig. 4.5, page 84) illustrent par exemple la grande variabilité des
estimations de Monte Carlo, ce qui est en accord avec la forte valeur d’EQM.

Configuration 3

La configuration 3 est la configuration pour laquelle les données sont le plus « propres » :
les parameétres sont simulés constants et le bruit ajouté aux données est faible (. = 0.05).

Dans ces conditions privilégiées, les estimations des paramétres de moyenne par linéari-
sation, approximation laplacienne et quadrature gaussienne ne sont pas biaisées (Tab. 4.5).
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‘ Biais H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘ ‘ EQM H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘
a 2.6 2% 2.e7 2% —0.5% | h.e ¥ a 4.e™* | 5e3 3 le™?

b l.e™?* lem™®* | —4.e7? | 4.e7%% b 2.7t (27| 05 |6.e73
T. 7.e 4k 4.e74 —2.e7? | 2.e72%% T. le=® [ Re® | 1le?2|1le®
o, l.e™ 2% l.e7 2% —7.e73 | T.e%* o, 9e | 9e™* | 4e 2|63
o —4.e73* | —he 3 | —2.e72F | T2 o le=* | l.e=* | 2.2 | 6.e73
or, 2.e7%% | —6.e7F | —2.e7%F | 8.7 or, |[2.e7°|3.e?|de? |Te?
| o || Be? [ Be™ [ 2] 04% | | oo [5ef[le?[6e?] 0.1 |

TAB. 4.4 — Biais et erreur quadratique moyenne des estimations des paramétres de

moyenne et d’écart-type dans la configuration 2.

Par contre, méme dans ces conditions favorables, Monte Carlo ne peut pas garantir une
trés bonne précision. La taille de 1’échantillonnage relativement faible (une centaine de
points seulement) est la raison de ces résultats en deca des autres méthodes. Par ailleurs
sur les boites a pattes (Fig. 4.6, page 85), on peut constater que la distribution des esti-
mations issues de la linéarisation est relativement proche d’une loi normale.

[’estimation des écarts-types des paramétres apparait systématiquement biaisée pour
les quatre méthodes (Tab. 4.5). Ceci s’explique par le fait que les méthodes d’estimations
fournissent obligatoirement une valeur strictement positive et ne peuvent donc pas estimer
précisément un écart-type nul. Les résulats sur 'EQM apparaissent 14 encore en faveur
de la linéarisation. [’approximation laplacienne obtient également de bons résultats.

Malgré le biais systématique sur les estimations des écarts-types des parameétres, on
peut constater sur les boites a pattes (Fig. 4.6, page 85) que les valeurs estimées sont
globalement regroupées proche de zéro.

‘ Biais H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘ ‘ EQM H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘
a 2.e74 —4.e7? —-0.3 —6.e74 a l.e™6 | 2.e7* 3 le™®
b 2.e7% —T.e™? —0.2% —T.e3 b 8e " |2e| 04 | 4.e7°
T, 9.e76 l.e™ —4.e 2| —6.e " T. 5.677 | 4.e76 | 2.e7? | 3.e77
o —G.e7™ | —T.e ™ | —2.e73F | —].e7* o 9e 7| 1.e7® | 3.e™® | 2.e77
o —2.e™ | 2.7 | Qe | _2e7? o le™" | 1.e™" [ 8.e 6| 1.e7?
op, || —2.e7%*F | —4.e™® | —6.e71F | —6.e70* or, | 3.e?|5e®|T7.e%|8e10

‘ o, H J.e™d ‘ 5.e75% ‘ —3.e 2% ‘ 3.e7 %% ‘ ‘ o H 4.e78 ‘ 5.e78 ‘ l.e™? ‘ 2.e72 ‘

TAB. 4.5 — Biais et erreur quadratique moyenne des estimations des paramétres de
moyenne et d’écart-type dans la configuration 3.

Configuration 4

Les résultats de cette configuration (Tab. 4.6) qui différe de la précédente par une
augmentation de I’écart-type résiduel aménent a peu prés les mémes commentaires que la
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précédente :
— les estimations des paramétres de moyenne ne sont pas biaisées sauf pour Monte
Carlo,
— les estimations des paramétres d’écarts-types sont systématiquement biaisées car on
estime une valeur nulle par des valeurs strictement positives,
— selon le critéere I’EQM, c’est toujours la linéarisation qui présente les meilleurs
résultats,
— les boites a pattes (Fig. 4.7, page 86) s’interprétent également de la méme fagon que
dans la configuration précédente.
‘Biais H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘ ‘EQM H lin ‘ lapla ‘ mcis ‘ gaus ‘
a 2.e73 —0.1 —0.4% | —l.e® a lLe™® | 0.6 3 l.e 2
b 2.e7? —6.e7% | —T.e™? | —3.e7? b 8.e™® | 0.1 0.5 |5.e?
T. 8.e? —2.e73 | —4.e7 | 4.t T. 5.7 | 3.7 | 27?2 | 1l.e™
o —6.e7F | —T.e™F | —2.e7%F | —2.e73* o e | le™® | l.e™3 | 2.e7°
o —2.e % | 5.7 | —6.e73F | —1.e7? o l.e™® | 2.e7* | 3.e7? | 4.7
or, || =3.e7* | —=9.e7%* | —2.e7%* | —8.e7"* or, || 3.7 |4e 2|6 |le"
| o [ 4e™ | de [2e7] 04 | | oo [4eC[6eF[1e? ]| 0.2 |

TAB. 4.6 — Biais et erreur quadratique moyenne des estimations des parameétres de
moyenne et d’écart-type dans la configuration 4.

4.2.3 Conclusion des tests

En conclusion de cette série de tests, nous retiendrons que, dans notre cas, ’estimation
par linéarisation fournit de trés bons résultats sur un critére d’erreur quadratique moyenne
et qu’aucune des autres méthodes testées ne permet d’en améliorer significativement la
qualité uniformément sur I’ensemble des configurations.

Cependant, nous n’en tirons pas la conclusion générale consistant a affirmer que la
méthode de linéarisation est la meilleure. En effet, les méthodes de Monte Carlo et de
quadrature gaussienne sont pénalisées par une taille d’échantillon relativement faible (100
points pour Monte Carlo, 5 abscisses dans chaque dimension pour la quadrature), mais
ceci nous est imposé par la contrainte du caractére opérationnel (temps de calcul pas trop
important) des algorithmes.

Or, dans le cadre du suivi de cultures, la taille du jeu de données a traiter étant
trés importante, il est difficile de favoriser ces deux méthodes en augmentant la taille de
I’échantillonnage sans compromettre fortement 'aspect opérationnel.

C’est pourquoi, au vu de ces résultats, nous validons 'utilisation de 1’algorithme d’es-
timation par linéarisation dans le cadre de notre étude.
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F1G. 4.4 — Boites a paltes des estimations des parameétres de moyennes 3 (a), et d’écart-
type o5 (b) et 0. (¢) dans la configuration 1.
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F1G. 4.5 — Boites a pattes des estimations des paramétres de moyennes 3 (a), et d’écart-
type o5 (b) et 0. (¢) dans la configuration 2.
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F1G. 4.6 — Boites a pattes des estimations des parameétres de moyennes 3 (a), et d’écart-
type o5 (b) et 0. (¢) dans la configuration 3.
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F1G. 4.7 — Boites a pattes des estimations des paramétres de moyennes 3 (a), et d’écart-
type o5 (b) et 0. (c) dans la configuration 4.
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4.3 Comparaison d’estimations par pixel et par linéa-
risation dans un modéle non linéaire & paramétres
aléatoires

Dans cette section, nous comparons sur données simulées deux approches pour I’esti-
mation dans un modéle & parameétres aléatoires : une de type STS (Cf. section 3.2.2) basée
sur les estimations individuelles par pixel et I'autre, la linéarisation (Cf. section 3.2.5.2),
traitant tous les pixels simultanément. Le plan d’expérience mis en ceuvre permet de
tester les deux approches dans diverses configurations faisant varier le nombre de dates,
le nombre de paramétres & estimer et ’écart-type résiduel. Cette série de simulation est
reprise dans [31].

4.3.1 Plan d’expérience
4.3.1.1 Motivations

La mise en ceuvre d’un plan d’expérience vise a apporter des éléments de comparaison
sur le comportement des deux approches, par pixel et par linéarisation, sur les questions
suivantes :

a. Quelle est I'influence du nombre de parameétres a estimer sur la précision des esti-
mateurs en fonction de la qualité des données?

b. Quelle est I'influence du nombre de dates sur la précision des estimateurs en fonction
de la qualité des données?

c. Dans le cas de données fortement bruitées, comment évolue la précision des estima-
tions en fonction du nombre de dates?

4.3.1.2 Mise en ceuvre

Pour répondre aux questions définies précédemment, nous construisons un plan d’ex-
périence a 3 facteurs a travers 7 configurations (Tab. 4.7).

a. Sous-plan 1: les configurations 1, 2, 3 et 4, & nombre de dates égal, permettent
d’étudier les effets croisés du nombre de parameétres a estimer et de la variance du
bruit.

b. Sous-plan 2: avec les configurations 3, 4, 5 et 6, nous étudions les effets croisés entre
le nombre de dates et la variance du bruit.

c. Sous-plan 3: enfin, les configurations 6, 4 et 7 sont destinées a montrer 'effet du
nombre de dates sur la précision des estimateurs dans le cas de données fortement
bruitées.

Les valeurs retenues pour les facteurs du plan d’expérience sont les suivantes:

— Pour prendre en compte les aléas climatiques, notamment I’ennuagement qui rend
parfois impossible 'exploitation de données, nous considérons plusieurs valeurs pour
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‘ Configuration ‘ Nombre de dates ‘ Parameétres a estimer ‘ ol ‘

1 20 (K,a,b,T.) 0.057
2 20 (K,a,b,T,) 0.5
3 20 (a,b,T.) 0.052
4 20 (a,b,T.) 0.52
5 10 (a,b,T.) 0.052
6 10 (a,b,T.) 0.52

| 7 | 40 | (a,b,T.) | 0.57 |

TAB. 4.7 — Plan d’expérience a 3 facteurs: nombre de dates (10, 20 et 40), paramétres a
estimer ((K,a,b,T,) et (a,b,T.)) et variance du bruit (o. = 0.05% et 0.5%). 100 répétitions
par configuration.

le nombre de dates: 10, 20 et 40. Autour de la valeur de référence de 20 dates (1
image tous les 10 jours pendant 6 mois), 40 et 10 dates représentent respectivement
des acquisitions plus ou moins nombreuses car effectuées dans des conditions d’en-
nuagement plus ou moins bonnes. On dispose ainsi d’une image tous les 5 jours ou
tous les 20 jours durant 6 mois. Les dates sont simulées également réparties entre 0 et
1500 degrés-jours pour 20 et 40 dates. Les 10 dates sont sélectionnées aléatoirement
parmi les 20 précédemment définies.

— Dans la phase d’estimation, nous utilisons le modéle de Baret en considérant soit
p = 4 parameétres (K, a,b,T,), soit p = 3 parameétres (a,b,T.) a estimer. Dans ce
dernier cas, le parameétre K est supposé caractéristique de la plante étudiée sur
la région et donc fixé pour l’ensemble des pixels. La moyenne (3) et la variance
(03) des parametres individuels (;) sont respectivement fixées a 3 = (8,7,3,0.5) et
o =(0.12,0.1?,0.12,0.01%) comme dans la précédente série.

— Les deux valeurs retenues pour faire varier la variance du bruit sont les mémes que
précédemment (o2 = 0.05% et o2 = 0.5?).

Par ailleurs, pour toutes les configurations, le nombre de pixels (I) est fixé a 1500
comme dans la série précédente.

Initialisation des algorithmes

Les deux procédures d’estimation sont implémentées dans un algorithme itératif qui
nécessite une initialisation des parameétres. Seuls les effets fixes sont initialisés pour 'esti-
mation par linéarisation. Pour les régressions par pixel, deux options ont été étudiées sur
quelques simulations :

— initialisation commune & 1’ensemble des pixels,
— initialisation spécifique a chaque pixel.

Les résultats obtenus dans les deux cas étaient trés proches en termes de taux de
convergence et de valeurs obtenues. Nous avons conservé l'initialisation commune & I’en-
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semble des pixels qui est plus rapide.

Critéres de comparaison

Les critéres de comparaison sont calculés a partir des vraies valeurs que nous connais-
sons par la simulation.

Pour la comparaison des paramétres régionaux, nous utilisons un critére de biais ex-
primé en pourcentage relatif:

N A
, 1 3 o) — ¢
n=1

oil @ est mis pour la vraie valeur de 3, o3 ou 0., et §(*) le paramétre estimé pour le n®™€

jeu de données avec I'une des deux méthodes.
Pour les parameétres individuels, nous utilisons un critére d’erreur quadratique moyenne
de prédiction que nous estimons par :

) RLASTEANSEN
EQMP(@'):ﬁZ fZ(ﬁi —%32') (4.6)

1=
ol /32-(71) désigne le vrai vecteur de paramétres sur le pixel 7 pour le n®™M€ jeu de données

et BZ-(H) est 'estimation correspondante issue de 'une des deux méthodes.

4.3.2 Résultats

Dans les tableaux présentés dans cette section, LIN et RTS (variante de STS qui
débiaise I'estimation de la variance des parameétres, équation 3.11) font référence respecti-
vement aux méthodes d’estimation par linéarisation et par les régressions par pixel. Avant
de présenter et commenter les résultats relatifs aux critéres de comparaison, nous donnons
quelques informations liées a la convergence des procédures d’estimation.

4.3.2.1 Convergence

[’algorithme de Gauss-Newton utilisé pour la minimisation dans les régressions par
pixel peut rencontrer des difficultés pour atteindre la convergence (Tab. 4.8).

Dans les configurations faiblement bruitées (1, 3, 5), les régressions ne convergent
pas pour environ 10 pixels sur 1500, soit pour un peu moins de 1% des pixels. Ce chiffre
atteint prés de 10% dans les configurations fortement bruitées. Les pixels concernés par ce
probléme sont retirés du calcul des paramétres globaux. Pour la linéarisation, dés que les
paramétres régionaux sont estimés, I’estimation des paramétres individuels est effectuée
pour ’ensemble des pixels.

L’estimation par linéarisation est environ dix fois plus lente que par régressions par
pixel. Cependant, ces durées ne sont pas rédhibitoires. Sur une machine de type Sun
Ultrasparc 4 X 400 Mhz, 'estimation pour 1500 pixels, 20 dates et 4 paramétres & estimer
avec une structure de variance diagonale ne prend pas plus de trente minutes en temps
réel avec la fonction nlme de Splus.
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Configuration | Nombre de pixels
1 12

110

12

113

11

109

122

=1 O Ut = W N

TAB. 4.8 — Nombre de pizels sur 1500 au total sur lesquels 'algorithme des moindres
carrés n'a pas convergé dans chaque configuration.

4.3.2.2 Parameétres de moyenne

Pour commenter le premier sous-plan d’expérience formé par les configurations 1 a 4,
nous prenons comme référence la configuration 3 ot les deux méthodes obtiennent des
résultats relativement proches.

LIN RTS

Config. | K ‘ a ‘ b ‘ T, K ‘ a ‘ b ‘ T,
1 0.1 -0.1 | -0.1 | 0.03 || 0.3]0.030.04| 0.04
2 10 | -8 -6 2 250 | 45 | 40 8
3 -0.01 | -0.02 | -0.004 0.01 | 0.01 | -0.002
4 -04 | -0.6 | -0.2 1 2 ] 0.005
5 -0.01 | -0.03 | -0.01 0.1 | 0.1 | 0.01
6 -0.5 -1 -0.6 0.5 | 10 3
7 -03 | -0.4 | -0.1 0.5 | 0.7 |-0.004

TAB. 4.9 — Estimation du biais en pourcentage relatif (BPR, équation (4.5)) pour les
estimations des paramétres régionaux par LIN et RTS.

Avec une variance d’erreur faible, estimer 4 parameétres au lieu de 3, provoque une
erreur relative 10 fois plus grande pour LIN et environ 2 fois plus grande pour RTS qui
obtient les meilleurs résultats. En revanche, une forte variance résiduelle est plus nuisible
a RTS; lerreur relative de RTS dans la configuration 4 est 100 fois plus grande que dans
la configuration 3, et environ 40 a 60 fois pour LIN. Si I’on combine & la fois 4 paramétres
a estimer et une forte variance résiduelle (configuration 2), les résultats deviennent trés
mauvais pour RTS qui tombe sur ces cas pathologiques.

Pour le second sous-plan (configurations 3 & 6), la configuration 3 peut également
servir de référence. Diminuer le nombre de dates (configuration 3 vers 5) a peu d’influence
sur LIN si la variance résiduelle est faible; pour RTS, 'erreur relative est jusqu’a 10 fois
plus importante que pour LIN, selon le paramétre.

Dans le cas des configurations bruitées avec 3 paramétres (configurations 4, 6 et 7),
les résultats sont proches pour 40 et 20 dates (configurations 7 et 4) sur a et b et meilleur
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pour RTS sur T.. Le passage de 40 & 10 dates provoque une erreur relative 2 fois plus
grande pour LIN. Pour RTS, ce chiffre atteint 100 sur le paramétre 7.

4.3.2.3 Parameétres de variance

L’estimation de 'écart type résiduel (o.) pose peu de problémes. L’erreur relative
atteint il est vrai 15% par RTS dans la configuration 2, mais ne dépasse pas 2% dans les
autres cas. On peut noter que quelle que soit la configuration, LIN présente un pourcentage
d’erreur toujours inférieur a celui de RTS. Pour RTS, le facteur essentiel est le nombre de
dates plutét que I'intensité de la variance résiduelle ; les meilleurs résultats sont obtenus
dans la configuration 7. Pour LIN, 'erreur relative n’excéde pas 0.3% (configuration 5).

LIN RTS

Config. | ok ‘ 04 ‘ o) ‘ or, H o8 OK ‘ 04 ‘ o ‘ or, H o,
1 -0.3 1-0.02 | -0.1 | -0.1 || 0.004 || -4 | -1 |-0.04 | -0.1 | -1.5
2 40 | -80 | -5 8 0.2 * * * * 15
3 -0.02 | -0.1 | -0.05 || 0.01 0.02 | 0.04 [-0.01 || -1
4 -12 5 -20 0.08 170 | 85 30 | -1.3
5 -0.2 1-0.6 | -0.2 0.3 -7 | -0.7 -2 | -1.8
6 -30 6 -26 0.2 * * * 6
7 05 | -1 1 -0.04 50 30 8 -0.8

TAB. 4.10 — Estimation du biais en pourcentage relatif (BPR, équation (4.5)) pour les
estimations des paramétres de variance par LIN et RTS corrigé selon la relation (3.11),

(page 49).

Pour l'estimation de la matrice I, la correction des résultats de RTS peut produire
des résultats aberrants (marqués par * dans le tableau 4.10) si la variance correspondant
a la précision des estimateurs (f]z) est supérieure a la variance globale des estimateurs
par pixels (Var(@-)). Les fortes valeurs des éléments de la matrice &; proviennent du faible
nombre de dates (par rapport au nombre de paramétres a estimer) et de I’écart-type
résiduel élevé (Cf. section 3.2.2.1).

Les résultats aberrants sont obtenus dans les configurations 2 et 6. Dans ces cas,
LIN obtient ses pires résultats (80% pour o, dans la configuration 2). Dans les autres
configurations fortement bruitées, ’erreur relative de RTS est de 10 a 100 fois plus grande
que pour LIN. Dans les configurations peu bruitées, RTS obtient de meilleurs résultats
avec 20 dates et 3 parameétres & estimer. Avec 4 paramétres (configuration 1), 'erreur
relative de RTS est multipliée par 10 alors que celle de LIN reste a peu prés la méme.
Dans la configuration 5, avec 10 dates, ’erreur relative de LIN est environ 10 fois plus
petite que pour RTS.

4.3.2.4 Parameétres individuels

Quelle que soit la configuration, I'erreur quadratique moyenne de prédiction (EQMP,
équation (4.6)) reste quasiment inchangée pour LIN (Tab. 4.11). Le seul changement si-
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gnificatif apparait dans la configuration 2, avec une EQMP 10 fois plus grande que dans
les autres configurations pour le paramétre a.

LIN RTS
Config. | K ‘ a ‘ b ‘ T. K ‘ a ‘ b ‘ T.
1 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.0004 0.1 0.06 | 0.007 | 0.00003
2 0.8 | 0.4 | 0.07 | 0.0004 || 80000 | 400 50 0.02
3 0.04 | 0.04 | 0.0004 0.002 | 0.001 | 0.00001
4 0.02 | 0.03 | 0.0002 0.4 0.2 0.001
5 0.03 | 0.04 | 0.0003 0.005 | 0.004 | 0.00003
6 0.02 | 0.03 | 0.0002 14 1 0.01
7 0.02 | 0.03 | 0.0002 0.1 | 0.06 | 0.0004

TAB. 4.11 — Estimation de Uerreur quadratique moyenne de prédiction (EQMP, équa-
tion (4.6)) pour les paramétres individuels estimés par LIN et RTS.

De maniére générale, les résultats de RTS sont meilleurs que LIN sur des données
faiblement bruitées. En revanche, une forte variance résiduelle est trés préjudiciable a RTS :
par exemple, de la configuration 3 & la configuration 4 'EQMP est multipliée par 100. La
combinaison de quatre paramétres et d’une forte variance résiduelle produit des résultats
médiocres. La treés grande valeur d’EQMP pour le parametre K est principalement due a
5% des pixels ot les valeurs estimées atteignent 250 voire plus. Dans ces cas, la croissance
apparait relativement lente, ce qui implique un « faible. Pour compenser ceci, le paramétre
K est alors fortement augmenté et le pont d’inflexion théorique de la phase de croissance
T. est déplacé au-dela de la date de récolte. Cependant, une courbe obtenue avec des
valeurs & premiére vue extravagantes reste relativement proche d’une courbe produite
par des valeurs plus conformes aux valeurs simulées (Fig. 4.8). Nous conservons toutefois
notre intérét pour l'estimation des paramétres dans le but de proposer une cartographie
des valeurs estimées.

Sur les configurations 3 & 6, on peut noter que la diminution du nombre de dates en
conservant une faible variance résiduelle n’augmente pas de beaucoup l’erreur de RTS.
En revanche, avec une forte variance résiduelle, RTS devient imprécis quand seulement
10 dates sont disponibles.

Dans les configurations fortement bruitées, on peut constater que RTS et LIN ob-
tiennent des résultats comparables sur 40 dates. Dés que ce nombre diminue, les résultats
de RTS se dégradent ; TEQMP de RTS est multipliée par 4 quand le nombre de dates
diminue de 40 & 20 et par 100 de 20 a 10 dates alors que pour RTS T'EQMP varie trés
peu.

4.3.3 Conclusion

Les résultats présentés dans la section précédente illustrent quelques remarques géné-
rales en relation avec les facteurs du plan d’expérience. Les estimations locales ou régio-
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LAI

0.0 0.5 1.0 15
Temps en d-j

F1G. 4.8 = Courbes de LAI tracées a partir de deux vecteurs de paramétres: (K = 7421,a =
3.17,b=3.1,T, = 1.8) (trait plein) et K =8,a =7,b=3,T. = 0.5 (trait pointillé).

nales issues des deux méthodes sont plus précises quand :

1. le nombre de paramétres a estimer est faible,

2. le nombre d’observations par individu est élevé,

3. les données ne sont pas trop fortement bruitées.

Dans ces conditions, le traitement par pixel obtient globalement de meilleurs résultats.
Toutefois, que ce soit sur les estimations régionales ou locales, la linéarisation est moins
sensible que les régressions par pixel & la dégradation de ces conditions optimales.

Pour les estimations individuelles, LIN ne donne pas de résultats aberrants comme peut
en produire RTS dont 'EQMP peut devenir trés élevée dans les configurations fortement
bruitées (80000 pour K dans la configuration 2). La raison de cette plus grande robustesse
de LIN réside dans le calcul des prédictions individuelles. En effet, rappelons que les effets
individuels sont calculés par minimisation sur les B; de la fonction

I J 1

1 A 2 Ti-1
> ~ 352 > i = f(t5, 5+ B))] — BT B

=1

i=1

une fois estimés les paramétres globaux (3,T,02) (Cf. section 3.2.5.2). Cette fonction
ressemble a la quantité minimisée dans 1’algorithme de moindres carrés de RTS, avec un
terme de pénalisation (BZ-Tf’_lBZ-). Ce terme agit comme une contrainte pour ’estimation
des B; et empéche la méthode de linéarisation de fournir des valeurs aberrantes. De plus,
le fait d’estimer les parameétres individuels (; en distinguant la moyenne globale (3 et la
variation individuelle B; implique nécessairement des valeurs resserrées autour de 3.

En pratique, devant I'incertitude liée au bruit sur les données, on aura plutot intérét a
utiliser la méthode d’estimation par linéarisation qui présente une plus grande robustesse
vis-a-vis d’une augmentation de 1’écart-type résiduel.
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4.4 Effet d’une structure spatiale sur ’estimation par
linéarisation

Dans les deux précédentes séries de tests sur données simulées, les valeurs pour chaque
pixel sont simulées indépendamment. La motivation essentielle de cette troisiéme série est
de mettre en ceuvre 'estimation par linéarisation dans un modéle a paramétres aléatoires
sur des données simulées avec une structure spatiale. Nous envisageons deux cas de figures :
la structure spatiale porte soit sur le bruit ajouté aux données (section 4.4.2), soit sur les
paramétres aléatoires (section 4.4.3). Nous présentons dans un premier temps, le principe
de simulation d’une structure spatiale.

4.4.1 Simulation d’une structure spatiale

Nous présentons briévement les principes de base de la génération de nombres aléa-
toires sur une grille selon une structure spatiale. Pour plus de détails, on peut consulter
Cressie [17], chapitre 6. Par commodité, les notations utilisées dans cette section sont
indépendantes du reste du document.

Le procédé de simulation d’une structure spatiale est basé sur la relation

Z=p+B(Z-p)+e (4.7)

qui s’écrit en notation développée

Z(si) =pi+ > bij(Z(s;) — ) + & (4.8)

oll les notations utilisées sont les suivantes:

Id; est la matrice identité de taille [ x I, avec [ le nombre de pixels de I'image.

— B = (bij)i=1,.,1 est la matrice qui exprime la dépendance spatiale entre les pixels.
7=1,..,1
On la suppose symétrique et de diagonale nulle ((b;;)i=1,..1 = 07).

- 7Z = (Z(s1),...,7Z(s1)), désigne le vecteur aléatoire dont on souhaite simuler des
observations. Il est indexé par la position connue s; de ces éléments: s; = ([, ¢)
représente la position de I’élément ¢ de Z sur la grille a 'intersection de la ligne [ et
de la colonne ¢,

— 1 € IRy est la moyenne de la variable aléatoire 7.

— € est une variable aléatoire de IR; distribuée selon une loi normale de moyenne nulle
et de variance o2Id;. Les éléments de ¢ sont aussi indexés par leur position s;.

Les relations (4.7) et (4.8) illustrent de facon explicite la dépendance entre les valeurs

Z(s;) simulées sur chaque pixel.
La transformation de la relation (4.7) en

(1d; — B)(Z — p) = e. (4.9)
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met en évidence le procédé de génération des données. En effet, en supposant la matrice
(Id; — B) inversible, on a

Z =pu+(Id; — B) e
ce qui est équivalent a
Z ~N (p,0*(1d; — B)™'(Id; — B")™").

Comme nous 'avons précisé dans les notations, la dépendance spatiale est exprimée
par la matrice B. Nous montrons sur un exemple simple comment elle est déterminée.

Exemple de détermination de la matrice B

Pour simplifier le probléme, nous posons B = pW ott p € IR et W est une matrice de
méme taille que B et composée de 0 et de 1.

Considérons par exemple, une grille 4 x 4 sur laquelle nous souhaitons simuler des
données selon une structure de voisinage avec les plus proches voisins & gauche, a droite,

en haut et en bas (Table 4.12).

S1 59 53 S4

S5 S6 S7 S8

S9 510 - 512

513 S14 S15 S16

TAB. 4.12 — Représentation d’un grille 4 x 4 sur laquelle on a représenté la dépendance
du pixel s11 avec ses plus proches voisins horizontaux et verticauz.

La matrice W correspondant & la dépendance spatiale exprimée sur la table 4.12 est
alors définie par:

123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 /. . 1

2 /1 1. 1

3 1 |

4 1 o 1

5 11 1. 1

6 1 1.1 1

7 1 1.1 1

2 K [ (S K
W=l 0 (4.10)

10 1 1 1 1

11 1. .1 1 1

12 1 1 1

13 1. 1

14 1. 1 1

15 1 1 1

—
=)

~
—
—
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ot les 0 ont été remplacés par des « . » pour alléger I’écriture. L’affichage des indices de
lignes et de colonnes permet un repérage plus facile des relations entre pixels.

Sil’élément (i, 7) de la matrice W vaut 1, cela signifie que les pixels s; et s; sont voisins
et qu’il existe donc entre eux une relation de dépendance.

Analyse de structures spatiales

Le variogramme est une fonction de structure qui traduit la corrélation entre les don-
nées spatiales. Il est défini par

3() = 5 ELZ(s) = Z(5 + )

ou h représente un accroissement.
Le variogramme empirique est alors défini par

Z(si)]? sj € Valsi)

y(h) =
i€T( h)
ot Z(h) désigne 'ensemble des pixels admettant des pixels voisins & distance h (les pixels
au bord de I'image n’en admettent pas forcément), |Z(h)| le cardinal de cet ensemble et
Vi(si) 'ensemble des pixels éloignés de s; d’une distance h.
Dans notre cas, nous calculons les valeurs du variogramme séparément pour des voi-
sinages en ligne et en colonne selon le systéeme:

o _ _ . 12
www-ﬂLh ijmq Z(1; + by )]

4o(h) = M%w Z (Z(L ;) — Z(Ls, ¢; + )2

i€Z.(h)

ou (l;,¢;) représente les coordonnées du pixel ¢ et Zj(h) (resp. Z.(h)) désigne ’ensemble
des pixels admettant des pixels voisins en ligne (resp. en colonne) & distance h.

Le variogramme résultant est donc une matrice que ’on peut représenter sous forme
d’image (Fig. 4.9) ou par courbes représentant chaque ligne du variogramme (Fig. 4.10).

Les figures 4.9 et 4.10 illustrent que si la corrélation spatiale est trés forte (image
de gauche, p = 0.99), les valeurs du variogramme croissent réguliérement : plus des pixels
sont proches (h petit), plus leurs valeurs sont liées et donc faiblement variables (faible
valeurs du variogramme). En revanche, si la corrélation spatiale est faible, comme c’est le
cas sur I'image de droite, la variance est a peu prés constante quel que soit la distance de
voisinage considérée et la corrélation est faible.

4.4.2 Structure spatiale sur le bruit

L’introduction d’une structure spatiale sur le bruit ajouté aux données traduit un
comportement de dépendance de 1’erreur vis-a-vis du voisinage. En pratique, cela peut
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1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

F1G. 4.9 — Représentation de deux images 20 x 20 simulées (en haut) et de leur vario-
gramme empirique associé pour h = 1,...,5 (en bas, valeur croissante du blanc vers le
noir) : a gauche p =0.99, a droite p = 0.01.

provenir de la phase de désagrégation. Selon les thémes observés en mélange avec la
culture d’intérét et leur pourcentage d’occupation sous le pixel mixte, I’erreur commise
est susceptible de présenter une certaine hétérogénéité spatiale. Par exemple, il est plus
facile de retrouver la réflectance du blé sous un pixel mixte composé a 80% de blé que
sous un pixel avec 20% de blé. L’erreur due a la désagrégation varie donc selon les zones
de I'image en distinguant par exemple les zones a dominante rurale ou urbaine. La mise
en ceuvre sur données simulées permet de tester I'influence d’une telle structure spatiale
dépendante du plan d’occupation des sols sur ’estimation des paramétres du modéle.

4.4.2.1 Plan d’expérience

Le principe de simulation des données est analogue a ceux précédemment mis en
ceuvre. Nous simulons d’abord I (I = 1600 pour disposer d’une image carrée 40 x 40)
vecteurs de paramétres aléatoires selon une loi normale ((5;)i=1,...,1 ~ Np(ﬁ, '), Cf. pre-
miére équation du systéme (4.1)). Les valeurs pour 3 et I' sont fixées a (8,7,3,0.5) et

diag(0.1%,0.1%,0.12,0.01%). Le nombre d’images J est fixé & 20.
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0.04 0.06 0.08

0.02

0.0 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030

0.0

Index Index

FiG. 4.10 — Représentation des courbes représentant les lignes des variogrammes associés
aux tmages de la figure 4.9 pour h =1,...,10.

La seule différence réside dans la génération du terme d’erreur qui comporte ici une
structure spatiale auto-régressive.

Génération de ’erreur

Contrairement aux cas précédents, nous ne générons pas directement I x J termes
d’erreur, mais nous procédons en deux phases:

1. génération de I termes d’erreur selon une structure spatiale analogue a celle de la

table 4.12: €;(z) = (Id; — pW) e avec p = 0.8 et € ~ N (0, 071d;),

2. génération de I x J termes d’erreur £5(7) selon une loi normale centrée de variance

2 2 2
o5 avec g5 < 07.

L’erreur totale sur un pixel ¢ est la somme des deux termes e1(7) et £5(7) ainsi générés.

La premiére phase crée la structure spatiale de base pour une image. La seconde
permet de conserver la structure initiale en la modifiant par un léger bruit résiduel da
aux corrections variable au cours du temps. Nous faisons I’hypothése que la structure liée
au plan d’occupation des sols est plus forte que celle liée par exemple aux corrections
atmosphériques variables au cours du temps.

Cette procédure est une alternative aux deux cas extrémes consistant soit a ajouter
systématiquement le méme bruit (phase 1 uniquement) & chaque image soit & regénérer
une nouvelle structure & chaque date. Ces deux solutions sont peu en phase avec des
conditions réelles : la premiére parce qu’elle suppose que ’erreur ne varie pas au cours du
temps, la seconde parce qu’elle modifie la structure spatiale initiale et donc ne respecte
plus la situation au sol.

Pour les simulations, nous conservons les valeurs 0.5 et 0.05 pour les écarts-types
résiduels. Ces valeurs sont décomposées en o et oy selon le tableau 4.13.

Nous simulons 20 jeux de données dans chacune des deux configurations.
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Cfg. | o o1 o9
1 0.5 || 0.45 | 0.05
: 0.05 || 0.045 | 0.005

TAB. 4.13 — Valeurs des écarts-types oy et oy pour les deux phases de la simulation en
fonction de Uécart-type global o dans les configurations fortement et légérement bruitées.

4.4.2.2 Résultats

Nous utilisons les mémes critéres que dans la section 4.3 : biais exprimé en pourcentage
relatif pour les paramétres globaux (Cf. équation (4.5)) et erreur quadratique moyenne
de prédiction pour les parametres individuelles( Cf. équation (4.6)).

Faible variance du bruit

LIN RTS
Critere K ‘ a ‘ b ‘ T. K ‘ a ‘ b ‘ T.
BPR(3) | -0.003]0.004 | 0.002 | -5.10=° || -0.03 | -0.01 | -0.005 | -5.10~"
BPR(og) | -0.06 | 0.04 | -0.01 | -0.001 [ -0.4 | -0.3 | -0.08 |-7.107"
BPR(o.) 0.003 0.013
EQMP(3) | 0.05 | 0.02 | 0.04 | 0.0004 | 0.3 [ 0.1 | 0.03 | 2.10°°

TAB. 4.14 — Estimation du biais en pourcentage relatif (BPR, équation (4.5)) pour les
estimations des paramétres régionauz et de lerreur quadratique moyenne de prédiction
(EQMP, équation (4.6)) pour les paramétres individuels par LIN et RTS dans la configu-
ration faiblement bruitée.

[’erreur commise par LIN sur les données faiblement bruitées est globalement inférieure
a celle commise par RTS sur les estimations des paramétres régionaux (Tab. 4.14). En
revanche, les résultats sur les paramétres individuels sont partagés. Ils sont meilleurs pour
LIN pour K et a mais moins bons pour b et T.. Cependant, quelle que soit la méthode
d’estimation, le pourcentage d’erreur et 1’erreur quadratique restent relativement faible.

On peut dire que si la variance du bruit est faible, sa répartition selon une structure
spatiale ne fausse pas I'estimation des paramétres régionaux ou locaux.

Forte variance du bruit

Pour les données fortement bruitées (Tab. 4.15), les erreurs commises par les deux
méthodes d’estimation sont plus importantes que sur les données faiblement bruitées. On
observe toujours que LIN est plus précis que RTS.

Si 'on s’intéresse exclusivement a l'estimation par linéarisation, on constate que le
pourcentage d’erreur ne dépasse pas 1.2% en valeur absolue, valeur atteinte pour l'es-
timation de ’écart-type du parameétre K. Sur les paramétres individuels, 'EQMP est
maximale pour K mais reste encore relativement faible.

Méme avec une variance élevée, un bruit structuré spatialement ne fausse pas plus
I’estimation des paramétres régionaux et locaux que si le bruit est réparti aléatoirement.
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LIN RTS
Critére K ‘ a ‘ b ‘ T, K ‘ a ‘ b ‘ T.
BPR(3) [[-0.00] 02 ] 0.1 | 001 [[09] -2 ] -1 |-0.001
BPR(os) || -1.2 [ 0.1 [-0.04 | -0.002 | -2.5 [ -3.2 [ -1.5 [ -0.003
BPR(o.) 0.01 0.2
EQMP(3) | 1.5 [0.04]0.06 [0.0003]] 7 | 15 | 35 [7.107°

TAB. 4.15 — Estimation du biais en pourcentage relatif (BPR, équation (4.5)) pour les
estimations des paramétres régionaux et de l'erreur quadratique moyenne de prédiction
(EQMP, équation (4.6)) pour les paramétres individuels par LIN et RTS dans la configu-
ration fortement bruitée.

Les valeurs de biais et d’erreur quadratique moyenne inférieures a celles obtenues dans la
série précédente s’explique par une variabilité empirique plus faible (0.45% +0.05% < 0.5%).

4.4.3 Structure spatiale sur les paramétres aléatoires

L’introduction d’une structure spatiale sur les parameétres traduit des comportements
proches pour le développement de la culture d’intérét sur des pixels voisins. La simulation
de données & partir d’une structure spatiale sur les paramétres permet de tester si ’esti-
mation par linéarisation via un modéle & parameétres aléatoires retrouve cette structure.

4.4.3.1 Plan d’expérience

La génération de données avec une structure spatiale sur les paramétres aléatoires est
effectuée selon le systeme (4.11)

(K)imroq ~ N(K,o%V)
(@i)iz1,..1 ~ N(a,aiV)
(bi)i=1....0 ~ N(b,0}V) (4.11)
(Tci)i=1,.. I N(TC,U%CV)
(¢ij)i=1,...1 ~ N(0,02)
j=1.7

oit V.= (Id; — pW)~}(Id; — pWT)~! avec p = 0.8. Dans cette expression W représente
la matrice indicatrice des dépendances spatiales représentées dans la table 4.12 pour les
quatre paramétres. Comme précédemment, les valeurs moyennes pour les paramétres sont
fixées a (8,7,3,05). Les variances (0}, 072,04,07 ) conservent également les mémes valeurs
que dans la série précédente (0.1%,0.1%,0.1%,0.01%).

L’erreur est supposée aléatoire et issue d’une loi normale centrée. Nous générons si-
multanément des valeurs pour les J images sans considération spatiale. Nous reprenons

les deux valeurs 0.5 et 0.05 pour o..
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4.4.3.2 Reésultats

Dans la présentation des résultats, nous distinguons les paramétres régionaux et lo-
caux. Pour les premiers, nous donnons comme précédemment le biais en pourcentage
relatif (BPR, Cf. équation (4.5)) qui donne une indication globale de la précision des
estimations ; a titre de comparaison, nous donnons également les résultats de I’estimation
par régressions par pixel (RTS). Pour les seconds, nous nous intéressons exclusivement a
I’aptitude de ’estimation par linéarisation a retrouver les structures spatiales.

Faible variance du bruit

Les valeurs du tableau 4.16 réveélent une bonne précision globale des deux méthodes
d’estimation. Tous les BPR sont largement inférieurs a 1%. Ces résultats sont cohérents
avec ceux déja obtenus dans des configurations peu bruitées.

LIN RTS

Critére K ‘ a ‘ b ‘ T. K ‘ a ‘ b ‘ T.
BPR((3) || -0.006 | 0.007 | 0.002 | -0.0001 || -0.02 | -0.003 | -0.002 | -0.0002
BPR(cs) || -0.05 | -0.05 | -0.05 | -0.005 || -0.3 -0.2 -0.07 | -0.006
BPR(o.) 1.107° 0.0008

TAB. 4.16 — Estimation du biais en pourcentage relatif pour les estimations des paramétres
régionaux par LIN et RTS dans la configuration faiblement bruitée.

La représentation des valeurs de paramétres simulées et estimées sous forme d’image
(Fig. 4.11) n’est pas forcément trés explicite méme si on peut quand méme constater
que l'on retrouve grossiérement les mémes teintes dans les mémes zones pour les quatre
parametres.

Simul,
0

Estim. li,

FiG. 4.11 — Représentations des variations autour des valeurs moyennes des paramétres
individuels simulés (en haut) et estimés par linéarisation (en bas) pour K, a, b et T. (de
gauche a droite) dans la configuration faiblement bruitée.
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Pour compléter ’analyse spatiale des résultats, nous construisons le variogramme em-
pirique des données simulées et estimées pour les quatre paramétres (Fig. 4.12).

Simul,

Estim.

(b) Courbes des variogrammes normalisés : simulation en
trait fin, estimation en trait épais.

FiG. 4.12 — Variogrammes des valeurs simulées et estimées pour les quatre paramétres
dans la configuration faiblement bruitée (h =1,...,3).

Quel que soit le paramétre, 'estimation par linéarisation semble fournir des valeurs cor-
rélées selon la méme structure spatiale que les simulations. Les résultats sur les paramétres
b et T, semblent particuliérement bons: les courbes relatives aux lignes du variogramme
sont quasiment superposées.

Forte variance du bruit

Dans le cas d’une forte variance du bruit, les estimations globales par linéarisation ne
sont plus aussi précises que précédemment mais restent tout a fait correctes. En revanche,
les estimations issues des régressions par pixel présentent des erreurs relatives plus élevées
notamment sur les écarts-types des paramétres.



4.4. Eftet d’une structure spatiale sur I’estimation par linéarisation 103

LIN RTS

Critére K ‘ a ‘ b ‘ T, K ‘ a ‘ b ‘ T.
BPR(3) ||-0.8] 0.6 | 0.2 | -0.01 || -13 |-1.9 | -0.7 | -0.03
BPR(c3) || -0.1 | 0.03 | -0.04 | -0.006 || -180 | -8 -3 | -0.1
BPR(o.) -0.001 -0.008

TAB. 4.17 — Estimation du biais en pourcentage relatif pour les estimations des paramétres
régionaux par LIN et RTS dans la configuration faiblement bruitée.

Les images de la figure 4.13 laissent supposer que ’estimation par linéarisation a plus
de mal a retrouver les structures spatiales des paramétres avec des données plus fortement
bruitées. En effet, on peut constater, essentiellement sur le paramétre K, que les images
issues des estimations ne présentent quasiment aucun bloc de pixels homogénes, comme
c’est le cas sur les données simulées.

Simul,
2

Estim. li,

FiG. 4.13 — Représentations des variations autour des valeurs moyennes des paramétres
individuels simulés (en haut) et estimés par linéarisation (en bas) pour K, a, b et T. (de
gauche & droite) dans la configuration fortement bruitée.

Ce point est confirmé par le variogramme des données estimées du paramétre K
(Fig. 4.14). Les courbes relatives aux variogrammes sur données simulées et estimées sont
relativement différentes. En revanche, les résultats sont corrects sur les autres parameétres.

Synthése

La synthése graphiques des résultats (Fig. 4.15) est obtenue en rangeant ligne par ligne
les valeurs représentées sur les images des figures 4.11 et 4.13 dans un vecteur de taille
1600. On dispose ainsi de deux vecteurs, I’'un pour les images simulées, ’autre pour les
estimations, pour chaque parameétre.

La figure 4.15 illustre que les estimations individuelles par linéarisation varient dans
le méme sens que les valeurs simulées. Conformément & l'interprétation de la figure 4.11,
on constate que, dans la configuration faiblement bruitée, les nuages de points ont une
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Simul,

Estim.

(b) Courbes des variogrammes normalisés : simulation en
trait fin, estimation en trait épais.

FiG. 4.14 — Variogrammes des valeurs simulées et estimées pour les quatre paramétres
dans la configuration fortement bruitée (h =1,...,3).

allure étirée selon une droite ce qui traduit ’aptitude de ’estimation par linéarisation
a retrouver les valeurs individuelles simulées structurées spatialement. La seconde ligne
de graphique illustre les difficultés rencontrées lorsque les données sont plus fortement
bruitées. Les nuages de points sont moins étirés mais conservent quand méme une forme
généralement orientée le long d’une droite de pente positive.

4.4.4 Conclusion

Quelle que soit la variance de ’erreur, une structure spatiale sur celle-ci ne compromet
pas l'estimation des parameétres. Si ceux-ci sont générées aléatoirement sans structure
spatiale, ’estimation par linéarisation dans un modéle a paramétres aléatoires commet
des erreurs relativement faibles.
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FiG. 4.15 — Représentation des variations individuelles autour des valeurs moyennes esti-
mées par linéarisation en fonction des valeurs simulées, pour les quatre paramétres dans
les configurations faiblement (en haut) et fortement bruitées (en bas). Les nuages de points
sont complétés par la droite de régression ajustée par moindres carrés.

Si ce sont les paramétres aléatoires qui sont structurés spatialement, alors les estima-
tions individuelles retrouvent la structure simulée si les données ne sont pas fortement
bruitées.

Il ne semble donc pas indispensable d’inclure explicitement dans le modéle & para-
meétres aléatoires la prise en compte de telles structures.
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Chapitre 5

Application & des données réelles

Ce chapitre propose la mise en ceuvre des modeéles non linéaires a parameétres aléa-
toires sur des données réelles. Les données a haute résolution spatiale que nous utilisons
nous permettent de créer deux jeux de données correspondant a des images de type Vé-
gétation pour l'estimation des paramétres du modeéle d’évolution temporelle de I'indice
de surface foliaire. Les estimations issues de la méthode de linéarisation sont comparées
a des régressions non linéaires appliquées sur chaque pixel séparément.

5.1 Les données

Les données proviennent de 6 scénes SPOT/HRV a haute résolution spatiale (pixel de
20 m x 20 m) prises entre le 19 mars et le 16 juillet 1996 (Tab. 5.1) dans les environs de
la ville de Chartres.

Dates | 19/03/96 | 04/04/96 | 19/04/96 | 05/06/96 | 16/06/96 | 16/07/96
Degré-jour | 289 414 495 813 943 1275

TAB. 5.1 — Equivalence entre les dates d’acquisition et les valeurs de somme de tempéra-
tures exprimées en degré-jour.

La région étudiée s’étend sur 1296 km?* (36 km x 36 km). Huit classes ont été ré-
pertoriées dans le plan d’occupation des sols: zone urbaine (4%), forét (2%), cultures
de printemps (3%), cultures d’été (3%), cultures permanentes (7%), pois (15%), colza
(12%) et céréales d’hiver (53%). Nous nous focalisons sur I'étude de 1’évolution des cé-
réales d’hiver, théme qui représente la majeure partie du plan d’occupation des sols. Nous
considérons directement les valeurs de LAI calculées & partir de ces réflectances via le
PVI. Une sous-zone de la région observée de 120 km? est étudiée dans [31].

Grace a la haute résolution spatiale des images que nous utilisons, nous mettons en
ceuvre deux stratégies pour obtenir deux jeux de données (Fig. 5.1) assimilables & des
images de résolution kilométrique de type Végétation. Nous ne pouvons cependant pas
remédier & la faible résolution temporelle des données initiales.

107
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(a) Valeurs de LAI complétées par les courbes relatives & 100 pixels.
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(b) Valeurs moyennées (®) et désagrégées (O).
FiG. 5.1 — Représentation des valeurs de LAI en fonction du temps exprimé en millier de

degrés-jours : @ gauche, les données moyennées, a droite les données désagrégées pour les

1205 pizels.
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1. La premiére manipulation consiste & calculer les moyennes kilométriques des données

a haute résolution spatiale du théme d’intérét : laif = ﬁ ZleLg laif; ol lai] est le
LAT de la culture d’intérét c sur le pixel kilométrique 7, L{ est 1’ensemble des pixels
a haute résolution contenant la culture ¢ sur le pixel kilométrique ¢, | L¢| son cardinal
et laij; le LAl de c sur le pixel [ a haute résolution inclus dans le pixel de résolution

kilométrique :. Nous faisons référence a ces données en tant que données moyennées.

2. La seconde méthode consiste & mettre en ceuvre la procédure de désagrégation
(Cf. section 1.3.3.2, page 24) sur les données relatives a I’ensemble des themes ob-

servés dégradées a la résolution VEGETATION :

— Dégradation de I'image des valeurs de réflectances dans le rouge (R) et le proche
infrarouge (PIR) a la résolution kilométrique: R; = %Zle Ry et PIR; =
%Zle PIR;y pour & = 1,...,1, ot R; (resp. PIR;) désigne la réflectance
dans le rouge (resp. le proche infrarouge) sur le pixel kilométrique i et R
(resp. PIR; ) la réflectance dans le rouge (resp. le proche infrarouge) du pixel
a haute résolution [ contenu dans le pixel kilométrique ¢, avec L le nombre de
pixels a haute résolution spatiale contenus dans un pixel kilométrique, soit

50 x 50 = 2500.
— Désagrégation par paramétres aléatoires (Faivre et Fischer [34]) pour calculer
les RY (et les PIRF) dans I'expression R; = iv=61 z¥R% ol les ¥ sont connus

par les images initiales non dégradées et V. désigne le nombre de thémes ob-
servés en mélange.

Nous récupérons ensuite les valeurs de LAI de la culture d’intérét (lai$) par conver-
sion via le PVL

Parmi les 1296 pixels kilométriques, nous en en rejetons 91 pour lesquels le pourcentage
d’occupation des sols du blé est inférieur a 10% car dans ces cas la désagrégation ne
parvient pas a estimer les valeurs propres au blé.

On peut noter la bonne qualité de la désagrégation (Fig. 5.1) avec cependant une
variabilité légérement réduite des comportements (Fig. 5.1 (a)).

5.2 Traitement des données

Sur les deux jeux de données, nous ajustons le modéle de Baret & quatre paramétres
(contraint par T, = log(1+exp(axT.))/b.) en appliquant les deux procédures d’estimation
déja mises en ceuvre sur données simulées (Cf. section 4.3): la linéarisation (lin.) et les
régressions par pixel (STS).

Ces deux méthodes sont initialisées selon la procédure suivante :

— Détermination de valeurs approximatives communes aux deux jeux de données
d’aprés l'interprétation des paramétres du modéle d’évolution. Cette premiére phase
donne les valeurs: 35 = (K, a8, b5, 1% ) = (7.4,7.4,2.4,0.45).

— Amélioration de ces valeurs initiales (Fig. 5.2) pour chaque jeu de données par es-

timation des paramétres du modéle dans une régression non linéaire sur I’ensemble
des pixels initialisée par 5. On obtient alors les valeurs: g§* = (7.91,6.32,2.10,0.42)
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pour les données moyennées et 3¢ = 8.63,6.00,2.19,0.47) pour les données désagré-

gées.
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F1G. 5.2 — Représentation sur les données moyennés (4 gauche) et désagrégées (@ droite)
de la courbe définie par les valeurs initiales issues de la régression non linéaire globale 3
et 3¢ (trait plein). La courbe en trait pointillé illustre l'initialisation de cette régression

-

5.3 Reésultats

Les résultats sont présentés en deux parties. D’abord, des indicateurs statistiques chif-
frés permettent de comparer les deux approches sur I’estimation des paramétres globaux et
d’apprécier la qualité des estimateurs issus des régressions par pixel pour les deux jeux de
données. Ensuite, les estimations individuelles sont comparées sur la base de graphiques.

5.3.1 Paramétres globaux

Les trois premiéres lignes des tableaux d’estimation des paramétres globaux (B, os et
d.) sont les résultats de I'estimation par linéarisation ; ils représentent respectivement la
moyenne et ’écart-type estimés pour chaque paramétre et ’écart-type résiduel. La matrice
de variance des paramétres aléatoires est supposée diagonale pour 'estimation par linéa-
risation. En effet, un premier test laissant cette matrice non structurée n’a pas convergé
a cause de l'inversion en cours d’algorithme d’une matrice singuliére. L’initialisation des
paramétres de variance n’a pas permis de lever cette difficulté.

Les quatre lignes suivantes sont les résultats des régressions par pixel. [ls comprennent :

~ (3.: la moyenne des estimations par pixel des paramétres individuels,
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- 2.1/2 : I’écart-type d’estimateur moyen des Bi,
- s(@) : écart-type empirique moyen des [3;,
— d.: l'écart-type résiduel moyen.

Pour le calcul des quantités relatives a STS (B, 2.1/2, 3(@) et d.), seuls les pixels sur
lesquels I'algorithme de minimisation de la régression a convergé sont conservés.

‘Moy. H K ‘ a ‘ b ‘ T. ‘ ‘Désag. H K ‘ a ‘ b ‘ T. ‘
3 [72] 7.1 | 23 | 042 3 |81 64] 23 ] 046
G5 06310107 [10™ G5 | 04 107105107
3. 0.57 3. 0.49
3 [92] 64 | 22 | 043 3 96 61 ] 22 | 047
s 1150 66 | 1.8 | 0.12 SV 175 55 | 1.6 | 011
s 66 | 14 | 05 | 0.04 s 11331 0.6 | 0.2 | 0.06
3 0.72 7. 0.66

TAB. 5.2 — Estimation des paramétres globaux de moyenne et d’écart-type par nlme et nls
sur les données moyennées (@ gauche) et désagrégées (a droite) avec 4 paramétres.

5.3.1.1 Paramétres de moyenne 3

Les problémes de non convergence concernent 67 pixels sur les données moyennées et
63 sur les données désagrégées. Cet absence de convergence des régressions individuelles
sur certains pixels révéle un handicap des régressions par pixels par rapport a I’estimation
par linéarisation qui fournit systématiquement les prédictions individuelles pour tous les
pixels. I’étude restreinte aux données relatives & ces pixels ne laisse apparaitre aucune
allure spécifique susceptible d’expliciter ces problémes. Nous supposons que ’algorithme
de minimisation utilisé dans les régressions ne parvient pas a déterminer le minimum une
fois arrivé sur une zone relativement plate.

Comparaison des résultats: STS / linéarisation

Les estimations issues de la linéarisation sont nettement différentes de celles obte-
nues par STS (Tab. 5.2): elles sont inférieures pour K et T. et supérieures pour a. Les
variations relatives des parameétres, quel soit le jeu de données, s’expliquent par leurs cor-
rélations (Tab 5.3): par exemple, la corrélation négative entre K et a illustre que quand
K augmente, a diminue.

De plus, les courbes obtenues avec ces valeurs sont également nettement différentes
(Fig. 5.3).

Ces valeurs s’expliquent par des valeurs élevées de K sur certains pixels (caractérisés
par un croissance relativement lente : a faible, donc K élevé, Cf. section 4.3.2.4) qui font
augmenter l’estimation moyenne globale de K (diminuer cette méme quantité pour a et
b et augmenter pour T,).
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K a b K a b
a -0.97 a -0.99
b -0.95 0.98 b -0.96 0.99
T. 0.57 -0.54 -0.39 7. 0.80 -0.78 -0.67

TAB. 5.3 — Corrélation entre les estimations des 4 paramétres selon nlme : & gauche sur
les données moyennées, a droite sur les données désagrégées.
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FiG. 5.3 — Courbes tracées avec les estimations des paramétres de moyenne par linéari-
sation (ligne pointillée) et STS (ligne continue) sur les données moyennées (@ gauche) et
désagrégées (a droite).

En effet, les valeurs médianes des estimations issues des régressions par pixel sont
(8.0,6.4,2.2,0.4) sur les données moyennées. Ce qui indique que seuls quelques pixels sont
responsables de I’écart important entre la linéarisation et STS.

Par ailleurs, les valeurs obtenues par linéarisation produisent des courbes quasiment
superposables avec celles tracées & partir des valeurs initiales résultant de la régression
sur I’ensemble des pixels malgré des valeurs différentes (55" = (7.91,6.32,2.10,0.42) pour
les données moyennées et 3¢ = 8.63,6.00,2.19,0.47) pour les données désagrégées).

Nous en déduisons que le comportement de certains pixels peut venir fausser I’estima-
tion globale des parameétres de moyennes par STS alors que 'estimation par linéarisation
présente une plus grande robustesse.

Comparaison des résultats: moyenne / désagrégation

La valeur estimée du parametre K sur les données moyennées est supérieure & celle
estimée sur les données désagrégées quelle soit la méthode (Tab. 5.2). Les relations entre les
autres paramétres sont cohérentes avec les tableaux des corrélations entre les estimations
des parametres (Tab. 5.3). Ces différences sont illustrées sur la figure 5.4.
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F1G. 5.4 — Courbes tracées a partir des estimations de (3 : ligne continue (resp. pointillée)
pour les données moyennées (resp. désagrégées), trait fin (resp. épais) pour la linéarisation

(resp. STS).

La représentation des deux jeux de données (Fig. 5.1) illustre que les données désagré-
gées atteignent un LAT maximum plus élevé que les données moyennées. Ce qui a tendance
a faire augmenter la valeur estimée de K. De plus, les valeurs globalement plus élevées &
la cinquiéme date implique une sénescence plus lente ¢.e. un b plus faible.

5.3.1.2 Ecart-type des paramétres og

Quelles que soient les données, les seules informations sur la variance des paramétres
nous sont fournies par la méthode de linéarisation. En effet, pour les régressions par pixel,

les grandes valeurs de Z‘N,lﬂ dues essentiellement au faible nombre de dates par rapport
au nombre de paramétres & estimer, ne permettent pas de débiaiser I'estimation de la
variance.

Les valeurs de 63 montrent que la linéarisation concentre la variabilité sur le seul
paramétre K. Les autres estimations des écarts-types, inférieures & 107*, peuvent étre
considérées comme nulles. Les corrélations trés élevées entre les estimations des parameétres
est certainement la raison pour laquelle, I'essentiel de la variabilité est concentrée sur un
seul parameétre: agir sur un parameétre permet de modifier I'allure générale de la courbe
aussi bien qu’en modifiant tous les parameétres. Le report sur le paramétre K est peut-étre
di au fait que ce paramétre entre dans le modéle de Baret par un produit alors que les
autres parameétres figurent en exponentielle et sont donc contraints a des variations plus
limitées.

Ce qui apparait également dans la comparaison des deux tableaux 5.2 est la diminution
de I'écart-type og des parameétres lors de l'estimation sur les données désagrégées si nous
considérons les valeurs inférieures & 10* comme nulles. I’écart type &x passe de 0.63
a 0.4 sur les données désagrégées. Ceci semble cohérent avec 'aspect plus resserré des
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courbes issues de la désagrégation (Fig. 5.1 (a)).

5.3.1.3 Ecart-type résiduel o.

De maniére générale, I’écart-type résiduel est relativement élevé, égal ou supérieur &
celui simulé dans les configurations fortement bruitées (chapitre 4).

Des problémes liés & la superposition temporelle des images et éventuellement a des
corrections atmosphériques non homogeénes peuvent expliquer cette valeur élevée sur les
données moyennées. Ces effets semblent en partie réduits par la désagrégation.

Par ailleurs, dans les deux cas, le terme résiduel est aussi alimenté par une erreur
probable de modélisation.

La valeur plus élevée de I’écart-type résiduel par STS est certainement due au fait
qu’il s’agit d’'une moyenne d’écarts-types résiduels relativement élevés car calculés pour
des régressions visant a estimer quatre parameétres avec seulement six dates.

5.3.2 Paramétres individuels

Dans cette section, nous nous intéressons a la comparaison des méthodes d’estimation
par linéarisation et par régressions par pixel pour ’estimation des paramétres individuels.
Nous nous focalisons sur le paramétre K qui concentre la variabilité du vecteur des

parametres.
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FiG. 5.5 — Représentation des variations individuelles autour de la valeur moyenne prédites
par STS en fonction des mémes quantités estimées par linéarisation (lin.) pour le paramétre
K complétée par la droite de régression ajustée par moindres carrés aur nuages de points
sur les données moyennées (4 gauche) et désagrégées (a droite).

La représentation des estimations individuelles de STS en fonction des résultats de la
linéarisation pour le parameétre K (Fig. 5.5) indique que les deux méthodes ne varient pas
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vraiment dans le méme sens, malgré les droites de régression de pente positive.

Au vu de ces graphiques, nous pouvons cependant dire que 1’étendue des valeurs
estimées par linéarisation est plus faible que celle des résultats des régressions par pixel.

Les difficultés d’estimation du paramétre K sont certainement liées & la répartition des
dates d’acquisition. En effet, on peut constater un écart important entre la troisiéme et la
quatrieme date (Fig 5.1, page 108), période a laquelle I'indice de surface foliaire atteint ses
valeurs maximales ; or, ce sont ces valeurs qui donnent les informations pertinentes pour
estimer K qui s’interpréte, rappelons-le, comme un majorant du LAI. Dans ces conditions,
ces premiers résultats sur données réelles ne remettent pas en cause les résultats des
simulations mais illustrent la nécessité de disposer d’acquisitions fréquentes et justifient
le recours a des capteurs a haute résolution temporelle / basse résolution spatiale.

5.4 Modification du modéle

Pour pousser plus loin I’étude des données réelles, nous cherchons a neutraliser 'effet
des corrélations entre les estimations des paramétres. Pour cela, nous conservons seulement
les deux parameétres de pente (a et b) dans le modeéle. Nous fixons le point d’inflexion de
la phase de croissance, relativement stable sur ’ensemble des pixels pour les deux jeux
de données, en posant T, = 0.45. Bien que supportant la majorité de la variance des
paramétres dans ’étude précédente, nous fixons le paramétre K pour les raisons évoquées
dans les simulations: ce paramétre est susceptible d’étre caractéristique de la variété
culturale supposée unique sur la région étudiée ; nous fixons sa valeur a 8.5.

5.4.1 Reésultats

5.4.1.1 Paramétres globaux

‘Moy. H a ‘ b ‘ ‘Désag. H a ‘ b ‘
B | 59 | 21 3 6.0 | 2.1
G5 | 0.56 | 0.18 g5 |[0.33]0.11
G. 0.58 7. 0.50
3 6.0 ] 21 3 6.6 | 2.4
57 1 0.61 | 0.23 17 10,95 | 0.48
s(B;) ]/ 0.81 1 0.30 s(B;) | 0.81]0.40
G5 | 0.53 | 0.19 s | /1 7]]
G, 0.61 G 0.54

TAB. 5.4 — Estimation des paramétres globauz de moyenne et d’écarts-types par linéarisa-
tion et STS sur les données moyennées (en haut), désagrégées (en bas).

Nous nous focalisons sur I’estimation des parameétres d’écart-type car les commentaires
des résultats sur les parameétres de moyenne sont globalement similaires & ceux de ’étude
a quatre parameétres.
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Sur les données moyennées, on peut débiaiser les estimations des og. On constate
alors que les résultats sont trés proches de ceux obtenus pas linéarisation. La variance
des paramétres est essentiellement reportée sur le paramétre a ce qui semble cohérent
avec les données (Fig. 5.1 (a)) qui sont plus variables durant la croissance que pendant
la sénescence notamment sur les données moyennées. Sur les données désagrégées, on
constate une diminution globale de ’écart-type des paramétres comme sur les résultats
de I'estimation de quatre parameétres.

Par rapport aux résultats précédents (Tab. 5.2), I’écart-type résiduel est globalement
inférieur. La diminution du nombre de paramétres a estimer est la raison de cette dimi-
nution car o. est proportionnel & (N — p)~' oit N est le nombre d’observations qui ne
varie pas entre nos deux configurations et p le nombre de paramétres a estimer qui passe
de quatre & deux.

5.4.1.2 Paramétres individuels

La représentation des résultats de la linéarisation en fonction de ceux des régressions
par pixel (Fig. 5.6) illustrent plus nettement que pour le parameétre K (Fig. 5.5) que les
deux méthodes obtiennent des résultats qui varient dans le méme sens. L’allure des nuages
de points est clairement allongée selon une droite de pente positive.
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FiG. 5.6 — Représentation des variations individuelles autour de la valeur moyenne pré-
dites par STS en fonction des mémes quantités estimées par linéarisation (lin.) pour les
paramétres a et b sur les données moyennées (a gauche) et désagrégées (a droite).

Sur les données moyennées, parmi les 1205 pixels, 13 ont un comportement particulier :
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ce sont les points représentatifs de valeurs estimées entre -0.2 et 0.2 par linéarisation et
supérieures a 1 par STS. La représentation des courbes relatives a ces pixels (Fig. 5.7)
montre que les 13 points en question se caractérisent par une faible valeur de LAI a la
sixieme date. Ce qui implique une sénescence relativement rapide c’est-a-dire un b élevé.
Dans ces cas, la linéarisation maintient les valeurs de b relativement proche des autres
pixels alors que les régressions par pixel estiment des valeurs significativement différentes.
La forte corrélation entre les paramétres a et b implique des comportements similaires sur
les deux parameétres.

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Temps en 1000 d-j

F1G. 5.7 — Représentation des courbes liant les valeurs de LAI des 13 pixels distingués sur
les résultats comparés de la linéarisation et STS (Fig. 5.6) sur les données moyennées.

Sur les données désagrégées, les résultats des deux méthodes d’estimation ne présente
pas une allure aussi allongée que sur les données moyennées. Cependant, il semble que
I’on puisse distinguer deux sous-groupes dans les nuages de points: un premier trés étiré
comme sur les données moyennées, un second, correspondant aux 13 pixels distingués pré-
cédemment, caractérisé par des valeurs estimées par STS relativement élevées par rapport
aux résultats de la linéarisation.

D’une maniére générale, au vu des échelles des axes des graphiques de la figure 5.6,
les estimations issues de la linéarisation apparaissent moins variables que les estimations
par pixel. Ce comportement semble se rapprocher d’estimateurs a rétrécisseurs (Hébel et

al. [44]).

5.5 Conclusion

Nous avons vu que quelle que soit la méthode d’estimation employée et quel que soit
le jeu de données (moyenné ou désagrégé), 'écart-type résiduel est toujours de I'ordre
de celui simulé dans les configurations bruitées au chapitre 4. Dans ces conditions, nous
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avions conclu que l'estimation par linéarisation était préférable car plus robuste vis-a-
vis d’un bruit important. Pour cette raison, dans la pratique, nous conseillons d’avoir
recours & une procédure d’estimation comme la linéarisation traitant I’ensemble des pixels
simultanément plutot que pixel par pixel.

Pour conclure I’étude des données réelles nous proposons une utilisation potentielle de
I’estimation des paramétres du modéle d’évolution du LAI: cartographier les estimations
des parametres permet de déceler rapidement des zones d’évolution différente (Fig. 5.8).

25

15

-1.0 00 1.0

FiG. 5.8 — Simulation d’une cartographie des variations autour de la valeur moyenne des
estimations par linéarisation du paramétre a avec 4 paramétres sur les données moyennées.
5 valeurs ont été retirés pour pouvoir afficher une image 40 x 30.

En représentant les variations autour de la moyenne, I'image offre une vision des
variations en positif ou en négatif par rapport au comportement moyen sur la zone étudiée.
Les agronomes traduisent cette information sur les variations des parameétres en termes
de différences dans le développement des cultures. Cette étape dans le traitement des
données permet d’initier la mise en ceuvre d’une enquéte plus approfondie sur le terrain.

Sur la figure 5.8, on peut noter par exemple que le coin en haut a gauche composé
d’environ 10 x 10 pixels, est relativement clair. Ceci signifie que les valeurs estimées
du paramétre a sont plus faible que la moyenne dans cette zone. D’un point de vue
agronomique, on peut ainsi dire que les céréales d’hiver ont été soumises & un stress,
sécheresse par exemple, qui a limité leur vitesse de croissance. Ce constat permet alors
d’étudier la mise en ceuvre d’outils d’irrigarion dans cette zone pour les saisons a venir.

De plus, le variogramme (Fig. 5.9) des estimations de K représentées sur la figure 5.8
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FiG. 5.9 — Variogramme des données de la figure 5.8.

confirme que les variations spatiales ne sont pas isotropes conformément aux structures
linéaires obliques proches de la verticale que 'on voit sur la figure 5.8. Cet indice peut
également initier une enquéte terrain pour expliquer ce phénomeéne.
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Conclusion et perspectives

1 Conclusion

En conclusion de ce mémoire, nous re-situons les travaux de recherches a I'interface
des domaines de I'agronomie, de la télédétection spatiale et de la statistique. Les enjeux
du probléme qui a initié la thése sont essentiellement d’ordre agronomique: ils sont liés
a la prévision du rendement d’une culture. La télédétection apparait comme un moyen
susceptible de contribuer & atteindre cet objectif par un recueil stir et efficace de données
assurant un suivi journalier de la culture. La statistique intervient alors pour exploiter au
mieux cette source d’information.

Devant les lacunes de la méthodologie actuelle qui traite séparément 1’évolution de
chaque pixel, nous proposons 'utilisation d’un modéle a parameétres aléatoires capable
de traiter 'ensemble des pixels simultanément et d’exprimer explicitement les variabilités
intra-pixel au cours du temps et inter-pixels.

L’originalité des travaux de recherches qui en découlent réside d’une part, d’un point
de vue applicatif, dans "apport d’une nouvelle méthodologie pour le traitement de données
de télédétection, d’autre part, d’un point de vue méthodologique dans la contribution &
I’étude des modéles non linéaires & paramétres aléatoires.

Application

Les plans d’expérience mis en ceuvre pour 1’étude par simulation informe les utilisateurs
de données satellites sur le compromis entre quantité et qualité des images & acquérir
ainsi que sur la méthode a employer pour estimer les paramétres d’un modéle d’évolution
temporelle : I’estimation par linéarisation dans un modéle & parameétres aléatoires est plus
robuste qu’un ensemble de régressions non linéaires individuelles face a des conditions
défavorables (faible nombre de dates, bruit résiduel important).

Meéthodologie

Au niveau méthodologique, nous contribuons & 1’étude des modéles non linéaires &
parameétres aléatoires en présentant une revue bibliographique détaillée des diverses spé-
cifications rencontrées dans la littérature et des méthodes d’estimation dans le cadre
paramétrique. Nous complétons cette revue bibliographique par une classification des mé-
thodes d’estimation fondées sur le maximum de vraisemblance. Nous proposons également
une synthese des propriétés théoriques des estimateurs et nous mettons ainsi en évidence
deux situations asymptotiques différentes nécessaires selon les méthodes pour obtenir la
convergence : le nombre d’individus et le nombre d’observations par individu tendent vers
I’infini ou bien le nombre d’observations par individu peut étre uniformément borné. Ces
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considérations révelent un paradoxe quant a l'utilisation des modéles non linéaires a pa-
ramétres aléatoires: on justifie parfois leur utilisation par un faible nombre d’observations
par individu alors que I'on estime avec une méthode (la linéarisation, Lindstrom et Bates
[54]) dont I'estimateur est convergent asymptotiquement sur le nombre d’observations par
individu.

L’apport des simulations sur le plan méthodologique réside essentiellement dans I’ap-
plication des modéles non linéaires a paramétres aléatoires a des problémes de grande
taille. Les exemples traités dans la littérature sont généralement petits par rapport a
notre probléme de suivi de cultures par images satellites. Dans ce cadre, le choix d’une
méthode d’estimation est largement contraint par son aspect opérationnel.

2 Perspectives

Dans les perspectives de ce travail, il est essentiel d’envisager une poursuite de 1’étude
autour des modéles non linéaires mixtes. De nombreux problémes sont ouverts. Citons par
exemple, la définition de tests sur la matrice de variance des paramétres pour déterminer
le caractére fixe ou aléatoire d’un parameétre (Bonneu et Hyrien [8]) et la mise en ceuvre de
méthodes de sélection des covariables permettant de décrire les variations des parameétres
aléatoires (Concordet [14]).

L’élaboration de méthodes d’estimation avec de bonnes propriétés théoriques a dis-
tances finies est également souhaitable pour rompre le paradoxe qui consiste a se tourner
vers les modéles & paramétres aléatoires pour des raisons liées au manque d’observations
par individu et a utiliser ensuite une procédure d’estimation dont les propriétés a distance
finie ne sont pas garanties.

Les autres perspectives que 'on peut considérer se situent dans le domaine applica-
tif. On peut notamment envisager d’employer les modéles a paramétres aléatoires dans
d’autres cas de figures que le suivi de cultures tout en restant en relation avec la télédé-
tection. L’exemple a priori directement exploitable est I’étude de la croissance des foréts
pour lesquelles il existe des modeéles d’évolution. Le phénoméne naturel étudié dans ce cas
a une dynamique différente de I’évolution d’une culture, ce qui peut induire une problé-
matique différente. La différence réside également dans la surface au sol occupée par un
forét par rapport & celle d’une parcelle agricole: se pose alors le probléme du choix de la
résolution des images a acquérir.

Que ce soit pour le suivi de cultures ou un autre probléme lié a 1’évolution temporelle
d’un processus, un question intéressante consiste a déterminer au mieux les dates d’acqui-
sition des images satellites. L'intérét en termes de cotit est évident pour celui qui dispose
d’un budget limité pour acheter des images. Ce probléme s’insére directement dans la
planification expérimentale dans le cadre des modeéles mixtes non linéaires.

Une autre piste pour la poursuite des travaux est suggérée par ’absence de prise en
compte dans nos travaux d’une structure de voisinage dans les divers traitements des
données. Méme si l'estimation par linéarisation dans un modéle & parameétres aléatoires
permet de retrouver des zones homogénes de parameétres sur une image, il semble que
I’expression explicite d'une structure de voisinage inter-pixels pour traduire des compor-
tements proches entre des pixels voisins puisse fournir une information supplémentaire
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dans I'interprétation des résultats.

Pour étendre 'application des modéles & paramétres aléatoires au dela de 'usage post-
désagrégation, on peut envisager de coupler les phases de désagrégation et d’estimation
dans un modéle temporel d’évolution en un seul modéle. Formellement, 1’écriture d’une
tel modele ne pose pas de problémes et peut étre inspirée de Fischer [35] ot le mélange de
deux théemes est étudiée par des régressions non linéaires. En pratique, la non disponibilité
de modéles d’évolution du LAI pour I'ensemble des thémes observés en mélange nécessite
des adaptations et le recours éventuel a des techniques issues du non paramétrique.

Il serait également intéressant de lier les problémes rencontrés dans le cadre du suivi
de cultures avec d’autres domaines. En épidémiologie par exemple, les questions que I'on
peut se poser sont assez proches de notre situation. Est-il préférable de contraindre le
patient a passer un examen a ’hépital et obtenir ainsi une information précise mais
rare car contraignante ou bien de confier certaines mesures au patient et obtenir une
information plus fréquente mais forcément moins fiable? La mise en relation de ce type de
problématiques est susceptible d’apporter un éclairage intéressant sur les divers domaines
d’étude.
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Annexe A : Glossaire de télédétection
spatiale

[.’annexe A est rattachée au chapitre 1. Elle propose un glossaire de termes techniques
lices a la télédétection spatiale.

Bande spectrale: Intervalle du spectre des longueurs d’onde du rayonnement élec-
tromagnétique.

Capteur: Instrument qui recueille de [’énergie provenant de la scéne (ou cible) visée
et fournit un signal électriqgue correspondant, a des fins de mesure. Un capteur passif
courtes longueurs d’onde se sert du Soleil comme source d’énergie pour tlluminer la cible,
a Uinverse d’un capteur actif qui produilt sa propre énergie.

Fauchée: Largeur de la bande de terrain visée par un systéme de détection.

Indice de végétation : Indicateur empirique permettant d’identifier et de suivre [’évo-
lution temporelle des couverts végétaur. Un indice de végétation permet également d’éva-
luer certains paramétres du couvert comme l'indice de surface foliaire. Les indices de végé-
tation sont calculés soit a partir de mesures de réflectance sur le terrain, soit de comptes
numériques fournis par des données satellitaires.

Infrarouge: Partie du spectre électromagnétique s’étendant de 0,7 um a 1 mm de lon-
gueur d’onde. En télédétection, on le subdivise généralement en infrarouge proche, moyen
et thermique.

LAI: (Leaf Area Indezx), Uindice de surface foliaire est défini comme la moitié de la
surface foliaire totale par unité de surface du sol.

Pixel: La plus petite surface homogéne constitutive d’une image enregistrée, définie
par les dimensions de la taille d’échantillonnage. On parle de pizel mizte ou mizel quand
plusieurs thémes sont observés en mélange sous un méme pizel.

Réflectance: Ratio obtenu a partir de la mesure de la quantité de lumiere réfléchie
dans une longueur d’onde donnée par une surface donnée par rapport a celle obtenue par
la méme lumiére éclairant un échantillon de référence. Réflectance des plantes: Rapport
de lintensité du rayonnement réfléchi au rayonnement incident des surfaces végétales.
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134 Annexe A : Glossaire de télédétection spatiale

Résolution spatiale: Caractéristique d’un capteur lie a son aptitude a distinguer
au sol des éléments de petite taille. Plus la résolution spatiale est grande plus les éléments
discernables sont petits.

Reésolution spectrale: Caractéristique d’un capteur lice & son aptitude a utiliser des
bandes spectrales plus ou moins étroites. Plus la résolution spectrale est grande plus la
bande spectrale est étroite.

Résolution temporelle: Fréquence d’acquisition d’une image de la méme zone au
sol.

Rouge: (longueur d’onde dans le ~) Portion de spectre électromagnétique comprise
entre 0,6 et 0,7 um.

Satellite: (“artificiel) Engin mis en orbite autour de la Terre, d’une autre planéte
ou d’un satellite naturel, généralement porteur de matériel scientifigue, militaire ou de
télécommunication.

Télédétection: La télédétection est l'ensemble des connaissances et des techniques
utilisées pour déterminer des caractéristiques physiques et biologiques d’objets par des
mesures effectuées a distance, sans contact matériel avec ceux-ci. Tél¢ signifie "a distance”
et détection veut dire "découvrir’ ou "déceler”.

Visible: (longueur d’onde dans le ~) Portion de spectre électromagnétique comprise
entre 0,4 et 0,7 um.



Annexe B : Mise en ceuvre des
programines

L’annexe B est rattachée essentiellement au chapitre 4 consacré aux tests de méthodes
d’estimation sur simulation. Nous présentons d’abord la simulation de valeurs de LAI
(Section 4.1). Dans la deuxiéme partie, nous proposons une présentation de la fonction
nlme qui est une implémentation de la méthode d’estimation par linéarisation de Lind-
strom et Bates [54] largement utilisée dans les divers tests mis en ceuvre. Ensuite, nous
présentons I'implémentation des méthodes d’estimation par approximation numérique de
la vraisemblance du modeéle & paramétres aléatoires (Section 4.2). Puis, nous abordons
les programmes établis pour la comparaison des estimations par linéarisation et par ré-
gressions non linéaires par pixel (Section 4.3). Enfin, nous décrivons le programme utilisé
pour la simulation de structures spatiales (Section 4.4).

1 Simulation de valeurs de LAI

Pour la simulation de valeurs de LAI décrite dans la section 4.1, nous avons écrit la
fonction Splus simul.lai qui prend en paramétres les arguments suivants :

— nbpix: le nombre de pixels,
— nbdat: le nombre de dates

— fix.param: le vecteur des valeurs de simulations de (3,

et.param: le vecteur des écarts-types og simulés,

— et.err: ’écart-type résiduel o, simulé.

Les sorties de la fonction simul.lai comprennent non seulement les dates et les valeurs
de LAI simulées mais aussi les graines du générateur aléatoire pour pouvoir re-simuler les
mémes valeurs sans les stocker intégralement.

2 La librairie nlme

2.1 Arguments de la fonction nlme

La librairie nlme, développée par Pinheiro et Bates [67], est un ensemble de fonc-
tions, méthodes et classes pour analyse de modéles non linéaires a effets mixtes. Toutes
les informations relative & cette librairie sont disponibles sur le site de 'université du
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136 Annexe B: Mise en ceuvre des programmes

Wisconsin-Madison [102], d’oti il est également possible de télécharger gratuitement le
fichier nécessaire a l'installation.
Depuis Splus, un appel classique a la fonction ressemble a:

S+> nlme(model, fixed, random, data, cluster, start)

[’argument model permet de spécifier le modeéle non linéaire a ajuster contenant les
paramétres et les covariables. Dans le cas du modéle d’évolution temporelle de LAI avec
4 parameétres, cet argument s’écrit :

model = lai ~ mod.baret(X, a, b, Tc, Date)
ot mod.baret est défini par:

{
lai <- K * (1/(1 + exp( - a * (t - Tc)))
- exp(b * (t - (log(l + exp(a * Tc)))/b)))
lai[lai < 0] <- 0
}

ot la remise a zéro des valeurs négatives est exprimée par la ligne de commande laiflai <0]
<- 0.

[’argument fixed est un objet de type list déterminant la composante fixe des para-
meétres du modeéle (3):

fixed = 1list(K ~ ., a~ ., b~ ., Tc ™ .)

L’argument random permet de spécifier, de la méme fagon, parmi les parameétres, ceux
qui ont une composante aléatoire( B;). Si rien n’est spécifié par 'utilisateur, random prend
par défaut la méme valeur que fixed c’est a dire que tous les paramétres du modéle ont
une composante aléatoire.

Les données a analyser doivent étre mise au format d’un objet de type data.frame
dont on précise le nom par I'argument data. [’argument cluster sert a déterminer I'unité
expérimentale sur laquelle les paramétres aléatoires varient :

cluster = 7 pixel

si pixel est le nom donné a la variable qui numérote les individus de I’étude.

Enfin, 'argument start permet de fournir des valeurs initiales & 'algorithme itératif
d’estimation. Seule I'initialisation de la composante fixe des paramétres ([3) est requise.
L’initialisation éventuelle des parameétres aléatoires (B;) se fait sous forme d’une matrice
de taille I x p, ou I désigne le nombre d’individus et p le nombre de paramétres aléatoires.
En pratique, il suffit de passer en parameétre un objet de type list de la facon suivante:

start = list(fixed = <(8,7,3,0.5), random = mat.init)

pour initialiser le vecteur de parameétres passé dans l'argument fixed, soit (K, a,b,T,) et
mat.init est une matrice I x p.

L’aide en ligne sur la fonction nlme propose encore bien d’autres arguments option-
nels dont on peut trouver une description détaillée dans [67], qui présente également des
méthodes numeériques et graphiques pour 'interprétation des résultats fournis par nlme.
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2.2 Sorties de la fonction nlme

Le résultat de la fonction est un objet de type list contenant les objets suivants:

[1] "call™ "var.ran" "yar.fix" "alpha"

[5] "delta" "sigma" "coefficients" "loglik"

[9] "niter" "sizetheta" "criterion" "nobs"

[13] "nclus" "est.method" "re.paramtr" "re.structure"
[17] "re.block" "serial.structure" "var.function" "plist"

[21] "cluster" "fitted.values" "residuals" "map"

Nous renvoyons & 1’aide en ligne ou a [67] pour une description détaillée de I’ensemble
de ces objets. Signalons ceux que nous utilisons pour calculer les critéres de comparaison :

— "coefficients" contient deux objets ("random" et "fixed") représentant respectivement
I’estimation des B; et de 3,

— "var.ran" est I'estimation de la matrice I,

— Ysigma" désigne 'estimation de I’écart-type résiduel o..

3 Comparaison des estimations par linéarisation et ap-
proximation numeérique

Comme le précisent Pinheiro et Bates dans [67], chapitre 7, la méthode de linéarisation
est la seule implémentée dans la librairie nlme. Dans [66], la comparaison des méthodes a
été menée a partir de programmes en C, interfacés sous Splus, spécifiques aux modéles non
linéaires considérés dans cet article. Pour mener a bien notre propre série de tests, nous
avons adapté les programmes fournis par José C. Pinheiro, en y incluant les subroutines
C nécessaires a la définition du modele de Baret.

La mise en ceuvre de ces méthodes est représentée de facon simplifiée sur la figure 1.

L’interface utilisateur est sous Splus. La seule action & effectuer consiste & appeler un
algorithme de minimisation, par exemple ms, pour la fonction approx.loglik convenable-
ment paramétrée.

Cette fonction implémentée sous Splus effectue une sélection de cas & partir d’une
chaine de caractéres passée en paramétre pour choisir la méthode de calcul de la vrai-
semblance approchée: respectivement “lapla”, “impsa” et “gaus’ pour ’approximation la-
placienne, Monte Carlo par échantillonnage d’'importance et la quadrature gaussienne.

Selon 'appel effectué par approx.loglik, le traitement se poursuit dans le sous-programme
C correspondant : Laplacian _loglik, IS loglik ou GQ loglik. La fonction sélectionnée fait
alors appel a la sous-routine mod _baret qui permet de calculer la vraisemblance approchée
pour ce modéle.

Les résultats sont récupérés sous Splus dans un objet de type list.

En pratique, une fonction développée sous Splus permet de gérer ’ensemble du pro-
cessus, de la simulation (par la fonction simul.lai) & Iestimation des parameétres d’abord
par nlme puis par chacune des trois autres méthodes.
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p
Minimisation
Splus | < ‘
approx.loglik
\ m
f
Laplacian_loglik IS loglik GQ loglik
< \\ //
mod baret

\

Fi1G. 1 — Architecture de la mise en cuvre des méthodes d’estimation par approximation
de la vraisemblance.

Un appel a la fonction test.Img (pour test des méthodes Laplace, Monte Carlo et
quadrature Gaussienne) est de la forme:

test.lmg(nbpix=1500, nbdat=20,
simul.fixed, simul.stderr.param, simul.stderr.resid)

ot nbpix et nbdat correspondent respectivement au nombre de pixels & traiter et au nombre
de dates d’observation des pixels; ces arguments ayant les valeurs par défaut 1500 et 20.

Les arguments simul.fixed et simul.stderr.param sont des vecteurs de taille le nombre
de parametres du modeéle (ici 3 dans la configuration du modeéle de Baret que nous avons
choisie). Ils désignent les valeurs des moyennes et écarts-types pour la simulation des
paramétres. La variable simul.stderr.resid désigne I’écart-type du bruit que ’on ajoute aux
données. Pour la configuration 1, I'appel a la fonction test.Img est le suivant :

res.configl <- test.lmg (simul.fixed = c¢(7,3,0.5),
simul.stderr.param = ¢(0.1,0.1,0.01),
0.05)

simul.stderr.resid

Le résultat de cette fonction est stocké dans un objet de type list contenant les objets
listés ci-dessous:

S+> names(res.configl)
[1] "config" 'seed" "init" "horaires" 'fcount" ‘''resultats"
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Ces objets correspondent d’une part aux informations relatives & la simulation des
données et a l'initialisation de nlme (item 1) et d’autre part aux résultats de chaque
méthode complétés par diverses informations (item 2):

1. Informations relatives a la simulation des données et a l'initialisation de nlme:

— “config” contient les vecteurs simul.fixed et simul.stderr.param et la valeur de
simul.stderr.resid, passés en paramétres lors de la phase de simulation.
1] ” . N . . . " . . .

— “seed” récupére la graine du générateur aléatoire pour la simulation des valeurs
de LAI Elle permet si besoin de regénérer exactement les mémes valeurs sans
les stocker intégralement.

— "init" recoit les valeurs initiales fournies & nlme pour les effets fixes.

2. Résultats de chaque méthode complétés par diverses informations:

— "resultats" recoit pour chaque méthode le vecteur des estimations des para-
meétres de population : moyenne, variances des paramétres et résiduelle.

— "fecount" représente le nombre d’évaluations de fonctions nécessaires durant
I’algorithme de minimisation pour les trois méthodes d’approximation.

— "horaires" contient la durée en temps réel jusqu’a la convergence de I’algorithme
de minimisation pour chaque méthode.

Paramétrage

Ces informations propres a une méthode sont passées en paramétres dans ’appel a
la fonction correspondante via approx.loglik. Dans le cas de la méthode de Monte Carlo,
la taille de I’échantillonnage est accompagnée d’un autre paramétre contenant la graine
d’un générateur aléatoire. Pour la quadrature gaussienne, les abscisses et les poids associés
sont calculés par une fonction FORTRAN extérieure au programme de base puis passés
en paramétres dans approx.loglik.

4 Comparaison des estimations par pixel et par linéa-
risation

Pour mettre en ceuvre cette série de tests, la fonction comp.nlme.nls a été développée
sous Splus. Elle effectue la simulation des données (fonction simul.lai) et I’estimation selon
les deux approches. Pour le modéle & parameétres aléatoires, 'estimation est exécutée par la
méthode de linéarisation selon Lindstrom et Bates via la librairie nlme. Pour les régressions
non linéaires par pixel, nous utilisons la fonction nlsList de Splus qui implémente une
procédure d’estimation par moindres carrés pour chaque individus d’une population.

La fonction comp.nlme.nls prend en paramétre:

— le nombre de pixels,

le nombre de dates,

les valeurs du vecteur des moyennes 3 utilisées pour la simulation,
— les valeurs du vecteur des écarts-types og utilisées pour la simulation,

— D’écart-type du bruit ajouté aux valeurs simulées.
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Les résultats d’un appel a cette fonction sont stockés dans un objet de type list (ob-
jet géré par Splus pouvant contenir des variables de diverses natures: vecteur, matrice,
chaine de caractéres ...) contenant les informations relatives a la simulation et les résultats
obtenus par chaque méthode.

La fonction comp.nlme.nls gére également le calcul des valeurs initiales.

5 Simulation de structures spatiales

La mise en ceuvre de la simulation de données structurées spatialement est effectuée
par plusieurs routines FORTRAN interfacées sous Splus fournies par M. Goulard.

La fonction simulg.S assure I'interface avec 1'utilisateur. Un appel type a cette fonction
est le suivant :

simulg.S(n, m, lambda, dw, pasn, pasm, sig)

ol les variables passées en parameétres sont :
— n et m: nombre de lignes et colonnes de la grille sur laquelle on souhaite simuler,
— lambda: valeur de la corrélation comprise strictement entre -1 et 1,
— dw: distance de corrélation. Cette valeur permet de définir le voisinage qui influence
un pixel.
— pasn et pasm: pas de parcours de la grille en ligne et colonne,
— sig: écart-type de la variable aléatoire e.

La suite du programme est essentiellement gérée par des routines FORTRAN pour en
accélérer I'exécution notamment pour l'inversion de matrices. On récupére ensuite sous
Splus les sorties du programme de simulation.



Comparison of estimation methods in the random parameter nonlinear
models framework : application to the modelling of crop leaf area index
temporal evolution from spatial remote sensing

Abstract

In the spatial remote sensing for agriculture framework, we deal with the estimation
of a crop leaf area index evolution model from high temporal resolution images ; the scope
of the work is the improvement of yield prediction over a large area. Regular measure-
ments can be considered as longitudinal data of a population of pixels. We propose a
random parameter modelling to express between-pixels variability and to deal with the
whole pixels simultaneously. We present parametric and non parametric expressions of
the between-pixels variability. We focus on the parametric model for which we review
estimation methods based either on a per-pixel approach or on the maximization of an
approximated global likelihood. We establish a synthesis of estimators properties from
these methods. A comparison on simulated data show that, in our case, the linearisation
method is the best among approximation methods. Then, we make apparent the greater
robustness of linearisation in relation with a per-pixel-based approach under bad condi-
tions: low number of dates, high noise. We also exhibit the robustness of the linearisation
towards non specification of spatial structure in the model. Finally, on a real dataset, we
confirm that the linearisation method is more powerful than a per pixel based approach.

Key-words : nonlinear mixed effects model, longitudinal data, satellite image, SPOT /Végé-
tation, crop monitoring.
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