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Introduction

Dans cette note on généralise quelques formules de [GMS] au cas de la troisiéme
classe de Chern - Simons.

0.1. Soit X un schéma lisse sur un anneau commutatif £ D Q. La théorie de
classes de Chern ”style de Rham” associe a chaque fibré vectoriel E sur X des
classes de cohomologie

cPR(E) e H*(X,Qy), i > 1,

(2

qui satisfont aux propriétés usuelles, cf. [Gr], §6. Ici Q' est le complexe de de
Rham de X sur k. Par contre, on sait (cf. par exemple [BD], 2.8) que ces classes
admettent une version plus fine: les classes de Chern-Simons

CS(E) € HI(X, Q)

Ici
©,29—1 . i 2i—1,fer
QA[X' >:UZiT§2i—1QX[Z] : Q&—)—)QX R

T : . ) .
ott O C Q% est le sous-faisceau des formes fermées. L'image de ¢ (E) par le
morphisme canonique

Hi(X, QL1 — H%(X, Q)
est égale & cPE(E).

i

CS

Les images des ¢;’” (E) par les morphismes évidents

H'(X, Q%" 7Y) — HI(X, Q)
sont les classes de Chern ”style Hodge” c?dg(E), cf. [Gr], §6.
Il est tres facile de décrire explicitement la premiere classe de Chern-Simons
f9(F) € H'(X, Qﬁ(’fer). En effet, si r = 1k(F), choisissons un 1-cocycle de Cech
définissant E, ¢ = {¢;;} € Z' (4, GL,.(Ox)) sur un récouvrement ouvert i = {U;}

de X convenable; ¢;; € T'(Uyj, GL,(Ox)), U;; = U;NU;. Alors ¢{°(E) est la classe
de cohomologie du 1-cocycle de Cech

K9(E) = {tr(ey; doiy)} € Z' (Y, Q)

Il est clair que 2{°(E) = 2{®(det(E)), ot det(E) = Ag, (E) est le fibré en droites
la puissance exterieure maximal de FE.

Soit L un fibré en droites. Considérons le faisceau ConnZnt(L) de connexions
intégrables sur L; ceci est un torseur sous Q;’fer, dont la classe caractéristique
c(ConnZInt(L)) ('obstruction & I’existence d’une section globale) est égale & {5 (L).

Donc, pour E arbitraire, ¢{'S(E) est la classe du Q4™ -torseur ConnZnt(det(E)).
On peut dire que ce torseur est ”une raison d’étre” de la premiere classe de Chern-
Simons.



Désormais nous ne nous serons interessés que par le cas F = Tx, le fibré tangent
de X. Au lieu des classes de Chern ¢; on va considerer les ”caractéres de Chern”
ch;, donnés par les polynomes de Newton usuels, i.e. ch; = ¢, chy = 2 — ¢2/2,
etc. D’ailleurs, dans cette note on ne discutera que les cas ¢ = 1,2, 3.

Dans le §3 on décrit explicitement des cocycles qui représentent les caracteres
ch®3(Tx) pour i = 2, 3.

11 est facile de voir (cf. par exemple [GMS], §11) que la donnée d’une connexion
intégrable sur det(7x) équivaut a celle d'une application k-linéaire ¢: Tx — Ox
vérifiant deux propriétés

clat) = ac(t) + 7(a) (CY1)

et
c([r, 7)) = te(r!) — 7'e(7) (CY?2)

(a € Ox, 1,7 € Tx). Ces axiomes entrainent d’ailleurs que ¢ est un opérateur
différentiel (d’ordre 1). On appelle un tel opérateur une structure de Calabi-Yau
sur Tx.

0.2. Les structures semblables, mais correspondantes au deuzrieme caractere
de Chern-Simons, sont liées aux algebres vertex. Une algebre vertex est 1’algebre
des symétries fondamentale de la théorie des cordes quantiques. Dans [GMS] on
a étudié une classe particuliere de ces algebres: les algebres vertex des opérateurs
differentiels (VDO).

Définir un faisceau de VDO sur X revient a définir une structure vertex sur Tx,
c’est a dire: trois opérateurs différentiels

v Ox®ka—)Q}(, <,>Z SQT)(—>OX et c: AQT)(—>QA1X7

vérifiants cinq axiomes analogues aux (CY}), (CY2), cf. op. cit. 1.4, ou 7.3 ci-
dessous. Le théoreme principal de op. cit. dit que toutes les structures vertex
sur Tx forment une gerbe sous le complexe Q[;’m, dont la classe caractéristique est

égale & chS™ (Tx). Cette gerbe est donc ”la raison d’étre” de la classe ch$™ (Tx).

Les axiomes d’une structure vertex ont lair assez mystérieux; dans [GMS] ils
se déduisent des axiomes de Borcherds pour une algebre vertex. Par contre, dans
[S] on a donné une interprétation de ces axiomes qui ne fait aucune référence aux
algebres vertex. On a introduit un complexe naturel de faisceaux sur X, HKXR(2)y,
dit le deuxieme complexe de Hochschild - Koszul - de Rham, muni d’une inclusion
de complexes

0'220'§5QX [2] — HICR(Q)X (0.2.1)

et d'un 2-cocycle canonique
) e Z2 T(X, HKR(2)y)

Pour expliquer la structure de HXR(2)’y on utilise la notion d'un tricomplexe tordu
(de k-modules). Un tel objet est un k-module Z3-gradué C"* = {CPI"},, , ,.cz munie
d’une collection d’endomorphismes {d;;}i jez ou d;; est de degré (i,7,—i —j + 1),
c’est a dire que d;; est une collection d;; = {d}}" }, ¢,rez olt



dfjgr € Hom/(CPi CPtiatir=i=i+1l)  On exige les deux propriétés (a) et (b)
si-dessous.

(a) (Finitude.) Pour chaque p, g, et chaque x € CP?" il n’y a qu'un nombre fini
de d;;(x) qui sont différents de 0.

Définissons un k-module Z-gradué C" par
C' = Bprgir=i CPV
Posons d =), j d;;; ceci est un endomorphisme de degré 1 de C", bien défini grace
a (a).
(b) d? = 0.
(Cette définition est plus générale que celle donnée dans §1.)
Le couple (C",d) est appelé le complexe simple associé a C*.

Par exemple, si que d' = dqg,d” = do1 et d” = dyg sont différents de zéro, on
retrouve la notion usuelle d'un complexe triple.

Notre complexe HIXR(2)y est le complexe simple associé a un fasceau de tri-
complexes tordus {HKR(2)5"}, qui est une structure de dimension 3, p étant la
dimension ”"de de Rham”, ¢ étant la dimension "de Koszul” et r étant la dimen-
sion ”de Hochschild”. Les seules composantes d;; non triviales sont: dio ("de de
Rham”), dpy ("de Koszul”), doo (”de Hochschild”) et deux fleches complémentaires,
d27_1 et d17_1.

Ce complexe tordu apparait de maniere essentiellement unique, lorsque l'on
ajoute une dimension hochschildienne au complexe de de Rham. La dimension
koszulienne et les fleches complémentaires da 1 et dy,—; viennent alors naturelle-
ment. La construction est reproduite (suivant [S]) dans le §6.

Par exemple, la composante HAXR(2)% est égale a
’Homk((’)x Rk Tx, Qk) D ’Homk(SQTX, Ox> D 'Homk(AQTX, Qﬁ()
Une structure vertex (au-dessus de X) est un élément

Ux = (7X7 <7 >X7 CX) € F<X7 ,H]CR(2)}()

tel que dyxr(vyx) = eg?), ou dyxr désigne la différentielle dans HKXR(2) .

Par exemple, soit b = {7,} C I'(X,7Tx) une base abélienne, c’est-a-dire que
I'(X, Tx) est un I'(X, Ox)-module libre de base b et tous les vecteurs de cette base
commutent. Grace a la lissité de X, de telles bases existent Zariski localement. A
une b on peut associer une structure vertex vy,. De plus, si b, b’ sont deux bases
abéliennes, on peut définir un élément hy p € T'(X, HKR(2)%) tel que

dyxcrNe,or = Vpr — Vg

Soit 4 = {U;} un recouvrement ouvert de X et pour chaque i fixons une base
abélienne b; C I'(U;, Tx ), d’out les collections

vie = {vp, } € H I'(U;, HKR(2)K)



et
hil,b = {hbibj} € H F(UZ N U],,HICR(Q)())()
j
On peut considérer le couple © = (v p, hg,p) comme une 1-cochaine du complexe
C (U; HKR(2) x) (complexe simple associé au complexe double C' (L HLR(2)y))-

L’inclusion (0.2.1) induit I'inclusion de complexes
pe O Q%) o O (W HKR(2) x)
De l'autre part, on a le morphisme évident de complexes
§: T(X,HKR(2)yx) — C (8 HKR(2)x)

La cochaine ¢ est construite dans §7, dont résultat principal dit que Do = pu(83)+
5(e)), ou
5(2) c CQ(L[, Q[;,?ﬁ)

est un cocycle représentant le deuxieme caractere de Chern-Simons du fibré tangent
et D désigne la différentielle totale dans C (L HLR(2)x). Cela est une variation
sur le calcul principal de [GMS].

Les structures de Calabi-Yau admettent une interprétation tout a fait parallele,
cf. [S] et §4, §5 ci-dessous.

0.3. On peut appeler i-branaires les structures de la Géométrie Différentielle
sous-jacent au ¢ + 1-ieme caractere de Chern - Simons.

Pour passer a dimension 3, il faudra définir le troisieme complexe de Hochschild
- Koszul - de Rham HXR(3) et procéder comme ci-dessus. Dans cette note on
fait une partie de travail.

(a) La partie "Hochschild - Koszul”. On construit dans §8 un complexe na-
turel HIC(3)y qui est le complexe simple associé au complexe double. Il est muni
d’inclusion

Q% — HK(3)y

et d’un cocycle canonique
€Sk € Z°T(X, HK(3) )

On appellera "structure prémembranaire” un élément m € T'(X, HK(3)% ) tel que
dyxm = ex. Cette notion est analogue a celle d’'une préalgébroide vertex, cf.
[GMS], 4.1. Les structures prémembranaires forment une ”2-gerbe” sous (3. dont
la classe caractéristique est égale au troisieme caractere de Chern style Hodge
chU8(Tx) € H3(X,03), cf. §9.

(b) La partie "Koszul - de Rham”. On construit dans §10 un complexe naturel
KR(3)x qui est le complexe simple associé a un ”bicomplexe tordu”, cf. §1. Il est
muni d’inclusion de complexes

0230§6QX [3] — ’CR(?))X
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Etant donné un recouvrement 4 de X , cette inclusion induit I'inclusion de complexes
pe OBy o O (8 KR(3) x)

Si I'on choisit une collection de bases abéliennes b comme ci-dessus, on définira
dans §11 une cochaine m € C?(4; KR(3)x) telle que D = u(B®)), ot D est la
différentielle dans C (L; KR(3)x) et

B3 e 73y, )

représente la classe chgs (Tx). Ceci est le résultat principal de cette note, analogue,
en dimension 3, au calcul principal de [GMS]. En effet, la formule pour BG) éerite
dans §3 est la conséquence du calcul du §11.

Les théoremes principaux de cette note sont: 8.6, 9.5, 10.13 et 11.5. On ne
décrit que la stratégie de leurs démonstrations; la vérification est tout a fait directe
et exige plus laboris quam artis.

Quant al’idée de base, elle est simple: tout le contenu de cette note est obtenu par
"bootstrap”. D’abord, tous les complexes se déduisent du complexe de de Rham.
Ensuite, le role fondamental est joué par l'opérateur {,...,}, : S"Tx — Ox
défini (pour une base abélienne b = {7;} C I'(X, Tx)) par la formule

1
{a17iy, - anTi, Jo = ol Symy.. 7i, (a1)7i, (a2) - .- Ti,_, (an) (0.3.1)

(a; € Ox, 7i; € b.) Tous les cocycles se déduisent de maniere essentiellement

unique de (0.3.1). Ce phénomene d’unicité pour nous est un mystere.

§1. Complexes tordus

1.1. Soit C une catégorie abélienne. Suivant 1'usage, un bicomplexe dans C est
un triple (C,d’,d"), C = {C¥, i,j € 7} étant une collection d’objets de C et
d={d", i,j€Z},d ={d" ", ij€ 7}, étant des collections de morphismes,
ou d ale degré (1,0), i.e.

dv. Y — C
et d’ ale degré (0,1), s’est-a-dire,
d// (%) . Cij N Ci,j—i—l,
qui vérifient les relations
d/2:0 d//QZO d/d//:d//d/

Le complexe simple associé Tot(C"") est défini par

Tot(C™)' = Bpyg=i CPY, dror(z) = d'z + (—=1)P d"x, 2 € CP4
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Dans nos applications les bicomplexes seront limités inférieurement, i.e. C% = 0
pour i < 79 ou j < jo, donc les sommes directes seront finies.

Ezemple typique. Si X est un espace topologique, F  est un complexe limité
inférieurement de faisceaux de groupes abéliens sur X, 4 = {U,} un recouvrement
ouvert de X, alors les cochaines de Cech C7 (4, F*) forment un bicomplexe.

1.2. Un bicomplexe tordu est une collection C" comme ci-dessus munie de trois
endomorphismes d’, d’, R, ou d" ale degré (1,0), d” ale degré (0,1) et R = {R"}
a le degré (2,—1), i.e.

RY . CY — ¢t

On exige les relations suivantes:
d'"?=0,dd"=d"d, d?*=Rd" +d'R, Rd=dR, R*=0 (1.2.1)
Le complexe simple associé est défini par
Tot(C") = Bppgmi C7°

drot(z) = d'x 4+ (—=1)P d"z + (-1)PM' Rx, x € OP1 (1.2.2)
On vérifie aussitot que d%,, = 0.

1.3. De méme, un tricomplexe est une collection d’objets C"* = {CP1", p,q,r €
Z} munie de trois endomorphismes d’,d”,d"” de degrés (1,0,0),(0,1,0) et (0,0,1)
respectivement, tels que

d/ 2 — d// 2 — d/// 2 =0 d/d// — d//d/ d/d/// — d///d/ d//d/// — d///d//
Le complexe simple associé est défini par
Tot(C™)" = Pptqtr=i CP7,

drot(z) = d'x + (=1)Pd"z + (—1)PT1d"x, x € CPI"

Définition équivalente: on prend d’abord le complexe simple par rapport aux deux

premiers degrés, on obtient le bicomplexe Tot15(C"") et on prend le complexe simple
associé a ce bicomplexe Tot(Tot12(C")).

1.4. Un tricomplexe tordu est une collection C" comme ci-dessus munie de 5
endomorphismes d’,d”,d"”, R et M de degrés

deg d' = (1,0,0), deg d’ = (0,1,0), deg d" = (0,0,1)

deg R = (2,-1,0), deg M = (1,—1,1)
qui vérifient les relations (a), (b) et (c) ci-dessous.
(a) Pour chaque p la collection (C?”, d"”,d"") est un bicomplexe.
(b) Pour chaque r la collection (C"", d’,d”, R) est un bicomplexe tordu.

(c) Les conditions sur M:
M?=0



d///d/ — d/d/// + Md// +dHM
d///R:Rd///+Md/+d/M
d"M+ Md" =0, RM+ MR =0

Le complexe simple associé est défini par
T0t<0)1 = @P-H]-H“:i CPCIT,

drot(z) = d'x 4+ (=1)Pd"z + (=1)P9d"x + (-1)PT 'Ry + (- 1) Mz, (1.4.1)
x € CPI". On vérifie que d%,, = 0.

1.5. Chaque objet de C sera considéré comme un complexe concentré en degré
0.

Rappelons les notations usuelles pour les complexes. Soit C' un complexe. Alors
sa translation Cla] (a € Z) est défini par Cla]’ = C*M", depg = (—1)* de.

Tronquations. ”Beétes”:

0<qC: ...—Cv1 5 C*—0

Osq: 00— O — O — |,

"Intelligente”:

T<q: . — 02— ! S Kerd* — 0

Si f: C — D est un morphisme de complexes, alors Cone(f) est le complexe

simple associé au bicomplexe C" i) D, D ayant le premier degré 0.

§2. Rappels sur le complexe de de Rham

2.1. Désormais on fixe un anneau commutatif de base k et une k-algebre com-
mutative A. Chaque A-module est un k-module par restriction de scalaires.

On va utiliser les notations suivantes.

k—Mod: la catégorie de k-modules; ® := ®, Hom := Homy. Si My,... ,M,, N €
k — Mod on identifiera Hom(M; ® ...® M,, N) avec ’ensemble d’applications k-
multilinéaires M; x ...x M,, — N. M®" désignera la n-i¢éme puissance tensorielle
sur k d’un k-module M.

De méme, Hom(A"M,N) (resp. Hom(S™M,N)) désignera le k-module des
fonctions f: M™ — N k-multilinéaires alternées (resp. symétriques) (ceci peut
étre considéré comme une définition de la puissance exterieure (resp. symétrique).
Par définition, A°M = S°M = k.

Plus généralement, Hom(A" M @ S™M', N) désignera le k-module des fonctions
f: M"™x M"™ — N k-multilinéaires, alternées par rapport aux premiers n
arguments et symétriques par rapport aux derniers m-arguments, etc.
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SiMq,... , M, N € A—Mod, Homs(A"yM, N) (resp. Hom (St M, N)) désignera
le A-module des fonctions f : M™ — N A-multilinéaires alternées (resp. symétriques).
2.2. Soit g une k-algebre de Lie. g— Mod va désigner la catégorie de g-modules.

Si M,N € g — Mod, alors M @ N, M®" A"M, S™M sont des g-modules sur
lequels g agit par la regle de Leibniz, par exemple,

7’({131®...®xn>:z T1Q..0TT; Q...Q Ty, (2.2.1)

etc.

De plus, Hom(M, N) est aussi un g-module; ici g agit par la regle

(r(N)(x) =7(f(2)) = f(r(2)), f € Hom(M,N) (2.2.2)

On utilisera aussi les notations 7 f et Lie, f pour 7(f).

Il en découle que si My,...,M,, N sont de g-modules, alors Hom(M; ® ... ®
M,,, N) sera un g-module, etc.

Le complexe de cochaines de Chevalley de g a coéfficients dans M, C"(g, M),
est défini par C"(g, M) = Hom(A"g, M), n > 0, la différentielle de Chevalley
den : O™ Y(g, M) — C™(g, M) agit par la formule

denf(ri-om) = Y (=D f([mm]m, R R Ta)

1<i<j<n
+ > DT (R T) (2.2.3)
1<i<n
Attention: 7 f(71,... ,Ti, ..., T) désigne 7;(f(71,... , Tiy. .. ,Tn))!

2.3. Rappelons qu’'une A-algébroide de Lie est une k-algebre de Lie T' agissant
sur A par dérivations k-linéaires, munie d’une structure d’'un A-module a gauche,
telle que

[7,a7'] = a|r, 7’| + 7(a)7’

(ae A, 7,7 €T).

Exzemple typique. T = Derp(A) (algebre de Lie de dérivations k-linéaires 7 :
A— A).

Désormais nous fixons une A-algébroide Lie T. On désigne par T7% le méme
T considérée comme une algebre de Lie, avec la structure d’une algébroide de Lie
oubliée.

On pose Q = Homy (T, A); ceci est un A-module. Des éléments de T' (resp. de
Q) seront notés 7, 7" (resp. w), etc.; des éléments de A seront notés a, b, c.

On désigne par (,): T x Q@ — A P'accouplement A-bilinéaire canonique. On a
la A-dérivation canonique d : A — ) définie par

(1,da) = 7(a)
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De plus, T%% opere sur ) par la regle
<7J7 T(w>> = 7_(<7J7 w)) - <[7_7 7_/]7 w)
.7 eT, weN). Cette action vérifie les propriétés
(7 : prop
T(aw) = 7(a)w + a1 (w)

(a7)(w) = a7 (w) + (T, w) da
La fleche d est un morphisme de T %-modules.

2.4. Complexe de Chevalley - de Rham. Définissons les A-modules Q" :=
Homa (AT, A) (n > 0). En particulier, Q° = A, Q! = Q.

Les opérations fondamentales suivantes agissent sur ces modules.
Convolution avec un champ vectoriel. Pour 7 € T, lopérateur i, = (1,7) :
Q" — Q" est défini par
Grw (T, ooy Tn) =W(T, T1y ooy Tn)
Il en suit que pour w € Q™

W(T1y oo s Tn) =, fry g vy W

Evidemment,
irir = —ip/4r, ou bien [ir,i,/] =0; i2 =0

Dérivée de Lie Lie, : Q" — Q" est définie par
Lie;w(m1,...,m) = 7(w(11, ..., 7)) — Z W(TLy oo s [Ty Ty oo s Th)
i
En d’autres termes, T agit sur C™(T, A) = Hom(A"T, A) par les regles (2.2.1),
(2.2.2) et cette action respecte le sous-module ™.
On désignera Lie;w aussi par 7(w) ou simplement par Tw.
On a

Lie; 0471 = iy ] + ir o Lie;, ou bien [Lier,i/] = i, -1

Différentielle de Chevalley - de Rham. Par recurrence sur n on établit sans
peine qu’il existe I'unique collection d’opérateurs d : Q" — Q"1 qui satisfont a
I’identité

ir od+ doi, = Lie,, ou bien [i,,d] = Lie,

Pour n = 0, d a été déja défini dans 2.3. On a d? = 0.
La formule explicite sera

dW(Tl,... ,Tn) = Z (—1)i+jW([Ti,Tj],Tl,... ,’TA'Z',... ,7A'],)—|—
1<J
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—|—Z (—1)i+17iw(71, Ce ,7A'i, .. )

Autrement dit, la différentielle de Chevalley (2.2.3) respecte les sous-modules 2" C
C" (T, A), donc le complexe de de Rham (€', d) est un sous-somplexe du complexe
de Chevalley C"(T, A). On utilise la notation QPf" := Ker (d: QP — QP+1).

On a [d, Lie;] = 0.
2.5. Multiplication. 1l existe I'unique multiplication ' x Q@ — Q. (w,w’) —
ww', QPQY C QP9 qui vérifie la propriété

ir(ww') =i (W' + (=1)Pwir (W) (w e QP)

En effet, cette regle implique la formule explicite ”shuffle” évidente. Soient w €
P, W e Q9; désignons par P,, l'ensemble de sous-ensembles P C [1,p + q] :=
{1,...,p+ q} de cardinalité p. Pour P = {iy,...,ip}, i1 < ... < ip, posons
P =[l,p+q —P = {j1,...,7Jq} On désigne par sgn(P) € Z/2Z le signe de la
permutation {i1,...,4p,J1,-..,Jq}. Dans ces notations

wa! (71, Tprg) = Y (=1)EPw(rp) (7pr),
PGPPQ

olt w(tp) désigne w(7i,,...,7i,).

La composante de degré (0, p) correspond a la structure d’'un A-module sur QP
et (€2, d) devient une algebre différentielle graduée associative et commutative.

§3. Formes de Chern - Simons

3.1. Fixons un entier n > 1. Pour chaque algebre B on désigne par Mat,,(B)
I’algebre de matrices n x n a coéfficients dans B.

Par exemple, considérons Mat,, (€2'). Ceci est une algebre différentielle graduée
associative (cf. 2.5); la graduation est définie par Mat,,(2)* = Mat,, (Q%). Pour
P € Mat,,(Q") on pose |P| := i.

Notre algebre est munie de la fonction trace tr : Mat,, (') — Q' qui commute
avec la différentielle et satisfait a la propriété fondamentale

tr(PQ) = (—1)IPIIRl(QP) (3.1.1)

Par contre, on uitilisera parfois la notation usuelle pour le commutateur, [P, Q] =
PQ — (—1)IPIRIQP, d’ott (3.1.1) se recrit comme tr([P,Q]) = 0.

On rémarque aussi que
tr(P?) = 0 si |P| est impair (3.1.2)

Bienstr, ceci est une consequence de (3.1.1) ci 1/2 € k, mais c’est vrai toujours.
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Le groupe GL,(£2) opere sur Mat,(€2') par conjugaison; on n’utilisera que

l'action du sous-groupe G L, (A), avec la notation
P?=¢"'Pp (€ GLy(A))

Evidemment, tr(P?) = tr(P).
3.2. Pour ¢ € GL,(A) on a

di¢p™) = —¢"'dp ¢~ € Mat,(Q)
On introduit la notation
0(¢p) := ¢~ *d¢ € Mat,, (Q)

On a

Donc la forme tr{l(¢)} est fermée,

dtr{t(¢)} = —tr{{(¢)*} = 0

grace a (3.1.2).

Ensuite,
d(P?) = —[¢(¢), P] + (dP)? (P € Mat,(Q))

3.3. D’un autre coté,

U(pg) = £(¥)” + £(¢)
pour ¥, ¢ € GL,(A), d’ou

trit(ye)} = tr{t(P)} + tr{t(¢)}

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.3.1)

(3.3.2)

3.4. Bicomplexe de Cech - de Rham. Supposons qu'un groupe G opere a droit
sur un groupe abélien M; on utilise la notation exponentielle: z9 = € M,g €
G. Rappelons que le complexe de cochaines C'(G, M) est défini par C"(G, M) =

Homg,s(G™, M), avec la différentielle, dit de Cech ,

dcf(g1,--- ,gn+1) = f(927 e ,9n+1)+

n

+Z (_1>1/f(gl7 A 7g7/g7/+17 A 7gn+1) + (_1)n+1f(gl7 A
=1

s Gn )t

Par exemple, (3.3.1) signifie que ¢ est un 1-cocycle de GL,(A) a coéfficients dans

Mat, (') et (3.3.2) et (3.2.1) signifient que

tr{ﬁ} = Zl (GLH(A)’ Ql’fer) = Hl (GLTL(A>7 Ql’fﬂ) - HomGroupes(GLn(A>= Ql,fer>

(I'action de GL, (A) sur Q" étant triviale).
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Considérons le complexe de de Rham 2 comme muni de l'action triviale de
GL,(A). Le complexe de cochaines C'(GL,, ) devient un bicomplexe avec les
colonnes C"(GL,(A),"), donc la premiere differentielle sera de de Rham et la
seconde celle de Cech.

3.5. Complexes de Chern - Simons. Pour ¢ > 1 considérons les complexes
Q[i’Qi_1> = ngi_laZiQ'[i] : QZ e e 4 QQi—l,fer

Le i-iéme bicomplexe de Chern - Simons C'S(i)" est le bicomplexe C" (GL,,(A), Ql»2—1)
dont le premiere degré est le degré dans Q[»2—1),

Le i-iome complexe de Chern - Simons C'S(i) est le complexe simple associé
C'S(i) = Tot CS(i)"

Par exemple, CS(1) = C* (GLy(A), QM) On a tr{¢} € CS(1)° et dy(tr{f}) = 0,

- {0} € Z1(CS(1) (3.5.1)

On appelle ’élément (3.5.1) la premiere forme de Chern - Simons et 'on désigne
par fi.
On définira ci-dessous des cocycles analogues 3; € Z*(CS(i)) pour i = 2, 3.

Deuzieme forme

3.6. Posons, der Kurzen wegen, a := ¢(¢). On vérifie par recurrence que
d(a%—l) — _a2i; d(CLQi) =0

Supposons que 2 est inversible dans k. Alors a?' = %[a,a%_l], d’ott tr{a*} = 0.

D’ailleurs, ceci est vrai sans hypothese que 1/2 € k; nous n’aurons pas besoin de
yp q p
cela.) Donc
tr{a? 1) € Q2i—1.fer

Soit ¢ € GL,,(A). Posons b := £())?. On a
db = —[a,b] — b* = —(ab + ba + b*),

d’ou
d(ba) = —aba — b*a

et
dtr{ba} = —tr{a®b + ab*}

3.7. De I'autre part, rappelons que d.f (¢, ¢) = f(¢) — f(¥¢) + f()?, donc
dea’(1,¢) = a’ — (a+b)* +° =

= —(a®b + aba + ab® + ba® + bab + b*a),
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d’out
detr(a®) = —3tr{a®b + ab®} = 3dtr(ba)

Enfin, soit x € CL,(A). Posons ¢ := £(x)¥?. Alors on aura

d.(ba) (x, ¥, @) = ba — (b+ c)a+ cla+b) — cb = 0
3.8. Supposons que 6 est inversible dans k. Définissons les formes: S €
CH@G, Q%) = 0S(2)!! par

1

811(0) = gtr(£(6)°)

et 892 € C%(G,0?%) = CS(2)"? par

57(6,6) = tr{lW)°0())

Alors on a montré que d.3°2 = 0 et dB°? = d.B'1. Donc I’élément By = (892, 31)
est un 2-cocycle dans C'S(2). Nous I’appelons la deuxiéme forme de Chern - Simons.

Troisieme forme

3.9. Ici nous supposons que 30 est inversible dans k. On a tr{{(¢)®} = 0.
Considérons la forme tr{¢°} € Hom(GL,(A),Q>%") = CS(3)?!. On a

detr{€*}(¢, ¢) = tr{b° — (a +b)° +a’} =
= —5tr{ba* + b%a® 4 b*a + b3a® + baba® + b2aba}

On définit

1
B2 = —@m«{ﬁ} € Hom(GLy(A), Q%) = CS(3)2,

3.10. D’un autre coté, on introduit une forme B2 € Hom(GL,(A)% Q%) =
CS(3)'2 par

12 _ 1 3y L 3 1 1 2 27 _
B, @) == 12tr{ba } 12tr{b a} 24tr{baba}+ 12tr{b a“} =

— /8/ + /8// + /8/// + 6////
Alors on a )
g’ = Etr{bcf‘ + b%a®}

1
dp"’ = Etr{b4a + b3a?}

1
dp" = Etr{babaQ + b%aba}



et dB”"" = 0. En ajoutant,

1
d5*2 (1, ¢) = str{ba’ +b%a® + bla + ba® + baba® + Baba} = —d.f*!

3.11. Enfin, on définit la forme % € Hom(GL,(A4)3,Q3) = CS(3)% par

5,1, 0) = {00 ™) U(6)} = sir{cha}

On voit aussitot que d.(cba) = 0, donc d.3% = 0.

D’autre part,
de = —ac —be — & — ¢b — ca,

d’ou
d(cba) = —(a+ b+ c)cba

Par contre, calculons

d0612(X7 77Z)7 ¢> - 612(¢7 ¢> - 612(X¢7 ¢> + 612(X7 'g[)gb) - 612(X7 77Z}>

On trouve
,_ 1 2 2 2 2
d.f’ = 5 tr{cb“a + cab® + cba” + ca”b + caba + cbab}
1
d.ps" = 13 tr{c*ba — c*ab + cb*a + cab® + cbca — cbab}
111 1
d." = — tr{caba — cacb}
12
et

1
d.p" = 5 tr{—cba® — bca® + c*ba + c*ab}

En ajoutant, on obtient

15

d.BY2(x, ¥, ¢) = é tr{c*ba — chab — cba®} = % tr{(a+ b+ c)cba} = —dB*(x, v, ¢)

Il en suit
3.12. Théoréme. L’tlément 33 = (53, 312, 321) € C'S(3)3 est un cocycle.

On l'appele la troisieme forme de Chern - Simons.
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§4. Bicomplexe de Hochschild - de Rham

4.1. Soit M, N deux A-modules. On peut plonger le module Hom 4 (M, N) dans
le module de homomorphismes k-linéaires Hom/(M, N); évidemment,

Homa(M,N)=Ker(dg : Hom(M,N) — Hom(A® M, N)),
ou la fleche dy est définie par

dr f(a,x) = af(x) — f(ax)
(x € M,a € A).
Plus généralement, définissons le complexe de Hochschild Cy (M, N) par C% (M, N) =
Hom(A®"~! @ M, N) (n > 0), la différentielle dg : C% (M, N) — C%H (M, N)
agit par la formule

df(at,...,an;x) =aif(az,...,an;x)+

n—1

+ Z (_1)if(a17 cee @41, - -5 Ang .T) + (_1)nf(a2, <oy n—1; anx)

i=1
4.2. Définissons un complexe augmenté de A-modules
By(M) > M (4.2.1)

ot B"(M) = A®"*1 @ M (n > 0), la structure d’'un A-module sur B;" (M) étant
définie par
(a1 ®...0 a1 Rx) =011 Q... QR apy1 D,

la différentielle dgr : B;" (M) — B (M) agissant par

n

dH(a1 ® . ® CLn_|_1 ®£L’) = Z (—1)“’1@1 ® .. .CLiCLH_l ® . ® CLn_|_1 ®$+

i=1
+(-D)"a1 ®... @ an @ api1T
et 'augmentation e étant définie par e(a ® x) = ax.

Il est facile de voir que (4.2.1) est une résolution (on construit sans peine une
homotopie).

Il découle de définitions que
Ciy (M, N) = Homa(B,4(M), N)

En pratique (sous les hypotheses faibles sur A) les A-modules B (M) seront pro-
jectifs, donc

H"(C"(M,N)) = Exzt’y(M,N) (n > 0)
Donc si M est projectif sur A, C"(M, N) sera une résolution de Hom4 (M, N).
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4.3. Maintenant on applique cette construction a Q2 = Hom 4 (T, A). On obtient
le complexe de Hochschild

Cy(T,A): Hom(T,A) — Hom(A®T,A) — ...

On va noter ce complexe HR(1)"", et cela sera la 0-iéme colonne du bicomplexe de
Hochschild - de Rham.

Plus généralement, définissons pour i > 1 les complexes analogues HR(1)".
Posons HR(1)?® = Hom(A**1T, A). On rémarque que 'on a l'inclusion évidente

Qi = HomA(Af4+1T, A) — HR(I)iO
Ensuite, posons
HR(1)Y = Hom(A® @ T@ A'T, A) (j > 1);

les différentielles de Hochschild seront definies par la formule 4.1 par rapport au
premier argument:

duf(ai,...,a5;11;72,...,7) =a1f(ag,...,a;;T1;7T2, ..., T)+
j—1
+Z (=1)Pf(a1,...,apapy1,...,a5;T1;T2, ... ,Ti)+
p=1
+(—1)jf(a1,... ,aj_l;ajTl;TQ,... ,Ti)

Le complexe HR(1)" sera la i-iéme colonne de notre bicomplexe de Hochschild -
de Rham.

4.4. Tl nous reste a définir les fleches horisontales dpp : HR(1)" — HR(1)* 1.

D’abord la 0-ieme ligne
HR(1)?: Hom(T,A) — Hom(A*T,A) — ...

La différentielle ici sera —d¢p, ou deoy, est la différentielle de Chevalley dans C* (TLie, A),
(2.2.3).

Par contre, pour j > 1 la j-ieme ligne sera
HR(1)7 : Hom(A®IQT, A) — Hom(A®@TRT, A) — Hom(A®? @TRA*T, A) — ...

Identifions Hom(A®I@TRAT, A) avec Hom(A*T, Hom(A®I®T, A)) et définissons
la différentielle de de Rham comme la différentielle de Chevalley dans

C (TYe, Hom(A®I ®T, A)), ot 'action de T+ sur Hom (A% ®T, A) est définie
en accordance avec la régle usuelle (cf. 2.2):

(tf)(ar,...,a;;7)=71f(as,... ,aj;T')—Z flar, ... ,7(ap),...;7")—=f(a1,... a5 (7, 7'])
P



1 .
dprf(ay,...,a;;757,...) Z PP flar, ..o ;T Ty )—

p

—Z flar, ... mplar), .57 Tpyens) — flar, oo 5 [Ty Tl oo s Ty o)

p+q R o o
—I—E flat,...5T5 0 Tpyee y Tgye - o)

p<q
On vérifie par un calcul direct que d%dcn = —dend%; (sic!), dott d%dpr = dprdY;.
D’autre part, on vérifie

4.5. Lemme. Les Hochschilds
di : Hom(A®? @ T, A) — Hom(A® Tt @ T, A)

sont des morphismes de T'%**-modules.

4.6. Il en suit que d‘ngR = dDRd‘;[ pour 5 > 1. Ceci donne le bicomplexe de
Hochschild - de Rham HR(1)" promis. Le complexe de Hochschild - de Rham est
le complexe simple associé: HR(1) = Tot HR(1)".

On a l'inclusion canonique
o1 [1] = HR(1) (4.6.1)
Evidemment, Q! = Ker(d), : HR(1)%® — HR(1)""), donc (4.6.1) induit un

isomorphisme sur H°:
HO(HR(1)) = Qb

§5. Structures de Calabi - Yau

5.1. Cocycle €;. Considérons 1’élément ”evaluation” e € Hom(A ® T, A) =
HR(1)% défini par
e(a;7) = 7(a)

Lemme. dge = dpre = 0.

En effet,
dpe(a,b;7) = ae(b; ) — e(ab; 7) + e(a; br) =

=ar(b) — 7(ab) + b7(a) =0
D’autre part,
dpre(a;T,7") = (t'e)(a; 1) = T'e(a; 7) — e(7'(a); 7) — e(a; [7/,7]) =

=71'7(a) — 77'(a) — [/, 7](a) =0
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(autrement dir, 'opérateur e est invariant).
Il en suit que €; = (—e,0) € HR(1)*' & HR(1)!° = HR(1)! est un cocycle.

5.2. Une structure de Calabi - Yau sur T est un élément ¢ € HR(1)? =
Hom(T, A) tel que dyrc = €.

Ceci signifie que

(CY1) dyc = —e, cest-a-dire, c(at) — ac(1) = 7(a),

et

(CY2) dpgre = 0, c’est-a-dire, ¢([r,7]) — Te(7) + 7'¢(7) = 0.

Par exemple, si A est lisse sur k et T' = Dery(A), alors une structure de CY sur
T est la méme chose qu'une structure d’'un D-module a droite sur A (définie par
la regle 1 -7 = —¢(7)), cf. [GMS], §11, et ceci est la méme chose qu'une connexion
intégrable sur det T', d’ou le nom.

On désigne par C) l’ensemble de structures de CY sur 7. Evidemment, celui-ci
est un torseur sous le groupe abélien H(HR(1)) = Q. On va calculer sa classe.

5.3. Supposons que deux conditions (a) et (b) sont vérifiées.
(a) T est un A-module libre de rang fini n.

Une base b = {71, ..., 7,} comme un A-module est appelée abéliennesi [r;, 7;] =
0 pour tous 7, j.

(b) T admet une base abélienne.

En effet, 'hypothese (b) est superflue: sans doute tous les résultats du présent
papier restent vrais sans supposant (b). Par contre, elle simplifie énormement les
calculs et est suffisante pour les applications: en pratique elle est toujours vérifiée.
Donc nous supposons désormais que (b) est vérifiée.

On désigne par B ’ensemble de bases abéliennes de T'.

5.4. Formules utiles. Soit b = {r;}, b’ = {7/} € B. ou 71/ = ¢r;, ¢ € A
(la sommation par les indices répétes est sous-entendue). On ecrit b’ = ¢b, ¢ =
(¢¥) € GL,(A).

On aura

0= [Tg, TJ/] = [QSipra ¢jq7'q] = QSipr(Qqu)Tq - ¢jq7q(¢ip)7p = Ti/(quq)Tq - T;(‘bip)Tp,
d’ou _ _
T (') = 7i(¢"7)
pour tous ¢, j, p. Donc
Ta(0%) = o711 (%) = 67T (67°) = ¢ T (9)]

On utilisera les notations ¢;(¢) = ¢~ 17/(9), etc.:

Ta(0") = £(9) (5.4.1)
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7a(0") = tr{£,(9)} (5.4.2)

5.5. Pour un b = {r;} € B il existe une seule structure de CY c¢; telle que
¢p(7;) = 0 pour chaque 7. On a

co(at;) = 7i(a)

Soit b’ = {7/} une autre base abélienne, b’ = ¢b. Calculons la différence cpr — cp €
Qbfer ¢ Hom(T, A). On a

ew (7)) — co (7)) = —co (7)) = —cp('P7y) = —7p(¢7) = —tr{li(9)} = — (7], £(9)),

i.e.

Cp/ — Cp = —Z(qb)

5.6. Compleze de Cech - Hochschild - de Rham. Soit X un groupe abélien.
On définit le complexe de Cech & coéfficients dans X, C'(8; X) par C*(%5; X) :=
Homgns(B1, X) (i > 0). Des éléments de C*(B; X) seront notés f = { foob,...6, }-
La différentielle agit comme

i+1

(dCf)bo---bi+1 - Z (_1>pfbo...[3p...bi+1

p=0

Le morphisme d’augmentation § : X — CO(B; X) est défini par (0z)p = z (z €
X).

Ensuite, on a le morphisme canonique
v: C'(GLy(A),X) — C(B; X) (5.6.1)

(ou GL,(A) agit trivialement sur X ) défini par

(vf)ooby...0; = f(9isGi=1,---,91), oub; =g;b;_4

Considérons le bicomplexe de Hochschild - de Rham HR(1)". En appliquant
C'(%B;?) on obtient: le tricomplexe C'(B;HR(1)") (avec les différentielles: la
premiere - de de Rham, la seconde - de Hochschild et la troisieme - de Cech),
le bicomplexe C'(B; HR(1)) et le complexe simple noté C'(B;HR(1)), donc par
définition

C'(B; HR(1)) = Barr=i C7(B; HR(1)) = Bprgrr=i C7(B; HR(1)P)
On a le morphisme d’augmentation
§: HR(1) — C (B; HR(1))
D’autre part, les inclusions Q%" < QU < Hom(T, A) = HR(1)°° fournissent le

morphisme de complexes

Qb — HR(1)



21

qui induit, a l’aide de v (5.6.1), le morphisme de complexes
p: CS(1) = C(GLu(A), Q1) — € (B HR(1)),

d’ou la fleche )
(,6): CS(1)DHR(1) — C(B;HR(1))

On appele le premier complexe de Chern - Simons étendu le cone
CS(1) := Cone(u, 6)[—1] (5.6.2)
Evidemment, on a la projection canonique
T CS(1) — CS(1)

Les calculs précédents sont résumés en

5.7. Théoréme. Considérons la collection ¢; = {¢p }pes comme un élément de

CO(B; HR(1)%°). Alors dyey = € et deci = —f31.
Donc I'élément 3, = (81, —e1, —¢1) est un 1-cocycle de C'S(1) tel que w(51) = Bi.

On appelera cet élément le premier cocycle de Chern - Simons raffiné.

§6. Deuxieme Hochschild - Koszul - de Rham

6.1. Dans cette section on réproduit la construction de [S], Caput Secundum.
Pour les détails de calculs, voir op. cit.

Considérons Q2 comme un sous-module de Hom(T, ), en associant & w € 02
le morphisme (w : T — Q défini par w(7) = i,w. Alors I'image de Q2 est
caractérisée par deux propriétés: (a) le morphisme (w est A-linéaire; (b) I’expression
(', 1w(7)) est antisymétrique en 7,7’

Donc on peut réprésenter 22 comme 'intersection de deux nouyaux
Q? = Ker(dy : Hom(T,Q) — Hom(A®T,Q)) N

N Ker(Q : Hom(T,) — Hom(S*T, A))

ou le Hochschild dp est définie par la formule usuelle dy f(a,7) = af(7) — f(a1),
et la "différentielle de Koszul” @) est définie par

Qf(r,7") = Sym. (7, f(1')) (6.1.1)

Dans cette Section on va définir un tricomplexe tordu HXR(2) " = {HKR(2)¥*}
avec HKR(2)°° = Hom(T,Q), HKR(2)°1° = Hom(S?T, A) et HKR(2)%1 =
Hom(A® T, ).

Dans ce tricomplexe ¢ sera le degré de de Rham, j sera le degré de Koszul et &
sera le degré de Hochschild. Il sera concentré en degrés 0 <i+ 7+ k <3, 5=0,1.
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Le complexe simple associé HKXR(2) = TotHKXR(2) " sera muni d’'un plongement
de complexes canonique

v Q2= 050050 2] = HKR(2) (6.1.2)
Voici ces termes nonnuls.
Rez-de-chaussée. On aura HKR(2)%%° = Hom/(T, Q); les lignes
HKR(2) . Hom(T,Q) — Hom(A*T, Q) — Hom(A3T, Q) — Hom(A*T, Q)
HKR(2) . Hom(S*T, A) — Hom(S*T @ T, A) — Hom(S*T ® A*T, A)

Premier étage:

HKR(2) : Hom(ART,Q) — Hom(AT @T,Q) — Hom(A® T @ A*T, Q)
HEKR(2)M . Hom(A®T®?* A) — Hom(A ® T®?, A)
Deuzieme étage:
HKR(2)%? . Hom(A®? @ T,Q) — Hom(A®? @ T®? Q)
HKR(2)'? = Hom(A®? @ T®?, A)

Troisieme étage:

HKR(2)" = Hom(A®? ® T, Q)

Les différentielles agiront: le de Rham dg’;% : HKR(2)Vk — HEKR(2)1IE e
Koszul Q7% : HKR(2)™% — HKR(2)* et le Hochschild dfj* : HKR(2)7* —
HICR(2)M-F+1,

De plus, on aura 3 opérateurs
RU* . HKR(2)WF — HKR(2)T2I— 1k
pour (ijk) = (010), (110) ou (011), et 2 opérateurs
MF . HER(2)F — HER(2)IT1I—1EF]

pour (ijk) = (010) ou (011).
Rez-de-chaussée.

6.2. Définissons les plongements

byt Q" — Hom(A" T, Q) (6.2.1)
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par
W(TLy oo Tne1) =, g e i W (6.2.2)

Alors, en employant la formule de Cartan et la formule i,Lie., = Lieriy — iz 1,
on établit sans peine que

tni1dw = doptnw + E'w,

ot dop, : Hom(A™ 1T, Q) — Hom(A™T, Q) est la différentielle de Chevalley dans
le complexe C" (T, ), i.e.

denf (i) = > (U ([T mgls oo Py B )

p<q
A (D) f (T ) (6.2.3)
p
et
Elw(Tla oo 77_n> - (_1)nd<7_n7 an(Tlv o 77_71—1))

Supposons que n est inversible dans A. Alors on peut récrire cela sous une forme
plus symétrique

Ew(r,... m) == (=1)Pd(tp, tnw(T1, ... ,7p,...))

Ceci entraine
6.3. Lemme. Supposons que n est inversible dans A. Définissons la fleche
E: Hom(A"7'T,Q) — Hom(A"T, () par

Ef(r,...,m) = %Z (=1)Pd (7, f(T1y . s Tpy-.n)) (6.3.1)

et posons dpr = dop + E. Alors dpgrtn = tni1d.

6.4. Ligne principale. Ceci justifie la définition: les différentielles de de Rham
dpr dans la ligne

HKR(2) . Hom(T,Q) — Hom(A*T,Q) — Hom(A3T, Q) — Hom(A*T, Q)

sont définies par dpr = dop + E, ot deoy, est donnée par (6.2.3) et E est donnée
par (6.3.1). Ici on suppose que 6 est inversible dans A. On utilisera la notation
di5% pour la fleche HKR(2)™0 — HILR(2)" 100,

Les inclusions ¢, (6.2.1) donnent lieu a I'inclusion
v Q2O HICR(2) 0 (6.4.1)

Par contre, HKXR(2) % n’est pas un complexe: tandis que dQCh = 0, a cause du
terme E, d%, # 0.
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6.5. Par exemple, on calcule facilement que

1
leO dOOI%f(Th T2, T3) = _6 Cy(316123 {d<[7-17 7_2]7 f(73)> + d<7—37 f([Tl, 7_2]»}7
d’ou le
6.6. Lemme. Définissons le morphisme

RMO: HER(2)%10 = Hom(S?*T, A) — Hom(AT,Q) = HKR(2)?*°

par
1
RO f(ry,m9,73) = ~5 Cycleias df ([11, 2], 73)

Alors dPP9d%Y = RO0Q00 ot QU est défini par (6.1.1).

6.7. Plus généralement, définissons les morphismes de Koszul
Q. HKR(2)" = Hom(A™'T, Q) — Hom(S*T @ A'T, A) = HKR(2)*°
(1=0,1,2) par

Qioof(Tl,TQ;Tg, . ) = Sym12<7'1,f(7'2,7'3, . ))

6.8. Lemme. On a d&0d109 = RM19Q0 on
RO HKR(2)MO = Hom(S*T @ T, A) — Hom(A*T, Q) = HKR(2)3%

et défini par

1
Rllof(ThTQv T3, T4) - _ﬂ Alt1234 df([Th TQ] T35 7_4)

6.9. Les deux différentielles de de Rham dans la ligne
HKR(2) . Hom(S*T, A) — Hom(S*T @ T, A) — Hom(S*T & A*T, A)

sont trouvées de la condition de commutativité de deux carrés: d%5Q%° = Q1%9d¥5
et dH2Q100 = Q20¢L9. On arrive aux reponses suivantes.

Les opérateurs
d3% . Hom(S*T @ AN'T, A) — Hom(S*T @ A™™'T,A) (i=0,1)
sont définis par d3%, = —d&) — E10.
Ici d2)) est la différentielle de Chevalley venant de I'identification
Hom(S?T @ A'T, A) = Hom(A'T, Hom(S*T, A)) = C*(T™°, Hom(S*T, A)),

I'action de TM° sur Hom(S?T, A) étant définie suivant 1'usage, (7f)(7/,7") =
rf(', ") — f([r, 7], 7") = f(«, [, 7"]).
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Les opérateurs F sont définis par

1
B0 (7, ;1) = = Symy s 7f(, )

et

1
EMOf(r 1/, m) = —ESymT’T/ {rf(r' m5m) — 7f(17,172511)}

6.10. Lemme. On a les identités dhgdhp = Q?OR0 et RM104YS = d39% RO1O,

6.11. Cela termine la définition de la partie HKXR(2)?; les relations écrites
signifient que celui-la est un bicomplexe tordu.

Premier étage

6.12. Les Hochschilds (par rapport au premier argument)
dP0: HKR(2) = Hom(A™™'T,Q) — Hom(A® T @ A'T, Q) = HKR(2)™*
(1 =0,1,2) seront définis par les formules usuelles
d°f(a,1;11,...)=af(r,m,...) — flar,11,...)
Pour f € Hom(T, A) = HKR(2)"° on calcule:
AN f(a,7.7) = ~dy f(a,7) + dig F(7'(a), ) + dip fla, [ 7))+

+%d<T/7dHf(a7T)> - %da Qf(7-7 T/)

Ceci justifie les définitions suivantes: le de Rham d¥V} := —dXy — E°1 ou

d%Ofg (CL, T, T/) - T/f(av 7_) - f(T/(CL), T) - f(CL, [7-/7 T])

et
E%Y f(q,7,7) = —%d(T’, fla,7))

De I'autre coté, un opérateur exotique
MO HER(2)P0 = Hom(S*T, A) — Hom(A T @ T,Q) = HKR(2)'!

sera défini par
1
M010f<a7 T, 7-/) = _Qda f<T7 7-/)

Alors notre calcul signifie que
1004000 — {001 7000 | 77010000
6.13. De méme, le Chevalley

Ayl Hom(A® T ®T,Q) — Hom(A® T @ A*T,Q)
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vient de lidentification Hom(A @ T @ A'T,Q) = Hom(A'T, Hom(A @ T,Q)) =
CH(TY e, Hom(A ® T,)), explicitement,

dlC'Ofg (CL, T;T1, TQ) = _f(a7 T35 [7—17 7_2]>+

Aty {71 f(a;7372) — f(7i(a); 7372) — fla; [, 7]; 72)}
On pose
El(nf(a; T3T1, 7_2) = —% Altqo d(Tl, f(a; T; 7-2)>,

et I'on définit d})oé = —déo}} — piot,

D’un autre coté, on introduit
MM Hom(S*T @ T,A) — Hom(A® T @ A*T, Q)

par
1
Mllof(a;T;7'177'2) =3 da Altys f(7,71;72)

Alors nous aurions
200 ;100 __ 7101 ;100 110 ~100
dy dpr =dprdy + M 7Q

6.14. Les Hochschilds
dg®: Hom(S*T @ AT, A) — Hom(AT @ T @ A'T, A)
(1 = 0,1) sont définis par

dgfla;m;ms..)=af(r,7';...) = flar,7'5...)
Les Koszuls
QU Hm(A®@T @ AN'T,Q) — Hom(AT QT @ A'T, A)
(1 =0,1) seront définis de la commutativité Qdy = dyQ, ce qui donne
QU flasmrs..) = (7', flasms...))
6.15. Le de Rham
dh%: Hom(ART®? A) — Hom(AT®* T, A)

est défini par d%} = —d%lhl — EOM o
den fas .75 7") = 1" flasm,7') = f(7"(a); 7. 7") = flas [, 7], 7) = flasr, [7", 7))

et

1
EOllf(a;T, 7_/;7_//) — —ET/f(CL; 7_/,7_//>
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Ces formules sont déduites soit de la condition (a), soit de la condition (b) du lemme
suivant.

6.16. Lemme. (a) Q'1d¥} = dPEQ!
(0) A} = dffhaty + QMO
Enfin, 'opérateur R du premier étage sera défini dans le lemme ci-dessous.

6.17. Lemme. Sil'on définit la fleche
R Hom(AT®T,A) — Hom(A® T @ A*T, Q)

par

R fla; Ty, 1) = —% dlf(a; 75 (11, 2]) — Altio {f(11(a); 75 72) + f(a; [11,7]; 72)}]

alors
(a) diSha, = RO Q!
et

(b) d%?OROlO — ROlld(I)}O —|—M110d%}%+d}301}3M010

Ceci termine la définition de la partie {HKXR(2) *}o<i<1 du notre tricomplexe
tordu.

Deuzieme étage

6.18. Les formules sont tout a fait pareilles aux celles du premier étage.

On définit les Hochschilds:

d¥t: Hom(A®T,Q) — Hom(A®? @ T, Q)

par
Ay f(a,b;7) = af (b;7) — fab;7) + f(a;b7)
et
dit: Hom(A ® T®% Q) — Hom(A®? @ T®? Q)
par
dg' f(a,b;7,7") = af (b;7,7") — f(ab;7,7") + f(a;br, )
Ensuite,

MM Hom(A ® T®% A) — Hom(A®? @ T®?,Q)
est défini par
1
MOllf(a7 ba T, 7_/) - _§da f(b7 7, 7-/)

Le de Rham

dB% . Hom(A®? @ T,Q) — Hom(A®? @ T®? Q)
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sera défini par diV3 = —d2)? — E%%2 ou

d%?i? (CL, b; T, T/) = T/f<a7 b; T) - f(T/(CL), b; T) - f(CL, T/(b); T) - f(CL, b; [7-/7 T])
et ]
E002f<a7 b; T, 7-/) = _§d<7—/7 f<a7 b; T))

Alors on aura
6.19. Lemme. (a) diW'dW) = %4001 1+ MO Q00!
(b) dllquMOlO — _MOHd(I)}O
6.20. On définit le Hochschild
d%' s Hom(A®T®? A) — Hom(A®? @ T®?, A)

par
W fla.bir.7) = af (b7, 7) — flabir, 7)) + flasbr,7)

et le Koszul
Q"% : Hom(A®? @ T,Q) — Hom(A®? @ T®?% Q)

par
Q"% f(a,b;7,7") = (7', f(a,b;7))

Alors on aura Q%92dW! = @%1 Q1.
Troisieme étage

6.21. Enfin, le Hochschild
d®? . Hom(A®?®T,Q) — Hom(A®* @ T, Q)
est défini par la formule usuelle
d¥?f(a,b,c;7) = af(b,c;T) — flab, ¢;7) + f(a,be;T) — f(a,b;cr)

Pour tous les Hochschilds, on a évidemment d%, = 0.

Ceci termine la définition du tricomplexe tordu HKR(2) ", avec d' = dpgr, d’ =
Q et d” = dy.

Attention: notre de Rham est —dpg de [S], nos dj? sont —dy de [S], et notre
MO et —M de [S]; les autres morphismes sont les mémes.

Le plongement ¢ (6.1.2) est induit par (6.4.1). Son image

Im ¢ = Ker d° N Ker Q°
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§7. Structures vertex

Dans 7.1 - 7.3 on réproduit les considérations de [S], Finale. Pour les détails de
calculs, voir op. cit.

7.1. Cocycle e;. Définissons des éléments suivants: €3°? € HAR(2)%0? =
Hom(A®?2 ® T, Q) par

"% (a,b;7) = —7(a)db — 7(b)da;
2
e € HKR(2)M = Hom(A @ T®?, A) par

et a; 7, 7)) =77 (a)

t €300 € HKR(2)1! = Hom(A @ T®?,Q) par

1
e a; T, 7)) = §d7'7'/<a)

Posons €3 = (€3°2, €91, el01) € HKR(2)2.
7.2. Théoréeme. dyxr €2 = 0.

Cette assertion est équivalente aux cinq identités:

dpey®® =0 (B1)
Q€002 811 — O (B2)
alDReOO2 dHe%m + ]\46311 =0 (BS)
dDReOH Q€101 (34)
et
dprel® — R =0, (B5)

qui se vérifient tres facilement.

7.3. Une structure vertex sur T est un cochaine v € HKR(2)! telle que dyxr v =
€9.

En composantes, v = (v v%19 4100) " Introduisons les notations v = v%0! €
Hom(A®T,Q), (,) = =% € Hom(S?*T, A) et ¢ = v'% € Hom(A%T,Q). Alors
I'axiome de structure vertex est équivalent a cinq identités (A1) - (A5) ci-dessous.

002
duy = €

du(,)+ Qv =€’
—dgc — M<,> +dpry = 6%01
dpr(,) +Qc =0

Al
A2

(A1)
(A2)
(43)
(A4)

A4
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et
dpre+ R(,) =0 (A5)

On voit aussitot que ces axiomes coincident avec les axiomes (A1) - (A5) de [GMS],
1.4.

De méme, un morphisme h : v — v’ de deux structures vertex est une cochaine
h € HKR(2)? = Hom(T, Q) telle que dyxr h = v' —v. On voit que ceci coincide
avec la notion introduite dans op. cit., 3.5 (avec ga, g1, gq étant les morphismes
identiques).

7.4. Fixons une base abélienne b = {7;} de T. Définissons (, ), € Hom(S*T, A)
par
(a1, b)) = —7;(a)7;(b)

Il existe I'unique v, € Hom(A ® T, 2) quie vérifie 'axiome (A2) avec ce (,)p. En
effet, (A2) s’ecrit explicitement comme

(vola,7), ") = (am, 7"V — a(r,7")p + 77'(a), (A2)

qui nous donne

Yo (b, at;) = a d7;(b)
De méme, il existe I'unique ¢, € Hom(A2T, Q) tel que ¢y (74, 7;) = 0 pour tous i, j
et satisfait a 'axiome (A3). Il est donné par la formule

1
Cb(CLTZ’,ij) = B} Altan,ij Ti(b)de<a)

7.5. Théoréme. Le triple vy = (75, —(, )b, Cp) €st une structure vertex.

On rémarque que la structure vertex vp differe de celle utilisée dans [GMS], 5.7;
notre vy est plus simple. Nous laissons la preuve de 7.5 au lecteur.

7.6. Soient b = {7;}, b’ = {7/}, 0" = {7’} trois bases abéliennes, b’ = ¢b, b" =
Yo', ¢, € GL,(A).
On définit un élément hpp € Hom (T, Q) = HKR(2)Y par

how (ar!) = Str{6ari(0)671d0} + [d 6773(a)

Rappelons les composantes de la deuxieme forme de Chern - Simons (cf. 3.8):
1 1
B (@) = Str{l(@)’}; B (¥, ) = Str{t(¥)*U(&)},

ot £(¢) = ¢~ de, L(¥)? =¥~ H(¢).
Le théoréme ci-dessous réproduit le résultat principal de [GMS]: Théoreme 5.14.
7.7. Théoréme. (a) dprhee (at],b1}) = cp (a7}, b7})—cp(at], b7})—(b7}, (a7, B (@)))
(b) a1/, hoo (b7})) + (b7}, how (a1])) = (a7],b7})e — (a7}, bT})

(¢) ahpp (b7]) — hep (abT}) = Yo (a, b7;) — Y6(a, b7))
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(d) her o (at]’) — oo (at!’) + how (a7!’) = (a7, B°* (¢, )

On peut démontrer ce théoreme par la méthode de [GMS], ou bien faire la
vérification directe. Nous laissons les détails comme un exercice au lecteur.

7.8. Considérons le bicomplexe de Cech C' (B, HKR(2)) ot le degré de Cech
est le premier et le complexe simple associé C' (B, HKXR(2)).

Le composé
Q123 — Q25 Ly HER(2)

induit le morphisme canonique

p: CS(2) = C (GLy,(A), QP23)) — C(B,HKR(2))

Posons v = {vp} € CO(B; HKR(2)Y); h = {hpe'} € C1(B; HKR(2)).
Alors le théoreme précédent se recrit

7.9. Théoréme. (a) dyxrh — d.v = —u(B*)

(b) deh = —p(8%)

_ De plus, on a comme d’habitude le morphisme d’augmentation ¢ : HKXR(2) —
C (B; HKR(2)), et 7.5 signifie que dycrv = d(e2).

Définissons le complexe
C'S(2) = Cone {(11,0) : CS(2) ® HKR(2) — C (B; HKR(2))[-1]},

cf. (5.6.2). On a le morphisme canonique de complexes 7 : C'S(2) — C'S(2).
On définit }
b = (v,h) € C*(B; HKR(2))

Toute 'information précédente est rassemblée dans

7.10. Théoréme. La cochaine 35 = (B2, —ez, 0) € C'S(2)? est un cocycle tel que
m(B2) = Pa-.

§8. Structures prémembranaires

8.1. Complezes de Koszul. Le n-itme complexe de Koszul K(n) = {K(n)*} est
concentré en degrés 0 < <n—1

K(n) : Hom(T,Q" ') — Hom(S?*T, Q0" ?) — ... — Hom(S"T, A),

i.e. K(n)' = Hom(S*~'T,Q"~"+1). Les différentielles Q : K(n)® — K(n)*™! sont
définis par
Qf(Tla"' 77_’i) - Z <Tp7f(7_17"' 77A_p7"'>>

p=1
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Il est clair que Q% = 0.

8.2. Complexes de Hochschild - Koszul. Le n-ieme bicomplexe de Hochschild -
Koszul HK(n)" = {HK(n)¥} habite en degrés 0 < i < n—1, j > 0. Par définition,
la 0-ieme ligne HA(n)™ coincide avec K(n).

Les colonnes sont le complexes de Hochschild par rapport au premier argument:
HK(n)" : Hom(S" 'T,Q" ") — Hom(A®@ T ® S 2T,Q" ") — ...

— Hom(A® @ T ® S 2T, Q") .|
les différentielles verticales étant les Hochschilds usuels:

j—1
duf(ai,...,a5;7;...) =a1f(as,... ,aj;T;...)—l—Z (=D)Pf(...,apapy1,...;75... )+
p=1
+(—1)jf(a1, cee 5, A1 05T )

Par contre, les différentielles horisontales dans la j-iéme ligne HX(n)7, j > 0, sont
les Koszuls suivants:

i
Qf(at,...,a;T;T1,...,7) :Z (Tp, fla1, ... ,a;; 75T, oo Tpyen))

p=1

On vérifie sans peine que dg@ = Qdg. Donc le premier degré est de Koszul, et le
deuxieme est de Hochschild.

Le complexe simple associé sera désigné par HK(n) = {HK(n)*}.

En effet, désormais on ne sera interessé qu’en troisieme complexe HA(3). On
suppose dans cette section et dans la section suivante que 6 est inversible dans
I’anneau de base k.

8.3. Cocycle €}*. Définissons les éléments: ¢ € Hom(A @ T ® ST, A) =
HK(3)%! par

e(a;r; 7, 7") = B Sym,s . 777" (a),

¢ € Hom(A®? @ T®? Q) = HK(3)'? par
1
€ (a,b;7;7") = — Symgp {QT(a) dr'(b) + 77'(a) db}
et € = Hom(A®3 @ T,0?) = HK(3)? par
' 1 1
€'(a,b,c;7) = 7(b) dade + 57’(0) dadb + §T(a) dbdc

On les rassemble en

e?{m = (=", =€, ¢e) € HK(3)?

8.4. Théoréme. dux(e}*) = 0.
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En effet, on commence de ’élément ¢ ”bien naturel”. Apres on trouve € de la
condition

de = Q¢ (8.4.1)
Ensuite, on trouve ¢” de la condition
dpe = Qé" (8.4.2)
Enfin, on vérifie que
dge’ =0 (8.4.3)

Les trois équations (8.4.1) - (8.4.3) sont équivalentes a l’assertion du théoreme.
Pour les détails, voir 8.7 - 8.9.

Une structure prémembranaire sur T est une cochaine m = (m°?, m!t, m?%) ¢

HK(3)? telle que dyem = e}tr.

8.5. Fixons une base abélienne b = {7;} de 7. Considérons un élément p, €
Hom/(T®3, A):
pe(at;, br;, cmy) = T(a)7;(b)T;(C) (8.5.1)

Manifestement, il possede la symétrie cyclique: py (7,7, 7") = pp(7/, 7", 7). Donc,
si on définit {,, }, par

1
{r, T',T”}b - 9 Sy ri po(T, T/,T”)a (8.5.2)

cet élément appartiendra & Hom(S3T, A) = HK(3)%°.
De plus, on introduit deux éléments suivants: v, € Hom(ART®?, Q) = HK(3)!!,
1
Yo (a; b7y, c1y) = —3 (b drj{cti(a)} + b7;(c) dri(a)) (8.5.3)
et v, € Hom(A®? @ T, Q%) = HK(3)"2,
, 1
Ve (@, by cTi) = 3 Symg.p, da ¢ dr(b) (8.5.4)
On les rassemble en

me = (_'YEN —7Ye; {7 ) }b) S ’}—[]C(Q,)Q

8.6. Théoréeme. my est une structure prémembranaire.

En effet, on commence de 1’élément {,, }, "bien naturel”. Apres on trouve 7, de
I’équation
dH{H}b = e+ Qb (8.6.1)

Ensuite, on trouve v; de la condition

drye = —€ + Q'yé, (8.6.2)

Enfin, on vérifie que
duvy, =€’ (8.6.3)
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Les trois équations ci-dessus sont équivalentes a 8.6.

§9. Troisieme cocycle de Chern - Hodge raffiné

9.1. Maintenant considérons le tricomplexe C'(8;HK(3)"), le degré de Koszul
étant le premier, le degré de Hochschild étant le deuxieme et le degré de Cech étant
le troisieme. On désigne par C'(B; H/X(3)) le complexe simple associé.

On a, comme d’habitude, le morphisme d’augmentation

5 HK(3) — C (B HK(3))

De plus, on considere 23 comme un sous-module de Hom(T, Q?) = HK(3)%° par
la régle usuelle: on associe & une forme w € Q3 la fleche w : T — Q2, w(7) = i w,
du 'inclusion
L Q3 HE(3),
d’ol le morphisme

p: C(GL,(A), Q%) — C (B; HK(3))

Rappelons la forme p{H := 8% ¢ Z3(GL,(A),Q?),

£ (0 6,9) = 5 {00V ) )},

cf. 3.11. On l'appele le troisieme cocycle de Chern - Hodge, puisqu’il définit le
troisieme caractere de Chern style Hodge.

9.2. On consideére la collection m = {my} construite dans 8.5 ci-dessus comme
une cochaine Mm% € C%(B;HK(3)"), avec les composantes (172020, 10 m?200) =

(_'7/7 = {7 ) })

9.3. Soient b = {7;},b' = {7/} € B, b/ = ¢b. On définit I'élément —hpp =
mi% € Hom(S?T, Q) = HK(3)1° par

—hew (a1], b7}) = m%,%}(aT{,bT;) =

— — Symoryar; [ tr{o 7 ar/ ()7 br(0)07 ds}+

+% [dg ¢~ ari(9)e™ )P 7 (b) + % [dg &~ 77 (a)7 (b)) (9.3.1)

Ensuite, on définit I’élément 'y = mdir € Hom(A ® T, Q%) = HK(3)%! par
1 .
Lo (a5 b7) = rigy (a; b7j) = 5 b d§?” dry(a) (9.3.2)

Cela fournit une cochaine ! = (i}, midt) € CL(B; HK(3)")
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9.4. Soit b” = {7/} € B, b” = ¢pb’. Définissons un élément —Hypp = Miooryn €
Hom(T,Q?) = HK(3)% par

—Hppror (a1]’) = Migorys (at!’) =
== éa tr{ €] ()P L) PL(9) — £ ()2 L(D)L(1) P+

+0 (B)E()P(p) — € () PL(P)(B)} — % [ d¢) 7 (a) (9.4.1)

Rappelons que £(¢) := ¢~ de, £/ () := =17 (1) et 2% 1= ¢~ xo.
Cela fournit une cochaine 12 = (1m00%.,,) € C2(B; HK(3)").

En rassemblant, on définit la 2-cochaine

M = (m 0 m L m?) e C?(B; HK(3))

9.5. Théoréme. Sil’on désigne par deyx la différentielle totale dans C'(5B; HA(3)),
on aura deyx (mR) = 6(e3) + u(BSH).

En effet, on trouve hyp de la condition
de{,, foor = Qhppr (9.5.1)
Apres on trouve Hyp/p de la condition
dcheprv = QHeppro (9.5.2)
Ensuite, on vérifie que

deHeoproror = —185 7 (x, 10, ¢) (9.5.3)

(ot b = xb"). Cela fournit la partie Koszul - Cech de notre cocycle.

Ensuite, on trouve I'y, de la condition

dc’yéb/ = dHbe/ (954)
Enfin, on vérifie que
dcl'borer = —du Hppror (9.5.5)
et
—dcvoor + QLo + dhpe =0 (9.5.6)

Les relations (9.5.1) - (9.5.6), combinées avec 8.6, sont équivalentes & notre théoreme.

Cela est analogue, en dimension 3, de [GMS], 5.10 - 5.13. En langage " catégorique”,
les structures prémembranaires forment une ”2-gerbe” 1ié par Q3, dont la classe est
representée par la forme 3§
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§10. Troisieme Koszul - de Rham

10.1. Dans cette section on va introduire un bicomplexe tordu KR(3)", dit le
troisieme Koszul - de Rham.

Définissons les plongements
Lyt Q" — Hom(A" 2T, Q)
par la regle usuelle
bW (T1y ooy Tne2) =g, _olry - lmW
Supposons que p est inversible dans k. On définit le morphisme

dpr : Hom(AP™',Q2) — Hom(AP, Q)

par dpr = —dgn — E, ou

denf(ri-) = > (=0 f([mm)s o iy A 4D (D) f (R
1<J %

et

1 & ; .
Ef(ri,...,7p) = > (Vi £ Fi)
On utilisera la notation d(Dogpb pour les opérateurs dpgr définis ci-dessus; ils nous
serviront comme les différentielles dans la 0-ieme ligne du notre Koszul - de Rham.

10.2. Lemme. d(Doz%Lp_Fl = —lptod.

Donc les morphismes ¢,, donnent lieu a I'inclusion (si & D Q) du complexe de de
Rham tronqué et decalé

QB = 02303]: 0 — QB — Q —

dans la ligne
d(o) d(O)
0 — Hom(T,0%) 2% Hom(A*T, Q%) 258 ... (10.2.1)

Par contre, cette ligne n’est pas un complexe, car d(Dog # 0.

10.3. Suivant l'usage, on définit les opérateurs de Koszul
Q: Hom(A"T,0%) — Hom(S*T @ A" 'T,Q)

par

Qf(T1,72;...) = Symua(7y, f(72,...))
10.4. On introduit 'opérateur (en supposant que n(n — 1) est inversible dans k)

R: Hom(S*T @ A" 73T, Q) — Hom(A"T,Q?)
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par
Rf(Tl,. .. ,Tn) =
1

= - Z (—1)i+j+kCycleijk df([Ti,Tj],Tk;... ,7A'i,... ,7A'j,... ,f‘k,...)

n(n —1) i<j<k

10.5. Lemme. dgg = RQ.

10.6. Premueére ligne. On introduit les opérateurs
dY). . Hom(S*T © A""*T,Q) — Hom(S*T @ A" T, Q)

(en supposant que n est inversible dans k) par dgg =dcp + E.

Ici dey, est la différentielle de Chevalley, apres I'identification
Hom(S*T @ A'T,Q) = Hom(A'T, Hom(S*T,Q)) = C (T™°, Hom(S*T,Q))
Explicitement,

denf(T, 7" ..) = (UM 15 [m ] )+

1<J
£ A )+ 3 S el )

D’un autre coté, E = E' + E”,
1 , .
E/f(T/, 7'N§ T1y--- 77_n—1) = E Z (_1>Zsym7",7-”7-/f(7-//, Tiyeoo yTiyo- )

7

et
1

E” R n—1) = — —1ld iy /, //;...,Ai,...
f(7—77-77-17 ) T 1) n;( ) <7_ f(T T T >>
10.7. Lemme. ngg% = d%%@
10.8. Lemme. Définissons 'opérateur de Koszul

Q: Hom(S?T,Q) — Hom(S>T, A)

par

Qf(r, 7', 7") = Cycles /v (7, f(7, 7)) (10.8.1)
Cet opérateur est un morphisme de T™¢-modules.

Par définition, les opérateurs de Koszul
Q: Hom(S*T @ A"T,Q) — Hom(S*T @ A"T, A)
seront induits par (10.8.1), i.e

Qf(r, 7', 7";...) = Cycler w o (7, f(T,7"5...)) (10.8.2)
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10.9. On va définir le Koszul - de Rham KR(3)" = {KR(3)¥}. 1l sera concentré
dans la domain 0 < i+ 75 < 3, 0 < j < 2, le premier degré i étant le degré de de
Rham et le deuxieme degré j étant le degré de Koszul.

La 0-ieme ligne sera (10.2.1) tronquée:

) )
KR(3)Y: Hom(T,Q?) og oy Hom(AYT, 0?)

La premiere ligne sera

(1) (1)
KR(G)Y : Hom(S?T,Q) 28 Hom(S?T & T, Q) 2% Hom(S?T © AT, Q)

La deuxieme ligne sera

(2)
KR(3)2: Hom(S*T, A) 28 Hom(S°T T, A)

avec dgg =dcp + E,
dC’hf(T/, 7_//, 7_///; 7_) — Tf(T/, 7_//, 7_///) _ CyCleT’T/’T// f([T, 7_/], 7_//, 7_///)

et
1
Ef(r', 7", 7";71) = —3 Cycler v T f(7", 7" 7)

Les fleches @ ont été définies dans 10.3 et 10.8. En utilisant Lemme 10.8 on vérifie

10.10. Lemme. ng%% = dgg@.

Les fleches

RY: KR(3)™ = Hom(S*T @ A'T, Q) — Hom(A"3T,0?)

(1 =0,1) ont été définies dans 10.4.

10.11. Enfin, on définit la fleche

R : KR(3)" = Hom(S3T, A) — Hom(S*T @ AT, Q)

par

ROQf(T/7 7_//; T1, 7-2) = [df(T/7 7_//; [7_17 TQ]) + SymT',T” Altl? df(T/7 [7-//7 7—1]7 TQ)]

1

6

0210.12. Théoréme. On a les relations: d395, Rt = R dY, et dpprdhr = QR +
R™Q.

Donc, les opérateurs dppr, @ et R définissent sur KR(3)" une structure d’un
bicomplexe tordu. On désigne par (KR (3),dir) le complexe simple associé.

L’inclusion décrite apres 10.2 induit I'inclusion de complexes

v QB = 5605307 [3] = KR(3) (10.12.1)
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10.13. Soit b = {7;} une base abélienne. On a déja vu un élément intéressant
{,:}o € Hom(S°T, A) = KR(3)%,

1 1

{a7;, bTj, cTi}e = —ESyman’ijTk(a)Ti(b)Tj(c) = —6Symm—i’bq—j70»%7'].3(@)7'1'([))7']' (o),

cf. 8.5.

Disons qu’'une cochaine x = (292, 211, 2%0) € KR(3)? est un cocycle intéressant
si 292 = {,, }p (pour une b € B) et drx = 0.

10.14. Théoréme. Introduisons les éléments (,;)y € Hom(S?T @ T,Q) =
KR(3)',

1 1
(aT;, bTj; cTr)p = —§Symamij T (a)T;i(b)dT;(c) — id{aﬂ’ bTj, cTi o
et cp € Hom(A3T, Q?) = KR(3)%,

1
co(at;, bTj, cm) = éAltaTi’ij’CTk T (a)dT;(b)dT;(c)

Alors mf® := ({,, }6,(,; )b, o) est un cocycle intéressant.

En composantes, cela signifie que

dpr{s:}e —Q(;)e =0 (10.14.1)
dpr{,;)e — R{,, }o + Qcy =0 (10.14.2)
dprce + R(, ; >b =0 (10.14.3)

En effet, on trouve (, ; )p de la condition (10.14.1), apres on trouve ¢, de la condition
(10.14.2), et enfin on vérifie (10.14.3).

Le cocycle m’hCR est analogue, en dimension 3, de la partie Koszul - de Rhamienne
(—={,)p,cp) de la structure vertex vy, 7.4 , 7.5.

§11. Troisieme cocycle de Chern - Simons raffiné

11.1. Maintenant passons au bicomplexe C'(B; KR(3)"), le degré de Cech étant

comme d’habitude le deuxieme. On désigne par (C(B; KR(3)),dcxr) le complexe
simple associé. On suppose que 30 est inversible dans k.

L’inclusion ¢, (10.11.1), induit le morphisme de complexes
p: CS(3) =C (GL,(A), Q%) — C(B; KR(3))

Rappelons la troisieme forme de Chern - Simons (cf. 3.12) B3 = (8°3, 82, 8%1) €
CS(3)3, ou 8% € Hom(GL,(A)3,Q3),

5, 6) = ¢ trio™ g dxdvdg),
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B2 € Hom(GL,(A)? Q%) est défini dans 3.10, et 32! € Hom(GL,(A), Q>fr),
1
/821(¢) - 60 tr{( 1d¢)5}

11.2. Introduisons une cochaine mir = (Th;é%) € C?(B; KR(3)).

Les composantes de degré de Cech 0: on pose

e = (R i, m3%) = (L, Yo, (:)br o) € CO(B: KR(3))

cf. 10.12, 10.13.

11.3. Les composantes de degré de Cech 1. Soient b = {;}, b’ = {7/} € B, b’ =
¢b. Rappelons la forme —hpp € Hom(S?*T, Q) = KR(3)?! définie dans 9.3.

D’un autre c6té, définissons une forme hy,, € Hom(A?*T,Q?) = KR(3)'° par
I’expression suivante:

— e (b7, c73,) = —tr{qb teri ()¢ dg ¢ T (9)d e+

25 Al oy {67 er (6)07 07 (0) (6 )} +
+%A1tb757”;€ tr{de [~ 71.(0)¢ ™ b7](¢) + ¢~ b7 ()¢ Th(9)] ¢ o)+
+%Altbﬁ_mé tr{lo™" c drp(d)¢™ b7i(¢) + ¢~ bi(¢)¢ e dri(¢)] o b}~
——Alth ery [doo™t ¢ dri(d)o~Pr!(b)+
+ZA1th5_,m,; [dog~ dod™" eri(@)¢ 1P r(b)—

Al [d60 " bri(0)6 ™ drf(o)+
L1 A L L G e AR
+4A1th ery. (o6~ dgg ™ P ()7 (b) - %www 7€) [do¢ ™™ 7,(b)=
_iAlth;,m,; [dpp~" de i ($)¢~ P (b)—

__Alth ,CT}, [d¢¢ ]]u dT;(C)Tlg(b) - _Alth ,CT}, [d¢¢ ] <b) dTJ/(C)

On pose =
e = (MR, MAR) = (—hoor, Hyy) € CT(B;KR(3))

11.4. La composante de degré de Cech 2:

mgp = (—Hppror) € C*(B; KR(3)%),
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olt —Hpprpr € Hom(T, Q%) = KR(3)% est écrit dans 9.4.

En rassemblant,

mer = ({,, }or (3 Doy Co; —hoos Nppr; —Hebror)

11.5. Théoréeme. dexr(mir) = pn(Bs).

En composantes, c’est exprimé par 9 relations:

—dcHeprprpm = 18% (X, 9, @) (11.5.1)

si b = xb"”, b7 = b’ et b’ = ¢b; ceci est une partie du Théoreme 9.5;

dDRbe/b// + dch/bb/b“ — L/812(¢, ¢) (1152)
dprhyy + Rhew + decop = 18°(9) (11.5.3)
_dDthb’ _Qh/bb’ +dc<7;>bb’ =0 (11.5.4)

Encore deux relations qui font partie du 9.5:
QHppror — dchepror =0 (11.5.5)
et

_thb’ + dc{, , }bb’ =0 (1156)

et enfin, les 3 relations du Théoreme 10.14.

En effet, on dérive la formule compliquée de 11.3 pour Ay, de I’équation (11.5.4).
Ensuite on obtient la forme 8'2 de I’équation (11.5.2) (sic!). Enfin, on vérifie que
la relation (11.5.3) est satisfaite.
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