Structure de Calabi-Yau

Maxime REBOUT
Sous la direction de Vadim SCHECHTMAN

Juin 2004




JE JE

0

Table des matiéres

1 Structure de Calabi-Yau dans le cas pair
11 Algébroidede Lie. . . . . . ... ... . ... L. ...
1.2 Définition et premiéres propriétés . . . . . . . . . . ... .. ..
1.3 Structure de I'ensemble CY(T) . .. ... ... ... ......
14 517 admet une base abélienne . .. ... ... ..........
1.5 Seconde définition . . ... ... ... ... ., ... ...,
1.6 Troisiéme définition . . ... ... ... ... ... ... .. ...

2 Introduction i la superalgébre
2.1 Algébre lindaire dans les superespaces . . ... .. .. ... ...
2.1.1 Anneanx, commutateurs et supercommutativité . . . . . .
212 Exemples . .. ... ... ... ... ...,
213 Modules . . . .. .. L.
2.1.4 Foncteur de changement de parité . ... .........

215 Moduleslibres . ... .. ... ... ... ...
2.2 Mairices en superalgébre inéaire . . . . .. ... ... ... ...
2.2.1 Supertransposition . . . . . . . . .. .. 0.
222 H+ransposition . . .. ... ... .. ... .. .......
23 Berizinien . . . . . . . . L e e e e e e e e
231 Définition . . .. ... ... ...
232 PropriégtésduBerizinien . . . . ... .. ... ... ...

2.3.3 Berezinien d’un A-module libre . . . . . .. e e e e

3 Structure de Calabi-Yau sur une algébre extérieure

31 Définitions . . . . . .. . . . .. e e e e e
3.2 Sur Palgébre extérieure. . . . . ... ... . ... L,
3.21 Changementdecadre ... .................

3.2.2 Dans le cas du fibré cotangent . . ... .. ... .. ...

" 3.3 Structure de T-modules & droites et Bereginien . . ... ... ..
3.3.1 Surlalgébreextérieure . .. ... ... .. ... .....

3.3.2 Dans le cas du fibré cotangent . . . .. ... ..., ...

A Construction de ’action de T a droite sur Ber(Q)

12
i2
12
13
13
14
15
15
16
16
16
16
17
18

19
19
20
20
21
21
22
24

26



o

Introduction

Dans la théorie des algébroides vertex, les structures de Calabi-Yau appa-
raissent comme des objets plus simples que les structures vertex (dans [1], il
est. dit que si on regarde U'origine physique de cette théorie, on peut comparer
une structure vertex & des fluctuations de cordes et une structure de Calabi-Yaun
& des fluctuations de particules). Leur étude n’en est pas moins intéressante et
permet de mieux comprendre les résultats sur les structures vertex (par exemple,
il existe des résulats analognes i ceux présentés en 1.3 dans la théorie des algé-
broides vertex,cf. [1])

Le but de ce mémoire sera d’étudier la notion de structure de Calabi-Yau
gur les algébres extérieures et en particulier sur Palgébre extérieure du fibré co-
tangent 4 une algébre. Dans le premier chapitre, on reviendra sur la notion de
structure de Calabi-Yau dans le cas pair : on présentera les différentes définitions
et les premiéres propriétés. Le second chapitire sera consacré & l'introduction
d’outils relatifs & la superalgébre (en particulier, le berezinien qui est une gé-
néralisation du determinant) qui nous seront utiles pour ’étude du cas général
dans le dernier chapitre. L’annexe A sera reservée pour exposer une construction
(malheureusement incompléte) de structure de T-module & droite utile dans le
cas général.

Je tiens enfin 4 remercier M Schechtman pour m’avoir fourni ce sujet et
m’avoir consacré son temps pour me guider dans mon travail.
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Chapitre 1

Structure de Calabi-Yau dans
le cas pair

On présente dans ce premier chapitre les différentes définitions de la notion
de structure ce Calabi-Yau sur un algébroide de Lie dans le cas pair et certaines
propriétés sur 'ensemble de ces structures.

Tout au long de ce chapitre, & désignera un corps commutatif et A une
k-algébre commutative.

1.1 Algébroide de Lie

Définition. Une A-algébroide de Lie est une algébre de Lie T' agissant sur A
et équipée d’une structure de A-module vérifiant pour tout a appartenant @ A et
tout 7, T appartenant & T :

[r,at’] = alr, 7] + T(a)7;
(ar)(b) = ar(b).

Pushout. Socit B une A-algébre - ¢ le morphisme de structure - et T une A-
algébroide de Lie. Supposons que T, en tant qu’algébre de Lie, agisse sur B par
dérivation de telle sorte que i soit un morphisme de T-modules et que, pour
a€ A, be Bet T eT,on ait (ar)(b) = ar(b).

Alors le B-module s = B @4 1" admet une structure canonique de B-
algébroide de Lie.
Plus précisement, le crochet de Lie sur Ty est défini par

p@rbt@r]=0"a[n7+r0 e -7V ar
et Vaction de T5 sur B est définie par '

ban))=br).




Exemple fondamental. I’algébre de Lie des k-dérivations de A, notée Ty,
est une A-algebroide de Lie. L'action de A est définie par .0 = 7(a) (c’est bien
une action par dérivation) et le crochet de Lie sur T est le commutateur des
_ deux éléments.

On remarque par ailleurs que T4 agit sur le A-module des 1-différentielles
de Kéhler 4. Cette action est définie par :

7(adb) = 7db + adr(b).

La différentielle de de Rham d : A — 4 commute avec Paction de T4. Onaun
- accouplement A-bilinéaire canonique

(.,.): TAXQA — A
(r,adb) — ar{h).

Ces opérations vérifient les relations suivantes : g AT, 7 eTyretwes
T(aw) = T{a)w + aT(w);
(am){w) = ar(w) + {7, w)da;
T({rhyw)) = (Ir, 7], w) + (7', 7(w)),

1.2 Définition et premiéres propriétés

Définition, Soit T' une algébroide de Lie. Une structure de Calabi-You sur T
est un morphisme de k-modules ¢: T — A vérifiant : ‘

o clar) =ac(r) +7(a);

o c([r, ]} =Te(r!) — Te(7).
Une paire A = (T, c) sera appelée une 0-algébroide vertez (au dessus de A ) et
Vensemble des structures de Calabi-Yau sur T' sera noté CY(T).

Exemple.' Une 0-algébroide vertex au dessus de % est un couple (g,c) ot g
est une k-algébroide de Lie et ¢ € Z;1(g, k) est un 1-cocycle de Lie & coefficients
dans k. On a donc CY(g) = Z1(g, k).

Auto-compatibilités.
¢ Sile premier axiome est vrai pour les couples (a, 7) et {ab, 7}, alors il sera
vrai pour les paires (g, br). :
o i le premier axiome est vrai pour les couples (a, 1), (a, [, 7]) et (+ (a), ]
et le second est vrai pour les paires (r,7'), alors ce dernier sera encore
vérifié pour les couples (a7, 7). '

Corollaire. Soit g C T une sous-k-algébre de Lie telle que T = Ag. Supposons
que les deux axiomes soient vrais pour tout o € 4 et 7, 7 € g. Alors ils seront
encore vérifiés pour tout e € A et 7, 7 € T

Corollaire. Soit g une k-algébre de Lie et ¢ € C)Y(g). Supposons que g agisse
par dérivation sur A; et posons g4 = A @ g (Cest une A-algébroide de Lie).
Alors il existe une unique extension de ¢ en une application ¢4 : ga — A qui
vérifie les deux axiomes de la définition précédente. Elle est donnée par

ca(a® 1) = ac(r) + r{a).

On obtient ainsi une 0-algébroide vertex A4 = (g4,ca) au dessus de A.
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1.3 Structure de I’ensemble CY(T)

Soient ¢ et ¢’ deux structures de Calabi-Yau sur 7. On pose w = ¢’ — ¢ :

- T — A. Le premier axiome de la définition d'une structure de Calabi-Yau nous
" permet d’écrire :

wlat) = d{ar) - clat)
= ad(7) +7(a) — ac(r) - 7(a)
= a(d —c)(7) = aw(7).

L’application w est donc A-linéaire, c’est-a-dire w € Homa(T, A) = Qu4. Par
ailleurs, le second axiome nous affirme que

w(r, ) = () — Tw(r).
On peut réécrire cette équation sous la forme
dDRw = 0;

oitdpg: Q4 — QHT) = Homa(ALT, A) est la différentielle de de Rham-définie
par

dpr(n, ™) = —w([r, 7)) + rw(r’) — T'w(7).
L’application w est donc fermée; i.e. w & Qbfer,

Réciproquement, si ¢ € CY(T) et w € Q" alors ¢+ w est encore une struc-
ture de Calabi-Yau sur T'.

On en déduit donc que, si ¢ € CY(T), alors Papplication

Qufer  — CY(T)

w — c+w

est une bijection.

Théoréme. Si CY(T) # 0, alors CY(T) = QUFe". On dit que CY(T) est un
QU torseur.

1.4 Si T admet une base abélienne

Construction d’une structure de Calabi-Yau. Onsuppose que T admette
une base ablélienne g; c’est & dire une A-base constituée d’éléments commutants
(i.e. le crochet de deux éléments de cette base est nul). Le couple (g, 0) est une
0-algébroide vertex au dessus de k; par conséquent (¢f 1.2}, on oblient une
structure de Calabi-Yau ¢; € CY(T') donnée par

cglar) = 7{a) pourac€ Aet 7€ 9.

Changement de cadre. On veut maintenant regarder comment intervient
le choix de la base dans la constuction de cette structure de Calabi-Yau. Soient
g et g’ deux cadres abéliens de T'. On voudrait donc connaitre plus en détails
Pélément wy 4 = cg — c5-



Pour cela, on commence par écrire les éléments de la base g’ dans la base g
(on utilise la notation d’Einstein) :

T; = (IOEJTJ!
oft la matrice ((p"'j ) _appartient & GL,(A).
i

Commengons par regarder une formule utile pour la suite : la base g’ est abé-
lienne, donc {7}, 7j] = 0 et par conséquent, on a :

0

[90@"'10: quTq] _
= PPy — (),
Or les {7} forment une base de 7", on a done, pour tout a :
PPTH(7) = PP (i0™);
c’est-a-dire ' '
i (7)) = Tj(™) pour tout a.

On a de méme _ _
Ti(p719%) = mi{p~1®)  pour tout a.

Ces formules vont nous permettre d’énoncer le résultat suivant :

Théoréme.
wy',g = tr(pdp™t).
Démonstration. 1l suffit de calculer la valeur de wy 4 sur n’importe quelle base.
On a alors :
(rowg,g) = cglm)— Ei(:-i)/ = Cg’(ﬁ"_w’r;)
=0

= o) = ()

= ¢ n(e™™) = tlen(e™)

= (i, tr(pdp™")).

Grace & la A-bilinéarité des chevrons, le résultat est démontré. |

1.5 Seconde définition

Soit T une A-algébroide de Lie.
Définition. Un T-module & droite est un A-module M sur lequel T agit &

Ay T —

droite ; ¢’est-d-dire que Uon o une multiplication (a,7) telle que :
!

— ar
(za)T = z{ar),

(#7)a = xar + z7(a),

(zn)r — (27)7 = [, 7);

pourtoutz e M,acAetTeT.
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Il faut remarquer que A ne posséde pas de structure naturelle de T-module
a droite.
Par contre, si on se donne une structure de Calabi-Yau e sur T, on va pouvoir

_ construire une telle multiplication : on pose, pourac Aet 7 € T,

ar = —c(ar) = —ac(t) — 7{a).
Vérifions que les trois axiomes d’une structure de T-module sont vérifiés :

albt) = —ac(br) — {(b7)(a)
= -—abe(t) — ar(b) — br(a)
= —abe(r) — 7(ab) = (ab)T.

Le premier axiome est vérifié,

(ar}d = (—ac(t)—7(a))b
= —abe(7) — br{a)
= -aclbr) — bT(CL)J-}- Ezc(b'r) - abc(rl.

v v

=a(br) =ar(b)

Le second axiome est vérifié.

{ar)r’ —(ar')r = (—ac(r) —7(a))r’ — (—ac{t") —7'(a))r
ac(T)e(t") 4 7' (ac(r)) + (a)e(r') + 7 (v(a))
—{ac(t)e(r) + T(ac(r’})) + 7' (@)e(r) + (7' (a)))
= a7/(e(r)) - ar(e(r')) + T'r(a) 77’ (a)
= —ac([r, 7)) = [r,7|(a) = a[r, .
Le troisiérﬁe axiome est lui aussi vérifié.

Réciproquement, si on se donne une action de 7" 4 droite sur A, on peut
construire une structure de Calabi-Yau en posant

e(r) =—1t.
Fu effet, on a :
clar) = —1{ar) = —((I7)a — 7(a)) = ac(7) + 7(a)
et

e[r,7]) = -1lnr]=(-1n)7 — (=177 =c(r)7 — ()7
= —c(e{m)7") + cle(v)r) = =7 {er) + 7(cT).

On peut done maintenant donner une nouvelle définiton de la notion de structure
de Calabi-Yau :

Définition. Une structure de C'a@bz'— You sur T' est une structure de T-module
& droite sur A.




1.6 Troisiéme définition

Avant d’arriver & une nouvelle définition de la notion de structure de Calabi-

- Yau, on va tout d'abord monter un résultat général.

Soit T une A-algébroide de Lie. On suppose que T est un A-module projectif
de rang n. On veut moutrer que pour un A-module M, on peut construire une
bijection canonique entre les structures de T-modules & gauche sur M et les
structures de 7-modules & droite sur M @ Q*(T) ; ot *(T) = Hom4(A™T, A).

Pour cela, on commence par montrer les lemmes suivants :

Lemme. Le module Q*(T) peut étre muni d'une structure canonique de T-
module & droite donnée par :

wr=-7{w) pourT €T et we QT (cf [1]).

Démonstration. Vérifions les axiomes d’une structure de T-module 4 droite. La
formule de Cartan nous affirme que, pour tout 7 € T et tout w € Q*(T),

T{w) = dipw + 1rdw.

Or, T est un T-module projectif de rang n et par conséquent, Q*T1{T) = 0 et
donc dw = 0 si w € Q*(T)}. Dans ce cas, la formule de Cartan devient

T(w) = di{r,w).
Soit TeT,acAetweQ*T),ona
(we).m = (aw). T = —T(aw) = —d{7, aw},
or les chevrons sont A-bilinéaires donc
(wa).r = —~d{aT,w} = —ar(w) = w.(ar).

Le premier axiome d’une structure de T-module & droite est bien vérifié.
Par ailleurs,
dla{r,w)) = da{r,w) + ad{r,w),

or
0 = {7, daw) = {7,do)w — da{r,w);

Dot
(wra = wat + 7(a)w.
Pour le dernier axiome, on écrit : \
(wr)T — (wr)r = —7'(wr) + T(wr’) = 7w — 77w = —[1, 7){w) = wr, 7]
O

Lemme. Si M est un T-module & gauche et NV est un T-module 4 droite, alors
M ®4 N peut étre muni d’une structure de T-module & droite en posant :

{m@n)r = —{(tm) en+me (n7).




Démonstration. On vérifie encore une fois les trois axiomes d'uns structure de
T-module & droite.
< Premier axiome :

(m@n)ar}) = —(arym@®n+m&nlar)
—a{tm) @ n+m® (na}r
= —(rm)®@na+m® (na)r
= (m®@na)r = {(m&n)a)r.

¢ Second axiome ;

(men)T)la = —arm@n+am@nr
= —r{am)@n+rla)m@n+amnt
= (am@n)T+7+7(@)m @ n.

¢ Troisiéme axiome :

(—tm ®n +mQnr)r
+r'm)@n+m@nt')r
= 'rm®n - rmenr

((m@n)r)r — (m@n)r')r

+7'm & nr — m @ nrr’
—Tm@n+rmenr
—Tm@nT +menr'T
= —[nTlm®n+menr,7]
= (men)r,7]

|

Maintenant, lorsque que Pon a un T-module 4 gauche M, on Cﬁeut naturel-
lement lui assacier le T-muodule & droite M ® 4 Q7 (T7). Cette assoclation fournit
un foncteur canonique entre les structures de T-modules 4 gauche sur M et les
structures de T-modules & droite sur M ® 4 Q"(T'). On cherche alors & construire
le foncteur inverse. Pour cela, on a la proposition suivante :

Lemme. Si M et N sont deux T-modules 4 droite, alors Hom{M; N} peut étre
muni d’une structure de T-module & gauche en posant :

(rf)(=) = — (=) + £ (7).

Démonstration. Encore une fois, on vérifie les trois axiomes :
¢ Premier axiome :

((a7)f)(x)

It

—f(@)(ar) + flz(ar))
—(f@a)r + f((zT)a)
—{af(@))r + (af)(27)
(rf)(za) = a(7f)(x)-




< Second axiome :

(raf)@) = (a(rH))(@) = —(af)(@)7 + (af)ar) + f(z)ra — f(zr)a
—f(@)or) + ((f(z)7)e

—(f(@)7)a + f(z)7(a) + (f(z)7)a
(r(a)f)(=).

il

¢ Troisiéme axiome :

nrlf@) = ~f@)n )+ Sl )
= (@7 + f@)7'7 + florr) - flar')
= —f@)rr + flar)r — fen)r + Ha)rr
+f(err') = far'yr + flar')r - flar'T)
= EHET + (7 HEr) - @ @ - () er)
— (TH@E) - ().

O

Cette nouvelle construction nous permet donc d’associer naturellement 3 un
T-module 4 droite M un T-module & gauche en prenant Hom/(Q"(T); M ).

Proposition. Pour tout A-module M, on a une bijection :

{Structures de T-module & gouche sur.M }

- {Stmctures de T-module & droite sur M ® 4 Qn(T)}

donnée par .
(MBwW)T=—TM®w —m & 7(w).

Démonstration. Ce que 'on veut montrer, ¢’est qu’il existe un isomorphisme
canonique entre Hom 4 (Q(T), M @4Q™(T)) et M. Pour cela, on commence par
remarquer que se donner un homomorphisme de 7 (T") dans M® 4Q™(T') revient
& se donner un homomorphisme de Q™(T) dans M et un endomorphisme de
Q™(T). Or Q™(T) est un A~module libre de rang 1, done Hom(Q*{T), QT =
Q*(T). On a donc

Homa(2™(T), M ®4 (T)) = Homa(Q"(T), M) ®.4 X*(T).

Par ailleurs, il existe un morphisme naturel entre ce dernier ensemble et M :
le morphisme d’évaluation.

Homa(Q™(T), M) ®4 () fow
M flw)

Il est clair que ce morphisme est surjectif; ef il est facile de montrer qu’il est
injectif.
On a donc le résultat voulu. 0
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En particulier, une structure de T-module & droite sur A est la méme chose
que structure de T-module & gauche sur Hom{Q"(T), M) = AT = det T. Cette
derniére remarque nous permet alors de donner une troisiéme définition de la

. notion de structure de Calabi-Yau.

Définition. Une structure de Calabi- You sur T est la donnée d’'une structure
de T-module & gouche sur det(T") = A"T.

f

I---
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Chapitre 2

Introduction & la superalgébre

On veut maintenant généraliser les constructions précédentes au cas de la
superalgébre et plus particuliérement regarder quelles structures de Calabi-Yau
sont possibles sur I'algébre extérieure du fibré cotangent d’une algébre commu-
tative. Avant cela, on va commencer par faire des rappels sur la superalgébre
linéaire et introduire la notion de berezinien qui nous sera utile pour la suite.

2.1 Algeébre linéaire dans les superespaces

La premiére propriété caractéristique de la superalgébre est que tous les
groupes additifs qui aparaissent sont Zs-gradués. On notera tous ces groupes
additifs avec la convention A = Ap @ Ay. Si a € A. est un élément homogéne de
degré ¢, alors on pose & = €. Les ¢léments de Ay sont dits pairs et ceux de 4,
impairs. Toute loi multiplicative est compatible avec la graduation, c’est-a~dire
(ab) = @ +b.

La seconde propriété caractéristique de la superalgébre est que dans les déf-
nitions et les axiomes des structures de base, et dans les identités multilinéaires
qui en sont dérivées, il y a, en comparaison de Palgébre ordinaire, des facteurs
£1. 11 y a une régle générale heuristique pour le caleul de ces facteurs.

Régle des signes. Si dans une formule d’algébre usuelle, il y o des mondmes
avec des échanges de termes, alors dans la formule correspondante dans la super-
algébre toute intervertion de termes voisins, par exemple a et b, est accompagnée
par la multiplication du monéme por le facteur (—1)%,

Cette régle s’applique dans beaucoup de cas, mais il faut faire attention car
il existe des exceptions {par exemple la généralisation du déterminant, cf. 2.3).

2.1.1 Anneaux, commutateurs et supercommutativité

Soit A = Ay @ A; un anneau Zy-gradué. Dans 'axiome d’associativité, il n’y
a pas d'intervertion de termes, par conséquent cet axiome reste vrai dans le cas
de la superalgébre. Le supercommutateur d*une paire d’éléments a, b de A est
défini par :

[a,b] = ab — (—1)&Eba.

12
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HRemarque. Pour ce type d’expression, on suppose toujours que a et b sont ho-
mogénes et que la défimt:on est ¢tendue aux éléments non-homogénes par ad-
ditivité,

On dira que les deux éléments a et b (super)commutent si [a,b] = 0. Par
exemple, deux éléments impairs supercommutent si ab = —ba. On dira par
ailleurs que I'anneau A est (super)commutatif si toute paire d’éléments de A
supercommute.

2.1.2 Exemples

¢ Pour £ = (£1,...,&z), on note par A{n) ou A[¢] Palgtbre de Grassman
en n variables. C'est 1’algébre engendrée par les &1,...,&, et vérifiant les
relations

€& =—&&  pout tout 4, 7.

On introduit une structure de superalggbre sur A(n) en posant & =1.
¢ Plus généralement, soit B un anneau commutatif et S un B-module. On
pose A = AL(S) avee Ag = @0 AF(S) et A1 = Do ARTH(S). Alors
A est un anneau supercommutatif.
¢ Dans n’importe quel anncau B, le supercommutateur vérifie deux égalités
fondamentales : .
[G.., b] = (_1)&b[bfa'1;

la [b, ]} + (13D b, (e, a} + (~1)%E+De, [a, 8]) = 0.

On reconnait en fait que ces deux formules sont les formules usuelles d’an-
ticommutativité du commutateur et de Jacobi auxquelles on a appliqué la
régle des signes. On peut aussi vérifier que si B est une A-algébre, alors le
supercommutateur est A-linéaire dans le sens suivant (e € A; b, c€ B) ;

alp, ] = fab,d] = (—1)%[ba,¢] = (~-1)%[, ac] = (~1)*E+I}p, dJa.

Toutes ces identités deviennent les axiomes pour les superalgébres de Lie.

2.1.3 Modules

Les axiomes pour les structures de A-module & gauche, de A-modules & droite
et de A-bimodules en superalgébre sont les mémes que les axiomes usuels ; il n’y
a pas de changement de signe additionnel.
Si Panneau A est supercommutatif, alors, de méme qu’en algébre commutative,
un module unilatére peut étre transformé canoniquement en module bilatére.
Plus précisément, on dit quune structure de module & droite et une structure
de module & gauche sur § sont consistantes si, pour « € Aet s € S, on a
as = (—1)%sqa. Alors :
¢ Si on se donne une structure de A-module & gauche sur S, il existe une
unique structure de A-module & droite consistante avec la premidre struc-
ture; et inversement.
¢ Un module muni de structures consmtantes est un bimodule (on vérifie
que a(sh) = (as)b ).

13




Morphismes de modules, Une application additive f entre deux A-modules
S et T est appelé morphisme pair si elle preserve la graduation et est A-linéaire.
Alors, de f(as) = af(s), il vient que f(sb) = f(s)b, et inversement; par

. conséquent, un morphisme pair de module unilatére est automatiquement un

morphisme de bimodule. On notera le groupe additif de tels morphismes par
Homg(S,T). '
Une application additive f entre deux A-modules S et T est appelé morphisme

impair si elle inverse la graduation (i.e. f(s}) = §+1) et est A-linéaire en res-
pectant la régle des signes : f(as) = (—1)%af(s), f(sb) = f(s)b. On notera le
groupe additif de tels morphismes par Homn; (8, T).
On pose alors

Hom(8,T) = Homy(S,T) & Homna (S, T).
On peut introduire une structure de A-module sur Hom(S,T) par la formule

usuelle (af)(s) = a(f(s)).

Dual d’un module. Le A-module M* = Hom (M, A) est appelé le dual de
M. L’accouplement canonique entre M™* et M est noté (.,.). On a alors

(m*a,a) = (m*,am);

(am®, m) = a{m*, m);

(m*,ma) = (m*, m)a.
Pour tout A-module M, il y a un isomorphisme canonique Ip; entre M et
M** = (M*)* donné par la formule

(Tne(m),m*) = (=1 (m*, m),
Si on se donne un élément ' € Homa(M, N), on va pouvoir construire Popé-
rateur adjoint F* € Hom4(N*, M*) en posant
(F*n*,m) = (-1)F% (n*, F'm).

L’opérateur adjoint vérifie alors les propriétés suivantes :
o La parité de F™* est la méme que celle de F; .
o 8i F' € Homa{M, N) et G € Homa(N, L), alors (GF)* = (-1)FGp+G;
¢ Le diagramme suivant est commutatif :

IMl lxﬁ

M E* F‘*;' N

2.1.4 Foncteur de changement de parité

Soit § un A-module. On définit le module IIS par ces conditions :

o (II8)g = 51 et {I1S): = So;

¢ l'addition dans ILS est la méme que dans S ; la multiplication & droite par
un élément de A est la méme que dans 9, la multiplication & gauche différe
par un signe : a(Ils) = (—1)%T1(as).
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A un morphisme f : § — T, on associe fI : IL§ — IIT le morphisme qui
coincide avec f en tant qu'application entre ensembles. On remarque alors que
ceci fait de l'association § —» ILS un foncteur, avec II? = Id.

De plus, si on se donne un morphisme f : § — T, on peut construire des

* morphismes II f et fII en posant

0f: § —— OT o SIS — T
s — I(f(s)) _ Is — f(s)°

On a clairement f = ITfIL

2.1.5 Modules libres

Soit I un ensemble divisé en deux sous-ensembles disjoints Iy et J;. Une base
d’un A-module est un ensemble d’éléments homogdnes (m; )i vérifiant 73; = 0
siie lpetm; =1si1& I et tel que tout m € M peut s’exprimer de maniére
unigue comme une somme » . g, avec les u; © A sont presque tous nuls.

Un A-module M est dit libre de rang p|g s'il posséde une base avec p éléments
pairs et g impairs. Le rang de M ne dépend pas de la base choisie.

On remarque que les A-modules libres avec un unique générateur se divisent
en deux cas :

¢ le générateur est pair et le module est isomorphe & 4 ;

¢ le générateur est impair et le module coincide avec I1A.

Si M est libre de rang p|g, alors M est isomorphe 3 API? ;= AP @ (TTA)Y.

2.2 DMatrices en superalgébre linéaire

Un format de matrice consiste en deux ensembles finis qui sont divisés en
couple de sous-ensembles disjoints d’éléments pairs et impairs : [ = L U I et
J == Jy U Ji. Une matrice dans le format donné & valeurs dans 'anneau A est
une fonction a : I x J — A ol les valeurs a(, §) = a;; sont les éléments de la
matrice. La parité de la position (ij) dans le format de matrice donné est % + ;.
Une matrice dan§ 1e~f0rma,t donné est dite paire si a3; = i+ J pour tout i, jet
impaire si a;; = ¢ + 7 -+ 1 pour tout i, 5.

Un format de matrice standard est le format avec Iy = (1,...,m), [} =
{m+1,....m+n)et o=(1,...,p), Ji =(p+1,...,p+¢). Une matrice dans
le format standard se décompose en quatre bloes : :

By B,
B ( By By )

Cette matrice est paire (resp. impaire) si les blocs By et By sont remplis avec des
éléments pairs (impairs) de I'anneau alors que les blocs B et B sont remplis
avec des éléments impairs (resp. pairs).

L’ensemble des matrices dans le format standard & coeflicients dans A est
noté M(mn,p|g; A). Cet ensemble forme un module Zg-gradué et avec la mml-
tiplication usuelle des matrices, il est naturellement isomorphique & ’ensemble

Hom(APle, A™I™). La composition des morphismes correspondant 2 la multipli-
cation des matrices

M(mn, plg; A) x M(plg,ris; A) — M(mi|n,r|s; A).
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. A

2.2.1 Supertransposition

Soit B la matrice dans le format standard décrivant un morphisme pair
ou impair b : S — T de A-modules libres. Il existe un morphisme naturel
b* : T — §* vérifiant :

@), 5) = (~1)¥(t* b(s))  pour tout #* € T*, s € S.
On note alors B* la matrice de b* dans les bases de T* et §* qui sont les bases

duales & gauches de celles de S et T utilisées pour définir B. On a alors de
formules pour exprimer Bt guivant la parité de B :

[ B B§> )
our B=0
(% &) »

( B, B, )“ B
BS B4 BE _ B§ -
B B pour B=1
ou t représente la transposition usuelle.
Propriétés. Voila quelques propriétés de I'opération de supertransposition :
o (B+0)% = B + C%
o (Bo)st — (_1)BCCstBst;
¢ (sty* = Id, (st)? £ Id.

2.2,2 TIl-transposition

Avec les mémes hypothéses, on note B la matrice du morphisme 5% dans
le format standard avec les mémes bases, ot le bloc d’éléments pairs & été placé
avant le bloc d’éléments impairs. Alors ‘

Bi By \" _{ By By
Bs By ) ” ( By By
Propriétés. Voila quelques propriétés de l'opération de TI-transposition :
¢ (B+CY! = BT,
¢ (BC)! = BUCT,
oM =Jdet Hostoll = st.

2.3 Berizinien

Soit A une superalgébre commutative. On note GL{p|g; A) le groupe multi-
plicatif des automorphismes pairs de A9 On veut définir un homomorphisme :
GL(p|g; A) — GL(1|0; A) qui soit ’analogue du déterminant usuel.

2.3.1 Définition

Soit B un élément de GL(p|q; A). En écrivant B dans le format standard,
on pose

By B ~ _
Ber ( B;, _B: ) = det(31 — B2B;'B3) det By L.

Le membre de droite est bien défini pour By € GL(p|0; 4o) et B4 € GL{g|0; Ap).
1l appartient & Ag et est inversible; c'est-a-dire il est dans GL(1]0; Ap).
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‘Théoréme, L'application Ber . GL{plg; A) — GL(1|0; A) est un homomor-
Phisme de groupes qui coincide avec e déterminant usuel lorsque q = 0.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que Ber(BC) = BerB.BerC pour tout B,

- C e GL(p|g; A). Tout d’abord, on Temarque que toute matrice de GL(pq, A)

peut se décomposer sous Ia forme :

G G\ _[1d GOt Ci~-Ceics ¢ Id ¢
G G j Vo 4 0 Cy Ci'Cy Id
S————, N—. —— J“_“\/———/

]

[oh o o_

et que la premiére matrice du membre de droite peut elle-méme sscrire soug la

forme :
Id Cy¢ _{Id C\ [1d ¢
0 Id N0 4 0 Id;-

Donc le groupe GL(plq; A) est engendré par les matrices de la forme ;

Id 0 Cyoo id ¢,
Cs Id )’ 0 c, ) 0 Id
ou O est élémentaire, i.e, Cs posséde un seul élément non nyl. On pose alors :

G={Ce GL(plg; A)WB & GL(plg; A), Ber{BC) = BerB.BerC}.

Cet ensemble est un Broupe; on veut montrer que G = GL(p|q; A}. Pour cela,
il suffit de vérifier que les matrices précédentes appartiennent 4 &, Pour les
deux premiéres, la vérification est imrmédiate. L troisiéme demande up peu
plus de travail ; soit Ct = (4 E) ot O est ¢lémentaire. On veut montrer que
Ber(BC) = Ber(B)Ber(C) pour toute matrice B, On décompose Ia matrice B
connmne ci-dessus ; B = BiByB_. Un calcul direct montre que 1a multiplication

a gauche par By et B_ est multiplicative Par rapport an berezinien ; il suffit
done de considérer B — B_.0Ons

Id C
B-Cy = (B Id-l»BC) ’
Ber(B_C\ ) = dot(7d - C{Zd+ BC)™1B) det(1d + BCy1,

Or le seul élément ¢ non nul de €' appartient 2 A; done ¢? = 0; par conséquent
le produit de deux éléments quelconques deg matrices BC et O(J d4+BC)™13 est
nul. Pour une telle matrice D, on sait que (7d+ D)1 — 74_ p et det(d+ D) =
trD 4 1. On en déduit alors que

Ber(B..Cy) = det(7d - OB)det(Id + BC)~1 = {1 —tr(CB))(1 - tr(BC)) =1.
O

2.3.2 Propriétés dy Berizinien

¢ 5i S est un A-module libre de rang fini et p € GL(S), on pose Berp —
Ber B, ot B est une matrice quelconque dans le format standard qui
représente b, Cette définition ne dépend pas du choix de la base pour 8

© Ber(B*) = Ber B : done Berb* = Berp;

© Ber(B") = (Ber B! gt donc Ber (") = (Ber )1,
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2.3.3 Berezinien d’'un A-module libre

Scit & un A-module libre de rang p|g. On va définir un A-module libre Ber §
de rang 1|0 si ¢ est pair ou de rang 0|1 si ¢ est impair qui sera fonctorial vis-a-vis

* des isomorphismes pairs de A-modules et qui coincidera avec APS si g est nul.

Plus précisément, on définit Ber S sur une classe de bases : 3 chague base
standard (s;) du module S, on associe une base (i.e. un seul élément) D(s;) €
Ber § avec la relation :

si (s]) = B(s;), D(s}) = Ber(B)D(s;).

Par ailleurs, pour tout isomorphisme pair b: .5 — &, il y a un isomorphisme
correspondant Berb : Ber § — Ber 8’ qui envoie D(s;) sur D(b(s;)). 5i § =
8, alors Berb peut étre naturellement identifié avec la multiplication par un
élément de Ag : c’est le Berb de la section 2.3.2.)
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Chapitre 3

Structure de Calabi-Yau sur
une algébre extérieure

i

L'objectif est maintenant de généraliser la notion de structure de structure de
Calabi-Yau 3 des super-espaces. En particulier, on voudra regarder 'analogue
du résultat du paragraphe 1.3 pour une algébre extérieure AE (vue comme

une superalgébre ; cf. 2.1.2). Enfin, on appliquera ce résultat au cas particulier
E=0=Homu(T,A).

3.1 Définitions

Soit A une k-superalggbre commutative.

Définition. Une superalgébroide de Lie sur A est une k-superalgébre de Lie
agissant sur A par dérivation, ie. T(ab) = T(a)b + (~1)%ar(b) et dquipé d'une
structure de A-module telle que :

[T: a'r,] = (_1)'&1”[1., T,] + T(G)Tf;
(aT){b) = ar(b).

Définition. Soit T" une superalgébroide de Lie sur A. Une structure de Calabi-
Yau sur T est une application paire k-linéaire ¢ : T — A telle que, pour touf T,
7' appartenant ¢ T ef a appartenant & A

clar) = ac(t) + (—1)¥7(a),
ol 7T = (7)) + 7' (e(7) = 0.
L& encore, on va pouvoir donner d’autres définitions de cette notion :

Définition. Un T-module 4 droite est un A-module M sur lequel T agit a
A, T —=

droite ; ¢’est-G-dire que ’on o une multiplication
(@,7) — ar

telle gue :

(wa)r = z(a7),

(z7)a = (—1)%zar + z7(a),
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(27)7' ~ (=17 (@r')r = alr, 7]
povrtoulzc M, ac AetrecT.

Proposition. Se donner une structure de Calabi-Yau sur T est dguivalent & se
donner une structure de T-module & droite sur A.
¢ Si on a une structure de T-module & droite sur A, on construit ¢c: T — A
en posant -
e(r) = —17.
o Si on o une structure de Calabi-Yau sur T, on pose ;

at = clat) = ae(t) + (—1)¥7(a).

La démonstration de cette assertion est identique & celle du cas pair (cf 1.5).
On verra dans le paragraphe 3.3 I'équivalent de Ia troisiéme définition du
chapitre 1 dans le cas de la superalgébre.

3.2 Sur Palgébre extérieure

Soit A une k-algébre commutative. On suppose que le module T4 des dériva-
tions de A est libre et admet une base abélienne {7i}. Soit E un A-module libre
de rang m, avec une base {®,}. On appelera l’ensemble §={F;,®,} C ABE
un cadre de (4, E).

Considérons la A-superalgébre commutative AE = D, AL (E) ot la parité
de A% (E) est égale a celle de s. Chaque cadre g permet alors de définir une
AE-base {7, ¢y} de la superalgébroide de Lie Thg = Dery, (AEY . ‘

On étend chaque champ 7; en une dérivation 7; de la superalgébre AE par la
régle :

@) =7i{a),  n(}eaBa) =3 Ti(aa)ds

et on étend 7; & AE tout entier grace 4 la formule de Leibniz. Les champs {7;}
sont des éléments pairs de Th g et ils forment une famiile libre.
On définit les champs de vecteurs impairs %, par

'ﬁba(z av®y) = aq; Yala) = 0.
Comme dans le cas pair, cotte base va permettre de construire une structure
de Calabi-Yau sur Thp (cf 1.4).
3.2.1 Changement de cadre
Soit g = {7}, @} un autre cadre de (A4, E) ; avec Ti =g"T; et ®, =TFq,
0l g = (9%7) € GLn(A) et T = (T2F) € GL,,(A).
Les nouvelles bases correspondantes sont alors égales 4 :
T = giprp + gi“"'@vqj;a ol g = giqTq(I‘“lo‘”)I“”;
_ Vo = D710,
Les formules pour la transformations inverses sont :
Tg = 9'__1'11""; + Tq(l““"')@w/)&;
g =Tyl
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Théoréme. On pose wy gy =cy —cg € QU(AE). Alors
wgr g = tr(gdg™) — tr(TdD).

Démonstration. Il suffit de calculer les valeurs de wy 4 sur n’importe quelle base.
Ona

<Tqwyg > = cgly) —cglry)
cyr{Tq) .
cgr (g1, + 7 (T*7) B0l )

g™ + (<)l romy )

91071 + g1 (571 (1T, (7, (T27)8,)
=0

gPp(g™ ) — T MHar, (To)

gPr(g7 ) - DM, (o)

= tT(QTq(g_l)) - tr(F_qu(I‘))

= <7y tr(gdg™t) — tr(D71dD) >;

lt

<Ypwygg > = cg(Pp) — cg(ta)

e (TP,

= YL (T*) =0

= < g, tr(gdg™?) - tr(071dT) > .

1l

3.2.2 Dans le cas du fibré cotangent

Si on regarde maintenant le cas ot I'on remplace ¥ par Q4 = Homa(Ta, A),
la base de §24 considérée est la base duale de celle de T et, suivant les notations
précédentes, la matrice de changement de base I' devient Hg™h).

On calcule alors la valeur de w4 :

wg:,g' = tr(gdg™?) - tr(I"1dD))
= tr(gdg™) —#r((“(g™) (g ™)))

= tr(gdg™") —tr(*(dg™")g)
= tr(gdg™") —tr(gdg™) = 0.
Ce dernier calcul nous permet alors d’affirmer qu’il existe une structure de

Calabi-Yau canonique sur Tagq,.

3.3 Structure de T-modules & droites et Berezi-
nien

Soit T une A-superalgébroide de Lie. Dans cette section, on veut construire
I'analogue de la troisiéme définition de la notion de structure de Calabi-Yau
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{cf. 1.6). Dans le cas pair, on commencait par munir Q*(T") d'une structure
de T-module & droite; or Q*(T) = Homa(A"T, A} et A™T = detT, dans
notre cas, ¢’'est donc sur ensemble Hom 4(Ber(T), A) que l'on veut introduire

. une structure naturelle de T-module & droite. Par ailleurs, on remarque que

Hom s(Ber{T), A) = Ber(}) ot = Homa(T, A) ; en effet, se donner un ho-
momorphisme de Ber(T) dans A, c’est équivalent 4 associer 4 un élément de
base de Ber(1") un élément a de A; c’est & dire associer a une base {r1,...,7n}
de T I'élément o - en notant {wy,...,w,} la base duale - on associe alors & ce
morphisme I'élément aD{wy,. .., wy) de Ber(Q). On vérifie alors facilement que
ce morphisme est indépendant de la base de T. En effet, si on se donne une
autre base {r{,...,7,} de T, avec 7/ = b7 ; alors

D(r{,..., 1) = Ber(b)D(71,...,7n);
w=0w et  D{wi,...,uwy) = Ber(b*)D(Qi, ooy
Do
aBer(b)D(w},...,wh) = aBer(b)(Ber(b*)) "1 D{wi,...,wn) = aD(w1,...,wn).

Le but est donc désormais de munir Ber(Q2) d’une structure de T-module &
droite.

Une idée pour la construction de cette action de 7" sur Ber(£}) est fournie
dans Pannexe A,

Grace a cette structure, on peut maintenant faire des constructions analogues
3 celle de paragraphe 1.6 et ainsi trouver, pour tout A-module M, une bijection
canonigue entre les structures de T-module & gauche sur M et les structures de
T-module & droite sur M @4 Ber(f1).

Proposition. Se donner une structure de Calabi-Yau sur T est équivelent ¢ se
donner une structure de T-module & gauche sur Ber(T).
3.3.1 Sur ’algébre extérieure

Théoréme. On reprend les mémes hypothéses que dans le paragraphe 3.2; on

a alors
Ber(Qap) = AE @4 (2(T4) 4 det(E)‘l).

Avant de démontrer le théoréme, on va s’'intéresser A deux lemmes technigues.

Lemme. Soit C' une superalgébre commutative. Si on se donne une suite exacte
de C-modules libres :

0 v 14 v 0,

alors
Ber(V) = Ber(V') ®¢ Ber(V").

Démonstration. Soit b’ une base de V' et b” une base de V7. En relevant dans
V la base de V", on obiient une base de V. Maintenant, si on choisit d’autres

By B;’) dans le format

bases pour V' et V" ; par exemple o = B'b’ avec B’ = ( B B
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standard et b7 = B"b" avec B' = (g%, g?,) dans le format standard. La ma-
3 4

trice de transition entre les bases b et b sera alors de la forme (dans le format

standard)(les * représentent des éléments quelconques de C) :

By % Bj =*
5_|0 Bl o B
T |By * By =«
0 Bf 0 By

Le calcul du berezinien nous donne alors :

_ B o« By *\(B, »\ By *
Ber(B) = det (( 0 Bir) - ( 0 Bg) ( 0 lel 0 Bg
By «\7*
xdet (( 0 Bff) ) ,

Ber(B) = det(B] — B4B, 1 BS)det(By ~ BY B~ BY}det(B}) ' det(B )
= Ber(B')Ber(B").

c’est-a-dire

Cette équation nous permet donc de construire un morphisme canonique entre
Ber(V') ®¢ Ber{V") et Ber(V); de plus, ce morphisme est clairement une
bijection. O

Lemme. Soit C une superalgébre commutative et M un C-module libre. Alors
Ber(IIM) = Ber(M)™?

Démonstration. Sion se donne deux bases {my,...,my} et {mi,...,m,}de M
- la matrice de transition entre ces des bases est B - en appliguant 1*application
de changement de parité, on obtient alors deux bases de [IM : {IImy,...,[Im,}
et {Ikma,...,IIm,}. La matrice de passage entre ces deux bases est B™. Or, on
sait que (cf. 2.3.2) Ber(B") = Ber(B)~!. Cela nous permet donc de construire
un isomrphisme canonique entre Ber(M) ®¢ Ber(IIM) et C. O

Démonstration du théoréme. En reprenant la construction de la base de Tar,
on s’apergoit que 'on a une suite exacte :

0—=Ts Q4 AE Tar HNE* @4 AE ~—0.
En effet, pour voir d’ott vient cette suite, on écrit que
Tap= EB % ® Pra
. ] i o
=Ta@4AE IIE*@aAE

Si ici, c’est ILE qui apparait, c’est di au fait que dans la construction de la base,
les dérivations associées & E* sont impaires.
En prenant la suite duale, on a :

0<=—Q0184 AF Our [IE@4 AE <
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On en déduit alors que

Ber(Qap) = Ber(Qa ®4 Ap) ®4 (Ber(TlE o, AE))
T e :
Ber(Qng) =AE @, det(Q) @4 Ber(lIE).

car {2 ne posséde pas d’élément impair,
Enfin, on sait que Ber(I1E) = Ber(E)-1; d’op le résultat O

3.3.2 Dans le cas du fibré cotangent

Théoréme. Le module Ber(Taq,) est trivial,
Lemme. Soit ¢ une Superalgebre commutative et Af un C-module libre. Alors
Ber(M*) = Ber(1)—1,

Démonstration. Si on se donne deux bases {mq,... yMa} et {m], ... »m}} de

M, avec m = Bm'; alors la matrice de transition entre leg bases duales sera
B, On a le diagramme suivant :

* *
MM

Enfin, comme Ber(B) = Ber(B®) (¢f. 2.3.2), on peut construire un isomor-
phisme canonique entre Ber(M) ®c Ber(M “} et C. O

Démonstration du théoréme. Sion remplace # par Q 4, Laprés le théoréme pré-
cédent, on voit bien que Ber(Qaq, ) est trivial.

Or Ber(Q15n,) = Ber((Tan, )*) = Ber(Tan, )™ 1. Par conséquent, Ber(Tyq, )
est aussi trivial. |

Ce résultat implique qu’il existe une structure de Calabi-Yan canonique sur
Taaa (cf 3.2.2).
Remarque, 11 est possible d’arriver directement a ce résultat sans faire appel an
théoréme précédent : on sajt @ priori que Ber(Tag) est isomorphe 4 AE majs

que cet isomorphisme n’est Pas canonique : regardons plus en details 'influence
du choix de la base sur cet isomorphisme.

On se donne deux cadreg de (A,E) : g = (Ti,@y) et g = (7, ®a) et on
reprend les notations de la, section 3.2.1. La matrice de transition entre les bages

de Thz est de I forme
_{ g *
r=(4 o)

Ber(P) = det g(det 07! = det g det I,

Par conséquent,

Do,
D(g') = det g det TD(gy).
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Maintenant, si on se place dans le cas ot £ = Qy, alors ' = tg~1 et donc
D(g') = D(g).

- L'isomorphisme est donc canonigque.
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Annexe A

Construction de l’action de T
a droite sur Ber(Q)

Dans cefte partie, j'explique le raisonnement que j’ai appliqué pour essayer
de construire une structure de T-module 3 droite sur Ber(§1), accompagné de
tous les calculs effectués. L’idée directrice de cette construction & été d’analyser
ce qui se passe dans le cas pair et de le modifier pour Pappliquer an cas géné-
ral. Comme nous allons le voir, cette démarche est relativement intéressante;
malheureusement il me reste un probléme pour affirmer que la construction pro-
posée est bonne ou non.

Pour définir la structure de T-module & droite sur Ber((}), on revient au
cas pair oll 'on veut regarder un peu plus en détails 'action de T sur det(£2).

On connait 'action de T sur Q™(T) : elle est définie par wr = —7{w} et on
connait I'isomorphisme canonique entre Q™(T) et det(() : si on se donne une
base 7,...,7, de T, en notant wy,...,w, la base duale, on définit cet isomor-
phisme par : '
T —- det(£2)
w — W, TRt A Awy

Maintenant, si on note g 'élément w(ry; . .., Ta), &lors (awi A« Awp)T = wr =
—T(w) et

—T(W)(T1ye ey Ta) = —T(w(fl,...,a—n))+§w(n,...,[¢,frp],...)
- _T(a)+§w(ﬁ,...,[;am,rp],...)

- Z (am (@) + 7(a; )a)

S

L’action de T sur det(f2) est alors donné par :

(aun /\---/\wn)(z aiTy) = —(Zn(aia})wl A Ay,

I
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Le but est maintenant de geénéraliser cette formule au cas général ; pour cela, on
applique la régle des signes :

Définition. Sost {Ti}i=1..m une base de T et p — {witiz1..n le base de Q. On

- pose alors, poura € A :

1]

(D(b)a) (Z @it} 1= — S (1)) D5y (aay).

Pour que cette définition soit licite, il faut vérifier que cette opération ne
dépende pas de la base choisie. On regardera ce point aprés la proposition sui-
vante.

Proposition. Cette opération vérific les trois aziomes d'ume struciure de T-
module & droite sur Ber((2).

Démeonstration du théoréme. Lo premier axiome est clairement vérifis, Regar-
dons le second :

(D(b)ar)b = —Z(—l)ﬁﬁ%)p(b)n(aai)b
= =3 (-1)@+a) pyy) (ri(aasb) - (~1) ¥+ a0,7(5))
= = X (D 1) TED 5y b

+D(b)ar(d)
= (1)@ Dp)pr 4+ D(b)r(b).

Le second axiome est bien vérifié. On vérifie maintenant le dernier axiome :

((D®)a)r)r’ ~ (1) ((D(o)aye) =
=— ( Z(—l)ﬁ(a""’mD(b)ﬁ (aai)) o

+ (07 (=15 Db aa) )
= D (=LA )RS ED) D) (7 (0as)a)
B

- S (LB ED 1) AT D) (o (2 ).
ilj
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Par ailleurs, on a

(D(b)a)[r, 7] =
=(D(60) (X aimlaj)ry — () EH+DE R gl 07
&
=— ZD (( 1) @+t Fika) )'rj (aasri(a}))

G TR
= - ZD (( 1 T?(a+at+7'1.+ﬂ. )( )ﬁ(ﬁ-{-d})

(Tj Ti{aiay) — 75 (7i(aas)a] ))

— (—1)( @A @) )T @]+ F a1y (Eva))
(-1) (-1) (~1)
(T,,Tj (agja;) — 7(r5(aa; )az)))

=5 Do) ((_l)ﬁ(a+&2+ﬁ+&'§)(_l)ﬁ(mé})Tj (ri(aas)al)
ij
— (F1)T(-1) @GR _yyF@ra),, (Tg-(aaﬁ.-)az-)) -

Le troisiéme axiome d’une structure de T-module & droite est done verlﬁé ce
qui conclut la preuve. O

Il reste encore & vérifier que la définition de cette action est 1ndépendante
de I3 base choisie. Pour cela, on choisit une seconde base {+/,.. 7} de T avec
7 =2;BY7;. On aalors :

(D(b)a) ( Z a-,\;ﬁ') =
—(D(t') Ber(B)a) (Z Z 0B~/
T Z(—1)"~5(a+°"+3_1”)D(b’)T;{ (Ber(B)a )_(a,B~1))
2 i
- _ Z(_l)ﬂ:}(ﬁ+ﬁ+ﬁ)(_l)ﬁ(a-ﬁ-@)D(br)

%)

(4(Ber(B)B~")aa; + (~1)° % Ber(B)B—41! (aa))
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—_ Z ((—1)(B—lij+1:;;)(a+&)D(bl)B€T(B)B_1ijT;(Ga-,-;)
&

+ {_1‘) (B~ +7) (&-pdi)+ BT 7 T;(Ber(B)B_“j)aai)

== > (~1)*E®) D(b)ry(0ay)

k4
— Z(—l)"‘g_”’;’;f aa;7i(Ber(B)B~14).
2%

Montrer I'invarience de la définition par changement de base est donc équivalent
4 montrer que le second terme du membre de droite est nul, ceci pour tout a et
tout ;. donc l'invarience par changement de base est équivalent 4 :

Z(—I)B_“j;ﬁ 75(Ber(B)B™') =0,  pour tout 4.
. .

Pour essayer de comprendre d’od viennent ces égalités, on revient encore une
fois au cas pair. Un calcul analogue au précédent nous donne cette condition :

ZT; (B~Y det(B)) = 0 pour tout i.
i

On peut réécrire ces équations sous la, forme :

Z mi(Com(B);:) =0 ot Com(B) désigne la comatrice de B.
o

On commence par regarder le cas particulier n = 3 et i = 1 pour voir ce qui se
passe :

71(Com(B)11) + 13(Com(B)a1) + i (Com(B)a1) =
=7{(B®B% — B¥p%2) _ (B2 . pl3p) | /(Bl2p _ pl3pn)
=7{(B®)B* + B*r|(B%) — 1{(B®)B% — BB (B%)
— r{B2)B% _ Bl2r(B%) 1 /(B13) B | B13,(B%)
+ 75{312)323 + Bl21_é' (823) " Té(Bm)Bzz . 3137:;(322)
or on sait que 7{(B’*) = 7}(B*)
—r{(B%)B% 4 B2/ (B%) — 1(5%3) 5% _ B,/ (B
- 7 (B2)B% — B12(B%) 4 1J(B®)B% 4+ B13:(B%)
+ T{(B32}BQ3 + BI2T£(333) _ T{(BS‘&)BM _ 3137‘5(332}
=0.
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On regarde maintenant le cas général :
> 7}(Com(B)z) =
¥
ZZ(_I)z’-!-jT;( Z E(O’) HBka(k)) .
; :

oG, 1 b
oll ¢ est considérée comme une application de [1,n]\j dans [, nl\i.

. =Z(_1)i-l-j. Z E(O_)ZBIG(I)__.T;(Bkar(k))“'
J

e k#1
=2 D (UML) (D BW . ag(mhe®) . BUHIet)
j o€EGL_1 k<j
+3_BYW.BUIGN g (gie) )
k>3

Maintenant, on voit facilement que le terme :

(=) e(o)BleM) | BU-De(-1) | ot pielR))
va g’annuler avec le terme :

(—1)*ke(3)B17W) . BU-D2G-1) |t (piety
olt & : [1,n]\k — [1,n]\i est défini par :

F(t)=o(ty pourt#k,j;
3(j) = a(k).

On remarque que la permutation & est en fait la composition de la “permutation”

1...7~-1 J J+1 k—1 E+1l...n

l...5~1 i+1 -1 k k+1...n

qui est de signature (—1)*~*! avec ¢. La signature de & est donc (—1)% (o).

Ce calcul termine ainsi I'étude de 'invariance par changement de base pour
le cas pair. Ce que I'on veut maintenant faire, c’est généraliser cette approche
dans le cas général.

On va commencer par regarder le cas particulier ot le module T est de rang
1|1. On se donne donc deux bases {r1, 73} et {r{, 75} avec 7/ = Bily; + Bi%n,.
On sait que B™ et B2 sont des éléments inversibles de Ag et que B2 ot B2L
sont impairs. L'inverse de la matrice B = ( B Bu) est alors

BBI Bza
(Bll)—l +Bl2321(311)—2(322)~1 _Blz{Bll)—-l(B22)-l
H321(Bll)—1(B22)—1 (322)-—1+321312(Bll)-—1(322)-2 '
o) .
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On a alors :
Z(—l)Bﬁ"ﬁ-r:; (Ber(B)B™! 1) = T;(Bef(B)B“l 1y —ri(Ber(B)B~ 1)
J
=T{ ((Bll _ 312(322)—1321) (322)—1 ((Bll)—l + 312321(311)—2(322)—1))
_ Té((Bll _ B12(Bzz)—1321)(322)-1( B2(pl)-1(p22)-1 )
=7 ((322) — B2BR(B1)-1(52)-2 4 B2 R (BN~ 1(p22)=2
_ Té(— B(B®)~2 _ 0)
=r1((B%)7) + 73(B(B*) %)
=— (B r{(B®) + (822)-%5(312) +73((B*)7)B";

-9)

or on sait que 7{(B7*) = (- 1) i :1' (B*); la démonstration de cette équation
est analogue & la démonstration de 1 équation associée dans le cas pair (¢f. 1.3).
Done e
Z(_l)Bwl 1:'7;7_; (Be’r(B)B_l Ij) — 7‘5((322)_2)312.
j
On a donc un probléme dés le cas particulier ou le rang T' vaut 1|1 pour montrer

Vinvarience par changement de base. Ce probléme remet en doute la va,hdlte de
la définition de I'action de T" sur Ber(Q).
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