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Résumé

Cette these, composée de 11 chapitres, répartis en trois parties, aborde les fonc-
tions double Gamma liées aux systemes de racines. La premiere partie regroupe les
théoremes classiques sur la fonction I' d’Euler ; y sont ajoutés des résultats spécifi-
quement développés pour ce travail, qui seront utilisés dans les deux autres parties.
Sont également étudiées sur un modele similaire (relation fonctionnelle, formules
intégrales, valeurs limites) la fonction double Gamma et la fonction Gamma g-
analogue. La deuxiéme partie expose les variantes de Double Gamma en physique :
sont ainsi étudiées, la fonction I'y, double-sinus Sy, la fonction YT des freres Zamo-
lodchikov, la fonction de Lukyanov-Zamolodchikov et les fonctions de Fateev liées
aux matrices de Cartan. Une partie de ces résultats, énoncés par les physiciens,
est démontrée. La derniere partie s’intéresse aux formules de Fateev et donne une
preuve par calcul, du théoreme de Fateev pour les systemes du type A,D.E et aussi
B,C,F,G en n’utilisant que la formule classique du produit de Gamma. Le chapitre
9 donne un théoreme de Fateev g-analogue pour A; et D;. Le chapitre 10 permet
d’exprimer certains vecteurs propres de matrices de Cartan en termes de produits
de valeurs de la fonction I'. Les cas affines et finis sont démontrés.

Mots-clefs

Fonction Gamma, fonction double Gamma, systemes de racines, vecteur de
Perron-Frobenius, systemes intégrables.

Abstract

This thesis, consisting of 11 chapters, is divided into three parts and addresses the
double Gamma functions associated with root systems. The first part includes the
classical theorems on the Euler I' function ; added are results, specifically developed
for this work, which will be used in the other two parts. According a similar pattern
(functional equation, integral formulas, limiting values) the double Gamma function
and the g-Gamma function are also studied. The second part describes the Double
Gamma versions in physics : the ', function, double sine Sy, function, the T function
of the brothers Zamolodchikov, the Lukyanov-Zamolodchikov and Fateev functions
related to Cartan matrices, are studied. A part of these results, expressed by the
physicists, is demonstrated. The last part deals with Fateev formulas and gives
proof of the Fateev theorem by direct calculation, for systems of type A, D, E, B,
C, F, G, using only the classical formula of the product of Gamma. Chapter 9
gives a g-analogue theorem of the Fateev formula for the systems of type A; and D;.
Chapter 10 allows us to express some eigenvectors of the Cartan matrix in terms of
products of values of the I' function. Finite and affine cases are demonstrated.



Keywords

Gamma function, double Gamma function, root systems, Perron-Frobenius vec-
tor, integrable systems.
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Introduction

0.1. Cette these est consacrée a I’étude de fonctions du type double Gamma, qui
apparaissent dans les travaux de physiciens sur les modeles intégrables quantiques
et la théorie conforme de champs.

La fonction double Gamma G(z) de Barnes peut étre caractérisée par les propriétés
suivantes :
(i) G(2) une fonction méromorphe,

(i) G(1) = 1.

(131) G(= + 1) =['(2)G(2), (0.1.1)

(iv) d*log G(z + 1) /dz® > 0, pour z réel, x > 0.
Ici I'(2) est la fonction Gamma d’Euler.
La fonction G(z) est le deuxieme membre dans la hiérarchie des fonctions Gamma.

Dans ses travaux fondamentaux, [Bar99)], [Bar00b|, [Bar00al, [Bar01] et [Bar04],
E.W.Barnes a étudié cette fonction et ses généralisations.

Dans cette these, on étudie certaines fonctions a une et a plusieurs variables qui
satisfont aux équations fonctionnelles semblables & (0.1.1).

0.2. Du chapitre 1 au chapitre 6, on passe en revue des notions et des résultats
connus : y sont surtout soulignées les représentations intégrales de nos fonctions (et
les représentations intégrales de logarithmes de nos fonctions).

Apres une étude de la fonction I'(z) dans le chapitre 1, la fonction G(z) et sa
généralisation I'y(z|by, by) de Barnes sont discutées dans le chapitre 2.

Cette derniere fonction satisfait aux équations fonctionnelles :

\/%bglﬂfz/bg

Fz(Z—i-bl‘bl,bz) = F(Z/b ) FQ(Z‘bl,bz), (0210,)
2
mbflﬂfz/bl
F2(2+b2|b1,b2) = Wrg(ﬂbl,bg). (021b)
1

Dans le chapitre 3, on examine une g-déformation de I'(z2) ; est ainsi abordée, la
fonction I'y(z) qui satisfait a I’équation fonctionnelle :
1 —¢g?
T(z41) = 1_quq(z). (0.2.2)
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Dans les chapitres 4 a 7, on étudie les versions de la fonction double Gamma, utili-
sées par des physiciens, dans leur travail sur les modeles intégrables : le modele de
Liouville et sa généralisation, le modéle de Toda de la Théorie Conforme de Champs
en dimension 2.

Dans le chapitre 4, on considere les fonctions I'y(z) et le double sinus (appelé
aussi le dilogarithme quantique) Sy(x).
La premiere fonction est définie par :

1—‘2(‘7”'()7 b_1>
Iyz) = ————,
= Ta2bb )
olgq=>b+b""t
Le double sinus est défini par :
Iy ()
Sp(x) = ————.
@) Iy(q — )

Dans le chapitre 5, on étudie la fonction importante Y(z) des fréres Zamolod-

chikov définie par :
1

Ly(2)Ts(q — )

0.3. Dans le chapitre 7, apparait la fonction principale de cette these, que nous
appelons la fonction de Fateev Fy(z). Elle est associée a un systéeme de racines de
rang [ et depend de [ variables, x = (x1,..., ;).

(La fonction de Lukyanov-Zamolodchikov, discutée dans le chapitre 6, est un cas
particulier correspondant au systéme de racines du type A;)

Tb(x)

Décrivons les équations fonctionnelles de Fy(z).
Soient V', un espace vectoriel réel de dimension [ et R C V, un systéeme de racines
fini réduit irréductible de rang (.
Dans cette introduction, on suppose pour simplifier, que R est simplement lacé, c’est
a dire du type A, D, E.
Soit W, le groupe de Weyl de R. On choisit un produit scalaire (.,.) W-invariant
sur V, ce qui permet d’identifier V' avec son dual V*.
Fixons une base de racines simples {a1,..., o} C R, d’ou la notion d’une racine
positive.
On désigne suivant l'usage : .
P=5 Z a.
a>0
Fixons un parametre réel b > 0 et posons :

g=b+0bl.
Pour s € W, on définit I'opérateur affine translaté : s, : V. — V par :

sp(x) = qp + s(z —qp), v € V.
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On définit une fonction produit Gamma :
Ab V— R,

par :

= JI T(1 = (20, )b)T(1 — (wp, ) /D), (0.3.1)

a>0
ou
xp, = x — bp.

I est clair que A, se prolonge en une fonction méromorphe :
Ay: Ve =V erC— C.
La fonction de Fateev est une fonction méromorphe a [ variables :
F,: Ve — C,

qui a été introduite dans [Fat02].
Elle satisfait aux |[W| équations fonctionnelles :

Ab<l’)Fb(I) = Ab(sb(x))Fb(sb(x)), seW. (032)

(Dans cette these on utilisera la notation Gg(z,b) pour Fy(x).)

Voici une valeur limite du gradient de log Fy(x) :
hmé) log Fy(z/b) = =Y log(v((p — z, @) /h))a + 2log h - . (0.3.3)
a>0
Ici, h est le nombre de Coxeter de R et
['(z)

V() = Ti—2)

0.4. La troisieme partie (chapitres 8 a 10) contient les nouveaux résultats de
cette these.
Avec les notations de 0.3, soit :

l
0=> na,
=1

la plus longue racine de R. Ceci définit les nombres naturels n;, 1 < ¢ < [. Posons
nog = 1, donc le nombre de Coxeter :

Supposons, pour simplifier les énoncés, que R soit simplement lacé, ¢’est-a-dire, du
type A, D ou E. On définit le nombre k(R) par :

= f[ np/ 2
P,

i=1
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Voici le premier résultat principal de cette these.
Théoréme A (cf. Théoreme [8.2.2)). Pour tout i, 1 <i <1,

(as,@)
I 7(@},};;)) = n7'k(R) (0.4.1)

a>0

Cette formule remarquable a été découverte par le physicien V.Fateev, cf. [Fat02].
On remarque que le premier membre de (0.4.1) est égal a :

(exp(lim 9, log Fy (2/b)|o=o, i),

d’apres (0.3.3).

On a des formules analogues pour les systémes non-simplement lacés,
cf. Théoréme [R.4.1]
Fateev a déduit cette formule des considérations physiques liées a [’Ansatz de Bethe.
Ici, nous donnons une démonstration mathématique de cette formule.
C’est un calcul direct (assez élaboré) qui n’utilise que la formule de multiplication
de la fonction I :

n—1
['(nx) = (2m) 2= 2 ] (2 +i/n).

=0

Dans le chapitre 9, on donne une formule g-déformation de (0.4.1) pour les sys-
témes du type A;, D; (par ailleurs, pour A; la formule est triviale).

0.5. Qu’obtient-on si I'on remplace dans expression (0.4.1) la fonction v(x) par
[(x)?

Une réponse est donnée dans le chapitre 10.

Soit A la matrice de Cartan de R. La matrice A’ = 21, — A a ses éléments positifs
et est indécomposable ; donc, par le théoréeme de Perron-Frobenius, elle possede un
vecteur propre réel vpp de valeur propre réelle maximale, qui est unique a propor-
tionnalité pres.

Evidemment, vppr est aussi un vecteur propre de A, que I'on appellera le vecteur de
Perron-Frobenius de A. Ses composantes sont des nombres réels strictement positifs ;
ils sont connus et peuvent étre exprimés en termes de fonctions trigonométriques.

Dans la physique, ces composantes ont une interprétation remarquable :
ces nombres sont les masses des particules dans les déformations intégrables de la
théorie de Toda.
Le premier exemple, découvert par A. Zamolodchikov, a été R = Ejg, ou on retrouve
8 particules du modele d’Ising critique dans un champ magnétique.

D’un autre coté, introduisons les nombres :

(R, a;) = [[ T({p,c)/h) )l

a>0
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et le vecteur :
I'(R) = (I'(R,o),...,T(R, o)) € R.

Le deuxiéme résultat principal de cette these est le suivant (cf. Théoreme [10.2.1)).
Théoréme B. Le vecteur I'(R) est un vecteur de Perron-Frobenius de A.

Il se trouve aussi que le théoreme A, est équivalent & une assertion similaire pour

les matrices de Cartan affines (cf.Théoremes [10.3.1], [10.3.2)).

Comme on I'a déja écrit, les calculs faits dans les preuves, sont assez pénibles;
une partie des calculs est donc déplacée dans les annexes. [B] [C] et [D]






Premiere partie

Double Gamma






Chapitre 1

La fonction Gamma d’Euler

1.1 Définition et propriétés immédiates
On définit généralement la fonction I" par :
Définition 1.1.1. -
/ e 't dt = T(2),
0

Re(z) > 0.

Plus précisément, cette définition permet d’établir I'(z) comme une fonction
holomorphe dans le demi-plan : Re(z) > 0. Cette fonction se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, grace a ’équation fonctionnelle suivante :

Proposition 1.1.2 (Equation fonctionnelle).
['(z+1)=zI(2),
avec Re(z) > 0 et si n est un entier naturel,
I'(n)=(mn-1,I1)=1
['(z) a en z = —n un pdle simple avec le résidu :
Proposition 1.1.3 (Résidus de Gamma). Res,—_,['(z) = %
B(z,t) est la fonction Béta d’Euler, définie par :

Définition 1.1.4. )
B(z,t) = / 11— 2)da,
0

avec Re(z) > 0, Re(t) > 0.
On a alors :

Théoréme 1.1.5.
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Théoréme 1.1.6 (Euler, Gauss).

n!

I'(z) =1l *B(n+1,2) = lim n® :
(2) nibo ! (n ) n—=oo " 2(z4+1)...(2 4+ n)

Remarque 1.1.7. En effet, on a :

et = Jim (1-2)",

n—oo

et

/On (1 — E)ntz—l dt = n? /01 (1 B u)”uz—l du, (u = t/n).

n
Pour n € N, on montre que pour tout z # 0, —1,..., —n,

n!
2(z+1)...(z+n)

1
B(n+1,z):/ (1 —u)"u* ' du =
0

n!

! n t\"
lim n* = lim <1 — ) t* 1 dt.
0 n

n—oo z(z+41)..(z+n) n—ooo

d’ou par convergence monotone :

n t n
['(z) = lim <1 - > ==t dt.
n—oo 0
Théoréme 1.1.8 (Weiertrass).

Lo T 4 D)o

avec Re(z) > 0.

Théoréme 1.1.9 (Bohr-Morellup). 1l eziste une unique fonction déterminée par les
trois conditions suivantes :
(i)
['(z+1) =2I'(2),z € C.
(ii)
') =1.
2

@logf(aj—i-l) >0, pourx € R, x > 0.
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Ona:

Théoréme 1.1.10 (Formule des compléments).
T

T(2)[(1 - 2) =

sin(mz)’

avec Re (z) > 0.
siz=1/2,ona:

Corollaire. I'(1/2) = /7.

Théoréme 1.1.11 (Formule de multiplication de Gauss, Legendre).

n—1
II F(z + T) = (2m) ™ D230 (nz).
r=0 n

Il suffit d’appliquer [I.1.11{ dans le cas n = 2 :
Corollaire 1.1.12 (Formule de duplication de Legendre).

22—1/2

T

Apres avoir présenté ces résultats bien connus sur la fonction Gamma, intéressons-
nous par la suite a la représentation intégrale de I' par une intégrale de Cauchy ; on
considere pour cela l'intégrale suivante :

0+
/ e 't*7hdt, p > 0,
P

D(22) = T(2)0(z + 1/2)

on integre sur le contour de Hankel représenté sur la figure ci-dessous.

ContourdeHankel . € 1

On a le théoreme suivant :
Théoréme 1.1.13 (Intégrale de Hankel).
1

0 e
[ = ~ 2isin(rz) /oo e dt,
si Re(z) > 0.
Et en utilisant la formule des compléments, on en déduit le corollaire suivant :
Corollaire. ) Lo oo
F(z):_%/oo e 't* dt:%[met = dt,

si Re(z) > 0.
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Voici maintenant les cinq principaux résultats de ce premier chapitre :
- en : Intégrale de Frullani,
-en(l.2.2]: la dérivée logarithmique de Gamma,
- en|1.2.8: une représentation intégrale de log I'(x) : théoréme de Malmsten, !
- en|1.2.9: une formule de Kummer, 2
- en : représentation asymptotique de Gamma.

1.2 Dérivée logarithmique de Gamma

Proposition 1.2.1 (Intégrale de Frullani). 3

o) -t _ ,—at
oga= [“{C =
0 t

avec Re(a) > 0.

Théoréme 1.2.2 (Gauss).

(& €

U(z) = jz[logf(z)] - [ (_t _ ) dar.

t 1—et

La preuve de ce théoréeme s’appuie sur les trois propositions suivantes sur la
constante d'Euler :

Proposition 1.2.3.

1 1 I1T—(1-=¢)"
1—|—+...+:/()dt.
2 n 0 t

Proposition 1.2.4.

11— —t _ =1/t
¥ :/ < € dt.
0 t

o (1 1,
— — Z e tdt.
i /0 {1—e—t t}e

Remarque 1.2.6. On peut utiliser [1.2.2] pour donner une autre démonstration de
I’équation fonctionnelle de la fonction I'.
En effet, on vérifie aisément a partir de[1.2.2] que :

Proposition 1.2.5.

U(z+1) - U(z) = i

D’ou I’équation fonctionnelle de T'.

1. [WW27], chap 12, 12-32, exemple 1.

2. [WW2T], chap 12, 12-31, exemple 3.

3. on prend la branche principale du logarithme loga € R pour a € Rsg. En effet, I'intégrale
satisfait & ’équation différentielle ¢'(a) = 1/a, ¢(1) = 0.
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Proposition 1.2.7 (Dirichlet).

Théoréme 1.2.8 (Malmsten).

0o ef:rt —e
log I'(x) :/o (1 —=

avec Re(z) > 0.

Corollaire.

logm = 2logT'(1/2)

Théoréme 1.2.9 (Formule de Kummer).

2logT'(z) — log (7) + log (sin (7)) = /0°° (

avec 0 < x < 1.

Démonstration.

2logI'(z) — log (7) + log (sin (7z))

Puis on utilise le théoreme de Malmsten [1.2.8]

log'(z) —logI'(1 — x)

25
/00 dt{ 1 t}
= —y—— —e 7.
v o t 1+t
! dt
btz — 1)),
t
o (e7t/2 _ et ety dt
. { _ }
0 (1 —et) 2 )t
/00{ 2 t} dt
= _ 6 —_
o L(1+et/?) t
/OO{ e~t/4 t} dt
= ———e .
o lcosh(t/4) t
inh (3 — 2)t dt
w — eit(l _ 23:)),
sinh () t
T
= 2logI'(z) —log'(x) — log'(1 — x)
= logI'(z) —logI'(1 — x).
re—wt _ o=t » dt 00 e—(l—x)t — et
T T @l 7_/0 [1—6—75_956
—efxt o 67(17:1:)t . dt
T +e (2:5—1)7
_et/Q(e—mt _ e—(l—:v)t) » dt
eti2(1—et) (1=2a)e } t
o Trsinh 1 _ t
/ Sm.(th)—e_t(l—Qx)}dt, avec 0 <z < 1.
o L sinh(3) t

¢

—t

dt
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En utilisant la définition suivante :
Définition 1.2.10.
(@) = 57—
on ale:

Corollaire. Pour 0 <a <1:

logv(a) = 2logT(a) — log (7) + log (sin (7a))

b {Sin};(igh/(i/_z)a)t) —- 2“)€_t}f'

Ou le :

Corollaire.

ogrla+1/2) = /ooo { - m + Qaet}it

o0 sinh(2at) _Qt} dt
- e S =,
/0 { sinh(t) aac t

Théoréme 1.2.11 (premiere formule de Binet).

1 1 /1 1 1 et
logF(z):(z—i)logz—z—kilog%r—l—/o <2_t+et—1> ; dt.

Remarque 1.2.12. En posant :

1 1 1 1
K = supi>o ‘

G ita1
et en remplacant z = z + iy, dans la derniere intégrale, on obtient :

o0 1 1 e # o0 K
/ (z—-+ )e dt‘gK/ et dt = —.
0 t 0

2 t et—1 T

Il s’en suit :

Corollaire 1.2.13. ¢

1 1
logT'(z) = (z - 5) logz — 2+ §log27r +O0(1/2).

Théoréme 1.2.14 (deuxi¢me formule de Binet). °

% arctan(t/z)
e2nt _ 1

1 1
logF(z):(z—i)logz—z+§log27r+2/o dt.

4. [WW27], 12.31.
5. [WW27), 12.32.
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Ona:

Propriété 1.2.15.

du.
u? + 22

t 1 tS 1 f}5 (_1)71—1 t2n—1 (_1)71—1 t u2n
etan(t/2) = S = 35+ 55 Tt o

Définition 1.2.16 (Nombres de Bernoulli).

z 2z 22 24 28
5(3013(5) =1- 31§ — BQE — Bgﬁ —
Donc 1 ] ]
Bi=—- By=— Bs=— etc,...
1 67 2 307 3 427667

Une autre définition :

Définition 1.2.17. ©

00 th—l
=i [
"o et

On a alors un développement asymptotique de ¢(z) :

Proposition 1.2.18.

o0 arctan(t/z) B, Bs B3
= 2/ dt = — —
0(2) o e _1 122 345 560

Remarque 1.2.19.
D’apres Poincaré, on dit qu’une série,
(0.

Sz =Y =

—
n=0 Z

est un développement asymptotique d’une fonction f(z) a l'infini (dans un secteur
D ={a < argz < 3}), si pour chaque N :

ou encore :

Proposition 1.2.20 (Développement asymptotique de logI'(z) ou série de Stier-
ling).

(_1)7‘—IBT
2r(2r — 1)zt

1 1
logF(z)N(z—§>logz—z+§log27r—l— > (z — 00).

r=1%°

6. [WW27], 7.2 et [Berl3|, p.97.
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Remarque 1.2.21.

Puisque 0 < ¢(z) < Z(z > 0), on a ¢(z) = 12 avec 0 < < 1, d’ou :

1’\<$> — (271_)1/2:[;5071/267160/121.
On obtient alors :
Proposition 1.2.22 (Développement asymptotique de I'(x)).

11 139 571
F 2 1/2 xr— 1/2 1 o O 1 5 )
(z) = (2m) + 151 9882 5isd0s 28832001 1O/ (pw — 00

1.3 Fonction zéta de Riemann-Hurwitz

Définition 1.3.1 (cf.[WW27]).

C(s,a) = (n+a)™,
n=0
ou s =0 +it, avec o et t réel, 0 < a < l,arg(a+n)=0,et 0 > 1+9.
Proposition 1.3.2 (Expression de ((s,a) comme intégrale infinie).

1 0o xs—le—ax
= d
((s,a) I'(s) /0 l—e= 0

ouoc>1+46 etargx =0.
Démonstration.

D’apres en posant t = (a +n)z, on a :

[(s) = / e~ @t (g 4 )i da.

0
D’ou : -
(a+n)"°T(s) = / e~latne sl qg,
0

avec argx =0, 0 > 0 et a fortiorisioc > 1+ 9, on a:

I'(s)¢( = lim Z/ —latmzgs=l qg,

N—>oo

Donc :

oo S—1,—ax 00 s—1
I'(s)((s,a) = lim (/0 idx—/o Le’(NH*a)xdx).

N—oo 1—e= 1—e*
Or quand = < 0,e* <1+ =z,

-1
o0 I'S -
/ o~ (N+1+a)z ..
0

</ 272+ 4o — (N 4 0)"T(0 — 1),
1—e=® 0
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et (N +a)' T (0 — 1) tend vers zéro quand N — oo, avec o > 1 + 4.
Dousioc>1+detargr=0:

1

1 oo ps—le—ax
= dx.
¢(s,0) I'(s) /0 1 —e= O

¢

Nous allons avoir besoin des résultats suivants pour démontrer le résultat de
Takuro Shintani [Shi80] au chapitre 2. Les preuves sont dans le livre de Whittaker
et Whatson [WW27], chapitre 13.

Proposition 1.3.3 (Expression de ((s,a) sur le contour C de Hankel).

1” 1 — _ \s—1,—az
((s,a) = — (2m' ) /C ( f)_ ei dz, avec |arg (—z) | <,

ou C est représenté par le contour :[1.1

Propriété 1.3.4.

(0.0)= 5 —a, )
i G(s,0) ~ ) = ~vl(a) )
0(z) = FN(;) -

Proposition 1.3.5 (Formule de Lerch (cf.[WW27] p.271)).







Chapitre 2

La fonction double Gamma

2.1 Fonction G de Barnes

L’exposé de Barnes ([Bar00b]) étant remarquable, contentons-nous d’indiquer
brievement les principales propriétés de G.

Définition 2.1.1 (Définition par leur produit de Weierstrass : (3 formes)).

Glz+1) = (2m) 2 278 [+ e /2]

k=1
(k) 2,
- (2 2/2 —z/2— 2L 22 k 2p(k)+5-9' (k)
e I g e
2 z R L.
—  (27)%/ 23— (T + 1422 /2 1 R T
(2m)*% o @)z I [0+ e ,

n>0,m>0,n+m=#0

chaque produit est convergent, v est la constante d'Euler et ¢(s) = I;l((;)).

Théoréme 2.1.2. Pour z € C,G(z+ 1) =T'(2)G(2) et G(1) =

Proposition 2.1.3 (Formule de Stirling).

2

1 32 22 1 1
10g27r logA+E—T—ax+(?_ﬁ+2+ax) loga:+0< )

ou z est réel et croit indéfiniment et a un nombre complere, A est une constante
définie par Kinkelin :

logG(z +a+1) =

2 n2

1
log A = lim [log(1.22...n") — (= 1 i
og lim [log( n") — (2—1—2—1—12) ogn+4],

dont la valeur numérique est A = 1,28242713. ..
Théoréme 2.1.4.
n—1n—1 r 4 S

I IIGG=+

r=0 s=0

K(QW)n(nfl)zﬂn7n222/2+nzG<nZ>7

ou :
Al n? e R (271’) (n—l)/Qn—B/IQ‘
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Théoréme 2.1.5 ([Vig79]). G est l'unique fonction méromorphe déterminée par les
trois conditions suivantes :
(1)
G(z+1)=G((2)I'(2),z € C.
(i)
G(1) = 1.
(iii)
3
logG(x 4+ 1) >0, pourx € R, > 0.

da3
Proposition 2.1.6 (Formule des compléments).
On pose :
G(1+2)
alors : -
¢(2) = (z=1).

sin (7s)
Proposition 2.1.7 (Relation de Kinkelin).

log ¢(z) = zlog2m — / mzcot (mz) dz.
0

Proposition 2.1.8.
G(1/2> — A73/27T71/461/821/24.

Proposition 2.1.9 (Formule intégrale).

00 et 22t? . 22 3 27r

avec Re(z + 1) > 0.

Le résultat suivant est I'analogue de[1.1.6]

Théoréme 2.1.10 (Formule d’Alexejewski [Ale94]).

o T(q

avec z € C.
Une forme équivalente :

G(z+1) = lim n® 20 (n Zni.

n—oo
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Démonstration.

CL[CASOY]
L’équation fonctionnelle G(z + 1) = I'(2)G(z) et G(1) = 1 impliquent que :
i T() _GR)Gn+1)
[_oT(+2) Glz+n+1)

On utilise ensuite la « formule de Stirling »pour G(z), cf ;

1
Glz+n+1) = A/(2ﬂ_)(z+n)/2673(z+n)2/4<z +n)(z+n)2/271/12(1 + (’)(—))
n

quand n — oo, ou A’ est une constante (dont la valeur exacte ne nous intéresse pas

ici).
Il s’en suit (en écrivant f(n) ~ g(n) au lieu de f(n) = g(n)(1+ O(1)) :
G(n+1) A/<2ﬂ.>n/26—3n2/4nn2/2—1/12
Glz+n+1)  ARr)Erm2e8En /A, 1 p)Eim?2-1/12
n?/2
N —2/2 _32n/2+32%/4 n
<27T> ¢ X (Z + n)(22+22n+n2)/2 (*>
Or,
n2/2 2 _n2
n _ Zy\ /2 _ —zn/2 zn/2 Z\—n*/2
W—(l“‘n) =€ X e (1"‘%)
2 2 2
_ ,—zn/2 L i n?/2 Zy\n /2
—e x(1+n+2n2+0(n3)) (1+n)
2 2
p—r AT\
e X (1 + 2n2)
~ efzn/Q x €Z2/4.
Ensuite,
1 Z\ —nz 2
R — —nle - —nzx—z.
(z 4+ n)m* " ( - n) " c
Finalement,
1 2
- opF2
(z +n)=*/2 "
En rassemblant tous ces résultats dans (), on obtient :
G 1
G(z(j— Z+)1> ~ (2m) e T TR () 7, ()

et grace a la formule de Stirling pour I'(n) :

F(n) = (27T)1/2€—n2n—1/2<1 + O(;))

si n — oo (cf.[WW27], 12.33). 1l est clair que (*x) entraine le théoréme. ¢
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On trouvera dans ([KS00], 84) un exemple d’utilisation de ce théoréme :
Définition 2.1.11 (Fonction feyg).

T LU+ 2)

feve(2/2) = 7}1}010 n(z/2 )2 1;[1 (T(j +2/2))*

Proposition 2.1.12.

(G(1+2/2)"

feun(2/2) = G(1+2)

Démonstration.
D’apres la forme équivalente du théoreme on a immédiatement :

(G +2/2))* _ Y ﬁ LT (G + 2)
G(1+2) "*OOW/QQH (TG +2/2))*
¢
2.2  Fonction (, et I's(s|by, by)
Définition 2.2.1.
Ca(s, 2|b1, bo) = Z (s + n1by + ngbe)™*
n1,n2>0
(cf.[Nak04], A.52)
De la méme maniére qu’au [I.3.2] on a :
Proposition 2.2.2 (Représentation intégrale de (»).
Co(s, 2|b1, by) = Z / ~(stmbinaba)yy =1 g
) ny a0
D’ou le premier résultat suivant :
Proposition 2.2.3.
Cols, 2lbr, ba) = F(lz) /0OO (1-— e—blj)(si — e—bﬂ/)yz_l dy- (1)

Puis en appliquant le méme procédé qu’au |1.3.3] on obtient une expression de
(a(s, z|b1, bo) sur le contour de Hankel [1.1} d’ott le deuxiéme résultat :

Proposition 2.2.4.

— )21 ,—sw
Co(s, 2|1, by) = _1—‘(127” z) /C i _(6_22)“@_ g dw, avec |arg (—w) | < 7. (2)
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Définition 2.2.5 (cf.[Nak04], A.53).

IOg [F2(5|b1, bg)] = {aa%(s, t|b1, bg)}

t=0

Remarque 2.2.6. Si (by,be) = b =1, alors,
G(S) = F2<S|bl, bg)

Proposition 2.2.7 (Formule de la différence).

F2($+bllb1,b2) B \/271'
F2(8|bl,b2) béTQ*EF(é)

F2(8+b2|b1,b2) . v 2T
F2(8|b1,b2> =3

b T ()

Démonstration. D’apres[2.2.5] et[2.2.1] b; et by ont un role symétrique. La deuxieme
formule se déduit donc immédiatement de la premiere.
Démontrons donc la premiere formule.

FQ(S -+ bl‘blu b2)
F2<S|bl, b2)

[o(s 4 by|by,by) ¢ _JoG
NGl b)) exp 5 (s 4 b1, t]|by, be) i ot (s,t|b1, bs) -
Fa(s + bu|by, ba) 9r_ ~t
Lol b)) exp | | 5 [ nzgo(s + nby) ] .

[o(s 4 b1]b1,by) O, S
O <{ gz 12 bz)}}t:)

on utilise ensuite et [1.3.5]

= exp (log [['a(s + by b1, ba)] — log [['2(s]b1, b2)])

Co(s + b1]by, ba) s .S
= exp |log (b3)C(0, —) — C'(0, —
il = exp log (b)G(0, ) = 0.0
F2(8+b1|b1,bg) 1 S S 1
= — — —)log (by) —logI'(—) + = log (27)].
T, (511, by) exp [( bQ) og (b2) — log (b2)+ 5 log (27)]
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2.3 Formules intégrales
(cf. [Shi77])

Proposition 2.3.1. Soit b = (by,by) une paire de nombres positifs. Il existe une
constante positive py(b) indépendante de z telle que :

1 et log t
log [T b b)| = —/ dt
Og[ 2(Z| )/102( )] 227_{_ c (1 . e_blt)(l _ e—bgt) t
(’Y_W> 2 2
B 2B B B
ST { 2(bl)b + 1(51) 1010 + Babs },

avec log ¢ réel sur le contour C (habituel cf chapitre 1,[1.1]), By, By les polynomes
de Bernoulli et Re(z)> 0.

Démonstration.
Il nous faut utiliser un lemme intermédiaire pour démontrer cette proposition.

Lemme 2.3.2.
['(2) 1 e logt 1
1 = 7/ —_— dt - —2).
gl ) = g JeT=e O =imz—2)

Démonstration. (lemme 2.3.2)

Des propriétés [[.3.3] et [1.3.5] on a :
I'(z) 1 e logt 1 e *t
1 :f/iidt—*/ /7*(115
og[\/2ﬂ} 2imJo (1—e7t) t 2 Jo (1—et) 227r 1 —et

Puis de la propriété |1.3.4(1) et de —y = {%F(l - 3)} _, on ale lemme.

¢
Notons J(z,b) toute la partie apres le signe « = » dans la proposition [2.3.1]
Alors :
J(z4+0b1,0) — J(2) =

2; /C i ei_t)z)_t — 1Ogt a1 2;123) {BQ(Z Zlbl)bf 2B, (20 Zlbl)Blblngngb%}

_2; /c (1— e—bi()_(zf— e—bat) loft a (72()_1;:) {BQ(bl)b2+2Bl(bl)Blblb2+Bng}

- 2; /c (e—eb(;t_) 1) 2L ar 2by by ){bz {BZ(Z :1191) Bz(bl)HZBlblb?[Bl(z Zlbl)

- B )} }
- 2@17r J. (e—eb(tht_) 0 105; s (72b1b2 sty i)
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(par définition des polynoémes de Bernoulli [1.2.16]:

1 1
Bi(z) =2z — =, Bs(z) = 22— 2+ —.)
2 6
Donc on a d’apres le lemme [2.3.2] :
1
J(z +b1,b) — J(2) = —log(['(z/b)) + log(v2m) + log bQ(5 — bi)
2

Donc on a :
J(z 4 b1,b) — J(2) =loga(z + by, b) — log'y(2, b).

Car d’apres la propriété 2.2.7, on a :
z 1 =z
log(Ty(2z + by |b)) = log(v27) + log(Ty(2]b)) — log(F(b—)) + log 62(5 — b—)
2 2
D’ou :
J(z + b1,b) — log(Ta(z + b1]b)) = J(2,b) — log(T'a(2]b))

et
J(z 4 by, b) —log(Ty(z + ba|b)) = J(z,b) — log(T'2(2|b)),

car J et log(I'y) sont des fonctions symétriques en by et b.

Montrons maintenant que pour tout b :

d

7 (J(2.0) — log(Ts(2]p))) = 0 (+).

Car alors :
J(2,5) — log(Ts (=)

est une constante indépendante de z, ne dépendant que de b, et donc :

log(I's(z[b) — J(2,b)) = log(p2(b)),
d’ou la proposition [2.3.1} ¢

Démonstration. (*)
J(z,b) —log(I'2(2]b))

est une fonction holomorphe sur la partie droite du plan, on peut la prolonger
analytiquement avec les périodes by et by. Donc :

d

- (J(2.0) — log(Iy(2]p))) = 0

pour by et by, la partie gauche de cette égalité dépendant contintiment de b; et bo,
on a

jz((](z, b) — log(r2(2|b))) =0,

pour tout b. ¢
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Donnons maintenant, pour terminer ce chapitre, une représentation intégrale
du log(T'y) sur [0,+oo[. Ce résultat trés important permettra d’expliquer toutes
les représentations intégrales de log(I'y(x)), de log(Sy(x)), et log(Ty(z)) dans les
chapitres 3 et 4.

Théoréme 2.3.3 (Représentation intégrale de logI's).

w[ e (Q/2 - s)
(1

B 26796_@/2—5

1y e " 9 1
lOgFQ(S’b,b )_/ _e_lm)(l_e_m/b) 9 T _E(l_Q /2)_?

0

ot @ =b+b" et Re(s) >0, Re(b) # 0.

Démonstration.
De la représentation intégrale de (y(s,t|by,be) sur le contour de Hankel, formule

2.2.4:

I'(1—t) (—w)t~te—sw
Gall b, bo) = =5 /C (1 1 = g v avee g (—w) | < m

et par définition de log T'y(s|b, b7 1), en différenciant par rapport a t et faisant
t =0, et sachant que l'on a :

—vz{iru—w} ,

t=0
et

on a :

e dz
— — — <.

log T (5[, b~) :/
C

On integre sur le contour de Hankel, on peut prendre pour (p,0+4) un contour
défini par :

D={pzt=o}J{t=-0e" -r<o<riJ{o<t<p}=D_UDsD,.

Ici, on a 0 < § < p, § est un nombre arbitraire, 'intégrale ne dépend pas de 0.
Sur D, : arg(—z) = —m, donc on a :

log (—2) = log|z| +iarg (—=z) = log|z| — im.

Sur Djs ( le cercle) : .
—z = e,
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Donec :
0 e 5% dZ
-1\ __ . o
log Ty (s|b,b77) = pﬂlogislﬂo/p (=) (1—c ) (v + log |2 — i) 5is
T YN A PR
og |z| + 1w
p—>olor7%—>0 E) (]_ — e_bz)(l — e_z/b> 7 g 2Z7TZ
sdet?
i [ € i0y 40
+(151—I>I(1) —n (1 — eb0e®) (1 — ede’?/b) (74 log 9¢™) 21
Soit : d
p e 5% Z
log Ty(slb,bY) = i / =
0og 2(3| ) ) p%cg%ao 5 (1 _e—bz)(l_e—z/b) P
5ei®
) 7? e’ . df
im ) (1 — ebe?)(1 — ede/b) (7 +logd +i0) 5
Appelons
I _/oo e ST dX
" ls (T—etr)(1— et )
et
- sdet? dé
2 . (1 _ Gbéelg)(l . 65619/b> (FY + 0g + ? ) 27T

§ett séet?

T es 46 - e a0
I :/ : : 1 — / : . 0) —.
2= ) A ey ey T8 o+ | ey ey () o

Or au voisinage de 0 :

€s5ei9 1

(1 — ebbe®) (1 — ebe’®/b) = 5262%&(2—5) 5€1i0+[22 (g—s)+§_é(Q2_1/2)]+o(5).

D’ou :

I, = (7+log5){§(§—s) +S22—(13<Q2—1/2ﬂ ~|—2§2+ <§—3>(15+0(5).

Or grice au lemme suivant (pour la preuve cf. [Bar99] p. 98-99) :

Lemme 2.3.4.

0o =T

(V—i-logé):—/d da + o(3).

X
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On a également :

et

Donc :

e [ o [ (8-

Mais on a :
Q@ Qs £ Q1 Q@ Qs 11 Q. (Q2-s
D2 T N T W 4 [ SO N S 7 S
4 2+2 6+12 12 2+2+12 12( 2)+ 2
Conclusion, on obtient le résultat voulu :
_ o s 2—5)% _ (Q)2—5) e®,  Q* 11dx
1 r b'b 1 :/ [ € _(Q/ T _ o 11—y — | =
ogTa(sb.07) = | [T ema == 2 ¢ T TR RA]
ot @ =b+b" et Re(s) >0, Re(b) # 0.
NB : on enleve a
6—83)
(1 — e t=)(1 —e—=/b)’
la quantité :
Q)2 —s)? _ (Q/2—s5) e* Q? 1
xX _ 1 v _
R T N s e S

permettant ainsi a 'intégrale de converger.



Chapitre 3

La fonction Gamma qg-analogue

3.1 Définition

Définition 3.1.1.

1—¢q 1

= =1 o "

o1, 4 +qg+...+q
o[n]g! = ]l
i=1
Définition 3.1.2. On suppose que 0 < g < 1:
(Q§Q)oo 1—
My(2) = (1— ).
! (475 0)oo

Le produit (a;q)s est défini par :

*(a;q)0 = ﬁ(l —aq"),

n=1

n—1

o(a;q), = 830 _ [1(1—ad).

(aq"; @)oo iy

Sig>1:
oy = 5 e yies ()
Fq( ) (qiz;qil)oo (q 1) q .
Pt L) =T,(c+ 1) =(1—q) ]I (11‘_‘1Z: )
k=1 q

Remarque 3.1.3.
Quand z = n + 1 est un entier naturel, la définition devient :

Ly(n+1) = [n],L

Ceci tend vers n! quand ¢ — 1.
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3.2 Propriétés

Théoréme 3.2.1 (g-binomial, cf.[Bai35], 4 p. 66).

o0

20500 (a25¢)w
;::oz (@00 (2:0)

Propriété 3.2.2.
lim T'y(z) =T'(2).

q—>17
Démonstration.
Donnons une preuve toute simple due a [And86] (pour une preuve plus précise
concernant le changement entre la limite et le produit, voir [Koo90]).

Ly(z+1) = H

ao (=g =)(1—gn)*

qlirfl* Fq(z—i—l) = loioll - :L_ . (n :L’ 1)2 _ z[z_l loi (14_;)_1(1_}_;)2] = zf‘(z) = P(Z—f—l).

(d’apres la formule d’Euler.) ¢
Propriété 3.2.3 (Equation fonctionnelle).

Ly(z +1) = [2],T4(2),

o :
1—-¢
1—gq’
Askey(cf.[Ask78]) a montré que cette fonction g-analogue satisfaisait au théoréeme
de Bohr-Morellup.

2]y =

Théoréme 3.2.4. [] existe une unique fonction déterminée par les trois conditions
sutvantes :

(1)

Fa(z + 1) = [2]o(2).
@
(ii1) ,

d
2 logT'y(z+1) > 0, pourz > 0.

De plus quand q tend vers 17,T'y(z) converge vers I'(z), uniformément en z.

Propriété 3.2.5 (Zéros de 1/T(2)).

© 1 _ qn—l—z
= (=g [
FQ(Z) n=0 L - anrl

Cette fonction a comme zéros :

z = —n +2mik/logq,

ou k et n sont des entiers naturels.
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Proposition 3.2.6 (Formule de duplication de Legendre g-analogue).
1

1 L
LATe(3) = (1 + 0P Ta(ITp(z + ).
Démonstration.
En effet partant de :
[ (z)qu(z + %)
Fq?(%)
et de
(a ) q>2n = (Cl, aq ; q2)n7
on a :
Lp2(2)lg2(z + %) (4, 4% 4% oo 2\1—2 (¢:0)0 2\ 1-2 1-2
= 1—q = (1—q ? = (14+q) T, (22).
FqQ(%) (¢, g2, qQ)OO( ) (¢%; C])oo( ) ( ) ¢(22)

¢

On a de fagon similaire :

Proposition 3.2.7 (Formule de multiplication de Gauss g-analogue).

) = [ T ()T (2 =)o T (2 4+

r |
()T - - -

)Fq"< )--'Fq"( )

1 2 n—1
n n

Définition 3.2.8 (Intégrale de Jackson).

[ )=~ q) Zf
Définition 3.2.9.

[ iwien=0-0 5 1

La fonction béta g-analogue est définie par :
Définition 3.2.10.
) = [ e D= g0 = (1 ) Yo e T,
(tq"; (@)oo
On a alors le théoreme suivant :
Théoréme 3.2.11.

[y(a)Ty(0)

B,(a,b) = T(ath)
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Démonstration.
On a par définition :

= na( my q)OO
n—O 0
Or, en utilisant les deux résultats suivants :
(@)
(45 9)0
q9;9)n = 7 7~
(:9) (")
on a :
B,(a,b) = (l—q Joo Z n q"®
oo n—o \4:4 n

Puis en utilisant le B.2.1] :

(ab; @)oo i (@5 @y

;s =5 (0;0n

Y

I (1= )45 900"’ @)oo

(@°5 @)oo (4”5 @)
Puis on fait apparaitre dans cette expression I'y(a), T'y(b),Iy(a + b) (ct3.1.2)), d’ot
le théoréme. ¢

B,(a,b) =

Askey(cf. [Ask78]) donne une formule analogue a la formule des compléments :

Proposition 3.2.12 (Formule des compléments).

(¢ Q)0o(—c'q50)0(1 — q) q"
Fa(@)Ty(l =) = (=% @)oo (=141 @)oo n;oolJrcq"‘

Démonstration.
Cette proposition est basée sur le résultat suivant (cf. [AATS] et cf.[Ism77]) :

i" (030 _ (073 @)oo(55 5 0)o0(d50)o0 (33 Dox
e (03 @)n (25 @)oo (2 5 @)oo (b @)oo (25 @)oo
Et sur : ( )
(@59«
(a5q)n = T
On a alors :

f (" @)oo _ (07 5 @)oo (L 3 Voo (@5 Voo @)oo
M (L) (@5 @)oo (25 )00 (7G5 @)oo (5 5 @)oo
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Alors, en posant : © = ¢%, a = —c,b = —cq®*? et en utilisant [3.2.1] on obtient :

2N (@@50k, aw] an . (05 Do (T T 0)00(05 @) 0 (67T 5 @)oo
Z <—Cq ) q - 1 /@
o LiZh (@5 0)k (=€ @)oo= @)oo (0% 5 9) 50 (67 5 @)
De plus :

(=0 Qoo 0 1 Q)oo(05 D)oo (17 1 Q)se  (—¢4™ ;@)oo (—¢1¢" ™5 @) 0aLg()T4(B)

(¢ Doo (=150 (0% 1) (075 0)00 (=1 D so(—¢71¢:Q)oc(1 — )Tg(a + 3)

Puis en posant a + =1, on a :

i" i(anrﬁ;CI)k(_cqn)k]qan: *f i(—cq")’“}q“”: i "
n=—oo - k=0 (q;q)k n=—oo - k=0 n:—oo1+cqn

D’ou la formule des compléments g-analogue. ¢






Deuxieme partie

Variantes de Double Gamma en
physique






Chapitre 4

La fonction ['y et double sinus 5},

Dans ce chapitre nous nous intéresserons a deux fonctions spéciales :
la fonction T’y et la fonction double sinus Sy(x). Elles nous permettront de mieux
comprendre la fonction T.

4.1 La fonction [,

A partir de la fonction double Gamma, on peut définir la fonction I'.

Définition 4.1.1 (cf.[Nak04], (A 55)).

B [o(x|b, b_l)
) = 570,51y

avec Q = b+ b et Re(z) > 0, Re(b) # 0.

D’apres la définition de I'y, nous pouvons déduire la propriété suivante :
Propriété 4.1.2 (Symétrie).
Lyp(z) =Ty p(x).
De la premiere formule vue au chapitre 2 : formule de la différence :
Do(x + s1]s1,52) V2T

Do(z|sy,s9) 35%_%1‘( . >’

s2

on en déduit immédiatement les deux formules suivantes :

Propriété 4.1.3 (Equations fonctionnelles).

J2mbbe-1/2

Fb(l‘ + b_l) = Mﬂ(x)

['(z/b)
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Analyticité :

De I’étude de la fonction double Gamma de Barnes, il est clair que la fonction I'y est
une fonction méromorphe de poles : x = —nb — mb~!, avecn, m, entiers naturels.

Théoréme 4.1.4 (Représentation intégrale de log I'y(z)).

log[y(x) = /0 (1—et)(1— e#/b) o 2 N t t’

et — o Qt/2 (Q/2—x)* , (Q/2— a:)] dt

avec Re(z) > 0, Re(b) # 0.

Démonstration.
Cft. (chapitre 2) on a vu que :
log To(ab,57") = [ Ll - T QBT gy
Donc, d’apres la définition de Iy, il est clair que nous avons :
log Ty(x) = log Ta(x, 0,07 ") —log T'y(Q/2,b,b7 1),
d’ou le résultat cherché. ¢

Il existe une autre fonction spéciale reliée a la fonction I'y, c’est la fonction double
sinus.
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4.2 La fonction double sinus
La fonction double sinus est reliée a la fonction I'y par :
Définition 4.2.1 (cf.[Nak04], (A 65)).
Ty (x)
Sp(r) = =————.
(@) [(Q — z)
On en déduit immédiatement la formule suivante :
Propriété 4.2.2 (Relation inverse).
Sb(l’)Sb(Q — 33‘) =1.
Propriété 4.2.3 (Equations fonctionnelles).
Sp(x+b) = 2sin(mbx)Sy(z), (4.1)
Sy(x +b71) = 2sin(rab )S,(z). (4.2)
Démonstration.
On a:
Sb(:c -+ b) — on Fb(x -+ b) Fb(b_l +b— 37)
Sb(SC) Fb<bfl — .Z') Fb(l')
B 27
~ T(bx)[(1 — bx)
= 2sin (wbx)( par la formule des compléments).
¢

Il est clair que la fonction double sinus est une fonction méromorphe.

Poles : z = —(nb+mb™'), n et m entiers naturels.

Zéros : x = Q + (nb+ mb~!'), n et m entiers naturels.

Résidus : res,—oSy(z) = i

Propriété 4.2.4 (Asymptotique).
Sp(z) = ei%””(“’"_Q),Im(a:) — +00

Donnons maintenant la représentation intégrale du log(Sy(z)).
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Théoréme 4.2.5 (Représentation intégrale de log(Sy(z))).

sinh (Q — 2x)t (2x — @)1 dt
1 / [ :
og(So(x T2 sinh bt smh (t/b) i t t

avec |Re(z) | < Re(Q).

Démonstration.
D’apres la définition de la fonction S, et de la représentation intégrale de la fonction
log(T'y) 4.1.4] on a :

log(Sy(2)) = log(I'y(x)) —log(I'(Q — x)), | Re(z) |[< Re(Q),
/OO [ et — e~ (@) (2z — Q)] dt
o L(

1 —e )1 —et/h) t t
B /00 { sinh (Q — 2x)t N (2x — Q)} dt
~ Jo Lsinh (bt) sinh (/b) t t’

et | Re(z) [< Re(Q). ¢



Chapitre 5

La fonction Upsilon

Nous allons voir dans ce chapitre la fonction upsilon et ses liens importants avec
les deux fonctions précédemment étudiées.

5.1 Définition et propriétés immeédiates
Définition 5.1.1 (cf.[Nak04], (A 58)).

1

Tl = F oG )

avec Q = b+ b1

Comme conséquence directe de la définition, et d’apres la propriété de symétrie
vue pour la fonction I'y (chapitre 4, [4.1.2) on a :

Proposition 5.1.2 (Symétries).

Ty(z) = T, (x), (5.1)
To(z) = To(Q — z), (5.2)
T,(Q/2) = L (5.3)

Proposition 5.1.3 (Equations fonctionnelles).

['(bx)
(1 —bx)
['(x/b)
(1 —xz/b)

Tb(l’ + b) blf?meb(x), (54)

Ty(z+ b be 1Ty (2). (5.5)
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Démonstration. (5-4)
Par définition et d’apres [4.1.3] équations fonctionnelles de I'y, chapitre 4, on a :

Ty(z +b) [y(@)T(Q — @)
Ty(x) Cy(z+b)(Q —x —b)
Ly(2)Ty(b+ 07" — )
Cy(z +b)p(b~! — )
(bbb ~2)=2
I(1— bx)bbz
F(bx)bl—be
T(1—ba)

De la méme fagon, on obtient la deuxieme formule (5-5). ¢

Les zéros de la fonction Y, sont importants pour les applications et se trouvent
par définition en les poles de la fonction Fb Nous avons vu, au chapitre 4, que les
poles de la fonction I'y sont © = —nb — 2, quand n et m sont des entiers positifs.
On a donc le résultat suivant :

Proposition 5.1.4 (Zéros de la fonction Ty(x)).

x:—nb—%etpourac:Q—i-nb—i-%.

Proposition 5.1.5 (Valeur limite de T, [FLO05]).

Tobliy
I'(y)

T (by) —

, pour b — 0.

Plus précisément, on a :

Proposition 5.1.6 (Développement asymptotique, cf. [Tho02]).

b—b202+(b2—1)0

(o)

= p2(2n+1) (2n+1)

_ 2
T(bo) = b1, exp {b 1 (0) + n; S

Pan+1(0) }

o =z/bfixé,
on(0) des polynomes de degré n+1, s’annulant en 0 et vérifiant la relation suivante :

Pn11(0) = Pn(0) — 20", ¢1(0) = o(1 — o).
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Nous arrivons a la représentation intégrale de log(Yy(z)) :

5.2 Représentation intégrale de log(T;(x))

Théoréme 5.2.1.

Q )2t sinh*(Q/2 — )3 ] iﬁ

log(T(z)) :/0 [(2 ~ sinh(bt/2) sinh(/2b)
avec 0 < Re(z) < Q.

Démonstration.
D’apres le chapitre 4, 4.1.4] on a la représentation intégrale de la fonction log(I,) :
Si0< Re(z) <@,

[ e~ — Q2 (Q/2—2)* , Q/2—=z7dt
log(Tu(a)) = | {a e 7 S B ) T
Donc, en utilisant la définition de la fonction Yy, on a :
log(Ty(x)) = —log(y(x)) — log(I'y(Q — )
e et o (QpouP |, (@2-n)d
__/0 [(1—ebt)(1—et/b) a 2 © - t ]t
o e (@)t _ o=Qt/2 Q)2 -2 , (—Q/2+=x)]dt
_/0 {(1—6“)(1—6'5/17) a 2 © - t } t
D’ou :
w0 [t _ o—(@-0)1 | 9,-G1/2 L dt
log(Ty(x)) = /0 { (1—eb)(1— e—t/b) +(Q/2 — 5’7)26 ] n
e - sinh*(Q/2 — x) 7 dt
B /0 {(2 —a) e = ht2) sinh(t/Qb)] a
¢

5.3 La fonction Dorn-Otto-
Zamolodchikov-Zamolodchikov (DOZZ)

Définition 5.3.1.

p22)(Q-T /o
TQT(QOQ)T(QOQ)T(QO@)
T(O[l =+ a9 + 3 — Q)T(Ozl + g — Oég)T(O!Q + 3 — Oél)T(O./g + oy — 042)7

Clay, ag, a3) = [mpy(b?)

X
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avec :

Remarque 5.3.2.
C(Oél, g, Oég) - C(Ofo-(l), a0(2)7 aa(3))7 (S E3'

Définition 5.3.3.

L(an, a9, 03) = [ —1 =1 7 (=b)
MR A A(=0) ) IS (200b + Kb2)y(2a2b + Kb2)y(2asb + Kb?)]

On rappelle la définition [1.2.10

. TI'(=)
Proposition 5.3.4.
Clay+b,as,a3) _ (=07 y Y(b(2a; + b)y(2bay )y (b + a3 — oy — b)
C(au, a2, a3) T y(b(ar +as +az — Q) v(blar + az — az))y(blan + az — az))

Démonstration.
On va utiliser les propriétés de la fonction Upsilon, plus particulierement I’équation
fonctionnelle B.1.3
On a:
Clon +b,as,a3)  [ruy(b?)p?—20")@-2aa)/o-1

Clay, as, a3) [7 1y (b2) b2~ 202) Q=22 ) /b

Y201 +20) Y (g + o + az3 — Q)Y (g + s — a3) V(s + az — a1) T(ag + a1 — an)
T(Qal)T(al —+ a9 + 3 — Q + b)T(Ozl + g — Q3 + b)T(OfQ + a3 — (Y] — b)T(O[g +a; —ag + b) ’
Or :

T(O&l +Oég +043 — Q+b) = v(b(oq —|—Oé2 —|—O./3 — Q))bl_Qb(a1+a2+a3_Q)T(OZ1 +OZ2 +OZ3 — Q)

T + g — as 4 b) = y(ag + ay — ag)b " 2lFez=es) (o) 4 ay — ay).
T(os + s — a; — b+ b) = y(ag + ag — ag — b)bi=Pleztes—a=by(q, 4 g — ).
T(as+ o — g+ b) = y(ag + ay — ag)b " 2estar—a2) (g, 4 oy — ay).
Y(0?) 7 = bty (=07).

1

= b+ -
Q@ +3

D’ou la proposition. ¢



5.3. LA FONCTION DORN-OTTO-
ZAMOLODCHIKOV-ZAMOLODCHIKOV (DOZZ)

Définition 5.3.5.

L(ay, a, a3) = —p ) 1= v (=38%)
n\Q1, g, O3 V(=02) | TIPZi [y (200b + kb2)y(2ab + kb2)y(2ash + kb?)]

On consideére que C(ay, ag, ag) dépend analytiquement de s, en posant :
s=(Q =Y a)/b.
Alors :
Proposition 5.3.6 (Résidus).

resye ar=—npC a1, ag, a3) = I (o, g, az).

Démonstration.
Posons :
Pla, an, a) = [y (B0 2@ 200/
% T()T(QOQ)T(QO(Q)T(QO@)
T(Oél + ay — ag)T(OéQ + a3 — al)T(Oég + a1 — ag).
Et :
Qlai, ag,03) = T(on + as + a3 — Q).
D’ou : P )
aq, g, O3
C == -
((]{1,042,053) Q(O{l,O{Q,OZg)
On a alors : P )
s=n
resy™ a,—(q-n)Clar, oz, ag) = e
ds |g—n
On a ,
P(s = n) = [mpuy(b*)p*2"]"
% ToT(zOél)T(20(2)T(2OC3)
T(Q — 2a3 — bn)Y(Q — 2a — bn)Y(Q — 207 — bn)’
On a:

Et pour tout : =1,2,3 :
T(Q —2a; —bn) = T(2a; + bn).

On utilise alors 1’équation fonctionnelle de la fonction T, n fois :

n—1
T(2a; + bn) = [ [v(20ub + kb?)|p—2bne—nt* (=D (94,

k=0
pour tout z = 1,2, 3.

De plus :
T(—bn + b) = y(—nb?)b! =Y (—np).
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Ainsi par récurrence sur n et en faisant le produit membre & membre, on a :

n—1

T(—b) _ H ’7(—jb2)bn+2b2(n_l)(n+2)/2T(—nb).

T(=b+b) = (=) T (D).
Donc : N
H ]b2 bn+n ”+1)b2T(—nb).

T(S) — H V(b(s _ jb))bn_2b8n+n(n+1)b2T(S . n[))

=1

On obtient ainsi :

—
resy; ai:(an)/bC(Oél? Qaz, (3) = (M)

’robfnfnb27n2b2 1
" i1 (2arh + k) (2asb + k7)1 (agh + k7))~ 926
De plus on a :
Ty . T(s) — 1(0) s
e .
d?iiS) 1M o( S X ST — e

D’apres les résultats ci-dessus :

T(S)b—n+2bsn—n(n+l)b2 T(O)bn+n(n+1)b2
H?:l v(b(s — jb)) H?:l y(—j5b%)

Y(=bn+s)—T(=bn) = ( . —

Donec :
Ty

dQ(s)
ds

_ bn-l—n(n-&—l)b2 ﬁ ’Y(—jb2).

j=1

S=n

Finalement :

res Clag, ag, a3) = T =1 7(=7%) :
> ai=(Q-n)/b e Y(=b2) | TIFZ5[v(200b + kb2)y(209b + kb2)y(2c3b + kb?)]

¢



Chapitre 6

Fonction de
Lukyanov-Zamolodchikov

Le but de ce chapitre est d’étudier quelques propriétés remarquables de la fonc-
tion de Lukyanov-Zamolodchikov.

6.1 Fonction de Lukyanov-Zamolodchikov

Définition 6.1.1 (cf. [FLZZ97], (3),(8),(9), (12)).

% (t sinh?(2abt)
1 b :/ dt _ 2 2 _—2t .
e log Gr(a;b) .7 { 2 sinh(b2t) sinh(t) cosh((1 + b2)t) +2a%e
eQ=b+b".

(1 + 2iP/b)[(1 + 2iPb)

oR(Q/2+iP) = F(1— 2P /b T (1~ 2iPh)

« amplitude de réfléxion ».

Remarque 6.1.2. log Gy (a;b) est bien définie au voisinage de I'infini pour tout
a € Retd>0, fixé.

Théoréme 6.1.3. La fonction G (a;b) satisfait auzr deux propriétés suivantes :

(1) Symétrie : Gr(a;b) = Gp(—a;b).

(17) Réfiéxion : Gr(a;b) = R(a)GL(Q — a; ).

Démonstration.

e Symétrie

La preuve est immédiate vu ’expression de Gp.
e Réfléxion

On a:
R(a) = (2a — Q)*7((2a — Q)/b)v((2a — Q)b).
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Calculons log(R(a)) :

log(R(a)) = 2log((2a — Q)) +log(7((2a — Q)/b)) + log(v((2a — Q)b)).

Puis calculons : f, :=log(GL(a;b)) —log(GL(Q — a;b)). (cf. en annexe les formules
trigonométriques usuelles [A.1])

_[edt sinh?(2abt) — sinh?(2(Q — a)bt)
Ja= /o t | 2sinh(b%t) sinh(¢) cosh((1 + b)t)

+2Q(2a — Q)QeZt}.

_[edt sinh(2(2a — Q)bt) sinh(2Qbt)
Ja _/0 t | 2sinh(b?¢)sinh(¢) cosh(Qbt)

+2Q(2a — Q)e_%}.

— on utilise sinh(2Qbt) = 2 sinh(Qbt) cosh(Qbt)

_[edt sinh(2(2a — Q)bt) sinh(Qbt)
fa - /0 t{ -

sinh(52t) sinh (?) 'FQQ(ZI_‘JW%}'

et sinh(2(2a — Q)bt)[sinh(b?t) cosh(t) + sinh(t) cosh(b*t)]
ﬂ_é t{_ sinh(b2t) sinh(¢) *

+2Q(2a — Q)eZt}.

(car Qbt = (b* + 1)t)

_[edt sinh(2(2a — Q)bt) cosh(t)
ﬁ‘A t{_ sinh ()

sinh(2(2a — Q)bt) cosh(b?t)
a sinh(bt)

+2Q(2a — Q)e_Zt}.
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+
t

—1 oo dt | sinh((1 — 2(Q — 2a)b)t)
> )

Ja=5 sinh(t)

_sinh((1 = 2(2a — Q)b)t)  sinh((1 —2(Q — 2a)3)b*)
sinh(?) sinh(b%t)

~sinh((1 —2(2a — Q)3)b*t)
sinh(b%t)

—4Q(2a — Q)e_%}.

< on échange 2t en t, 20t en t :

PR df{ sinh((1/2 — (Q — 2a)b)t)

2 Jo ¢ sinh(t/2)
_sinh((1/2 — (2a — Q)b)t) N sinh((1/2 — (Q — 2a)3)t) N
sinh(¢/2) sinh(¢/2)
~sinh((1/2 - (20— Q)})t)

Sinh(t/2) —4Q(2a - Q)e_t}'

On utilise : Kummer cf[1.2]

log(y(a)) = /OOO c)l:f{&nl;(lfllh/é/;)a)t) —(1- 2a)et}.

D’ou :

Jfa = 21og((2a — @)) +log(v(2a — Q/b)) + log(v((2a — Q)b)).

Donc, on trouve :

log(GL(a; b)) —log(GL(Q—a; b)) = 2log((2a—Q))+log(7((2a—Q)/b))+Hlog(v((2a—Q)b)).

log(R(a)) = 2log((2a — Q)) +log(7((2a — Q) /b)) + log(v((2a — Q)b)),

d’ou I’assertion. ¢
Remarque 6.1.4. Autre méthode utilisant la propriété de symétrie : ().

On est ramené a prouver que :

Grla;b) = Gr(—a;b) = R(—a)Gr(a+ Q;b) = R(a)GL(Q — a;b).

Calculons log G(a + Q;b) —log GL(a;b) a partir de sa définition.
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Notons que :

(a+Q)?—d>=Q(2a+ Q)= (2a+ Q)b+ (2a + Q) /b.

On a :
sinh®(2abt) — sinh*(2(Q + a)bt)  sinh(2Qbt) sinh?®(2(Q + a)bt)
~ 2sinh(b2t) sinh(¢) cosh((1 +02)t)  2sinh(b?t) sinh(t) cosh(Qbt)
_ sinh(Qbt) sinh®(2(Q + a)bt)
a sinh(b2t) sinh(¢)
_ sinh(2(2a + Q)bt) cosh(t)
- sinh(t) a
cosh(b*t) sinh(2(2a + Q)bt)
a sinh(b2t) '
D’ou :

log G (a-+Q:b) ~log Gy aib) = [~ 0 { _sinh(2(2a + Q)bt) cosh(t)

! sinh (1) +2<2“+Q)be%}+

+/Ooo dt{ B cosh(b?t) sinh(2(2a + Q)bt) +2(2a+ Q)b e Qt} = I1(a,b) + I5(a,b).

t sinh (b2t)
On a:
ha)= 0 dtt { sinh((1/2 + (Q + 2a)b)sti1£<:i/r;k)1((—1/2 +(Q+ 2a)b)t)+
+2(2a + Q)be—%}.
Donc

Li(a,b) = 1/2log(7((2a + Q)b+ 1)y((2a + Q)b)).

D’un autre coté :

Ir(a,b) = /OOO Cit{ _ cosh(?) Sin:ill(li(é;l +Q)t/b) 2(2a + Q)b te 2t/b2}

Ir(a,b) = Ii(a,1/b) +/ { (2a + Q)b e /Y —2(2a + Q)b e Qt}

Ly(a,b) = I (a,1/b) — 2(2a + Q)b ' log(1/b*) = I (a,1/b) + 4(2a + Q)b * log(b).

Il en découle :
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log G(a+@Q;b)—log GL(a;b) = ; log(v((2a+Q)b+1)y((2a+Q)b)y((2a+Q)b ' +1) x

xy((2a + Q)b Sty ),

Donc, on retrouve bien siir, le méme résultat :

fa = 2log((2a + Q)) + log(v((2a + Q) /b)) + log(7((2a + Q)b)).
log(R(a)) = 2log((2a + Q)) +log(v((2a + Q) /b)) + log(v((2a + Q)b)).

6.2 Valeur limite de la dérivée logarithmique

Proposition 6.2.1.
b2 d IOg GL(a‘/b7 b)

%I_I% 5 = 2log(y(a+ 1/2)) + 4alog(2).

Démonstration.
On a:

log G1.(a/b: b) /00 dt sinh”(2at) + 2(a/b)2e 2

0 a/b;b) = — - :

EHLA/ZON= )0 1) T 2sinh(6%) sinh(¢) cosh((1 + b2)7)

D’ou :

Jlog Gr(a/b;b) oo (t 4t sinh(2at) cosh(2at) Y

— / il QN — § + 4ab" ‘e )
da o t 2 sinh(b?t) sinh(t) cosh((1 + b?)t)
Donc :

, Jlog G(a/b;b) % dt sinh(4at) N
lim b* L= / o g
b1—>0b da o t sinh(2t) aac

Or, en utilisant :

log(y(a+1/2)) = /000 dt{m — 2aet}.

t

(cf. et
log(a) = /OO @(et —e ™).
o t
(HZ)
on obtient :
1 .
lim pr 2108 Gg(a/b’ Y _ 2log(1(a + 1/2)) + 4alog(2).
- a






Chapitre 7

Fonctions de Fateev liées aux
matrices de Cartan

Ce chapitre est une généralisation du chapitre 6 au cas des systemes de racines
finies ; le chapitre 6, quand a lui, correspondait a Aj.

7.1 Notations standards

Fixons les notations standards sur les systémes de racines, [Bou81].
Soit V' un espace vectoriel réel. On appelle systeme de racines réduit dans V' un
sous-ensemble R de V' qui possede les propriétés suivantes :
(i) R est fini, et engendre V.
(ii) pour tout « € R, il existe a¥ € V* tel que (o, ") = 2, et que I'application :

So ¥ — 1 — {10V

de V dans V transforme R en R.

(iii) Pour tout a € R, on a a”(R) C Z.

(iv)Si @ € R, on a 2a ¢ R.

Les éléments de R s’appellent les racines. La dimension de V' s’appelle le rang du
systeme de racines.

On dit que R est irréductible si R # () et si R n’est pas somme directe de deux
systemes de racines non vides.

Les systeémes de racines irréductibles sont précisés par une famille (indiquée par une
lettre de A & G) et le rang (indiqué par un indice).

Il existe quatre familles infinies (appelées les systémes de racines classiques) et cing
cas exceptionnels (les systémes de racines exceptionnelles) :

x A1 >1)«B(1>2)«Ci(l >3)*« Dyl > 4) %« E6 * ET x E8 x F'4 x G2x

Dans ce chapitre et dans ceux qui suivent, on considérera un systeme de racines fini
irréductible R C V.
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Munissons V' d’un produit scalaire (.,.) W-invariant, W étant le groupe de Weyl
de R; al’aide de ce produit, V sera identifié a son dual V*; en particulier, on peut
considérer les racines duales comme les éléments de V' :
a¥ =2a/{a,a), a € R.

Choisissons une base {a;, 1 <1 <[} de racines simples de R.

Soit A = ({4, aj)) la matrice de Cartan de R; suivant 'usage, on dira que R est
simplement lacé si A est symétrique.

Soit p la demi-somme des racines positives, on pose :

pvzizav

a>0

Soit € la plus longue racine :
!
0= Z n;o;.
i=1

On pose ny = 1.
Soit h = Zﬁzo n; le nombre de Coxeter de R.

7.2 Définitions

Considérons l'intégrale suivante : pour a € V,b € R, b > 0,

0

elogGp(a;b) = /oocit{(fe?tjtF(a,b; t)} (7.2.1)

ou :

ol (a,b;t) := {—sinh((1+b2)t) >

a>0

sinh(b(a, @)t) sinh((b{a — 2Q, &) + h(1 + b?))¢) }
sinh(b2t) sinh(¢) sinh((1 + b2)ht) ’

Q= (b+b"")p=qp,
et
o’ = (a,a).

Théoréme 7.2.1. L’intégrale (7.2.1) converge en t = 0.
Pour la preuve cf. O

Remarque 7.2.2. L’intégrale (7.2.1) converge en t = oo si a vérifie :
(a—Q,a;) <0,i=1,...1,

autrement dit, si a appartient a Cy, la chambre C' de Weyl translatée (voir ci-apres).

C={aecV:{a,a) <0,i=1,...1} CV.
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Donc la formule (7.2.1) définit la fonction Gp(a;b) pour b € C,.

Définition 7.2.3. Pour § € W,a € V, posons :
os(a) =Q+ 5(a— Q).
o =a—Q.
Définition 7.2.4.

oA(a) = [[ T'(1 — (@ a) /BT (1 — (@ a)b).

a>0

o) A

Définition 7.2.5. Pour tout s € W, définissons Gp(a; b) pour b € s(C,) par :

G0 = iy

Ceci définit Gr(a;b) pour a € V tels que (a — Q, ;) #0,i=1,...,1L.

GF(CL; b)

Remarque 7.2.6. La justification heuristique de cette définition est donnée dans
[7.4] ci-dessous.
Nous montrons 1a que si U'on définit Gp(a;b) par la formule (7.2.1), ot l'on oublie
la convergence des intégrales, alors :

Gr(s(a);b) _ Ala)

Grlaid) — Als(a)) (7.26)

De plus :
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est une fonction méromorphe en a € Ve =V ®g C.

En effet, la fonction Gr(a; b) doit pouvoir s’exprimer comme un produit des fonctions
double Gamma de Barnes, ce qui démontrera qu’elle est méromorphe. Cette question
importante ne sera pas discutée dans cette these.

7.3 Condition de convergence de (7.2.1) pour
t=20

Cette condition s’écrit :

Proposition 7.3.1.

> {a,a)({a — 2gp, a) + hq) = h{a,a),a € V.

a>0

Remarque 7.3.2.
Notons que les deux cotés de 1'égalité sont des fonctions polynomiales de degré 2,
sur V. On va donc utiliser le lemme suivant :

Lemme 7.3.3. Soit f(a) une fonction polynomiale sur V.
Alors f =0 ssi

f(0)=0
et pour tout i,1 <1< l,a eV :
Aif(a) == f(a+a;) — f(a) = 0.
Remarque 7.3.4. Ce lemme est ’analogue « discret » de :

of
&ici

si f(0,...,0)=0 et (x1,...,2) =0, pour i =1,...,1, alors f=0.0

Démonstration.
Donc, pour démontrer notre condition [7.3.1], il suffit de prouver que :

> {ay, a)((2a — 2gp, a) + hq) = 2h{a;,a),a € V.

a>0

Or, ceci revient a montrer que :

> (o a)((=2p,a) + ) = 0. (1)

a>0

et

> {ai, ) (ay, ) = h{ai, ). (2)

a>0
D’apres [CAS10], 4.4, on a pour tout i :

Z(ai’ a> <p’ a> =h

a>0



7.4. VERIFICATION FORMELLE DE |7.2.6| CAS A4,

69

Et, d’apres [Bou81], Ch. VI, 1.11, Proposition 29, on a :

<P, ai) =1L

Cela entraine donc l'identité (1). La deuxieme identité (2) se vérifie directement.
De plus, cette deuxieme égalité entraine pour x € V,y € V :

> (za){y, @) = h{z,y). (3)

a>0

Ce qui implique immédiatement la condition que 1’on voulait prouver :

> {a,a)({a — 2gp, a) + hg) = h{a,a),a € V.

a>0

Remarque 7.3.5.

Z(ai’ Oé> <p’ a> =h

a>0

en est un cas particulier (cf.[Bou81], Ch. VI, 1.12.)
De plus en dérivant deux fois de suite (3), on obtient :

> (z,a)a = hz,

a>0

puis :
> {a,a) = hn,oun = dimV.

a>0

7.4 Vérification formelle de [7.2.6] cas A,

Intéressons-nous tout d’abord au cas de A,.

7.4.1 Le cas A, :
(cf. Notations

h=3,n=6,n =ny=n3=1.
Base :
] = €1 — €9,09 = €9 — €3.

Racines positives :
€1 — €2, €1 — €3, €2 — €3.

La plus grande racine :
9261—63:Oél+062.

La demi-somme des racines positives :

2p = 261 — 263.
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Qz(b+1)p=qp'

b
bg = b* + 1.
Base duale :
a) = ay, ay = .
2/)v = €] — €3.
Symétries :
s(a) =2Q —a
$(a-Q)=Q—a
5(a) = s(a) - Q

si(a1) = (g — 1ay.
s1(ae) = (1 + q)ag + as.
sa(a1) = a1 + (1 + q)as.
So(ae) = (¢ — 1)as.
Pour le détail des calculs : voir en annexe [A.2l

Démonstration.

LES] (O{l) :
Calculons tout d’abord :

Ai-1 = log A(ar) — log(A(s1(an)).

Tenant compte des tables de calculs [A.2] on obtient :

A 1o [ PO+ (g =2)/0)T(L+ (g = 2)b)
1-1 g I(1—(g—2)/0)T'(1~(g—2)b) )

Ainsi :

log A(an) — Tog(A(s1(an)) = 2loa(q — 2) + los(+(1>2)) + los(+((q — 2)).

Puis calculons :

G-y = log(Gp(si(ar); b)) — log(Gr(ai;b)).

L oedt| 5o sinh(2(g — 1)bt) sinh((3q — 2)bt) — sinh(2bt) sinh((q + 2)bt)
G111 = /0 t{_31nh<<1+b )l sinh(b2¢) sinh (¢) sinh (3bqt) -+

+2q(q — 2)6_%}.

osi(an) :

Ay_5 :=log A(a) — log(A(s1(a)).
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On obtient :

Soit :

log A(as) — log(A(s1(a)) = 2log(q + 1) + log(v(q:l)) + log(v((g + 1)b)).

Puis calculons :

Gz 1= log(Gr(si1(az); b)) — log(Gr(az;D)).

% dt _ o, 1SInh((2¢ + 1)bt) sinh((3g + 1)bt) — sinh(bt) sinh((1 — ¢)bt)
Gr-2 = /0 t{—51nh((1+b )l sinh(b?t) sinh(t) sinh(3bgt) -+

+2q(q + 1)6_2t}.

ess(ar) :

Ay :=log A() — log(A(s2(an)).

on obtient :

Ay 1 = log (F(l + (¢ + 1)/ (1+ (g + 1)5))

L(1—(¢+1)/0)T(1—(¢g+1)b) |

log Ala) —log(A(ss(a)) = 2log(g + 1) +los(+(1F1)) +log(x((q + b))

Puis calculons :

G-1 = log(Gp(s2(ar); b)) — log(Gr(ar;b)).

_edt , o\ SINL((2¢ 4 1)bt) sinh((3¢g + 1)bt) — sinh(bt) sinh((1 — q)bt)
Go-1 = /0 t{_81nh<<1+b )l siuh(b2¢) sinh (£) sinh (3bqt) I+

+2q(q + 1)6_%}.

osy(a) :

Az_y :=log A(az) — log(A(s2(2)).
On obtient :

Ay —1o IF'(1+(g—2)/b)L'(1+ (g —2)b)
2-2 g I'(1—(¢—2)/b)I(1—(¢—2)b) )

log A(a) —log(A(sa(2)) = 2log(q — 2) + log(v(q;z)) +log(v((q — 2)b)).

Puis calculons :

G = log(Gp(s2(az); b)) — log(Gr(az;b)).
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_oedt] 5o sinh(2(g — 1)bt) sinh((3¢q — 2)bt) — sinh(2bt) sinh((q + 2)bt)
G2z = / {—51nh((1+b 2l sinh(b%t) sinh(t) sinh(3bgt) -+

+2q(q — 2)6_2t}.
Remarque 7.4.1.
A=Ay 5 et G = G,

Puis :

A=Ay et Gy = Gay.

Reprenons le calcul de :

et , o+ Sinh(2(q — 1)bt) sinh((3¢ — 2)bt) — sinh(2bt) sinh((¢ + 2)bt)
Gt = / {_Slnh<<1+b )l sinh(b?t) sinh(t) sinh(3bqt) -+

+2q(q — 2)6”}-

Calculons :

g / U nn((1+0%)t )[smh(Q(q — 1)bt) s%nh((?)q - 2)bt) - sinh(20t) sinh((g + 2)bt)]+
sinh(b?t) sinh(t) sinh(3bqt)
+2q(q — 2)€2t}.
En utilisant les formules de trigonométrie habituelles :

oo [sinh?((5q — 4)bt/2) — sinh?((q + 4)bt/2)]
5= / { —sinh((1+6%)1) sinh(b%t) sinh(t) sinh(3bgt)

+2q(q — 2)6_%}.

_[edt _ o« [sinh((2(qg — 2))bt) sinh(3qbt)]
5= /0 t{ — sinh((1+6%)1) sinh(b%t) sinh(t) sinh(3bgt)

+2q(q — 2)6”}-

o dt , [sinh(t) cosh(b?t) + cosh(t) sinh(b?t)]
5= /0 t{ — sinh((2(q = 2))bt) sinh(b?t) sinh(t)

+2q(q — 2)6_%}.
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(b*t) sinh(t)

B / dt{ _ [sinh(2(q — 2)bt) cosh(b?t)]  [sinh(2(g — 2)bt) cosh(t)]
sinh

+2q(q — 2)6_%}.

dt [sinh(t 4 2(¢ — 2)bt) + sinh(2(q — 2)bt — t)]
5= / { a 2 sinh(t) B

[sinh(b?t + 2(q — 2)bt) + sinh(2(g — 2)bt — b*¢)]
a 2 sinh (bt)

+2q(q — 2)6_%}.

dt [sinh((1 4 2(g — 2)b)t) + sinh((2(¢ — 2)b — 1)t)]
5= / { 2 sinh(¢)

_ [sinh((1 4+ 2(¢ — 2)/b)t) + sinh((2(g — 2)/b — 1)t)]
2sinh(¢)

+2q(q — 2)6%}.

On sépare en cinq intégrales.

-1 / dt{ sinh(( l;—ni((qw— 2)b)t) -9 2)b)ezt}+

2/ dt{ sinh ((2( gm—h?z)b —1)t)) +(2g—2)b— 1)6_2t}—|—

2/ dt{ sinh(( 1:151(1?)—2)/19)) (1—2(q—2)/b)6_2t}+

2/ dt{ sinh(( sth()t/)b_l)t)) —|—(2(q—2)/b—1)e2t}—

oo dt

2 t {(1 +2(q — 2)b)e " + (2(q — 2)b — 1)e 2+

+(1+2(g—2)/b)e* + (2(q —2)/b—1)e™? — 4q(q — 2)62t}.

La derniére intégrale se simplifie et vaut 0 car ¢ = b+ 1/b.
Maintenant on utilise Kummer pour les quatre premieres intégrales ;
on a alors :

! / dt{ sinh((1 4 2(q — 2)b)t) F(1—2(q— 2)[))@—%} = ;log(v(l +(q—2)b)),

sinh(?)
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avec —1 < (¢g—2)b<0.

1/0“’ dt{ _ sinh(2(g =20 = D1) | o, _ gy — 1)e2t} = ;log(v((q ~2)b)),

t sinh(t)

avec 0 < (¢ —2)b < 1.

L dt{ _ sinh((1 ;jfjt)— 2)/5)¢) +<1—2<q—2>/b>e-2f} = 2 log(1(1+(g~2)/b))

avec —1 < (¢g—2)/b<0.

L dt{ _snb(@a=2)/6 = 1) o, 9y 1>e-2t} = 2 Toa(((a — 2)/1).

sinh(t)
avec 0 < (¢ —2)/b < 1.

Alors, sachant que :

AUHa=28) = S ) = g2 D = — (a2 (a2,
et
(g —2)/)

Y1+ (¢ —2)/b) = —(q—2)*b? = —(q—2)*v"*y((q — 2)/b),

I'(1—(q—2)/b)
On obtient :
G111 = log(v((q — 2)b)) + log(v((q — 2)/b)) + 21og(q — 2).

On retrouve donc :

log A(a) — log(A(si(a1)) = 2log(q — 2) +log(+(1-2)) +log(v((q — 2)b)) = G-

b
En utilisant les mémes méthodes, on a :
o dt _ [sinh((2¢ + 1)bt) sinh((3¢q + 1)bt) — sinh(bt) sinh((1 — ¢)bt)]
Gra= [ —sinh((1+)t
ot { sinh((1+6%)¢) sinh(b?t) sinh(t) sinh(3bgt) i

+2q(q + 1)6_2t}.

,[odt , o, [sinh((2¢ + 1)bt) sinh((3g + 1)bt) — sinh(bt) sinh((1 — ¢)bt)]
5= /o t{_81nh((1+b ) sinh(b?t) sinh(t) sinh(3bgt) N

+2q(q + 1)6_2t}.
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alors :

,redt _ or . [sinh?((5q 4 2)bt /2) — sinh?((2 — q)bt /2)]
5= /0 t{ —sinh((1+6%)1) sinh(b%t) sinh(t) sinh(3bqt)

+2q(q + 1)6%}-

[sinh(3¢bt) sinh((2q + 2)bt)]
sinh(b%t) sinh(t) sinh(3bqt)

S = /OOO Cit{ — sinh((1 4 %))

+2q(q + 1)6_%}.

, o dt , [sinh(t) cosh(b?t) + sinh(b*t cosh(t)]
5= t{ ~ sinh(2(g + 1)bt) Sinh(b20) sinh (1)

+2q(q + 1)6_2t}.

Il suffit d’échanger dans les résultats ci-avant (¢ — 2) par (¢ + 1), on a alors :

G12 = log(v((g + 1)b)) +log(v((g +1)/b)) +2log(qg + 1) = A1 ».

7.4.2 Le cas A4

h=I1+1,n=1(41),n; =1, pour tout i, 1 <1i <.
Base :
QG = €1 — €3, Qg =€ — €3, ..., O] = € — €47.

Racines positives :
€ — €, 1<Z<]<l—|—1

La plus grande racine :
9:61—€l+12041+...+0q.
La demi-somme des racines positives :

20=leg+ (1 —2)ea+...+(2—-2i+De;+...— (I —2)e, — legyq.

1
QZ(bJFg)PZQP-
bg = b + 1.

Symétries :
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Sj(Oéi) :ocl—Q+(q— <CY¢,OCj>)Oéj, 1< < l, 1 g] < L
sjlou) = i + (g = ;@)

<IOJ aj) =1

Démonstration.
On rappelle que :
Ay = log A(a;) — log(A(s;()).

En remarquant que l'on a :

0 sit<j
<Oéi,Oéj>: —1 Slj:Z+1
2 si g =1.
Et :
q sit<j
q— (i, a))=4q+1 sij=i+1
q—2 sij=a1.
On obtient :
e pour ¢ < j :
q
Aij = 2log(q) + log(7(3)) + log(7((9)b)).
e Pour j=1+1:
qg+1
Aiir1 = 2log(q + 1) +log(v(=—)) +log(((¢ + 1)b)).

e Pour j =1 :

Avs = 210g(q — 2) + log(x(152)) + log(3((a — 20)).

On a d’autre part :
Gi—j :=10g(Gp(sj(i); b)) —log(Gr(ay;b)).

Et :

Gy = /OOO Cit{ —sinh((1+6%)t)S + ((s;(c), s5()) — <&i7%>)€_2t}-



7.4. VERIFICATION FORMELLE DE |7.2.6| CAS A4, 7

Avec :

5=y

a>0

[smh (sj(cv), a)t) sinh((b(s;(c;) — 2Q, a) + h(1 + b*))t)
sinh(b?t) sinh(t) sinh((1 + b2)ht)

sinh(b{c;, a)t) sinh((b{a; — 2Q, ) + h(1 + b?))t)
sinh(b%t) sinh(t) sinh((1 + b?)ht) '
D’apres les calculs précédents on est ramené a :

e pouri < j:

> dt ~ 2 2 —2t
Gi—; /0 ; { sinh((1 + b%)t)S + 2q°e

e Pour j =1+ 1:

Gioip1 = / { — sinh((1 + b%)t)S + 2q(q + 1)6_2t}.

e Pour j=1:

Gii= /OOO Cit{ — sinh((1 + b*)t)S + 2q(q — 2)5”}.

Reste donc a calculer S.
° i < j:
(si(a), a) = (o, @) + qloy, ).
<Sj(ai) - 2@,0() = <Sj(ai)7a> - Q<2p7 O[) = <ai7a> + (](O&j,&) - Q<2p7 Oé>.
(o —2Q, a) = (o, a) — q(2p, ).

Il nous faut donc trouver : {a;, ) et ¢(2p, a).
2 sin=i,m=1+1
1 sin=im>nm#i+loum=t+1,n<m,n#1

Q) =
(i @) —1 sin=i4+1,n<moum=1i,n<m

0 sinon.

Q<2p7 Oé> = ZQ(m - n)7n < m.

e pour 7 < j :

5=% sinh(gb({cj, a))t) sinh(2b({cv;, a))t — 2q(m — n)bt + hbgt + bg({cj, a))t)
B sinh(b%t) sinh(t) sinh((1 + b?)ht)

a>0
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sinh(2bgt) sinh(hbqt)
sinh(b%t) sinh(¢) sinh((1 + b2)ht) |

G-y = 2log(q) +1og(1(;)) + log(x((a)b)).

epour j=1+1:

(siv1(), @) = (@i, @) + (1 + )i, ).

(sit1(q) = 2Q, ) = (o, @) + (1 4 g)(iy1, @) — q(2p, ).

Donc :

sinh(b%t) sinh(¢) sinh((1 4 b?)ht)

a>0

S = Z [smh (b(1 + q) ({1, a))t) sinh(26({cv;, )t

2q(m — n)bt + hbgt + b(1 + q)({(cit1, a))t)
a sinh(b%t) sinh(¢) sinh((1 4 b?)ht)

B sinh(26(1 + ¢)t) sinh(hbgt)
| sinh(b2t) sinh(¢) sinh((1 + b2)ht) |’

On est alors ramené a :

G1-2 = log(v((g + 1)b)) +log(y((¢ + 1)/b)) + 2log(q + 1).

epour j==1:

(si(@i), ) = (g — 1){u, a)
(14 g){ai, @).

(si(a;) = 2Q, a) = (¢ — 1){ai, ) — q(2p, @).
Alors :

S=¥y sinh(b((cv, a))t — 2g(m — n)bt + hbgt) sinh(b(q — 2)({a;, ))t)
= sinh(b2t) sinh(¢) sinh(gbht) '

_ sinh(hbgt) sinh(2b(q — 2)t)

~ sinh(b2t) sinh(t) sinh(qbht)’

Donc, on est ramené alors au cas :

G1-1 = log(v((g — 2)b)) + log(v((g — 2)/b)) + 2log(q — 2).

Ainsi, la propriété est vérifiée. ¢
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7.5 Valeur limite de la dérivée logarithmique
Théoréme 7.5.1.

hmb28 log Gr(a/b;b) = = > alog(y({p — a,a)/h)) — 2alog(1/h) € V.

a>0

Démonstration.

On a:

sinh(b{a, a)t) sinh((b{a — 2Q, ) + h(1 + b?))t)

F(a,b,t) = —sinh((1 +b*)t) Y sinh(b2t) sinh(t) sinh((1 + b2)ht)

a>0

sinh({a, a)t) sinh(({a — 2(1 + b?)p, @) + h(1 + b*))t)

F(a/b,b,t) = —sinh((14b%)t) > sinh(b2t) sinh(t) sinh((1 + b2)ht)

Donc :
Fola0)i= J P FGa/b.bt) = =3 sinh({a, @)t) Slfzfl(}f?t; 2p, a) + h)t)
_ sinh({a — p, ) + h/2)t)? — sinh(((p, @) — h/2)t)?
- _C;J tsinh(t) :
On dérive :
0uFo(a,l) — — ZO 2acsinh((a — p, a) + h/SQiilt()h(;(;sh(((a —p,a) + h/2)t)
_ asinh(2({a — p,a) — h)t)
- az>0 sin(ht) '
D’ou :

g2 Y — 2t _
1171_I>I(‘1)b 0, log Gr(a/b;b) —/0 ; {Qae >

a>0

asinh(2({(a — p,a) — h)t)
sin(ht) )}

lim °9, log Gr(a/b;0) = — /0 ~ ‘f{ ~2ae Y asinh@((pSi—n?;)a)/ h — 1)t))}
= - Zoalog(’y(<p — a,a)/h)) — 2alog(1/h).

(en utilisant Kummer et Frullani |1.2.1)) ¢
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Chapitre 8

Formule de Fateev

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est double :
- d’une part de fournir une preuve du théoréme [8.2.2(V.Fateev [Fat02], (66)) pour
les systémes simplement lacés, ie du type A, D, E,
- d’autre part de fournir également une preuve du théoreme [8.4.1| pour les systémes
non simplement lacés, ie du type B, C, F, G, c¢f.|JABET00].
Fateev (cf.[Fat02]) ne donne pas de démonstration mathématique de son résultat,
son argument repose sur des considérations physiques.

Remarque 8.1.1.
Il semble intéressant de noter que cette démonstration n’utilise que I'identité clas-
sique satisfaite par la fonction Gamma [1.1.11] & savoir :

n—1
[I C(z +in) = (2r) "D 2n =412 (ng),
i=0

Notation 8.1.2. Les notations utilisées sont celles du chapitre 7, cf[7.1} On pose

également :

!
k(R) =k := Hn?i/%.
i=1

On utilise les notations et les formules du livre de « Bourbaki, Groupes et algebres
de Lie », cf.[Bou81] Chap. 4 a 6, ainsi que la liste des graphes cf. |10.1}

8.2 Formule de Fateev pour les systemes du type
A D E

Remarque 8.2.1. Considérons le [7.5.1] et plus particulierement l’expression sui-
vante :

— 3" alog(y({p — a,a) /h)) — 2alog(1/h),

a>0
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en faisant (a;|a),a = 0 et en prenant 1’exponentielle, on obtient :

(o, )"
a>0

qui est le premier membre de la formule de Fateev [8.2.2]

Théoréme 8.2.2 (Formule de Fateev). Supposons que R est du type A, D, E.
Alors pour tout i e N1 <i <1, ona :

(i)
I1 7(@},},;)) — n7'k(R)?.

a>0

On va vérifier la formule de Fateev cas par cas.

8.3 Démonstrations

8.3.1 Systeme du type A;,[ >1:

Notation 8.3.1. On posera pour toute la suite :

(R, i) =[] 7<<a};p>><ai’a>.

a>0

R=A;h=1+1,0=07+...+q;,donc k=1.

Base : a1 =€ — ey, 0 = €3 —€3,..., 1 = €, — €11.
Nombre de racines : n = [(l + 1).
Racines positives :

€ — € = Z Oék,(ng<j<l+1)
i<k<j

Somme des racines positives :
20 =1l +2(l — Do+ ... +i(l —i+ Doy + ... + loy.

Notation 8.3.2.

Oéij =€ — Ej.

Qp = € — €41



8.3. DEMONSTRATIONS

Démonstration.

eVoir en annexe [B.1.1] on trouve :

1\ [ 2 ! 1\ 1\
V(Al,ozl):V(H_l) V(Hl)"'7<l+1>7(l+1) V(Hl) )

En utilisant

l 1
puis de proche en proche
2 -1

on obtient :
V(A o) =1 =K.

eVoir en annexe [B.1.2| on trouve :

-1 2
1 2 1 2
7<‘4”&2)_7(l+1) 7(l+1>7<l+1) 7(L+1)‘”X
-1 -1 -1 -1
y i—2 I—1 1 2 i—3 [ —2
i Hﬁ_'”7l+1 7l+1 7l+—1 '”71+1 ”7l+1

En utilisant :

l 1
W) =)™

puis de proche en proche
2 -1

on obtient :

On obtient :

Ay ) = A;L,2 9 3 EAWIESENN
M=) e ) i e )

-1 -1 -1 -1 -1
W 2 j—i—1 l—i—1 AN
ix1) Nixr) oUTTTE N R NI+

1 -1 -1 -1 -1
i1 i—2 i—j 2 1 .
7l+1 7l+1 7 [+1 ””7l+1 7l+1
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(b)) (2 ()

En utilisant

[+1—14 7
7<H_71)_7(

puis de proche en proche on obtient :

V(A o) =1 = k2.

D’ou la formule [8.2.2] est vérifiée pour A;. ¢

8.3.2 Systeme du type D;, [ > 3 :

1=3
R=D;h=2l—2;0=0a1+ 20+ ...+ 20 9+ a1 + oy, donck = 221-2,

Base : ] = €] — €3,y = €3 — €3,...,0_1 = €_1 — €, = €_1 1+ €.
Nombre de racines : n = 2[(l — 1).
Racines positives :

€ — € = Z ag, (1<i<j<l),

i<k<j
€ +e = Z ay, (1<i<l),
i<k<l
Gre= > a+2 Y aptoat+o(l<i<i<l).
i<k<j j<k<l-1

Somme des racines positives :

I(1—1)
2

o
:2(l—1)a1+2(2l—3)a2+...~|—2<z’l—Z(H— >>ai—|—...+ (i1 + ).

2
Notation 8.3.3.

Oéij =€ — Ej, 6@' = €; -+ €j.
QG = € — €j41.
Démonstration.

eVoir en annexe [B.2.1] les racines positives o telles que (ajla;) #0:1 < i <.

De la, pour i <[ — 2,

J=t+2

ol z—j i—j-i—l L j—i. & j—i—1
Dy ay) = Ity
NDs ) JH -2 E n—z) 1 G=) HV( -2 ) *
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20—i—3—-1 4 1
< 11 ")
L, 20— 2 20— 2
Soit :
Formule 8.3.4.
AN—2—2 l—i-1_, 2—i—1
A -2 _, l—i i
o) g i)
e Voir en annexe [B.2.2], pour calculer (D;, oq—1) et v(Dy, ay).
1 2 [—1
1 2 1 [ [—1
D —1 —1 = 1.
V(D) = (GG —5) " g —5) (g (g =)
De plus
-3
U2 = 201 » ) sii=1oul—1 oul,
2 x2-1 =2 -1 sinon.

Reprenons la formule ci-dessus, pour tout i <[ — 2, alors :

F(2l72i72)r(2l7i71) F(ﬁ) F(ﬁ)

Y(Dy, i) = 21;2 211:2 271722' 2y
P(:25) Tl T TS

D’apres les formules de duplication pour la fonction I'[1.1.12}, on a alors :
P(lfz’ )F(2l i— 2)2 2i/(21-2) F( i ) F(Hifl) F(2i72)

D) = o BRI R B A
(g ()220 73 T () (5 T

F(lfifl) (21 i— 1)F(l )2(21 2—4i)/(20-2) F(ifl )F(l+if2)2(—2l+2z‘)/(2l—2)

’Y(Dz,Oéi) _ 20—2 3l 2 221 — 2:2 21:23 — .
PSS G T (FE) D05 T (352 2/@D)
D’ou :
=4 =2
”V(Dz,Oéi) = 221-2 = 211
e Cas ag, a1 :
1 l 2 [—1
D = (D}, o) = -t .
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Or :
-1

20 — 2
Et en utilisant 1a encore, les formules de duplication pour la fonction I'[1.1.12]:

Do)l (55T (53)
F(QZ—B)P( -2 )F( 2 )

201-2 20-2 201-2

( ) =1

YDy, q—q) =

D) () T (T (2 + )22/

Y(Dy, ou-q) = 22 =2 2, —.
LT (5T ()T (5 + 5)207240/2)
201-6 =3
’V(Dhalq) = 9221-2 = 211
D’ou la encore, [8.2.2] est vérifiée. ¢

Exemple 8.3.5. le cas de Dj (cf. annexe [B.2.3).

On obtient le tableau récapitulatif suivant :
(D3, 1) = 7(1/2) =1
(D3, a2) = | ¥(3/4)y(1/4) | =1
V(D3 a3) = | v(3/4)y(1/4) | =1

Exemple 8.3.6. le cas de Dy (cf. annexe [B.2.5)).
On obtient le tableau récapitulatif suivant :

YDy, an) = | v(2/3)y(1/6)y(1/3)~" =2l
v(Dy, ) = v(1/3)*y(1/6)* =27%8
(D4, 03) = [ y(1/3)712'3(1/3)%4(2/3) | =273
v(Dy, ) = v(1/3)%2'34(1/3) 2 =2/

Exemple 8.3.7. le cas de Dj; (cf. annexe [B.2.6]).
On obtient le tableau récapitulatif suivant :

(D5, 01) = | y(3/4)v(1/8)y(3/8)~" | =27
Y(Ds,c0) = | y(7/8)v(3/8)y(3/4)~" | =277
Y(Ds, a3) = | v(1/8)"'v(3/8)v(3/4)~" | =271/
Y(Ds,aq) = | y(1/8)v(5/8)y(1/4)~" | =22
1(Ds,a5) = | v(1/8)y(5/8)y(1/4)~" | =22

8.3.3 Systeme du type Ej :

R:E6;h:12;9:a1+2a2+2a3+3a4+2a5+a6.

Donc :
k — 21/431/8’ k2 — 21/231/4'
Base :
7
€1 + €3 €;
oy = 9 —Z 57042 = €] T€2,3 = €3 — €1,y = €3 — €2, X5 = €4 — €3, = €51 €4.
=2
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i n; k2
i=1| 212314
i=2| 271231
Nombre de racines : n =72, | i =3 | 271/231/4
i=4| 2123714
i=5 271231
i=6| 212314

Racines positives :
:|:€i+€j,<1 <’l<]<5),

1
2(68 — €7 —€g) + Z Ve, avecz i)pair).

Somme des racines positives :
p = €+ 2e3 + 3€4 + des + deg — der — 4deg.

Notation 8.3.8. 1
8= 5(58 — €7 — 66)-

(Blp) = 65 (Blar) = 3/4.

Démonstration.
e Cas i =1 (cf. annexe B.3.1)). On obtient :
1 8 3 1 2.1
E = ()Y (= (—=) " = A ()Y () (=)

I(55) I'(3) I55)
P(13) D(55) I(55)

1 12 12
Or d’apres la formule |1.1.11] du produit sur la fonction I'" avec n = 3 :

rY(E67 Oél) =

==

23 AT(T) = (TN (D).
Donc : ) 31/4F( 5 )
(B ) = [y

Et d’apres la formule [1.1.12 de duplication :

5 5,11
V672D (2) = D(—=)T(—
6 12

Et
29! 20(5) =T ()T ().

Donc :
2m31/40(2)

— 21/231/4
o TG0 () '

’Y(E67 Oél) =
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e Cas i = 2 (cf. annexe [B.3.2). On obtient :

1(Bs, ) = 551

or: 3 159

3 —rrre

25/%1/%(1) = F(i !
1

6
D)D) = 2.

2m3L/AT(

23720 (2) = DT,

Donc :

23147 (1) 2r3'AT (1) 2m3MAT(2)(5)

% = = % _ 9-1/251/4
P()D(5)  22/6712D(HN(F)  25/0m1/227D(3) ‘

7(E67 062) =

I'(

1)
e Cas i = 3 (cf. annexe [B.3.3)). On obtient :

> 1. 1

_ ) N (B — 9—1/231/4

e Cas i =4 (cf. annexe |B.3.4). On obtient :

(B, az) = (

1 1 1 5
E (V32 ()T 22
Or: 3 17 11
273 VAD(2) = D(S)D(—)(=).
7370 () = DL
10 5 11
21/671/21 D(=)0(=).
(12) (12) (12)
2 1 5
MBIPT(Z) =D(S)T().
RSB
Donc :
v(Eg, ag) = 21/23-3/4
e Cas i =5 (cf. annexe [B.3.5)). On obtient :
A (Eg, 5) = A2 1) () = (B, az) = 242311
6y X5 12 3 4 6y (X2 .
e Cas i = 6 (cf. annexe [B.3.6)). On obtient :
1 2, 1 1/291/4
Y(Es, ag) = 7(5)7(5)7(1) =(Es, 1) = 27/°37/7.

d’ot la formule [8.2.2] vérifiée pour Ej. ¢
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8.3.4 Systeme du type F;

R=FE;;h=18;0 = 2aq 4+ 209 + 33 + 4oy + 3as + 206 + .

Donc :
k — 21/631/641/9, k2 — 21/331/342/9 — 27/931/3.

Base :

€1 + €3 €;
oy = —Z o, Q2 = €1F€2, 03 = €2—€1, Qg = €3— €2, A5 = €4—€3, g = €5—€4, 7 = €6—€5.

2 = 2
i n; 'k?
7; — 1 2—2 931 3
i=2] 27933
- 97/93-2/3
Nombre de racines : n = 126, z — i 2_1131831 3

i=5|27/937%3
i=6] 27293173
i=7]27931/3

Racines positives :
ZEEZ'—{—E]‘,(]_ <Z<j<6) €g — €7,

€g — €7 + Z ” (avec Z i)impair).

Somme des racines positives :
p = €+ 2€3 + 3e4 + des + Heg — 17/2€7 + 17/ 2¢s.

Notation 8.3.9.
p= (68 - 67)
(Blp) = 17/2;(6|0z1) =1/2.

Démonstration.

e Cas i =1 (cf.annexe [B.4.1). On obtient :
6 8 10, 16

Y(Er,00) = 7(178)7(178)7(178)7(178)_17(E)7(E)_17(E)_17(T8)'
1(EBran) = 2550 ) M55

1, 1 5. 4 1

Y(E7, ) :7(5)7(?_17(178 3)
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Or, utilisant [1.1.11], on a :
Résultat 8.3.10.

2 8 14

R P T
12 4 1016
C(=2) = (27) 13Y6D (T (—)D(=).
3 1 7 13
[(=) = (27) '3 V3D () D ()T (=2).
(18) (2m)7°3 (18) (18) (18)
15 omytgap Syp 7
Et :[L112
Résultat 8.3.11. 9 . 10
[(=) = 7 V227897 (D (=).
(g =" (T (5R)
16y —1j29-10p 8 \p (L7
Pgg) =m 72 PTRt(gg):
A egerep 2t
Pigg) == "2 T ()T g):
14 7. 16
[(—=) = 7 Y2229 (D ().
(18) @ (18) (18)

Ainsi :
Y(Eq7,aq) = 31/3972/9,

e Cas i = 2 (cf.annexe [B.4.2). On obtient :

() ) M) A e (e,

On utilise [8.3.10| et, avec [1.1.12, on a :

Y(E7, ) = v(

Résultat 8.3.12.

N(o) = P2 T T ().
N(gg) = 72 D)D)
Do) = m 22D (55).
D(1y) = P22 T ().
M) = 722 T (N ()
M) =7 P2 P T()r().
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Ainsi :
Y(Er, az) = 272931 = 5(Er, an).

e Cas i = 3 (cf.annexe [B.4.3)). On obtient :

GGG ()™

Y(E7, a3) = ( 13

Or, d’apres les calculs précédents [8.3.10] et [8.3.12] :

15 5 11,17

27371/311(@) = F(T8>F(T8)F(T8>’

3 1. 7...13
o330 (=) = D(—=)[(—=)['(—=
3T (3g) = Tl T (g (g
1 1.5
2897120 (2) = D(—=)T(=).
m (9) (18) (9)
8 417
2D (2) = T(=)D(=).
m (9) (9) (18)

).

Ainsi :
V(Er, a5) = 2793723,

e Cas i = 4 (cf.annexe [B.4.4)). On obtient :

7 3 2 d

(55 ™ () G ()™

1B o) = 7<i)7(£)7(g)17(118)17(17@7(128)%158)1

Or, utilisant les deux premiers résultats et [8.3.12] on a :

Y(Er, aq) = 27110315,

Y(E7, aq) = (

e Cas i =5 (cf. annexe |B.4.5)). On obtient :

1B, 05) = A NGO (e (o

e Cas i = 6 (cf. annexe [B.4.6). On obtient :

) =(EBr,a3) = 27/93-2/3

13 2 6 3
E)V(E)V(E)V(E

e Cas i =7 (cf. annexe |B.4.7)).
En utilisant les deux premiers résultats de [8.3.10| et de [8.3.12] :

12 1 4

178)%178)7(178

Y(Er, ag) = 7( )7L = (Fr, o) = 2729313,

V(Er, a7) = ( )t =27/0318,

d’ott la formule [8.2.2] vérifiée pour le systeme E. ¢
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8.3.5 Systeme du type FEg

R = FEg;h=30;0 =2a; + 3ay + 4az + 6ay + bas + 4ag + 3ar + 2.

Donec :
L — 913/3031/551/12 1.2 _ 913/1592/551/6

Base :

€1t €3 i o - - -
oy = —2*7042—61—1-62,043—62—617044—63—627045—64—637

2

Qg = €5 — €4, Q7 = € — €5, g = €7 — €¢.

i n; 'k?
i =1 272 1532 551 6
i =2 213 153—3 551 6
i =3 2—17 1532 551 6
Nombre de racines : n = 240,| ¢ = 4 | 272/15373/551/6
i=5 213/1532/5575/6
i=6 2—17 1532 551 6
=17 213 153—3 551 6
i =28 272 1532 551 6

Racines positives :
iemte],(l <i1<j<8),

1 7
5(68 + Z(—l)” (avec Z i)pair).
i=1 i=1

Somme des racines positives :

p = € + 2€3 + 3€4 + 4es + Heg + ber + 23es.

Notation 8.3.13.

1
ﬁ = 568.
(Blp) = 23/2;(Blag) = 1/4.
Démonstration.
e Cas i =1 (cf. annexe . On obtient :
1 23 3 5 16 8 12 10

E (Y (22 (2N 2y (201 Oy ey Dy
v(Es, o) 7(30)7(30)7(30) 7(30) 7(30) 7(30)7(30)7(30)

Or utilisant [1.1.11} pour n = 5 et n = 3, on a les résultats suivants :
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Résultat 8.3.14.

o —or1/3 1 7 13 19 925
L(55) = 2m)75 / [ (35)T(55)T (5T (55)T (55
P(il))g) = (27T>_25—1/6F(320)F(;)F(;}lﬂj(?{;)r(;@)'
F(gg) = (27r)—251/GF(;)F(;g)F(;g)F(gf))r(;i)‘

D) = (2m) 25 T (L ()T (o (5 )

3 1,11, 21
(3()) (2m)7°3 (30) (30) (30)
2 12 22

Plgg) = (2m) 7' T ()N (55N (55):

Do) = (2m) 37 TN,

D)= (2m) 8 /PN OT ().

F(zlai) = (2m)7'3 1°F(;)F(£)F(§g).
M) = (2m) 3/ TG G
M) = (2m) 3 TG
Et avec [L1.12:
Résultat 8.3.16. ) I §
F(%) =7 /%2 P(%)p(%)‘
F(;o) = 15F<320>F<;g>.
() = 722 TN ().
I(gy) =72 PT(EHP ()
F@(Q)) = m AT §é>r<§)g>.
(g == P2 (T ().
() = 72 UT ().
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Et donc les résultats suivants :

Résultat 8.3.17.

r(L) 2 8 142 -
= ['(=)[(—= ) (=)D (=) (27) 2571/,
(%) o1z, 11 1T 2329
= (2m) 35T ()T (5 )T (oo )T (50).
I'(20) 13,..,23 19 29 ooy
=T )T (5T (5)T(5-)(2m) 72345,
r(L2) 4148 98
= D= )P (o) (=) (52) (2m) 72315,
On obtient :
1 23 14 8
E — 32/551/6 274 —4 2F =T 3F 3F ~ N3
(Ban) R EDINCURVE UV
«T 2 r 26 r 11 r 17 13 19 .29

(55T (G ()T G T (5 T ()T (55) %
T 4 28 7 16 22 _

%)F(%)F(%)_lr(%)_lr(%) L

puis on remplace, grace a[8.3.16| les expressions suivantes :

1 23 11 17 13 19 29 7
F(%)’ F(%)’ F(%)’ F(%)’ F(%)’ F(%)’ F(%)’ F(%)

On a alors :

2 4 14 1 22,2 2
(B, o) = 275320551/ > u ).

N—=)(=)'(=)'(=)'=)'(=
30) <30> (30> (30) (30) (30) (30)
Sachant que grace a :

F(lO)XF(ZO) — (2m) 2 8 r 14 r 20 r 26 r 4 10, ,,16, 22 _ 28

3077130 30" (30T (55 T (30 T ()T (5 T (35 T (3T (59T ()
On a que :
r(?i)r(?i))r(?i))r(;é)r(;f)r(gi)r(gg)p(gg) _ (27)*,
Dot :

7(E87O{1) — 2—2/1532/551/6‘
e Cas i = 2 (cf.annexe |B.5.2)). On obtient :

1By, 0) = 955115 G (G o) (50 %

X)) (50 ) o)

Or, réutilisant [8.3.15] et [8.3.14] on a :
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Résultat 8.3.18.

%> _ —2r1/6 4
= (2m) %"/ F(@)F(%) (%

)T

27 13,23 19 _ 29
= (=
3077 °307" ‘30

I'() F7F17F19 29

e N E N e

(35)
rie) 4 ?1)3)“8 28

307 '30
On obtient :

16, .22 _ 28
30

)

Et avec [R.3.16] : ) 6
F Y = —1/22—14/151-\ o 1—\ ).
(o) =n ()0)
14 29
1‘\ 7y = _1/22_1/15F - F ).
By =r (o)
D’ou :
’Y(Es, 062) — 213/153—3/551/6‘
e Cas i = 3 (cf. annexe [B.5.4). On obtient :

200 24 13 7 11 15
%)7(%)7(%)7(%)7(%)7(%

Or, avec [8.3.14) et [8.3.15| on a :
Résultat 8.3.19.

Y(Es, az) = ( )M (

I(
I(

OJ‘[O
oo
~—

= (2m) %5 T (PG G

OO‘H
(e} {en)
N—

=

N
S
SN—

(o)~ (270232/5“%)“%)”

glo

Ainsi :
W(Esa a3) = 3%/°51/6

8
30

16, .22 _ 28

)

2 4 14, 22

)T(Z5)(2m) 72317,
I'(=))~Y(2m)2373/5.

JT(5)) ! (2m)237 /5.

)~ (

L'(55)T'(
[(Z)T
Puis on remplace, grace a[8.3.16) les expressions suivantes :

23 11 17 13 19 7
I'=),I'(=),I'(=),I'(= —), I
D’ou :

PY(E87 ag) — 2717/1532/551/6'

30

).

22
30

)



98 CHAPITRE 8. FORMULE DE FATEEV

e Cas i =4 (cf. annexe [B.5.6). On obtient :

2 3 25, 11 20
E = (V)Y (=2 )y (=) Ty ()
24, 1 4.

Or, réutilisant [8.3.14] [8.3.15] [8.3.17 et [8.3.18], on obtient :
T(55) T (5)°T (50)°T (5
T (5T (% (2 )
Puis on remplace, grace a8.3.16] les expressions suivantes :
29 17 13 1
IN¢ ).

%)7 F(%)v F(%)v F(%

v(Es, ay) = 373/°5Y/6(2m)~

Ainsi :
2 4 8 14 16,22 26, 28

Y(Es. 1) = 3793510(2m) 122 (D ()T () (50 T () PG TGO

Ce qui donne :
’Y(Es, OZ4) — 2_2/1532/551/6(27T)_4(27T)4 — 2—2/1532/551/6‘

e Cas i =5 (cf. annexe . On obtient :

V(B a5) = 7(;)7(7 Yy

4 6.1 2.4 -1 —2
Or, utilisant les résultats cités précédemment [8.3.17] et [8.3.19] on obtient :
I'(50)T (50T (55)

I(5030) T (Go)T ()T (55)T (55) T ()T (3T (55)?

Puis on remplace, grace a[8.3.10] les expressions suivantes :

29 17 13 19 7 11 23

)M (
25

)M (
20

> i —)x
30 30 30

v(Es, a5) = 32/55_5/6(27r)4

D'ou :
7<E87 065) _ 32/55_5/624_47/157T47T_4 — 213/1532/55—5/6'

e Cas i = 6 (cf.annexe [B.5.10)). On obtient :

27, 20, 14, 13 6 9

v(Es, o) = 7(%)7(%)7(%)7(%)7(@)7(@)_17(%)_1%%)_1-

Or, utilisant les résultats cités précédemment [8.3.18| et [8.3.19] on obtient :
JD()T ()0 ()T ()2 (5T (M) ()0 ()

30 30 30

30)

1By, ag) = 350 (2m) NESEINEDE
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Puis on remplace, grace a[8.3.16]les expressions suivantes :

29 13 19 7 23

F(%% F(%% F(%% F(%% F(%)-

D’ou :

fy(ESyO[G) — 32/551/6<27T)_47T4243/15 — 2—17/1532/551/6 — 7(E87Oé3)-

e Cas i = 7 (cf.annexe [B.5.12)). On obtient :

9 19 4 ., 10, 14 ., 18 _; 27 4

V(EB,OW)IV(%)V(%)’V(%) 17(%) 17(%) 17(%) 17(%)

Or, utilisant [8.3.18], on obtient :

F(16)F(£)F(%)

E o 3 3/551/6
7( 870‘7) F(29)F(

Et sachant que :
2

30

28
30

F( ) —1/22 14/15F(

30>F<% ‘

14,29

307 (55

r
(30 30

) —1/22 1/15F( )

On a:
’Y(E87057) — 213/153—3/551/6 — ’}/(E87052>.

e Cas i = 8 (cf. annexe [B.5.13)). On obtient :

14 18 28
%)V(%)V(%

Or, avec [8.3.17] et [8.3.18] on obtient :

v(Es, ag) = 7( )M (

30

v(Es, ag) = 3%/°51/6(2m)~ )? (—é)F(

(3 3 ?T
F(%) (30)T(35)

I(—

30)’11(7

30)’11(7

30)’11(7

30)’11(7

30/t (50

307

Alors :
v(Eg, ag) = 27219325516 — ~(Eq ).

Ainsi la formule [8.2.2] est vérifiée pour le systéme Fy.
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8.4 Formule de Fateev pour les systemes B, C, I, G

Voici le deuxiéme théoréme de ce chapitre, cf. [ABET00].
Les notations utilisées sont celles du chapitre 7, cf[7.1]

Théoréme 8.4.1. pour tout i € N, 1 < i <[, on a :

vy ~(@ile) !
1 v((“',f )) = T ()

a>0

a>0

—(@'la)
Hv(%'f)) _MQ/ZH g (e

8.4.1 Systeme du type B, > 2 :

n:2l2;h:2l;9:—a0:€1+€2:Oél+2062—|—2@3+...+20q;
2p0=02l—1)eg+ (20l —=3)ea + ... + (2l — 20 + 1)¢; + 3,1 + €.
Base : pour tout 1 <7 <1 —1,

QO = € — €41 ,;,0] = €.

Racines positives :

6i71<i<l7
6 —¢€, 1 <i<j<l,
6+e€,1<i<y<lI
On a:
20@

Donc pour la base duale :

\ \ \Y
of =ay,...,0) =0 =20

Pour les racines positives duales :
€ =2¢,1<i<I
/A 79 ~ X Y
Vv
(Ei — Ej) = € — Ej, 1

<1<y
(€i+€j)v:€i+€j,1<i<j

D’ou :
:l€1—|—(l—1)€2++(l—2—|—1>€z—|—+26[,1+61
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Calcul des n; on a :

D’ou :

Donc pour la formule (F”) :

2/2H /a2/2)7 M = 20T 2 i< - 1L

\V2 57
n1a1/2H —nj /b _ 9911

\/ v 6—41

Pour la formule (F’) :

ny [[(nY) ™" =2"n ,2<i<i-1
j=0
! ! —21
n;/H(n —nj/h _ H n]/h_2 A
7=0 7=0

Démonstration.
Vérifions la formule (F’).

e Cas i =1 (cf. annexe[C.1.1]) On obtient :
I\—2 /-1 1\~
(3) K (7)27 () £

ALY T I e

J=3 J=3 J=3 2l

Ce qui donne :

[—1y ,1\-1 ,20—2 =1\ ,1\-1 Jd—1\-1 42
(GG D) = (G () =2

En effet, sachant que :

2 Iy 41y o, 22
() =T(g)r (5 )m /227

92 — 2 =1y 20—1\ .
F(Tz>zr( 9 >F( 9 ) EEEE
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Et :
4-91

(g ) () = e 2

e Cas i = [ (cf. annexe|C.1.2). On obtient :

TN Ko Y N I et Y S ST A
(@) T T

Ce qui donne :

Tv—2 27 ;1\ Jd41v-1 ,1~\- [—1y ,1.\- L aw
W(q) G G () () =G @) ) =2
(d’apres le cas i = 1.)

2 <i<!—1 (cf annexe|C.1.3).

On obtient :

it lace I—i Loy ! S i1
7( 22[ )27( 212)27(j) 2)1:1 7(]212) ljlz_,[ 7(] QZl )X

l o _ l e -1 . _
LT A D)

j=i+2 j=i+2 j=1

: -1 1

)g (W——Z”) li[ (M)

-1
XH’y(

j=1

Ce qui donne :
[ —1 l—t+1\-1 20 —2i\-1 20 —21+2 20— i+ 1\ - b\ — 2
7( 212>7< ;l ) 17( 91 Z) 17( 2; )7( QZZ ) 17(%) =21,

En effet, sachant que :

% — 9 =1y, 22
r( Zzz >:F(l2z )r( ;z Jr i

2 — 2i [ —in 20—y 2
I 2 Z):F( QZZ)F< 21 Z)” ER

F(Ql _22; + 2) _ F(l —2il+ 1>F(2l —23+ 1)7_‘__1/22%‘
2i—21

(5) = (g2

Donc (F’) est vérifiée pour le systeme du type B. ¢
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Démonstration.
Vérifions la deuxieme formule (F” ).

e Cas i =1 (cf. annexe [C.2.1]). On obtient :
N 20—1 \—1
V(m) 7(2(21_1)) x
! SRR _o9. ! S
ng(ézq) 1H7<§1—1)H7<ﬁ) I 1)
Ce qui donne :

2 1 -1 2041 -1 [ —1 Tv1l ] —1\-1 5-21
7(21_1>7<21_1> 7<2(2l—1)) :7(27[)7(27) 7(7) = 2211,

En effet, sachant que :

2 1 A+1 \ ., 52
F(ﬁ) - P(2z — 1)F(2(2l — 1)>7T Ve

20—3 A3 \ 22—\ 2
r( ) =1(; )r( ( ))7T /20570

<
Il
w
<.
Il
w
<
Il
W

20—1 (20— 1) 2 —1

e Cas i = [ (cf. annexe|C.2.2). On obtient :

1 _2l71 l—j 2lfl l—j‘l—l _9
7<2(25—1)) H7(2(2Z—1)> jl_h( 7o)

=1

Ce qui donne :

1 o2, 1 | -2 6
V(2(2l—1)) 27(2[—1)27(21—1) S=2m,

En effet, sachant que :

2—21

1 1 I\, 22
F(217—1> :F<4l—2)r(2l—1)ﬂ ot

20 — 2 M=3 \  l=1y =L
M=) :F(z(m— 1))F(21 — )2

1 2, 1 | 2 o
7(2(21 - 1)) 27(21 - 1)27(21 =) S= 2,

o Cas 2 <i<[—1 (cf annexe|C.2.3).
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On obtient :

20 — 20+ 1\-1 20 —2 —1 1\ 1 j—iy-1
d 2(25—1)) 7 2020 — 1) W5=1) j:H =) >

Ce qui donne :

X

2 — 2+ 1\-1 (20 —2—1\ (20 —2i—1\-1
(2(21—1)) (2(21—1))( 21— 1 )

N—2+1\ ,2—ir- -
< 2l—21 )7<21—i) 17(212—1) -
4

— 92211,

En effet, sachant que :

F(QZ — 2) _ F( 1—1 )F(2l + 21 — 3>7r_1/222i2_11—_12l'

20— 1 21/ \2021 1)
20 — 2 +1 o —in_ 20— 2+ 1\ _, 22
— ) =T r 129721-1 |
( 20 —1 ) (21—1) (2(25—1) )
2 — 2 — 1 20— 2 — 1\ 2l —i—1 _2i
Nn=———_~")=r r —1/2991-1
( 20— 1 ) =1 20 —1 )( 20 —1 )7
2 i 2+ 20 — 1 2i—21+1
r =T r —1/29731771
(ar=7) = Mg=)m( 221 — 1) )7
Donc (F”) est vérifiée pour le systeme du type B;. ¢

8.4.2 Systéme du type C;,l >3 :

n=202:h=20;0=—ay =2 =201 + 203 + 205+ ...+ 20qy_1 + qy.
2p=(20)e1 + (2l = 2)ea + ... + (21 — 2i + 2)¢; + 4ej—1 + 2¢;.
Base : pour tout 1 < <[ —1

O = € — €410 = 261.

Racines positives :

261,1<i<l,
6 —¢€, 1 <i<j<l,
€6 +e€, 1 <i<y<l
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. o
v:ai,lézél—l,alv:é.

n=21<1<l—1,ng=mn=1.

26;/=6z71<2<l,
(Ei—ﬁj)vzﬁi—ﬁj,ng jgl,
(6i+e) =e+e,1<i<j<l

D’ou :
20" =2l —Deg + (21l —3)ea + ...+ (2L = 2i+ D& + ... + €.

Calcul des n) :
On a

D’ou :

Donc pour la formule (F”) :

2/21‘[ 'a2/2)7" /" —2l+1 1<i<l—1.

\/ \ 1771
nlv(xl/ZH /a2/2)7 /M = 21,
Pour la formule (F’) :
!
n/ [I(n)) ™" =nf27 =1, 1<i<L
j=0

Démonstration.

Vérifions la formule (F’).
e Cas i =1 (cf. annexe [C.3.1]). On obtient :

() ) )
IO O T ) )

]:

w

.
Il
w

Ce qui donne :

(NG T =) () -2
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En effet, sachant que :

2—-21

2 1 [+1\ _ 221
P(g) =T(g)r (5 )m 2

2 2 2
(G (g) () =g =o'

e Cas i = [ (cf. annexe|C.3.2). On obtient :

T2 D=\ =42 -
(o) (G 5

j=1

Ce qui donne :

) GG () G =) ()

(d’apres le cas i = 1.)
e Cas 1 < i <[ (cf. annexe|C.3.3). On obtient :

20 — 2+ 1\—1 20 —2i—1y 1\~
() g hlg)

X H Py(jQ_li)_lj:H ’Y(j —;l_l) _1—[ 7<21—j2;z'—|—1)—1x

Ce qui donne :

")/(l _i>’}/<l _i>_1’y<2l — 27+ 1)—1’}/<2l — 27+ 1)7<2l — 24 — 1>—1X

21 1 \ 2 2 2l 2l
20— 241\ ,1\2  1y=2 ;iN-1 2 —i\-
(T Nl) 2 (5) G () =t

En effet, sachant que :

1) () =) ()

Donc (F’) est vérifiée pour le systeme du type C;. ¢
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Démonstration. Vérifions maintenant la formule (F”)

e Cas i = (cf. annexe |C.4.1]). On obtient :

Ce qui donne :

Car :

2 l A+1\ ., =2
F(m) :F(2l+2>r(21+2)7r Vi,

2 ! 42\ . -2
Mg3) = Dara) D grg) ™ 2.

e Cas 1 <i<[—1 (cf|C.4.2). On obtient :

20— 214+ 2\-1 2l — 24 l—1 -1 ) -1 2l —i+41\-1
oy ) Garn) Geen) Gary) " Geen) Gaen

Sachant que :

F(Qii 5) =I5 Z+ 2)F(l ;rz izi)“m?%ﬂ?z-

Cr ) =g e e

(rs) ~ Mgt e,
(o) =1 (g (et

On a alors :

A= 2+ -1 A= , [—i -1
gt 20+ 1) ) 7(2(z+1))7<2(z+1)) %

i N1 20— i1t —i 1
XV(Q(ZH)) 7 201+ 1) ) 7<2(l+1)) -

= 2U+1,

Donc (F”) est vérifiée pour le systeme du type C;.
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8.4.3 Systeme du type F} :

n=48;h=12;0 = —ag = €1 + €3 = 2071 + 3an + 4az + 20y ;
2p = 11e; + beg + 3e3 + €4.
Base :

. 1
Q; = €41 — €2, Porl <i < 2503 = €430y = 5(61 — €3 — €3 — €4).

Racines positives :

1
5(61 + €9 + €3 + 64).

On a
R =9, o = 204 :
(cvi|ov)
n=ng=2,ny=3,n3=4,ng= 1.
Base duale :

af =y, ay = qg, oy = 2a3, o = 2ay.
Racines positives duales :
e;/:2ei, 1 <1 <4,
(EiiEj)VZGiiEj, 1 <Z<]<4
1
5(61 — €9 — €3 — 64)v = (61 + €9 + €3 + 64).
D’ou :
p\/ = 861 + 362 + 263 + €4.

Calcul des n; :
On a
ny =mna;/2,0<i <.

D’ou :
ny =ny=2,ny =3, nj =ny =1.

Donc pour la formule (F”) :

nlal/QH /a2 /2)7m /M = 98/9371/3,

n2a2/2H /a2 /2)7mi /M = 971/932/3,
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n3a3/2H /a7 /2)” nj/hY — 9=1/93-1/3,

n, 064/2 H 2/2 \//h\/ — 2—10/93—1/3'

Pour la formule (F’) :

I
ny T (nY) /" = ny271/237V4 1 < < 4.

i J
3=0

Démonstration. Vérifions maintenant la formule (F’)

e Cas i =1 (cf. annexe[C.5.1)).
On obtient (en utilisant ’y(%) = 7(122)7 et ’y( ) fy( 2) 1) :

3 4\ -1 5.1
(5l ) =205 () =
= y(Bg, )"t = ny271/2371/4 = 91/23-1/4,

e Cas i = 2 (cf. annexe |C.5.2)).
On obtient (en utilisant 7(%) = 7(3 - et 'y(%) = 7(1—72)_1 et

(%) =+(2)): ;
W) () o) = () (D) () =

= (E6,0é4) = 2 1/233/4.

N—

e Cas i = 3 (cf. annexe [C.5.3).
On obtient (en utilisant 7(%) = 7(&)_1) :
IN-1 /3y-1 /5 - Iy-1 /1 5\ -
1(3) () () =96) ()
= '}/(E(;, 042)_1 = 21/23_1/4.

e Cas i =4 (cf. annexe
On obtient (en utilisant ’y( )

{ORE
() () =)

= ’Y(E(;,Oél) =2 1/23 1/4.

Donc la formule (F’) est vérifiée pour Fj. ¢
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Démonstration. Vérifions maintenant la formule (F”).

e Cas i =1 (cf. annexe [C.6.1]). On obtient :

3 4y-1 , T\-1 ,3\—-1
7(F4,@1):7<T8>7<§> V(E) ”y(§> .

Or, en utilisant [8.3.10] et [8.3.12 on a :

’7(F4, 041) = 3_1/328/9.
e Cas i = 2 (cf. annexe [C.6.2)).

On obtient :
3\-1 /2\-1 /5y\-— 1 7
1Ena2) =1(55) (5) () ()

De méme, en utilisant [8.3.10| et |8.3.12] :

Y(Fy, ap) = 2710375,

e Cas i = 3 (cf. annexe [C.6.3)).

On obtient :

WFuan =(g5) () () N C)

De méme, en utilisant [8.3.10[ et [8.3.12] :

’7(F4, 043) = 2_1/93_1/3.

e Cas i =4 (cf. annexe |C.6.4)).

On obtient :

e =(55) () () () ) R ) Gs)

De méme en utilisant [8.3.10 et [8.3.12 :
’Y(F4, 054) = 2_10/93_1/3.

Donc la formule (F”) est vérifiée pour Fj. ¢

8.4.4 Systéme du type G, :

n=12;h=6;0 = —ag = —€1 — €5 + 2e3 = 3aq + 205 ;
2p:2(—61 —262+3€3).
Base :
Q= €] — €9 ;09 = —2€1 + €5 + €3.



8.4. FORMULE DE FATEEV POUR LES SYSTEMES B,C, F,G

111

Racines positives :

Q1 Qo ; —€1 + €3; —€y + €361 — 269 + €3; —€1 — €9 + 2€3.

Base duale

Racines positives duales :

V RV

D’ou :

Vo
i -

Calcul des n

On a

D’ou :

Donc pour la formule (F”) :

Y =12, o) =

QCYZ'

(@las)

n1:3,n2:2,n0:1.

1

vV o Vo _
G =, Qg = §052.

1
gOéQ i —€1 +€3;—€2 + €3 g(el — 2¢5 + €3)

3

6pv = —261 — 862 + ].063.

Vo2
n; o

2
s vV
w2 T[S oo gy
Jj=0

Pour la formule (F’) :

—n;.//hv — 21/231/4‘

1
(—61 — €2 + 263).



112 CHAPITRE 8. FORMULE DE FATEEV

Démonstration. Vérifions maintenant la formule (F”)

e Cas i =1 (cf. annexe [C.7.1]).

On obtient :

e Cas i = 2 (cf. annexgC.7.2)). On obtient :

()5 (3) = (0w ey =2

Donc la formule (F’) est vérifiée pour le systeme Go. Ainsi la formule (F’) est vérifiée
pour les systemes du type B, C, F, G. ¢

Démonstration. Vérifions maintenant la formule (F”)

e Cas i =1 (cf. annexe [C.8.1]).

On obtient : 122 ,3 4 5\-1 /6
() (M Eh(E) ()™

En utilisant :

1 5 9
2m3AT () = F(E>F<E)F(ﬁ)’

puis :
10 5 11
MOl 2D () = T(—= ) (=
8 4 10
B2 =) = T(—=)T(—=
et 2 17
267120 ( =) = T(—=)T(—=

puis :

10
I'(—=)'(—=)=2
on a bien :

() 1 () (=

e Cas i = 2 (cf. annexe |C.8.2)).

On obtient :

1 3. 6 4\ - 1 3. 4\ -
15576 () (55) " =56 ()
En utilisant :
23 AT(F) = TN (0),
puis : 10 5 11

MOl 2D (=) = T(—= ) (=
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8 4 10
B2 =) = T(—=)T(—=
onas 1. ,3 41
_ S () T = 9l/231/4
7(12)7(12) 7(12)

Donc la formule (F”) est vérifiée pour le systéme Go. Ainsi la formule (F”) est vérifiée
pour les systemes du type B, C, F, G. ¢






Chapitre 9

Formule de Fateev g-analogue
pour les systemes A; et D

9.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous ferons le lien entre le chapitre sur la fonction Gamma
g-analogue (3| et le chapitre précédent [§ : Formule de Fateev. Nous donnerons une
formule g-analogue pour les systéemes A; et D.

Notation 9.1.1. Les notations utilisées sont celles du chapitre 7, cf[7.1] On pose
également :

!
k(R) =k = Hn?"/%.
i=1

Rappelons le résultat trouvé au chapitre précédent ;

Théoréme 9.1.2 (Formule de Fateev). Supposons que R soit du type A, D.
Alors pour chaque i € N1 <1 <1, ona:

<a170‘>
H 7(@};@) _ ni_le.

a>0

Donnons la définition de ’analogue de la fonction ~ :

Définition 9.1.3.

) [y(2)
Rappelons également :
1 —q" —1

Alors on a :
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Dy

Théoréme 9.1.4 (Formule de Fateev g-analogue pour A;, D;).
Pour chaque i e N;1 <1<, on a:

(viya)
IT 7 (<Q;Lp>) = [n; 'k,

a>0

Remarque 9.1.5.
[n;'k%, = 1 pour le systéme A; et [n; 'k?], = 2 pour le systéme D;.

9.2 Systeme A;,[>1
Rappelons le résultat trouvé au chapitre précédent :
V(AL o) =1=k1<i<Il+1.
Prouvons la proposition énoncée précédemment [9.1.4]

Démonstration. On vient de rappeler que :
v(A;, ;) = 1.

Or :
[, =1
Et avec la définition de 'analogue de la fonction v (cf[9.1.3)) on a trivialement :

[+1—14 B /N
H_il)—ﬂ’q( )

Ainsi la formule de Fateev g-analogue pour A;,l > 1, est trivialement vérifiée.

9.3 Systeme D;, [ >3

Au chapitre précédent :

N _ (@2/3v(A/6) _ s
Y(Dy, a1) T3 27,

Or:
21,2 = (1+¢)'/%

Alors, en utilisant la définition de I'analogue de la fonction y(cf}9.1.3)) :

Vq(2/3)742(1/6) 1/3
ez O

ﬁYq(D47 Ckl) =

¢
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Démonstration. En effet, d’apres la formule de duplication g-analogue [3.2.6] :
Lg(1/3)02(1/2) = T2(1/6)g2(2/3)(1 + q) 2.
L4(2/3)T2(1/2) = T2(1/3)g2(5/6)(1 +q) 7%,
On montre de méme que :

Yq(1/3)%742(1/3)
742(1/6)?

Yo(Das aa) = 74(Das, az3) = 74(Day, ).
—_ /74(3/4>’7q2(1/8) — (1 + q)1/2.

= (14972

Vq(D47 052) —

P = )
’yQ<D5va5) = 'Yq(D57a4> = 'Yq(D5,O./1) = (1 +q)1/2.
I 1C 1 I
ulD5:02) = g ety -~ LT

Ye(Ds, a3) = v,(Ds, ).

Cas général :

Vq(Dla az’) = '7q(

A2, . 1—i i
o) el ey

2
Yo(Diy ;) = (14 ¢q) =1, pour tout i <1 — 2.

1 l 2

-3
1
oo (g )y

l
l

Yo(Dry ) = 7g(Diy cu1) = 2 ( )t =(01+q)






Chapitre 10

Produits Gamma et vecteurs
propres des matrices de Cartan

Le but de ce chapitre est d’exprimer certains vecteurs propres de matrices de
Cartan en termes de produits de valeurs de la fonction I'.

Notation 10.0.1. Pour énoncer les théoreémes, on utilise les notations du chapitre
7 cf[7 1l

On utilise la liste ci-dessous des graphes de Dynkin complétés.

10.1 Liste des graphes de Dynkin complétés

Systeme de type A;,1 > 2

Systeme de type B;,[ > 2

Pour [ =2: o o (o

Qg 651

651

Pourl>23: e _ @ _..... — oo

Qo Qs a1 Qg
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Systeme de type (), [ > 2

*——9—o - 9—@—L29

Gy G Qg 1 O

Systeme de type D;,[ > 4

a1

87

Systeme de type Fjg

® ® ®
aq a3 Oy (€7 Og

%)

Systeme de type E-

@ @ -—I @ L @

(e%] Q3 Q4 (07 673 arr
Systeme de type Ejy

@

Qg

Systeme de type F}

*—o—o—r—o—o

(€3] (%) (6% Oy
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Systeme de type G,

e=—t—9—o

(651 (%)

10.2 Théoréeme pour les matrices de Cartan : cas
fini

On définit des nombres réels strictement positifs :

T(R,0q) = [T T, p”)/h)~t" e,

a>0

et un vecteur

I'(R) = (I'(R, ), ...,I'(R,a)) € R

D’autre part, la matrice A’ = I — A/2 est indécomposable avec des coefficients

positifs (c’est la matrice d’incidence du graphe de Dynkin de R cf. liste des graphes
10.1]).
D’apres le théoreme de Perron-Frobenius (JGan66],Ch. XIII, S 2), A" admet un
unique, a proportionnalité pres, vecteur propre vpp de coordonnées strictement po-
sitives et de valeur propre réelle A,,..(A") > 0. Celle-ci est strictement supérieure
aux valeurs absolues de toutes autres valeurs propres de A’. En effet, toutes les va-
leurs propres de A sont reélles et strictement positives, et vpp est un vecteur propre
de A de valeur propre minimale :

Amin(A) = 4sin®(7/2h),

ou h est le nombre de Coxeter de R.
On a:
Amaz(A") = (2 = Mpin(A)) /2 = cos(m/2h).

On appelle vpp le vecteur de Perron-Frobenius de A. Le théoreme suivant est le
résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 10.2.1. Pour chaque systéme de racines R fini irréductible de rang [
[(R) est le vecteur de Perron - Frobenius de la matrice de Cartan A de R.

Pour la preuve (qui est un calcul direct), voir et en annexe [D] pour le cas
Es.

10.3 Théoreme pour les matrices de Cartan af-
fines

Soit 6 = Zézl n;a; la plus longue racine.
On pose ng = 1, ag = —0, donc h = 3\, n,.
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On peut aussi définir les coordonnées de vpr comme les racines carrées de valeurs
propres de la matrice M avec :

l
ab a b
M :Z n;og oy,
i=0

cf.[Fre91] et cf. [FLO9I].
Ces nombres sont les masses des particules dans des modeles perturbés de la Théorie
Conforme de Champs, cf.[FZ90] et cf.[Zam&9].

Enoncgons une assertion semblable au théoréme ci-dessus pour des matrices de
Cartan affines. Soit A la matrice de Cartan (I + 1) x (I + 1) du systéme de racines
affine R, [Kac94], alors A admet, a proportionnalité pres, un seul vecteur propre de
valeur propre 0, et

§:= (ng,...,m) € R

est I'unique tel vecteur dont les coordonnées sont strictement positives et entieres.
Les nombres n;,0 < ¢ < [ coincident avec les marques de Kac du graphe de Dynkin
completé R (cf. graphes de Dynkin [10.1] [Kac94], 4.8, 4.9).

10.3.1 Systemes du type A, D, E :

On normalise le produit scalaire (.,.) de telle fagon que (6,6) = 2.
Supposons d’abord que R soit simplement lacé.
Posons

v(z) =T'(2)/T(1 - 2),
YR, o0) = T (e, py/h) o 0 <i <1,

/V(R) = (W(Ra Oéo), tet ,’Y(R, al)) S Rl+1'

L’énoncé suivant est équivalent a la formule de V.Fateev, [8.2.2]
On trouvera la preuve de ce théoreme au [10.5]

Théoréme 10.3.1 (pour les systémes du type A, D, E).
Y(R) = k(R)"/"s

ot

l
K(R) =[] np.
i=1

10.3.2 Théoreéme pour le cas général :

Soient n;,0 < i < [, les marques du graphe de Dynkin dual, obtenu en renversant
les arrétes du graphe initial ; on a n) = nz%, 1<i<l, nj=1
Soit A = hY(R) = X'_, n), le nombre de Coxeter dual, [Kac94], 6.1.
Posons :
6 = (ng,...,n)),
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C’est un vecteur propre, de valeur propre 0, de la matrice de Cartan généralisée AV
duale de A.
On définit :

Y(R, ;) = Hvap/h) faia”)

V(R) = (V(Rv 050)7 s 7’7(Ra al))'

L’énoncé suivant est équivalent a la formule de Fateev et coll.,][ABET00], (46). On
trouvera la preuve de ce théoreme au [10.5]

l —1/h
=0

10.4 Preuves : cas fini

Théoréme 10.3.2.

10.4.1 Liste des vecteurs de Perron-Frobenius pour les ma-
trices de Cartan finis

Pour les systémes simplement lacés, [KM90], [Pas87], [Fat94],[BCSI0] ; pour les
cas non-simplement lacés, voir [BCS90] ; dans cet article un procédé de pliure (« fol-
ding ») est décrit, il permet d’obtenir le vecteur PF (dit aussi « de masses ») des
systemes non-simplement lacés a partir des systemes simplement lacés convenables.

On utilise la notation suivante pour un vecteur de Perron-Frobenius d’un systeme
de racines R :

m(R) = (my,...,my).

On utilise la numérotation des sommets du graphe de Dynkin comme dans le livre
de Bourbaki [Bou81], cf.liste des graphes [10.1]

o A,
mg = sin(ra/(n+1)), 1 <a <n.
e B, :
me = 2sin(ma/2n), 1<a<n-—1, m, =1,

cf. Dn+1-

o, :

me = sin(ma/2n), 1 < a < n,

cf. Agnfl.

oD, :

me = 2sin(ra/(2n—2)), 1<a<n—2, my, 1 =m, = 1.
[ ] Eﬁ :

V3+1

V3L B4l ma—E
\/5 4 2

m1:m6:1, ms = mgs =
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° E7 :
my =1, mg = 2cos(m/18), my = 2cos(bm/18), my = 4 cos(m/18) cos(m/9),

mg = 4 cos(m/18) cos(5m/18), ms = 2 cos(w/9) cos(2m/9), ma = 2cos(mw/9).
o [ :

m(Es) = (2cos(n/5),4 cos(m/5) cos(7m/30), 4 cos(n/5) cos(m/30),

8 cos?(m/5) cos(27/15), 8 cos®(m/5) cos(7m/30), 4 cos(7/5) cos(27/15), 2 cos(/30), 1).
o Fy:

3+1
mlz\/ia m2:\/§+17 m3:\/:/—ga m4:17
Cf.Eﬁ.
.Ggl
m1:1, m2:\/§a
Cf.D4.

10.4.2 Calculs des vecteurs I'(R)

Rappelons les identités classiques satisfaites par la fonction I'(z) (cf. chapitre

g )
Mx)(1—2)= Sn(nz)’ (C)
(formule des compléments) ;
n—1
[ D+ i/n) = (2m)"~1/ 204120 (). (1)
i=0

On aura besoin de trois cas n = 2,3,5 de cette formule; voici les cas n = 2 et 3
explicitement :
D(z)T(z 4 1/2) = 71/?27 2411 (2z). (D)

(formule de duplication de Legendre) et

T(2)T(x + 1/3)0(z 4 2/3) = 273737 T1/20(31). (T)

On a

_ ['(x) _ sin(7x) 9

V() Ti—1) — (@)%,

donc .

P(z)” = sin(mx) (z)
On pose

s(z) == T
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Par exemple s(1/2) = 1/m.
s(R, ;) == [] s({e, p)/)~ (@)
a>0
d’ou
(R, ;)? = s(R, a;)y(R, o).
e Systéme de racines A,
h=n+1.

Pour 1 <a<n:

sin(mwa/(n + 1))

P(An, aa) = {T(a/(n+ 1))I((n+1-a)/(n+ 1))} =

Donc
['(A,) =7 Y(sin(r/(n +1)),...,sin(7n/(n + 1)) = 7 'm(4,).

e Systeme de racines B,, n > 2:
h = 2r.

Pour1<a<n-—1:

I'((n—a)/2n)0((2n — 2a 4+ 2)/2n)
C(a/2n)[((2n — 2a)/2r)T((n —a+1)/2n)[((2n —a + 1)/2n)
sin(7/2n)

2-Ung

[(B,, o) =

(on utilise (D) avec z = (n —a)/2n et . = (n —a+1)/2n).
T(B,,a,) = T'(1/2n)7'T(2/20)0(n/2n) T ((n + 1) /2n) " = 27 (0= D/np=1,
Il s’en suit :

['(B,) = 2Y"7 L (sin(7/2n), ...,sin((n — 1)7/2n),1/2) = 2Y"7~Lm(B,).

e Systéme de racines C,, n > 2

h = 2n.
Pour 1 <a<n-—1:
' 2
F(Cnu Oéa) = F(a/Zn)”F((Qn — a)/2n)71 — w7
T
d’ou

[(C,) = m *(sin(r/2n), ..., sin(rn/2n)) = 7~ 'm(C,).
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e Systéme de racines D,, n > 2

h=2n—2.
Pour1<a<n-2:

['(Dp,aq) =T((n—a—1)/(2n — 2))['((2n — 2a)/(2n — 2)) X
xI'(2n—2a—2)/(2n—2))I'((2n—a—1)/2n—2))T'(n—a)/(2n—2))T'(a/(2n—2)) =
= 2V Dr=Lgin(n/(2n —2)) (1 < a < n—2).

Et :

D(Dp,an—1) = T(Dy,an)
= T(1/(2n = 2))7'T(2/(2n = 2))0((n — 1)/(2n = 2))"'T(n/(2n - 2)) ™"

27n/(n71)7_‘_71'

D’ou :
I'(D,) = 2" Yr=tm(D,).

e Systeme de racines Fjg
h =12.
Remarque 10.4.1. Le graphe de Dynkin admet un automorphisme ¢ d’ordre 2,

o(ag) = ag, o(az) = as, o(o;) = a; pour i = 2, 4.
Il s’en suit que f(FEg, ;) = f(Eg,0(a)) pour f =T, ou s.

On va utiliser les formules élémentaires suivantes :

sin(r/12) = sin(7/3 — 7 /4) = \/32_ L. \f (1)
sin(5m/12) = sin(77/12) = sin(w/3 + 7 /4) = \/§2+ L \gﬁ (2)
s(1/4) = V2m, s(1/3) = 5(2/3) = 21/V/3. (3)
s5(1/12)/5(5/12) = (V3 +1)/(V3 — 1) = (V3 +1)?/2. (4)
En plus, on utilisera le calcul du vecteur v(Fjg), cf. chapitre [8.3.3]
On a: (3/12)
v ~1/29-1/4
(B, 00) = 1(Boy 06) = oy = 27787,
et
s(1/4) (V3-1DV3

s o) = slBo,00) = Sy i)s2/3) — oo
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Il s’en suit :

_ _ F(3/12) __o—5/4__—1 1/8 1/4
F(Bs, a1) = D(Es, @) = [ mioyr( /1oy r(s/12) 2 Mt VB - D

_ _ I'(6/12)
L(Eo, a5) = T(Bo, ) = ['(4/12)T(5/12)['(9/12)°
_ s, VBB
(B 0a) = s(Bov o) = S o " B

V(Ee, as) = 7(Eg, as) = {7(4/12)7(5/12)7(9/12)} ™+ = 22374,
s(Fg, 1) /5(Eg, as) = s(1/2)72s(1/4)%s(5/12) /s(1/12) = 22(v/3 4+ 1)72.

F(E6,(I1)/F(E6,0./3) = \/g\/—_?-l

1 T(2/12)(10/12) '(3/12)

I'(Eg, az) = [(6/12) T(1/12)0(11/12) T(4/12)0(5/12)°

_ 7(3/12) _ _ ol/2q-1/4
V(Es, az) = (4/12)7(5/12) V(Es, az) = 2 /2371,
T(2/12)T(10/12)T(3/12)T(9/12) 2
F(Es, a2)/T(Es, 03) = =@ Mo morai12) .~ V341

['(Eg,a4) = [(1/12)0(2/12) 7' T(10/12)'T(3/12) 7>T'(9/12)T(4/12) x
['(5/12)1(7/12)7'T'(6/12) .
s(Es, aq) = 5(1/12)s(1/6)"%s(1/4) 7" s(1/3)s(1/2) 7" = {V3(V3 = 1)}".
s(Es, ay)/5(Es, as) = 2%/3.
Y(Bo, aa) = 7(1/12)7(3/12) 7 4(4/12) = 271/23%4,
Y(Es, ) /v(Es, a3) = 3/2.
T'(Es, ay) /T (Eg, as) = 212,
Il s’en suit :

[(Eg) = T(Eg, 1) - (1,V2, (V3 +1)/vV2,V3+1,(vV3+1)/v2,1)

['(Eg) = 27%43Y8(v/3 — )Y4rtm(Ey).
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e Systeme de racines F;

h =18.
En utilisant (D) et (T), on arrive aux valeurs suivantes de I'( E7, o) :

D(Er, ) = I'(3/18)1'(5/18)I"(16/18) _ sin(r/9) sin(27/9)
T T P/18)T(6/18)T(8/18)T(10/18)0(17/18)  2-10/931/65
I'(2/18)['(3/18)I'(10/18) _ sin(27/9)

(1/18)T'(5/18)T'(6/18)I'(7/18)T'(14/18) ~ 2-1/931/67°
I'(8/18)['(15/18)
(5/18)I'(9/18)T'(11/18)T'(16/18)

F(E7, 062) = T

[ (Er,a3) = — 2789313 /.

T(1/18)T(5/18)0(9/18)0(14/18)
T(2/18)0(3/18)T(7/18)1(8/18)T(12/18)I(15/18)
sin(27/9) sin(4m/9)

9-10/931/6,

F(E7, Oé4) =

(2/18)0(6/18)T'(7/18)1'(12/18)
T(3/18)0(4/18)T(5/18)0(9/18)T(10,/18)I(14/18)
sin(27/9) sin(57/18)

9-10/931/6,¢ :

F(E77055> =

['(3/18) _ sin(7/9) sin(4r/9)

~ T(2/18)1'(6/18)I'(13/18) 2-10/931/67

B I'(4/18) _ sin(7/9)
F(Bra7) = T(1/18)0(9/18)T(12/18)  2-1/931/67"

F(E7, 046)

Il s’en suit :
[(E;) = 22375771 (2sin(7/9) sin(27/9), sin(27/9), v/3/2, 2sin (27 /9) sin (47 /9),

2sin(27/9) sin(57/18), 2 sin(7/9) sin(47/9), sin(7/9)).

En utilisant (M) avec n =1/9, on a :

sin(7/9) sin(27/9) sin(47/9) = \ég, (%)

Il s’en suit que :
T(E;) = 2237 Y8 sin(7/9)7~ 'm(Ex).
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e Systeme de racines Fx
h =30

Le cas Fjy est plus long; pour la preuve de :
F(Eg) = F(Es, Ojg)m(Eg).
cf. annexe [Dl

e Systeme de racines F}

h=12.
. 1 T(2/12)0(10/12) I'(3/12)
(Fien) = I(6/12) T(1/12)I(11/12) T(4/12)(5/12)
['(Eg, ag)
2—1/431/87T—1(\/§+ 1)—1/2
. B 1 I'(1/12)0(4/12)T(5/12)1(9/12)
(Fya2) = I'(6/12)[(2/12)T(10/12) '(3/12)2I(7/12)
= F(EG,CY4)
_ 2—3/431/87T—1(\/§+1>1/2
D(Fy, o) = F(4/12)11:§§ﬁ§;1“(9/12) = T(Eg, a3) = D(Eg, a) = 27438 771(v/341)1/2,
P(Fy. 00 I'(3/12) — [(Es,cn) = T'(Es, o) = 2—5/431/87T—1(\/§_1)1/2'

)= I'(1/12)['(6/12)(8/12)

dou
D(Fy) = T(Fy, o) (V2,V34 1, (V3+1)/v2,1) = 27438271 (/3 — 1) 2m(F)).

e Systéme de racines G5
h=6
I'(1/3)
(1/6)I'(1/2)I'(2/3)
En utilisant la formule de duplication (cf. chapitre|1.1.11]) :

= 272/37'('71 = F(D4, Oél).

F(GQ, Oél> = F

[(1/3) = 27237 121(1/6)T(2/3).

Ensuite, en employant la formule des compléments pour x = 1/6 et 1/3 (cf. chapitre

T110).
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I'(1/6)r'(2/3)
['(1/3)%0'(5/6)

_ V3 [r(1/6)r(2/3)]2
472 I'(1/3)

V3

22/37
= F(D4,Oé2)

F(Gg, Oég) =

Il s’en suit :
T(Gy) = 2723771(1,V3) = 272277 Im(Gy).

10.5 Preuves : cas affine

On utilise toujours les mémes notations [7.1]
Supposons d’abord que R soit simplément lacé.

Théoréme 10.5.1 (rappel chapitre [§). Pour 1 <i <1, ona :
Y(R, ;) = k(R)’l/hni.
Prouvons le théoréme [10.3.11

Démonstration. Ici nous supposons donc [10.5.1| connue. Puisque :

l
Qp = — Z Qs
=1
on a ; }
V(R a0) = [T (R, i)™ = k(R)Za™ /M [ n; ™ = k(R)™/",
=1 =1

puisque >\ n; = h — 1. 11 s’en suit que
Y(R) = k(R)™"4,

ce qui démontre le théoreme [10.3.1} Réciproquement, la valeur du facteur k(R)_l/ h
est uniquement définie si on veut que (R) soit proportionel a 4. ¢

Prouvons le théoréme [10.3.21

Démonstration. Pour le cas général (pas forcement simplement lacé), posons :

!
k(R) =] n/™.
i=1
La formule de C.Ahn, P.Baseilhac, V.A.Fateev, C.Kim et C.Rim dit :
Théoréme 10.5.2 (JABFT00]). Pour1<i<I, ona :
(R, ;) = k(R)™"nY.

En supposant [10.5.2| connue, le méme argument que ci-dessus implique le théo-
reme [10.3.2] ¢



Chapitre 11

Un peu d’histoire

11.1 Petit historique de Gamma

11.1.1  Euler

En 1755, Euler publie Institutiones calculi integralis' ou il étudie la fonction II(s)
(II(s) = I'(s + 1) dans les notations modernes, la notation I' est due a Legendre).
En 1729, s’intéressant a 'interpolation des fonctions, il obtient ’expression :

00 nl—m<n+1)z
Mo =I1"—="

n=1

permettant de représenter x! avec x réel... Puis, suite a une correspondance avec
Christian Goldbach, dans un article publié en 1730 traitant de I'intégrale de Wallis,

celle-ci 'ameéne & : o
/ e U dt = n!

0

11.1.2 Gauss

Dans [Gaul3] [Gaul2], Gauss fait une étude approfondie des fonctions hyper-
géométriques et de la fonction I'. Il obtient la fonction I' comme une limite de la
fonction Béta d’Euler :

n t
r, :/ 11— )dt =
()= [t yrar=

n*n!

(z4+1)...(z+n)

11.1.3 Weierstrass

Enfin, Weierstrass 2 en s’appuyant sur les travaux de Gauss, donne une applica-

tion exemplaire de son théoréme de représentation d’une fonction holomorphe par
un produit infini, par la formule, avec Re(s) > 0 :

1. [Eull3]
2. [Wei27]
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~ étant définie par :

1 1
lim [1+§+...+ﬁ—log(n)] = 7.

n—oo

11.2 La fonction Double Gamma

Cette fonction remarquable étudiée par Barnes vers 1900, ne figure pas dans les
tables de fonctions spéciales les plus connues.
Elle est citée en exercice par Whittaker and Whatson dans [WW27] p.264 (n°48-49-
50).
Elle a été utilisée par Shintani dans [Shi77].
Avant Barnes, ces fonctions avaient été introduites sous une forme différente par
Holder, Alexeiewsky, Glaisher, Kinkelin, [HoI86], [Ale94],[Gla93b], [Kin60].
Hardy [Har05] a étudié cette fonction de son point de vue de la théorie des fonctions
elliptiques.
A la fin des années 70, Vignéras [Vig79] a redéfini une fonction gamma multiple
comme une fonction satisfaisant le théoreme généralisé de Bohr-Morellup, en outre,
Vignéras [Vig79], Voros [Vor87] et Kurokawa [Kur91], [Kur92b], [Kur92al, [Kur92d],
ont montré que cette fonction gamma multiple joue un role essentiel pour exprimer
la fonction zéta de Selberg et le déterminant de Laplaciens.

11.3 Fonction g-Gamma

La fonction g-analogue de la fonction Gamma a été introduite par Thomae dans
[Tho69] et plus tard par Jackson dans |Jac04].
Heine [Heid7] donne une définition équivalente mais sans le facteur (1 — ¢)' .
Gasper et Rahman consacre également quelques chapitres dans « basic hypergeome-
tric series » [GROal.
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11.4 Barnes

11.4.1 Sa vie

Ernest William Barnes est né le ler avril 1874 a Birmingham. C’était un mathé-
maticien et un scientifique anglais, mais aussi un théologien et un ecclésiastique.
Il était le plus vieux des quatre fils de John Starkie Barnes et de Kerry Jane Eli-
zabeth, deux professeurs d’école primaire. En 1883 son pére est nommé inspecteur
des écoles a Birmingham, une position qu’il occupera pendant tout le reste de sa vie
active.
Ernest William a étudié a la « King Edward’s School » de Birmingham et plus tard
en 1883 a l'université de Trinité a Cambridge. En 1898, le premier prix Smith lui
est attribué.
Il sera nommé conférencier de mathématiques en 1902, doyen junior en 1906-1908 et
précepteur en 1908. Il a recu un dipléme Sc.D. de 'université de Cambridge en 1907
et a été élu camarade de la société royale en 1909. La méme année ou il est devenu
conférencier de mathématiques, Barnes est ordonné diacre par I’évéque de Londres.
En 1915, Barnes a laissé Cambridge, et sa carriere de mathématicien, pour une no-
mination comme maitre du temple a Londres.
Il restera maitre du temple jusqu’en 1919 puis évéque de Birmingham en 1924. Ses
vues assez modernes I'opposent assez souvent aux Anglo-Catholiques de son diocese.
Il restera évéque de Birmingham jusqu’en 1952, date a laquelle il se retirera pour
cause de maladie. Il meurt dans sa maison du Sussex a l’age de 79 ans, le 29 No-
vembre 1953.
Ainsi, I’épiscopat de Barnes a été marqué par une série de polémiques provenant
de ses croyances religieuses souvent peu orthodoxes (positions trés étonnantes pour
quelqu’un qui a eu une place si haute dans 1’église).

3. Vie de Barnes


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Barnes.html
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11.4.2 Publications

Barnes a écrit 29 textes mathématiques pendant les années 1897-1910.
Ses premiers travaux ont concerné divers aspects de la fonction Gamma, y compris
des généralisations de cette fonction donnée par la G-fonction de Barnes, qui satis-
fait 'équation G(z + 1) = I'(2)G(2), et a la double fonction gamma.
Barnes a ensuite tourné son attention vers la théorie des fonctions intégrales, ou,
dans une série d’écrits, il a étudié leur structure asymptotique.
Il a également considéré les équations de différences linéaires de second ordre liées
au fonctions hypergéométriques.
Dans les cinq derniers textes concernant les fonctions hypergéométriques, Barnes a
fait 1'utilisation étendue des intégrales étudiées par Mellin.
Il a porté a la connaissance des mathématiciens britanniques, la puissance et la sim-
plicité liées a ces intégrales, maintenant nommées intégrales de Mellin-Barnes.

11.5 Les fréeres Zamolodchikov

Alexander Zamolodchikov

Alexei Zamolodchikov 4

4. | Les fréres Zamolodchikov


http://www.diffusion.ens.fr/index.php?res=cycles&idcycle=177
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11.5.1 Alexander Zamolodchikov

Alexander Zamolodchikov est né a Dubna, région de Moscou, en 1952. Il a un
frere jumeau Alexei.
Il obtint son diplome en physique théorique et mathématique et son Ph.D. en 1978,
puis son Doctorat es-Sciences en 1983, au célebre Institut de Physique Théorique
L.D. Landau a Moscou, ou il devint professeur, jusqu’a la fin des années quatre-
vingts.
Apres I'éclatement de I'URSS; il a été nommé professeur de 'université Rutgers aux
Etats-Unis, dans le groupe de théorie des cordes, ou il travaille actuellement.
Apres 1989, il fit plusieurs séjours en France, a I’Ecole Normale Supérieure, et au
LPTM (Laboratoire de Physique Théorique et Modélisation), a Montpellier. 11 est
membre élu de I’American Physical Society et le lauréat du Prix Heineman de I’an-
née 1999, peut-étre le prix le plus prestigicux en physique mathématique, apres le
Prix Nobel.
Pendant son séjour au Laboratoire de Physique Théorique de I'Ecole Normale Su-
périeure, il a donné de nombreux séminaires dans divers instituts de recherche et
d’universités de Paris, ainsi qu'un cours de trois mois, dans le cadre de I’Ecole Doc-
torale de la région parisienne, sur la théorie des champs d’Ising.
Alexander Zamolodchikov, professeur a I’Université Rutgers, a bénéficié en 2004-
2005 d'une Chaire Internationale de Recherche Blaise Pascal.
Ainsi, Alexander Zamolodchikov est I'un des plus célebres physiciens théoriciens
travaillant dans les domaines fondamentaux de la physique contemporaine, tels que
la théorie quantique des champs, la physique statistique, la théorie des cordes et
la physique mathématique des systemes intégrables. Il est a I'origine de disciplines
entieres en théorie quantique des champs et en physique statistique, dans lesquelles
un grand nombre de physiciens (et mathématiciens) continuent de travailler.

11.5.2 Contributions

Parmi ses contributions en physique théorique, les plus significatives sont :
- Pintroduction en 1978 (avec son frere Alexei Zamolodchikov, [ZZ78]) de la matrice
S pour les systemes intégrables des champs quantiques bi-dimensionnels par la mé-
thode du bootstrap.
C’était le véritable départ du sujet de I'intégrabilité quantique en théorie des champs.
- Le travail fondamental, en 1984 (avec A. Belavin et A. Polyakov) (un des articles
les plus cités au monde en physique théorique, [ZBP84]) sur la symétrie conforme &
deux dimensions.
Cet article a donné naissance a un nouvel instrument en physique théorique, dont
I'importance a été reconnue dans plusieurs domaines, de la physique des transitions
de phase a la théorie des cordes moderne. Il a aussi inspiré nombre de travaux de
recherche en mathématiques.
- L’application, au cours des années 1990, (avec Alexei Zamolodchikov et V. Fateev,
[ZZF00]) des méthodes d’intégrabilité quantique a la théorie de Liouville (le modele
de base pour beaucoup d’applications en théorie des cordes et théorie des champs
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conformes).

Il s’intéresse actuellement au probléeme fondamental de la thermodynamique des
états métastables et des états hors d’équilibre avec une approche nouvelle, parait-il,
tres prometteuse.

11.5.3 Alexei Zamolodchikov

Alexei Zamolodchikov, frere jumeau d’Alexander, est mort récemment le 19 Oc-
tobre 2007, a Moscou.
Il est également a l'origine de disciplines entieres en théorie quantique des champs
et en physique statistique, dans lesquelles un grand nombre de physiciens (et ma-
thématiciens) continuent de travailler.

11.5.4 Contributions

Parmi ses contributions en physique théorique, les plus significatives sont :

- introduction en 1978 (avec son frére Alexander Zamolodchikov,[ZZ78], [ZZ96]) de
la matrice S pour les systemes intégrables des champs quantiques bi-dimensionnels
par la méthode du bootstrap. C’était le véritable départ du sujet de l'intégrabilité
quantique en théorie des champs,

- Papplication, au cours des années 1990, (avec Alexander Zamolodchikov et V.
Fateev, [ZZF00]) des méthodes d’intégrabilité quantique a la théorie de Liouville (le
modele de base pour beaucoup d’applications en théorie des cordes et théorie des
champs conformes).



Annexe A

Annexes de calculs pour les
chapitre 6 et 7

A.1 Formulaires trigonométriques

sinh(a + b) = sinh a cosh b + sinh b cosh a.

1
sinh a coshb = §[sinh(a +b) + sinh(a — b)].

sinh a + sinh b = 2 sinh (a ; b) cosh (a ; b).

sinh® @ — sinh® b = sinh(a — b) sinh(a + b).

A.2 Annexes de calculs du chapitre 7
de Fateev

Table de calculs :

: fonction
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(s2(a2), 1) =1 —¢
(s2(@2), 2) = 2(q — 1)
(s1(an), s1(n)) = 2(q — 1)°
(s1(a2), s1(a2)) = 2(1 4+ ¢+ ¢%)
(sa(a), sa(n)) = 2(1 4+ g+ ¢%)
(sa(@2), s2(2)) = 2(q — 1)°
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(g —2Q, 1) =2 —2q
(1 —2Q,a9) = -1 —2g
(g —2Q, 1) = -1 —2¢

(g —2Q,a0) =2 —2q

(s1(aq) —2Q, 1) = —2
(s1(
(s1(an) —2Q, 1) =1
(2) —2Q,a2) =1 —3q
(1) —2Q,a1) =1—3q

(s2(a1) —2Q, a0) =1
(s2(a2) —2Q, 1) =1 -3¢

(s1

(52
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Annexe B

Annexes de calculs du chapitre 8 :

systemes de racines du type
A D FE

B.1 Systeme du type A;,[ > 1

B.1.1 Pour calculer v(A;,a1), les racines positives o telles
que {a;, 1) #0:

- <Oé, al) <CY, p>
19 2 1
13 1 2

Q141 1 1
23 -1 1
Q2141 -1 [—1

B.1.2 Pour calculer ~(A;,as), les racines positives a telles
que (o, ) #0:

on trouve :

Qg = €9 — 63,2p = l€1 -+ (l — 2)62 + ...+ (l — 2(2 — 1))62 + ... = (l — 2)61 — l€l+1-
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o <Q7 052> <Oé, p>

12 -1 1

13 1 2

93 2 1

9, 1 1 — 2

Aol 41 1 [—1

Q34 1 1

Q3141 -1 [—2

B.1.3 Cas général, pour obtenir v(A4;, a;), les racines posi-
tives a telles que (o, ;) #0:

«@ <Oé,04i> <Oé,p>

Qjit1 2 1
Qi1 <j<i-—1 1 | i-j
i, 1< j<i—1 1 |it1—j

B.2 Systéeme du type D;,[ >3

B.2.1 Pour calculer (D, o) :

« <avai> <a,p>
Q41 2 1
a;, 1<j<i—1 | —1 i—j
i, 1<j<i—1 1 i-j+1
iy, 1+2<j<Il]| -1 j-i-1
B, 1<j<i-1 1 21-j-i
B, 1<j<i—1] —1 |[2l—j—i—1
Bij, i+2<j<I 1 A —i—j
By, it2<j<l| -1 |2l—i—1—j
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B.2.2 Pour calculer v(D;, oy_1) et v(D;, o), pour tout i <[—2:

o (a, ) | {a, p)
ana. 1<i<i—2| -1 | Ll
an, 1<i<i—2 | -1 i
Bp, 1<j<l—2 | 1 L
Bui, it2<j<l| 1 |Litl
Bi—1j, 1+2<5 < 2 1

B.2.3 Calculs pour (Ds3, as) :

a | (o a9) | {a,p)
Q19 -1 1
13 1 2
93 2 1
GE -1 2
B2 1 3
B.2.4 Calculs pour (Ds, a3) :
a | (o a3) | {a,p)
(050 -1 1
13 -1 2
P12 1 3
GE 1 2
a3 2 1

B.2.5 Calculs pour y(Dy, ;) :

e Soitl=4,i=1":

en utilisant la formule R.3.4] :

7(2/3)7(1/6)
v(1/3)

Or, en utilisant la formule de duplication de la fonction Gamma avec x = 1/6, on
a:

7(D47 al) =

['(2/6)

(1 — 21/292/32\8/0) _ 1/292/3, 1 /3y
(1/6) = w22 A = w22 1)
Puis avec z = 1/3 :
I'(2/3)
1’\ — 1/221/3 — 1/221/3 2 ]
(5/6) = w22 s = (2
On obtient : (1/6)0(5/6) L2023
_ (1/6)I(5/6)m /=2

’7(D4, Oél) = 21/3.
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Remarque B.2.1. En utilisant la formule des compléments pour la fonction Gamma,
avec x = 1/6 :

T(1/6)T(5/6) = 27 et T'(1/6) = x'/222/3 L2 — 71/202/34(1/3),

on a le méme résultat.

e Soit | = 4,7 = 2, alors ny 'k? = 272/5,
De plus

¥(Da, a2) = (1/6) 7 9(5/6)7(2/3) "1 7(1/3)* = 7(1/3)*4(1/6)>.

D’apres y(Dy, 1), on a : y(1/6) = 2Y/3(1/3)2.
Donc : y(Dy, ag) = 272/3.

e Soit | =4,i =3 : alors ng 'k? = 2/3.

De plus

Y(Da, a3) = 7(4/6)7(2/6) " 7 (1/6)7(1/2) = 7(1/3) 7 (1/6)7(2/3).
D’apres y(Dy, 1), on a : y(1/6) = 21/3+(1/3)2. Donc :

Y(Day, ) = 7(1/3)71224(1/3)%4(2/3) = 2'/%.

e Soit | =4,i=4:, alors n; 'k* = 21/3.
De plus

Y(Dy, ag) = 7(1/6)*4(2/6) " (1/6) " (4/6)7(3/6) = 7(1/6)(1/3)~*.
D’aprés v(Dy, ), on a : y(1/6) = 2/34(1/3)2. Donc :

Y(Dys ) = 7(1/3)%2%(1/3)72 = 2117,

B.2.6 Calculs pour v(Ds, ;) :
Soitl=5:
V(Ds, i) = v(8 = 2i/8)y(4 — i/8) ' y(9 — i/8)7(10 — 2i/8) "y (5 — i /8)7(i/8).
oi=1n"k?=2V2
V(Ds, 1) = v(3/4)7(1/8)v(3/8) 7.

Or [(1/8)['(5/8) = w/223/4T(1/4) et T(3/8)T(7/8) = w/22Y/4'(3/4).

Puis avec v(3/4) = ;8;3; etc... On obtient :

’7(D5, Oél) = 21/2.

i =2ny'k?=2"12

V(Ds, ) = y(7/8)7(3/8)7(3/4)~".
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Or v(7/8) = ~(1/8)~! donc, d’apreés le cas i = 1, on obtient :

’Y(DEH 042) =272

oi=23n;k?=2"12

(D5, a3) = (1/8)v(3/8)7(3/4) ™
Donc, d’apres le cas ¢ = 2, on obtient :

’)/(D5, 043) = 2_1/2.

i =4 ny k= 212

V(Ds, aq) = 7(1/8)7(5/8)7(1/4) ™" = 7(3/4)7(1/8)+(3/8)".
Donc, d’apres le cas ¢ = 1, on obtient :

’7(D5, 044) = 21/2.

oi=>5n;'k=212

(D5, as) = (1/8)7(5/8)v(1/4)~
Donc, d’apres le cas ¢ = 4, on obtient :

v(Ds, a5) = 212
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DU TYPE A, D, FE

B.3 Systeme du type Ej

B.3.1 Casi =1, les racines positives a telles que (a;, ;) # 0 :

B.3.2

«

(o, 1)

(a, p)

—€1 + € 2<Z<5

—1

1—1

€2+€i7 3<’l<5

es+e€, 4<1<5

—_

i

€4 + €5

T
Btilet—ea—€etete

1
ﬁ+§ €1 — €2 + €3 — €4 + €5

T
B+s(e1—€t+eztes—es

1
ﬂ‘i‘i €1+62—€3+€4—65

( )
( )
( )
ﬁ+%(€1+62—63—€4+65)
( )
( )

1
ﬁ+§ €1+62—|—63—64—65

5+%(—61—€2—€3—64+€5
5+%(—€1—€2—€3+64—€5

)
)
B+5(—€e1—es+e3—eq—€s5)
B+ 5(—€e1+e—e3—eqg—€s5)

I e e N i i

—|ro| ol x| | x| ot | o] ~1] 00| 3| | ~

a (o, a3) | (@, p)

€1+ € 2 1

—€1 + € 3<Z<5 -1 1—1

e +e€, 3<1<H 1 i
—6&+ 6, 3<i<5h 1 -2
6+%(61+€2+63+€4+65) 1 11
ﬁ+%(€1+62—63—€4+65) 1 6
6—1—%(—61—62—1-634-64—1-65) -1 10
ﬁ+%(€1+62—63+64—65) 1 5
6+%(€1+62+63—64—65) 1 4
B+%(—€1—62—63—64+65) -1 5
5+%(—61—€2—€3+€4—€5) -1 4
B+s(—e1—es+es—es—e5) | -1 3

Cas i = 2, les racines positives « telles que (a;, as) # 0 :
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B.3.3 Cas i = 3, les racines positives a telles que («a;, a3) # 0 :

o <Oé,043> (a,p>
—€1 + €9 2 1
e +€, 31D 1 i
—€+ €, 31D -1 i-2
6+%(61—62+63—64+65) -1 7
6+%(€1—62—63+€4+65) -1 8
ﬁ+%(61—62+63+64—65) -1 6
ﬁ+%(—61+62—63+64+65) 1 9
ﬁ+%(—€1+62+63—64+65) 1 8
B+5(—€e1+e+e3+e—e5) 1 7
54—%(61—62—63—64—65) -1 1
54—%(—614‘62—63—64—65) 1 2

B.3.4 Casi =4, les racines positives «a telles que (a;, ay) # 0 :

a (a,au) | (o, p)

€1+€2 —1 1

€1+63 1 2

—€1 + €9 —1 1

—€1 t €3 1 2

€+6, 4<i<H -1 i
—€g + €3 2 1
—€+¢6, 4<i1<5 1 i-2
est+e¢, 4<i<H 1 i+1
—€3 + € 4<Z<5 -1 -3
ﬁ+%(—61—€2+63+€4+65) 1 10
ﬂ+%(—61+62—63+64+65) -1 9
ﬁ+%(61—62+63—64+65) 1 7
ﬁ+%(€1—62+63+64—65) 1 6
ﬁ+%(61+62—63—64+e5) -1 6
ﬁ+%(€1+62—€3+€4—€5) -1 5
B+ 35(—€e1—es+e3—eg—€s5) 1 3
54—%(—614‘62—63—64—65) -1 2
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B.3.5 Casi =5, les racines positives a telles que (a;, a5) # 0 :

o (o, a5) | (o, p)
€1+ €3 -1 2
€1+ €4 1 3
—€1 + €3 -1 2
—€1 + ¢4 1 3
€9 + €3 -1 3
€2+ €4 1 4
—€x t €3 -1 1
—€g + €4 1 2
€3 + €5 -1 6
—€3 + €4 1
—€3 + €5 1 2
€4+ €5 1 7
—€4 + €5 -1 1
64‘%(—614-62—634-644—65) 1 9
ﬂ+%(—€1+€2+€3—€4+65) -1 8
ﬁ+%(€1—62—63+64+65) 1 8
ﬁ+%(61—62+63—64+65) -1 7
ﬁ+%(61+62—63+€4—65> 1 5
ﬁ+%(€1+62+63—€4—65) -1 4
ﬁ+%(—61—62—63+64—65) 1 4
ﬁ+%(—61—62+63—€4—65) -1 3
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a (@, a6) | (@, p)
€1+ €4 —1 3
€1 + €5 1 4
—€1 + €4 -1 3
—€1—|—65 1 4
€+ €4 -1 4
€9 1 €5 1 5)
—€g + €4 -1 2
—€2 + €5 1 3
€3 + €4 -1 5
€3 + €5 1 6
—€3+64 -1 1
—€3 + €5 1 2
—€4 + €5 2 1
5+%(—€1+62+63—64+65) 1 8
ﬁ+%(—61+62+63+64—65) -1 7
ﬁ+%(€1—62+63—64+65) 1 7
ﬁ+%(61—62+63—|—64—65) -1 6
B+ 5(e1+e— €5 —es+€5) 1 6
ﬁ+%(€1+62—63+64—65) -1 5)
ﬁ+%(—61—€2—63—64+65) 1 5
54‘%(—61—62—634—64—65) -1 4

B.3.6 Casi = 0, les racines positives a telles que («a;, o) # 0 :
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DU TYPE A, D, FE

B.4 Systéeme du type E;

B.4.1 Casi =1, les racines positives a telles que (a;, ;) # 0 :

a (0, aq) | {a,p)
—€1+€j 2<Z<6 -1 1 —1
6+e, 2<i<j<6 -1 |i+j—2
€g — €7 1 17
ﬂ—F%(—El—i—Z?:Q Ej) -1 16
6+%(€1—€2—63—64+65+66) 1 10
ﬁ+%(€1—62—63+€4—€5+66) 1 9
54‘%(61—62—63—1-64—1-65—66) 1 8
ﬁ+%(61—62+63—64—e5+66) 1 8
ﬁ+%(61—€2+€3—64+€5—66) 1 7
ﬁ+%(61—62+63+e4—e5—66) 1 6
ﬁ+%(€1+62—63—€4—65+66) 1 7
6+%(€1+62—63—€4+65—66) 1 6
ﬁ+%(€1+62+63—64—65—66) 1 4
54—%(61—1-62—63—1-64—65—66) 1 5
B+3(e—35,¢) 2 1
54—%(—614‘62—63—64—65—66) 1 2
ﬂ+%(—€1—€2+63—64—€5—66> 1 3
ﬁ+%(—61—62—63+€4—€5—66> 1 4
ﬁ+%(—61—62—63—64+65—66) 1 5
ﬁ+%(—€1—62—63—64—65+66) 1 6
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B.4.2 Casi =2, les racines positives a telles que (a;, o) # 0 :

a (o, a3) | (@, p)
€1+ €9 2 1
61—|—€j 3<]<6 1 1 —1
—61—|—€j 3<]<6 —1 1 —1
€2+€j, 3<]<6 1 1
—€2+€j, 3<]<6 -1 1 — 2
ﬁ+%(61+62—63+€4+65+€6) 1 14
ﬂ+%(€1+62+63—64+65+66) 1 13
ﬁ+%(61+62+63+64—65+66) 1 12
6+%(61+62+63+64+65—€6) 1 11
ﬁ+%(—€1—€2—63+64—|—65+66) -1 13
ﬁ+%(—61—62+63—64+€5+66) —1 ]_2
ﬁ+%(—€1—62+63+64—€5+66) —1 ]_1
B+5(—€e1 —es+e3+eq+e5— eg) -1 10
6+%(€1+62—63—€4—€5+66) 1 7
ﬂ+%(€1+62—63—64+65—66) 1 6
ﬁ+%(61+62—63+64—65—66) 1 5
ﬁ+%(61+62+63—64—65—66) 1 4
B+i(—e1—e—es—es—es+eg) | —1 6
5—}-%(—61—62—63—644‘65—66) -1 5)
54—%(—61—62—63—1-64—65—66) -1 4
B4 5(—€1— €+ e3— € — €5 — €p) -1 3
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DU TYPE A, D, FE

B.4.3 Cas i = 3, les racines positives a telles que (a;, a3) # 0 :

o <Oé,043> <Oé,p>

61—|—€j 3<]<6 -1 1 —1

—€1 + €9 2 1

—61—|—€j 3<]<6 1 1 —1
€2+€j, 3<]<6 1 i
—€2+€j, 3<]<6 -1 i-2
ﬁ‘i‘%(—ﬁl—i‘Z?:Q Ej) 1 16
B+l —e+X) 5¢) -1 15
ﬁ+%(€1—€2—€3—64+€5+66) -1 10
ﬁ+%(€1—62—63+€4—65+66) -1 9
6+%(€1—62—63+€4+65—66) -1 8
ﬁ+%(€1—€2+63—€4—€5—|—66) -1 8
ﬁ+%(61—62+63—€4+65—66) -1 7
ﬁ+%(61—62+63+64—e5—66) -1 6
6+%(—61+€2—63—64+€5+66) 1 ]_1
ﬁ+%(—€1+€2—63+€4—€5+66) 1 10
ﬂ+%(—61+€2—63+64+65—€6) 1 9
5+%(—61+62+63—€4—65+66) 1 9
ﬂ+%(—€1+62+€3—64+65—66) 1 8
ﬁ+%(—61+62+63+64—65—66) 1 7
ﬁ+%(—61—|—62—63—64—€5—66) 1 2
B+%(€1—62—63—64—€5—66> -1 1
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B.4.4 Casi =4, les racines positives a telles que («a;, ay) # 0 :

a (a,a4) | {a,p)

€1 + €2 —1 1

€1+ €3 1 2

—€1 + €9 -1 1

—61—|—€3 1 2

€2+€j, 4<]<6 -1 J

—€x + €3 2 1

—€2+€j, 4<]<6 1 _]-2
€3+€j, 4<j<6 1 J+1
et 4<j<6 a1 i3
6+%(61—62—|—63+64+65—|—66) 1 15
ﬁ+%(61+€2—63+64+65+66) -]_ ]_4
ﬁ+%(—€1—62+63—64+€5+66) ]_ ]_2
B+ 5(—€e1 —es+e3+eq— €5+ €g) 1 11
ﬂ+%(—61—€2+63+64+65—66) 1 10
ﬁ+%(€1—62+€3—64+€5+66) 1 8
ﬁ+%(61—62+63—64+65—66) 1 7
ﬁ+%(61—62+63—|—64—65—66) 1 6
6+%(—61+€2—63—64+€5+66) -]_ ]_1
ﬁ+%(—61+€2—63+64—65+66) -1 10
6"‘%(—614‘62—634‘644‘65—66) -1 9
ﬁ+%(€1+62—€3—64+65+66) -1 7
54—%(61—1-62—63—64—1-65—66) -1 6
ﬁ+%(61+62—63+64—e5—66) -1 5
B+3(—€e1—es+e3— €1 — €5 — €g) 1 3
B+ 5(—€e1+e— €5 — €4 — €5 — €g) -1 2
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B.4.5 Casi =5, les racines positives a telles que (a;, a5) # 0 :

o <Oé,Oé5> <Oé,p>

€1+ €3 -1 2

—€1 + €3 —1 2

61—|—€4 1 3

—€1 + ¢4 1 3

€9 + €3 -1 3

—€x + €3 -1 1

€2t ¢4 1 4

—€g + €4 1 2

—€3 + €4 2 1

€3 + €5 -1 6

€3 + €6 -1 7

—€3 + €5 1 2

—€3 + €5 1 3

€4+ €5 1 7

€4 + €5 1 8

—€4 + €5 -1 1

—€4 + €5 -1 2
ﬁ+%(61+€2—63+64+65+66) ]_ ]_4
ﬁ+%(61+62+63—64+65+66) -1 13
64—%(—61—62—634—644‘654—66) 1 13
ﬁ+%(—61+62—63+€4—65+66) 1 10
ﬂ+%(—€1+62—63+€4+65—66) 1 9
ﬁ+%(61—62—63—|—64—e5+66) 1 9
B+ (e —€e— €3+ €+ €5 — €6) 1 8
B+%(—61—62+63—64+€5+66) -1 12
ﬁ+%(—61+62+63—€4—65+66) -1 9
64—%(—61—"62—0—63—644‘65—66) -1 8
ﬁ+%(€1+62—63+64—65—66) 1 5
ﬁ+%(€1+62+63—64—65—66) -1 4
ﬁ+%(61—62+63—64—e5+66) -1 8
B+ (e —es+e3— €+ €5 — €g) -1 7
B+ 3(—€e1—es+e3— €4 — €5 — €g) -1 3
54—%(—61—62—634‘64—65—66) 1 4
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B.4.6 Cas i = 0, les racines positives a telles que (a;, o) # 0 :

o <Oé,046> <Oé,p>
€1+ €5 1 4
—€1 + €5 1 4
61—|—€4 -1 3
—€1 + ¢4 -1 3
€9 + €5 1 5}
—€5 + €3 1 3
€2t ¢4 -1 4
—€g + €4 -1 2
€3 + €5 1 6
—€3 + €5 1 2
€3+ €4 -1 5!
—€3+€4 —]_ 1
€4+ €6 -1 8
—€4 + €5 2 1
—€4 + €6 1 2
€5 + €4 1 9
—€5 + €6 -1 1
ﬁ+%(61+€2+63—64+65—|—66) 1 13
ﬁ+%(61+62+63+64—65+66) -1 12
6+%(—61—€2+63—64+65+€6) 1 12
ﬁ+%(—61+62—63—64+65+66) 1 11
ﬂ+%(—€1+62+63—€4+65—66) 1 8
ﬁ+%(€1—62—63—64+65+66) 1 10
B+ (e —€es+e3— €+ €5 — €g) 1 7
B+ 5(e1+e— €5 —es+ €5 — €6) 1 6
ﬁ+%(—61+62+63—€4—65+66) -1 9
64‘%(—61—624-63—644-65—66) -1 8
ﬁ+%<€1+62—€3—|—64—65+66> -1 11
ﬁ+%(—€1+62+63+€4—65—66) -1
ﬁ+%(—61+€2—63—|—64—65+66) -1 10
ﬁ+%(€1_€2_€3+€4_€5+66) -1 9
ﬁ+%(61—€2+63+€4—65—66) -1 6
B+%(61+62—63+64—65—66) -1 5
ﬁ+%(—€1—62—63—64+€5—66> 1 5
ﬁ+%(—€1—62+€3+64—65—66) -1 4
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B.4.7 Casi =7, les racines positives a telles que (a;,a7) # 0 :

o <Oé,Oé7> <Oé,p>

€1+ €5 -1 4

—€1 + €5 —1 4

61—|—€6 1 5

—€1 + €4 1 5!

€9 + €5 -1 5}

—€2 + €5 -1 3

€9 + €6 1 6

—€2 + € 1 4

€3 + €5 -1 6

—€3 + €5 -1 2

€3 + €6 1 7

—€3 + €4 1 3

€4+ €5 -1 7

—€4 + €5 -1 1

€4 + €5 1 8

—€4 + €4 1 2

—€5 + €4 2 1
ﬁ+%(61+€2+63+€4—65+66) 1 12
ﬁ+%(61+€2+63+€4+65—66) -1 11
6+%(—61—€2+63+64+65—€6) -1 10
ﬁ+%(—61—€2+63+€4—65+66) 1 11
ﬂ+%(—€1+62—63+€4+65—66) -1 9
ﬁ+%(—61+62—63+64—65+66) 1 10
ﬁ+%(—61+62+63—64+65—66) -1 8
ﬁ+%(_€1+€2+€3_64_€5+€6) 1 9
ﬁ+%(€1—62—63+€4+65—66) -1 8
6+%(€1—62—63+€4—65+66) 1 9
ﬁ+%(€1—62+63—€4+65—66) -1 7
ﬁ+%(€1—€2+€3—€4—€5+66) 1 8
ﬁ+%(61+62—63—64+65—66) -1 6
ﬁ+%(€1+€2_53_64_€5+66) 1 7
5—}-%(—61—62—63—644‘65—66) -1 5}
54—%(—61—62—63—64—654—66) 1 6
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B.5 Systeme du type FEg

o <a7a1> <Oé,p>
—61—|—€j 2<Z<7 -1 1—1
€i+€ja 2<Z<]<7 —1 Z+j—2

€1+ €3 1 23

—€g + €3 1 22

—€3 + €3 1 21

—€4 + €3 1 20

—€5 + €3 1 19

—€g + €3 1 18

—€7 + €3 1 17
B+5(56) —1 22
ﬁ‘i‘%(ﬁl—62—63—64—€5+66+€7) 1 12
B+ile—e—€e3—es+e5— €+ €er) 1 11
ﬁ—f—%(el—62—63—64+€5+66—67) 1 10
ﬁ‘i‘%(ﬁ—62—63+€4—65—66+€7) 1 10
ﬁ‘i‘%(q—62—€3+€4—€5+66—€7) 1 9
ﬁ‘i‘%(ﬁ—62—63+€4+65—€6—€7) 1 8
ﬂ—i—%(el—62+63—64—€5—66+67) 1 9
ﬁ‘i‘%(ﬁl—€2+€3—€4—€5+€6—€7) 1 8
ﬁ"‘%(ﬁl—€2+€3—€4+€5—66—67) 1 7
ﬁ‘f’%(él—€2+€3+€4—€5—66—67) 1 6
Bti(—a—e+>_s¢) —1 21
Bt+3(—a+ea—ea+>_4¢) —1 20
ﬁ—l—%(—61+62+63—64+€5+€6+€7) —1 19
6+%(—61+€2+63+€4—65+66+67) —1 18
B+s(—ei+er+es+es+e5—eg+er) —1 17
ﬁ‘i‘%(—61+€2+63+€4+65+€6—67) -1 16
ﬁ‘i‘%(614‘62—63—64—65—664—67) 1 8
ﬁ—F%(614-62—63—64—65—1—66—67) 1 7
ﬁ+%(61+62—63—64+65—66—67) 1 6
ﬁ‘l’%(€1+62—63+€4—E5—66—67) 1 5!
ﬁ‘i‘%(614‘624—63—64—65—66—67) 1 4
ﬂ‘i‘%(ﬁ—€2+€3+€4—€5—€6—€7) 1 6
B—F%(Gl—62—63—64—65—66—67) 2 1
B+ 3(—€1+ € —€3— €5 — €5 — € — €7) 1 2
B+i(—e1—ea+e3—eg—e5— €6 — €1) 1 3
ﬁ‘f‘%(—el—€2+€3—€4—€5—€6—67) 1 4
B‘f‘%(—el—62—63—64+€5—€6—67) 1 5
54—%(—61—62—63—64—€5+€6—67) 1 6
54‘%(—61—62—63—64—65—66+67) 1 7

B.5.1 Casi =1, les racines positives « telles que (o, ;) #0:
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B.5.2 Cas i = 2, les racines positives a telles que (a;, o) # 0 :

a (a,a0) | {a,p)

—€1+€j 3<]<7 —1 j—l
61+6j, 3<]<7 1 j—l
es+e€, 1<7<2 1 7422
es—¢ 1<j<2 1 | 24—

€1 + €9 2 1

—62+€j, 3<]<7 —1 j—2
€2+€j, 3<]<7 1 j
T+ 15, 6) |
Bt+i(—a—ea+X_5¢) —1 21
ﬁ—i—%(el—1—62—63—64—1-65—1—66—1—67) 1 17
ﬁ—l—%(q+€2—63+€4—€5—|—€6+€7) 1 16
ﬂ—l—%(ﬁl+€2—63+€4+65—66+67) 1 15
ﬁ—F%(Gl+62—€3—|—€4—|—€5—|—66—67) 1 14
ﬁ—l—%(el+€2+63—€4—€5+66—|—€7) 1 15
ﬁ—i—%(el+€2+€3—€4—|—65—66+€7) 1 14
6+%(61+€2+63—€4+65+€6—67) 1 13
ﬁ—l—%(q+62+€3+64—65—€6+€7) 1 13
ﬁ—l—%(ﬁl+€2+63+€4—65+66—67) 1 12
64—%(61+€2+63+64+65—€6—67) 1 11

-1 16
-1 15

€1 — €y — €3 — €4+ €5+ €6+ €7)
€1 — € — €3+ €4 — €5+ €6+ €7)
61—62—63+64+65—66+€7) —1 14
61—62—€3+64+€5+66—67) —1 13
61—€2+63—€4—€5+66+€7) —1 14

)

)

)

)

)

€1 — €3+ €3 — €4+ €5 — €5+ €7 -1 13
€1 — €9+ €3 — €4+ €5+ €6 — €7 -1 12
€1 — €+ €3+ €4 — €5 — €5+ €7
€1 — €+ €3+ €4 — €5+ €5 — €7
€1 — €+ €3+ €4+ €5 — € — €7

I
—
—_
[\

G4 5(=
B+5(=
B+3(=
B+3(=
B+3(=
G+5(=
B+3(=
B4 5(=
B+ 5(=
B+3(=

ﬁ‘i‘%(614‘62—63—64—65—664‘67) 1
ﬁ‘i‘%(614‘62—63—64—654—66—67) 1
64‘%(614‘62—634—64—65—66—67) 1
B+ 5( ) |1
B+ 5( ) |1

€1+62—€3—€4+€5—66—67
€1 + €+ €3 — €4 — €5 — € — €7

5+%(_€1_€2+€3_€4_€5_€6_€7)
54—%(—61—62—€3+€4—65—66—67)
ﬁ‘i‘%(—ﬁ—62—63—€4+€5—66—€7) -1
B+3(= )
Fic )

€] — €y — €3 — €4 — €5 + €6 — €7
€] — €y — €3 — €4 — €5 — €g + €7

= =
\I@OT%COH&OJO‘(\]OOOH
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B.5.3 Cas i = 3, les racines positives a telles que (a;, a3) # 0 :

o (a,a3) | {a,p)
—€1+€j 3<j<7 1 j—l
€1+€j, 3<]§7 -1 j—l

€3 + €1 —1 23

€3 — €1 1 23

€g — €9 -1 22

€3 1 €9 1 24

—€1] + €9 2 1
—62—|—€j, 3<]<7 —1 j—2

62+€j, 3<]<7 1 j
ﬂ+%(—61+62—63+64+e5—|—66+67) 1 20
B‘f‘%(El—62—€3+€4+€5+€6+67) -1 19
5‘*‘%(-61+62+€3—€4+65+€6+67) 1 19
ﬁ—k%(el—62+63—64+65+66+67) -1 18
B+i(—ei+etes+e—e+egter) 1 18
ﬁ‘i‘%(ﬁl+€2+63+€4—€5+€6+€7) -1 17
ﬁ+%(—61+62—|—63+64—|—65—66—0—67) 1 17
ﬁ—i—%(el+62+€3—|—64+€5—66—|—67) -1 16
54‘%(—61+62+63+E4+65+€6—67) 1 16
5"‘%(61—62—|—€3+64+65+66—67) -1 15
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B.5.4 Suite du cas ¢ = 3, les racines positives a telles que
(aj,a3) #0 =

a (a,a3) | {a,p)
ﬁ—F%(—Gl—|—€2—€3—€4—€5—|—66+67) 1 13
ﬁ—F%(El—62—63—64—65—|—€6—|—67) —1 12
ﬁ—f—%(—61+€2—63—64+€5—66+67) 1 12
ﬁ—i—%(q—62—63—€4+65—€6+€7) —1 11
64—%(—61+62—63—€4+€5+€6—67) 1 11
ﬁ—l—%(El—62—63—€4+€5—|—€6—€7) -1 10
ﬂ—l—%(—q+62—63+€4—65—66+€7) 1 11
ﬁ—F%(El—62—€3+€4—E5—66+67) -1 10
ﬁ+%(—61+62—63+€4—€5+66—67) 1 10
ﬁ-l—%(ﬂ—62—€3+€4—€5+€6—€7) —1 9
B+5(—€e1+e—es+es+e5—eg— er) 1 9
ﬂ—l—%(el—62—63—1—64—1—65—66—67) -1 8
ﬁ+%(—61+€2+63—64—65—66+€7) 1 10
ﬁ—l—%(el—62+63—64—e5—66+67) -1 9
ﬁ+%(—61+62+63—64—65~|—66—67) 1 9
54—%(61—€2+€3—€4—€5+66—€7) —1 8
ﬁ—l—%(—el+€2+63—64+65—66—67) 1 8
ﬁ—l—%(el—€2+63—64+65—66—67) -1 7
54—%(—€1+62+63+64—65—66—67) 1 7
ﬂ—i—%(ﬁl—€2+63+€4—65—66—€7) -1 6
ﬂ—l—%(—ﬁl+62—63—€4—65—66—67) 1 2
ﬁ—i—%(él—62—63—64—65—66—67) —1 1
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o (a,0u) | {a,p)

—€1] + €9 —1 1

€1 + €2 -1 1

—€1 + €3 1 2

€1 + €3 1 2

—€2 + €3 2 1

—€2+€j, 4<j<7 1 j—2

—€g + €3 1 22

e2+e€, 4<7<7 -1 J

62+€8 -1 24
—€e3+¢€, 4<j<7T -1 j—3
—63+€8 -1 21

€3+€j, 4<]<7 1 ]+1

€3 + €8 1 25
B+s(—e1—ex+es+eat+es+e5+er) 1 21
ﬁ‘i‘%(ﬁ—€2+€3—€4+65+€6+67) 1 18
ﬁ‘i‘%(ﬁl—62+€3+€4—65+€6+67) 1 17
ﬁ+%(61—62+63+64+65—66+67) 1 16
ﬁ‘f‘%(él—€2+63+€4+€5+€6—E7) 1 15
ﬁ‘i‘%(—614‘62—634—644‘654—664‘67) -1 20
64‘%(614‘62—63—644‘654‘664‘67) -1 17
ﬁ‘i‘%(614‘62—634‘64—654‘664—67) -1 16
ﬁ—i—%(el+62—63+64+65—66+67) -1 15
ﬁ—f—%(€1+62—63+64+65+66—67) -1 14
ﬁ+%(—61—62+63—e4—65+66+67) 1 14

B.5.5 Cas i = 4, les racines positives a telles que («a;, oy) # 0 :
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B.5.6 Suite du cas i = 4, les racines positives a telles que
<aj7 a4> 7& 0:

a (a,aq) | (a,p)
ﬁ—F%(—Gl—€2+€3—€4+65—66+67) 1 13
ﬂ—F%(—Gl—62—}—63—64—|—€5—{—66—67) 1 12
ﬁ—f—%(—el—|—€2—63—64—65+66+67) -1 13
ﬁ—i—%(—61+€2—63—64+65—66+€7) —1 12
64—%(—61+62—63—€4+€5+€6—67) —1 11
ﬁ—l—%(—q—€2+63+€4—€5—66+€7) 1 12
i )
i )
B+ )
b+ )
i )

€1 — €9+ €3+ €4 — €5+ €6 — €7 1 11
€1+ €9 — €3+ €4 — €5 — €6+ €7 —1 11
€1+€ —€3+¢€4— €5+ €5 — €7 -1 10
€1 — €+ €3+ €4+ €5 — €5 — €7
€1+ € — €3+ €4+ €5 — € — €7

—_
—
S

B+5(e1—€ex+e3—es— €5 — €6+ €7) 1
ﬂ—i—%(ﬁ—€2+€3—€4—€5+€6—€7)
ﬁ‘i‘%(614‘62—63—64—65—664‘67)
ﬁ—F%(614—62—63—64—65—1-66—67)
B+5(e1—€es+es—es+e5—eg— er) 1
B+ 5( )
B+ 5( )
B+ 5( )

€1+ € — €3 — €4+ €5 — €5 — €7
€1 — €+ €3+ €4 — €5 — €g — €7
€1+ € — €3+ €4 — €5 — €g — €7
B+i(—e1—ex+e3—€e4—€5— € — €7) 1
B+ 5(—€1+ e — €5 — €5 — €5 — € — €7) -1

DN W OO || 00| 0] ©©
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B.5.7 Cas i =5, les racines positives a telles que («a;, a5) # 0 :

- <Oé,Oé5> <Oé,>

—e3+€, 1<7<2 —1 3—7
e3te, 1<7<2 -1 J+1

—€3 + €4 2 1

€3 + €3 -1 25

—€3 + €3 1 21

€4 — €y, 1<]<2 1 4—]
€4+€j, 1<]<2 1 ]+2
—63—|—€j, 5<]<7 1 j—?)
€3+€j, 5<]<7 —1 ]+1
—eite6, H<j<T —1 | j—4
eite6, b<j<T 1 | j+2

€4+ €3 1 26

—€4 + €3 -1 20
B+i(—e1+e—es+estes+ester) 1 20
B‘F%(Gl—62—€3+€4+€5+€6+67) 1 19
ﬂ"‘%(&l—|—62—63+64—€5+66+67) 1 16
ﬁ‘i—%(él+€2—63+E4+65—66+€7) 1 15
54‘%(61+62—63+E4+65+66—67) 1 14
5+%(—€1+€2+€3—€4+65+€6+67> —1 19
ﬂ‘f‘%(ﬁ—€2+€3—€4+65+€6+67> -1 18
ﬁ‘f‘%(q+€2+€3—€4—€5+66+67> -1 15
B—F%(El—|—€2+€3—64+65—€6+67) -1 14
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B.5.8 Suite du cas ¢ = 5, les racines positives a telles que
<Oéj, Oé5> # 0:

a (a,a5) | (a,p)
64—%(61—|—€2+63—€4—|—65—|—66—67) —1 13
ﬂ—F%(—Gl—62—€3+64—65+66+67) 1 15
ﬁ—f—%(—él—62—€3+64+€5—€6+67) 1 14
ﬁ—i—%(—el—62—63—|—64+65+66—€7) 1 13
B+5(—€e1—es+e3—€s— €5+ €6+ €7) -1 14
B+i(—e1—ex+e3— e+ €5 — €6+ €7) -1 13
ﬂ—l—%(—q—€2+63—64+65—|—66—€7) -1 12
B+i(—ai+e—e+e—€—e+er) 1 11
B+5(= )
b+ )

e )
B+5(= )
B+5(= )

€1+ € — €3+ €4 — €5+ €5 — €7 1 10
€1 + €2+ €3 — €4 — €5 — € + €7
€1+ €+ €3 — €4 — €5 + €6 — €7
€1+ € — €3+ €4+ €5 — € — €7
€1+ €2+ €3 — €4+ €5 — €5 — €7

-1 10
-1 9
1 9

|
—_
oo

B+ 5(e1—€—e3+es— €5 — €6+ €7) 1 10
B+l —e—€es+eqa—e5+ € —€r) 1 9
ﬁ—f—%(el—€2+€3—€4—€5—66+67) -1 9
ﬁ—i—%(el—€2+63—64—65+66—67) —1 8
ﬁ—l—%(q—62—€3+€4+65—66—€7) 1 8
64—%(61—62+€3—€4+65—€6—€7) —1 7
ﬂ‘i‘%(614‘62—634—64—65—66—67) 1 5
ﬁ‘i‘%(€1+62—|—€3—64—65—66—67) —1 4
B+ 3(—€1—€es—€3+€s— €5 — €6 — €7) 1 4
ﬁ—f-%(—él—€2+€3—64—€5—66—67) -1 3
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B.5.9 Casi = 0, les racines positives a telles que («a;, o) # 0 :

a (o, a6) | (a, p)

—€j+€5 1<j<3 1 5—]
Ej—|—€5, 1<]§3 1 j+3

—€4 + €5 2 1

—est6, 6<j<7 —1 [j—=5

e +e, 6<j<7 1 j+3

€4 + €3 -1 26

—€4 + €3 1 20

€5 + €3 1 27

—€5 + €3 -1 19

—c; e 1<j<3 —1 [4—7

€ t+e, 1<j<3 1 | j+2
—e1te, 6<j<T 1 [j—4
€4+€j, 6<]<7 —1 ]+2
54‘%(—€1+€2+63—€4+65+€6+67) 1 19
ﬁ‘i‘%(ﬁ—€2+€3—€4+65+€6+67) 1 18
ﬁ—i—%(el+62—63—64+65+66+67) 1 17
ﬁ‘F%(61+62+63—64+65—66+67) 1 14
ﬁ‘f’%(€1+62+63—€4+65+€6—67) 1 13
ﬁ‘i‘%(—€1+€2+63+€4—65+66+67) -1 18
ﬁ‘i‘%(q—€2+63+€4—65+€6+67) -1 17
ﬁ‘i‘%(614‘62—634‘64—654‘664—67) -1 16
ﬁ—i—%(el+62+63+e4—e5—66+67) -1 13
ﬁ—f—%(€1+62—|—63+64—65+66—67) -1 12
ﬁ‘i—%(—el—62—63—64—|—€5+66—|—€7) 1 16
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DU TYPE A, D, FE

B.5.10 Suite du cas ¢ = 6, les racines positives a telles que

<aj7a6> 7é 0:

a (a,a6) | {a,p)
ﬁ—F%(—Gl—€2+€3—€4+65—66+67) 1 13
ﬂ—F%(—Gl—62—}—63—64—|—€5—{—66—67) 1 12
ﬁ—f—%(—el—62—€3+64—65+66+67) -1 15
ﬁ—i—%(—el—€2+63+€4—65—66+€7) —1 12
6+%(_61_€2+€3+€4_€5+€6_€7) —1 11
ﬁ+%(—61+€2—63—64+65—66+€7) 1 12
ﬂ—l—%(—q+62—63—64+65—|—66—€7) 1 11
ﬁ—l—%(—el+€2—€3+€4—65—66—|—67) -1 11
ﬁ+%(—61+62—63+€4—€5+66—67) -1 10
ﬁ—f—%(—el—|—€2+€3—€4+65—66—67) 1 8
ﬁ‘i‘%(—61+€2+63+64—65—66—€7) —1 7
ﬂ—i—%(q—62—63—€4+€5—66+€7) 1 11
ﬂ—l—%(El—62—63—€4+€5—|—€6—€7) 1 10
ﬁ—l—%(ﬁl—62—63+€4—65—66—|—67) -1 10
ﬁ—F%(El—62—€3+€4—65+€6—67) -1 9
B+5(e1—€es+es—es+e5—eg— er) 1 7
ﬁ‘i‘%(ﬁ—€2+€3+€4—65—66—€7) —1 6
ﬁ—l—%(61—1—62—63—64—1—65—66—67) 1 6
5—1—%(61—1—62—634—64—65—66—67) -1 5
B—l—%(—ﬁl—62—63—64+€5—66—67) 1 5
ﬁ—i—%(—ﬁl—62—63—1—64—65—66—67) —1 4
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B.5.11 Cas i =7, les racines positives a telles que

<aj7a7> 7é 0:

a (a,a7) | (a, p)
—€i+e 1<j<H4 -1 5—7
€j+€5, 1<]<4 -1 j—l—?)
—€j+€6 1<]<4 1 6—]
6j+€6, 1<]<4 1 j+4

—€5 + € 2 1

€5 + €7 -1 10

—€5 + €7 1 2

—€g + €7 -1 1

€g + €7 1 11

€6 + €3 1 28

—€g + €3 —1 18

€5 + €3 —1 27

—€5 + €3 1 19
ﬁ‘i‘%(—€1+62+63+64—65+66+67) 1 18
ﬁ+%(—€1+62+63+64+65—€6+67) —1 17
6‘1‘%(61—€2+€3+€4—€5—|—66+E7) 1 17
ﬁ‘i‘%(q—€2+63+€4+65—€6+67) -1 16
ﬁ‘i‘%(614‘62—634‘64—654‘664‘67) 1 16
ﬁ—i—%(el+62—63+64+65—66+67) -1 15
ﬂ‘i‘%(614‘624‘63—64—654‘664—67) 1 15
ﬁ‘i‘%(él+62+63—64+65—€6+67) -1 14
ﬁ+%(61+62+63+e4—65+66—67) 1 12
ﬁ‘f’%(614‘62"‘634’64—65"—66—67) -1 11
ﬁ‘f‘%(—él—62—63+€4—65+66+67) 1 15
54—%(—61—62—€3+€4+65—66+€7) -1 14
ﬁ—i-%(—el—€2+€3—€4—€5+66+67) 1 14
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B.5.12 Suite du cas 1 = 7, les racines positives a telles que
(aj,o7) #0 =

a (a,a7) | (a,p)

(—€1 — €2+ €3 — €4+ €5 — €6 + €7) -1 13

( Y1 11
ﬁ—f—%(—el—€Q+63+64+E5—66—67) —1 10
ﬁ—i—%(—61+€2—63—64—€5+66+€7) 1 13
64—%(—61+€2—63—€4+€5—66+67) —1 12
( )

( )

( )

( )

B+

B+i(—e1+e—e+e—e+e—er 1 10
B+o(—€e1+e—es+es+e5—e6—er —1 9
1 9
-1 8

T
Bti(-a1tetea—eat+e—6—€

ﬁ—l—%(El—62—63—64—€5+66+€7) 1 12
ﬁ‘i‘%(ﬁ—62—63—€4+65—€6+€7) —1 11
ﬂ—i—%(q—62—€3+€4—€5+€6—€7) 1 9
ﬂ‘i‘%(ﬁ—62—€3+€4+65—€6—€7) —1 8
ﬁ‘F%(El—€2+€3—E4—€5+66+€7) 1 8
B+l —e2+e3—eate5— € —er) -1 7
ﬁ+%(€1+62—63—64—65—|—€6+€7) 1 7
5—1—%(61—{—62—63—64+65—€6+67) —1 6
54—%(—61—62—63—64—€5+€6—67) 1 6
ﬁ—i—%(—q—62—63—€4+€5—66—67) -1 5
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<aj7a8> 7é 0:

B.5.13 Cas i = 8, les racines positives a telles que

a (a,as) | (o p)
—€j+€6 1<]<5 —1 6—]
Ej+66, 1<]<5 —1 6+]—2
—€g + €7 2 1
“eiten 1<j<5b 1 j—1
& +en 1<j<b 1 | j+7-2

€6 + €3 —1 28

—€g + €3 1 18

€7 + €3 1 29

—€7 + €3 —1 17
B+i(—a+etest+ete—eter) 1 17
6+%(—61+62+63+64+e5+66—e7) —1 16
6"‘%(61—€2+€3+64+E5—66+€7) 1 16
ﬁ‘i‘%(el—€2+63+€4+65+€6—67) -1 15
5‘1‘%(61+€2—63+€4+65—€6+€7) 1 15
6+%(€1+€2—€3+€4+65+€6—€7) -1 14
ﬁ—i—%(el+62+63—64+65—66+e7) 1 14
B+ilei+etes—extes+eg—er) -1 13
ﬁ—l—%(el+€2+63+€4—€5—66—|—€7) 1 13
ﬁ‘i‘%(él+€2+€3+€4—65+€6—67) —1 12
6"‘%(—61—62—€3+64+€5—66+€7) 1 14
5—1—%(—61—62—63+64+65—|—66—e7) —1 13
B+ (-1 —ex+e3— e+ 65— €6+ €7) 1 13
B+5(—€1—es+e3—es+e5+ 66— €r) -1 12
ﬁ—F%(—Gl—€2+€3+64—€5—66—|—67) 1 12
ﬁ—f—%(—él—€2+€3+64—€5+66—67) —1 11
ﬁ‘i‘%(—614‘62—63—644‘65—664‘67) 1 12
6"‘%(—614‘62—63—644‘654—66—67) —1 11
B+5(—€e1+e—e3+eg—e5 — e+ €r) 1 11
ﬁ‘i‘%(—614‘62—634‘64—654—66—67) —1 10
B+i(—e1t+etes—e—e—e+er) 1 10
ﬁ+%(—€1+€2+€3—64—€5+66—67) -1 9
ﬁ‘l’%(ﬁ—62—63—€4+€5—66+€7) 1 11
ﬁ‘i‘%(ﬁ—62—63—€4+65+66—€7) —1 10
ﬂ‘i‘%(ﬁ—62—€3+€4—€5—€6+€7) 1 10
ﬂ‘i‘%(ﬁ—62—€3+€4—€5—|—€6—€7) -1 9
ﬁ—l—%(el—62+63—64—e5—66+67) 1 9
B+l —e2+e3—€es—e5+ € — €7 -1 8
ﬁ—f—%(€1+62—63—64—€5—66—|—67) 1 8
ﬁ‘l‘%(€1+€2—€3—€4—€5+66—€7) —1 7
ﬁ—k%(—el—62—63—64—65—66+67) 1 7
ﬁ"‘%(—q—62—63—64—€5+66—€7) -1 6







Annexe C

Annexes de calculs du chapitre 8
pour les systemes B,C, F, G

C.1 Systeme du type B;,l > 2 : Formule (F’)

C.1.1 Casi1=1":

a a’ | {e,a’) | (o pY)
€1 2¢1 2 l
€9 2¢9 —2 [—1
€1 — €9 €1 — €9 2 1
€1 — €5, 3<]<l €1 — €5 1 ]—1
€1+€j, 3<]<l €1+€j 1 2l—j+1
€2 — €5, 3<]<l €3 — €5 —1 j—2
62+€j, 3<]<Z 62+€j —1 21—]

C.1.2 Casi=1":

a o [fana") | {ap%

€] 26[ 2 l
g —e, 1<j<li—1]¢ —¢ -1 l—y
g+e, 1<j<I—-1]¢+g 1 [l—j542
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C.1l3 Cas2<i<l—1:

« aV (g, ) (ar, p¥)
€itr1 2611 -2 [ —1
€ — €iq1 € — €it1 2 1
6 —€, 1+2<5<! € ; 1 7 —1
€+e€, 1+2<7<! € + € 1 20— —i+2
€i+1 — €5, Z+2<]<l €i+1 — €5 —1 —’L+]—1
€i+1+6j, l+2<]<l 6i+1+€j —1 2l—j—l+1
Ej—Ci, 1<j<2—1 Ej—' —1 ’L—j
6+e, 1<i<i—1 € + € 1 20—j—1+42
€ — €1, 1<Jj<i—1]¢ —€4 1 1—7+1
€1 +6, 1<i<i—11 €64 +¢€; -1 20— 5 —i+1

C.2 Systeme du type B;,l > 2 : Formule (F?”)

C.2.1 Casi=1":

a (o) | (o)
€1 1 (20 —1)/2
€2 —1 (20 —3)/2
€1 — €9 2 1
€1 — €5, 3<]<l 1 j—l
e1+e€, 3<7<I 1 20 —
€ —€, 3<7<l 1 Jj—2
€ +¢€, 3<j<I —1 20—j—1
C.2.2 Casi=1:
o (a0, a) | ({a,p)
€ 2 1/2
6 —e, 1<j<i—1 —2 l—j
6+e, 1<j<l-1 2 l—j5+1
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C23 Cas2<i<l—1:

a (@a) [ {ap)
& I | Q—2i+1)/2
€it1 “1 | (20—2i—-1)/2
€ — €41 2 1
€i+€j, Z+2<]<l 1 2[—]-24-1
€iy1 — €, 1+2<7<! —1 —1+5—1
Gate, i+2<j<Il]| -1 20— j—i
6 —6, 1<j<i—1 —1 i—
e+e, 1<j<i-1 1 A—j—i+1
€5 — €41, 1<]<Z—1 1 Z—]+1
€ir1+e, 1<7j<i—1 -1 20—j5 —1

C.3 Systeme du type (Cj,l > 3 : formule du type

(F”)

C3.1 Casi1=1":

a & [Hana) | (0]

€1 261 2 )

€9 262 —2 (-1

€1 — €9 €1 — €9 2 1

€1 —€, 3LJIKI|e—¢ 1 Jg—1
e1+¢€, 3K<JI<I| e +g 1 20— 7+ 1

€—€, 3LJK|ea—¢ -1 j—2
62—|—€j, 3<]<l 62—|—€j —1 2[-]

C3.2 Casi=1":

a o [fana") | {ap%

€] 261 2 l
g —e, 1<j<li—1]¢ —¢ -1 l—y
g+e, 1<j<I—-1]¢+g 1 [l—j542
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B,C,F,G

C33 Casl<i<l!l:

a o | (o, a”) {a, p”)

2€;11 €it1 —1 20— 21— 1

€ — €iq1 € — €it1 2 1
€ —€, 1+2<75<I € — € 1 7 —1
€+e€, 1+2<7<! € + € 1 20— —i+1
€i+1 — €5, Z+2<]<l €i+1 — €5 —1 —Z+]—1
6,‘+1+€j, Z+2<]<l 6i+1+€j —1 2l—j—Z
€; — €, 1<j<l—1 € — € —1 ’L—j
6g+e, 1<i<i—1 € + € 1 20— —1+1
€ — €+, 1<g<i—1]¢—¢€4 1 1—7+1
€1 +6, 1<i<i—11 €64 +¢€ —1 20— 7 —1

C.4 Systeme du type Cj,l > 3 : formule du type
(F”)

C4.1 Casi=1":

a (@,af) | {a.p)
26, 2 2
€ —e, 1<j<i—1 -1 l—j
te, 1<j<l—1 1 [1—j+2
C4.2 Casl<i<l—1:
a (@a) | {ap)
¢, 2 20— 2i+1
2€i+1 —2 20 — 21
€ — €i+1 2 1
€i+€j7 Z+2<]<l 1 2Z—]—Z+2
€1 — €, 1+2<7<I —1 —1+5—1
Ei+1—|—€j, Z+2<]<l —1 2[—j—2+1
6 —€, 1<j<i-1 —1 i—
e+e, 1<j<i—1 1 20— j—i+2
€5 — €41, 1<]<Z—1 1 Z—]+1
€iv1+e, 1<j<i—1 -1 20— —1+1
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C.5 Systeme du type Fj : formule (F’)

C51 Casi=1":

a a’ {1, a) | (o, p")
€9 2€9 3
€3 2e3 2
€1 — €9 €1 — €39 5
€1 — €3 €1 — €3 6
€1 + €9 €1 + € 11
€1 + €3 €1+ €3 10
€9 — €4 €o — €4 2
€9 — €3 €9 — €3 1
€3 — €4 €3 — €4 1
€2 1+ €4 €9+ €4 4
€3 1+ €4 €3+ €4 3
%(€1+€2—€3+€4) (€14 €2 — €3+ €4) 5
%(61+€2—63—64) (61+€2—63—64) 4
%(61—624‘634‘64) (61—62+63+€4) 4
%(61—624‘63—64) (61—€2+63—€4) 3
C.bh.2 Casi=2:
a a’ (g, @) | (o, p¥)
€3 263 2
€4 2¢y 1
€1 — €3 €1 — €3 6
€1 — €4 €1 — €4 7
€1 + €3 €1+ €3 10
€1+ € €1+ € 9
€9 — €3 €9 — €3 1
€9 — €4 €o — €4 2
€3 — €4 €3 — €4 1
€2 + €3 €2 + €3 5
€2 1+ €4 € + €4 4
%(€1+€2—€3+€4) (€14 €2 — €3+ €4) 5
%(€1+62+€3—64) (€1 + €2 + €3 — €4) 6
%(61—624—63—64) (61—€2+63—€4) 3
%(61—62—634‘64) (61—62—€3+€4) 2
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B,C,F,G

C.5.3 Casi1=3:

a aV (ag, o) | (a, p¥)
€4 264 2 1
€1 — €4 €1 — €4 -1 7
€1 + €4 €1+ €4 1 9
€y — €4 €9 — €4 -1 2
€3 — €4 €3 — €4 —1 1
€3+ €4 €2+ €4 1 4
€3 + €4 €3+ €4 1 3
%(614‘624‘634‘64) (61+€2+63+€4) 1 7
%(614‘624‘63—64) <€1+€2+€3—64> —1 6
et e—ete)| (a+e—e+e) 1 5
slee—e+eatea)| (a—ea+ea+e) 1 4
%(€1+€2—63—€4) (61+€2—€3—64) —1 4
%(61—624—63—64) (61—€2+€3—64) —1 3
%(61—62—634‘64) (61—62—63+€4) 1 2
%(61—62—63—64> (61-62-63-64) —1 1
C.54 Casi=14:
a a {ou, @) | {a, p”)
€1 261 1 8
€9 262 —1 3
€3 263 -1 2
€4 264 -1 1
€1 — € €1 — €9 1 5
€1 — €3 €1 — €3 1 6
€1 — €4 €1 — €4 1 7
€9 + €3 €9 + €3 —1 5
€2 + €4 €2 + €4 —1 4
€3 + €4 €3+ €4 —1 3
%(61—62—63—64) (67 — €3 — €3 — €4) 2 1
sleteteate) | (ateateatea) | -1 7
%(61—62—634‘64) (61—62—63+€4) 1 2
%(61—624‘63—64) (61—€2+63—€4) 1 3
%(61+62—63—e4) (€1 + €2 — €3 — €4) 1 4
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C.6 Systéme du type F; : formule (F”)

C.6.1 Casi=1":

a (a,af) | (a,p)
€9 1 5/2
€3 -1 3/2
€1 — € -1 3
€1 — €3 1 4
€1 + € 1 8
€1 + €3 —1 7
€9 — €4 1 2
€9 — €3 2 1
€3 — €4 -1 1
€9+ €4 1 3
€3+€4 —1 2
sler+e—e+e) 1 7/2
%(61+€2—63—64) 1 3
%(61—€2+€3—64) —1 2
%(61—624‘634—64) —1 5/2
C.6.2 Casi1=2:
a (a,a3) | (a,p)
€3 1 3/2
€4 -1 1/2
€1 — €3 -1 4
€1 — €4 1 5
€1 + €3 1 7
€1+ € —1 5
€9 — €3 —1 4
€9 — €4 1 2
€3 — €4 2 1
€9 + €3 1 4
€2+€4 —1 3
Ser+e—e+e) -1 7/2
%(€1+62+€3—64) 1 9/2
%(61—€2+63—e4) 1 2
%(61—62—634—64) —1 1
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B,C,F,G

C.6.3 Casi1=3:

a (a,af) | (a,p)
€4 2 1/2
€1 — €4 -2 5
€1+ €4 2 6
€y — €4 —2 2
€3 — €4 —2 1
€9 + €4 2 3
€3+ €4 2 2
%(614‘624‘634‘64) 1 5
%(614‘624—63—64) —1 9/2
%(61 + €9 —€3—|—64) 1 7/2
s(e1 — €+ e3+€4) 1 5/2
s(e1+e—€e3—€) —1 3
%(61—624—63—64) —1 2
%(61—62—634‘64) 1 1
%(61—62—63—64> —1 1/2
C.6.4 Casi=4":
o (a,a)) | (a,p)
€1 1 11/2
€9 -1 5/2
€3 -1 3/2
€4 —1 1/2
€1 — € 2 3
€1 — €3 2 4
€1 — €4 2 5
€9 + €3 —2 4
€9 + €4 —2 3
€3 + €4 —2 2
%(61—62—63—64) 2 1/2
%(61 + e+ €3+ €q) —1 5
%(61—62—634‘64) 1 1
%(61—624-63—64) 1 2
%(61+62—63—64) 1 3




C.7. SYSTEME DU TYPE (5 : FORMULE (F”)

181

C.7 Systeme du type G5 : Formule (F’)

C.71 Casi1=1":

a a’ (ar,a”) | (o, p¥)
€1 — €9 €1 — €9 2 1
—2€1 + €2 + €3 %(—261 + €9 + €3) -1 1
—€1 + €3 —€1+ €3 -1 2
—€9 + €3 —€9 + €3 1 3
€1 — 269 + €3 %(61 — 263 + €3) 1 4
C72 Casi=2:
a a’ (a2, ") | {a, p¥)
€1 — € €1 — € -3 1
—2€1 + €2 + €3 %(—261 + €3+ €3) 2 1
—€1 + €3 —€1 + €3 3 2
—€1 — €9 + 2¢5 %(—61 — €9 + 2€3) 1 5
€1 — 2€9 + €3 %(61 — 2€5 + €3) -1 4

C.8 Systéme du type G; : Formule (F?”)

C.81 Casi1=1":

a (o, af) | {a,p)
€1 — €9 2 1
—261 + €2 + €3 -3 3
—€1 + €3 -1 4
—€9 + €3 1 5!
€1 — 262 + €3 3 6

C.82 Casi=2:

a (o, a5) | (o, p)
€1 — €9 —1 1
—261 + €2 + €3 2 3
—€1 —f- €3 1 4
—€1 — €9 + 2¢3 1 9
€1 — 262 + €3 —1 6







Annexe D

Annexes de calculs du chapitre 10

Le cas FEjg

D.1 Formules trigonométriques élémentaires

On va utiliser les formules trigonométriques élémentaires suivantes.

™

s(z) =

~ sin(7x)

P(2)* = y(x)s(z)

sin(3r) = sinx(4cos’x — 1) = sinx(3 — 4sin® z)

1+v5 1 =
4 ’cos(w/5)_\/g !

—1++5
4

cos(m/5) = sin(37/10) =

cos(2m/5) = sin(w/10) =

S

5—

sin®(7/5) = 5

sin(m/5) sin(27/5) = —

V541
9

oI5

sin(2m/5) =

sin(7/5)

sin(37/10)
sin(7/10)

= 4cos*(m/5)

V5 —1
8

sin(r/15) sin(4/15) = _ (cos(/5) — cos(w/3)) =

On pose
a = sin(7/5).
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Alors : VB 3
sin(27/15) = —;Oz + ! +4 . 23 (6a)
sin(47/15) = ! +4\/5 ot Z v, \f (6b)
sin(87/15) = ;a ;1 +4*/5 - ? (60)
sin(r/15) = ° +4\/504 _ + V5 \f (6d)
Ensuite : Y
sin(r /15) - sin(dr /15) = _1*8‘5 (7a)
sin(2r/15) - sin(87/15) — - +8\/5 (70)
sin(7m/30) = © _8‘/5 PG ‘f)*/ga (8a)
sin(117/30) = ! —|—8\/3 + \égoz (8b)
sin(77/30) sin(137/30) = ’ +8\/§ = sin(37/10)? (8¢)
sin(47/15) - sin(87/15) = sin(37/10) - sin(117/30). 9)
D.2 Preuve de I'(Es) = ['(Eg, ag)m(Es)

Les racines positives forment 2 groupes :
e 56 racines :

a(E,ij) = xe,+¢€, 1 <i<j <8,

e (64 racines :

1 7
alE,£,...) = 5(68 + E ) si€i, sq = £1, Hsi =1,
i=1

Soient, 56 4+ 64 = 120 racines positives.
Le nombre de Coxeter h = 30.

r(Es) == (7(Es, 1), ..., v(Es, ag)).

= 97 18/153-2/55-1/6(2 3 4.6,5,4,3,2).
_ (22/153—2/55—1/6’ 2—13/1533/55—1/6’ 217/153—2/55—1/6’ 22/1533/55—1/67
2713/15372/555/6’ 217/15372/5571/67 2713/1533/5571/6’ 22/15372/5571/6)'
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m(Es) = (2cos(m/5),4 cos(m/5) cos(7m/30), 4 cos(m/5) cos(m/30),
8 cos?(m/5) cos(27/15), 8 cos®(m/5) cos(7m/30), 4 cos(7 /5) cos(27/15), 2 cos(/30), 1).
= (1,62;2,40;3,22;4,78;3,89;2,96;1,99; 1).

Remarque D.2.1. Ce sont les masses des particules dans le modele d’Ising
critique avec le champ magnétique (Zamolodchikov).

7(3/30)7(5/30)(16/30)
1/30)7(8/30)~(10/30)~(12/30)7(23/30)"
— 22/153—2/55—1/6‘

/V(ES’ 041) = /7(

I'(3/30)1'(5/30)T"(16,/30)
(1/30)T°(8,/30)T'(10/30)T'(12/30)['(23/30)
sin(2r /5) sin (27 /15) sin(47/15) ) 1/2
sin(7/10) '

F(E&Oél) = T

= QL6/1531/205-1/12 1 =L i) (7 /15) - (

(s, cs) = 7v(2/30)7(3/30)v(10/30)~(12/30)~(21/30)
s 02 = (1730)7(6/30)7(7/30)(8/30)7(15/30) (17/30)7(24/30)

9—13/1533/55-1/6
(3/30)1'(10/30)['(12/30)I'(21/30)
(7/30)['(8/30)['(15/30)['(17/30)I'(24/30)"

(2 /30_
(1/30)I°(6,/30

_ )T
F(Eg,CYQ) = F )F

in(/5
_ g0330g1/205-1/12 -1 SIUT/S) o gy (87 /15) sin(r/10) sin (3/10) sin(2m/5)] V2
sin(m/15)
En utilisant (7a) et (7b), on obtient :

P(Es, a2)/T(Eg, ag) = QSin(iT/15).

D’un autre coté,
My = my/mg = 4cos(m/5)sin(4r/15) = (1 + V/5) sin(47/15),

d’ou :
F(Eg, O[Q)/F(Eg, ag) = mg/mg.

(B, ) = 7(8/30)7(15/30)7(22/30)
B (7/30)7(11/30)7(13/30)7(20/30)(24/30)

— 217/15372/5571/6.
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I'(8/30)I'(15,/30)I'(22/30)
(7/30)T(11/30)I'(13/30)['(20/30)I(24/30)

F(Eg, 063) = T

1/2

::21”53L“05—1”2w—1snm4w/15)—1<snmﬂ/5)snm7w/3o)snm11w/30)snml3w/3o)>

: . 1/2
_ 917/3031/205-1/12_~1 sin(87/15) - (Sm(ﬁ/@ Sm(27r/15)>

sin(4m/15)

De la, on obtient :

sin(117/30) 1/2
)

I%fk,as)/F(£%7as>==2‘1“<1‘%\/5)S““3”/10>'(Snmgw/15)snm4w/15

D’autre part :
ms = 4sin(37/10) sin(87/15),

d’ou :
F(ESaCVS)/F(E&OéS) = mgs,

en utilisant (9).

7(1/30)7(4/30)7(11/30)~(20/30)~(24/30)
2/30)7/(3/30)1(8/30)7 (12/30)7 (13/30)7(22/30)(25/30)
_ 92/1533/55-1/6
I'(1/30)T'(4/30)T(11/30)(20,/30)T'(24,/30)
(2/30)T'(3/30)1(8/30)1(12/30) (18 /30)I'(22/30)I'(25,/30)
sin(7/10) >1/2
sin(m/5) sin(7/15) sin(27/15) )

’Y(Eg, O[4) - '7(

F(ES, 014) = T

— 9~ 14/1531/205~1/12 —1 sin(27/5) - (

On a:
sin(37/10)

" sin(47/15) sin(87/15)’

my —

(on utilise (9)).
Il s’en suit, en employant (7) et (3), que :

[(Es, aq) /T (Es, ag) = my.

7(E87 045) =
v(2/30)7(6/30)7(7/30)7(8/30)(12/30)7(13/30)~(18/30)~(25/30)
v(4/30)27(5/30)v(9/30)~(10/30)~(11/30)~(15/30)v(16/30)~(21/30)7(26/30)
— 9—13/153-2/555/6
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F(Eg, Oé5) =
T'(2/30)T(6/30)7(7/30)(8/30)T(12,/30)1'(13/30) (18 /30)T'(25,/30)
T'(4/30)20(5/30)0(9/30)0(10/30)0(11/30)T(15,/30)0(16/30)T(21/30)T(26,/30)
_ 5—13/3091/20 5/127T,1sin(37r/10) . sin(2m/15) sin(47/15) 1/2
=28 sin(27/5) ( sin(r/5) )
En utilisant (3d), (4) et (5), on vérifie sans peine que :

['(Es, as)/T(Es, ag) = 8cos*(7/5) cos(27/15).

Donc :
F(Eg, 045)/F(Eg, 048) = m5/m8.

7(9/30)~(15/30)~(26/30)
6,/30)7(13/30)7(14/30)~(20/30)7(27/30)"
_ 917/153-2/55-1/6
I'(9/30)I'(15,/30)I(26/30)
(6/30)I"(13/30)I"(14,/30)['(20/30)(27/30)"

v(Es, ag) = o

P(Eg, 066) = T

1/2
::z”ﬂ”3L“°5—1”2w—1an4w/15)-<snmw/5)snmn/15)snm8w/15)> :
On a :
me = 4sin(4m/15) sin(87/15),
(en employant (9)), d’ou, en utilisant (3c) et (7),

F(Eg, (I@)/F(ES, 018) = Mg.

+(4/30)7(10/30)(14/30)7(27/30)
2/30)7(9/30)7(12/30)y(15/30)7(19/30)7(28/30)
_ 9-13/1593/55-1/6
I'(4/30)0(10/30)T(14/30)T(27/30)
(2/30)0(9/30)T'(12/30)T(15,/30)0(19/30)0(28/30)°
sin(27/5) sin(7r/15)>l/2
sin(27/15)

v(Es, a7) = o

F(ES, 017) = T

— 2_13/3031/205_1/127T_1 . (

En utilisant (7a),

1++5
(B, r) /[ (B 05) = oot s
D’un autre coté,
my = 2sin(87/15),
d’ou, vu (7b) :
D(Es, ar) /T (Es, 05) = ms.
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7(5/30)7(9/30)~(28/30)
1/30)~(10/30)7(14/30)~(18/30).7(29/30)
— 22/153—2/55—1/6‘
I'(5/30)I'(9/30)(28/30)
(1/30)T(10/30)I'(14/30)['(18,/30)(29/30)"

sin(27/5) sin(27/15) sin(4m/15) > 1/2
sin(37/10) '

v(Es, ag) = i

F(ES,CVS) = T

— 216/1531/20571/1271_71 Sln(ﬂ'/lS) A (
En employant (4), on voit que :
[(Es,o1)/T'(Es, ag) = 2 cos(m/5).

F(Eg, Oél>/F(E8, ag) == ml/mg.

On a donc vérifié que :

F(Eg) = F(Eg, OZg)m(Eg).
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