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Exercice

el {6 16 DG D6 D)
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(b) Par définition d"un groupe engendré par un élément, pour toute matrice M € G, il existe k € Z tel
que ¢(k) = M. Ainsi, ¢ est surjectif.
k
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(d) Soient H, K deux groupes et f : H — K un morphisme de groupes surjectif. Le théoreme d’isomor-
phisme nous dit que :

(c) ker ¢ est un sous-groupe de Z donc il est de la forme nZ ot n = min {k >0

Par la question 1., n = 4.

H/ker f ~ K.
On en conclut donc que G ~ Z /47Z.
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3. La matrice (1 0 ) représente la rotation de centre (0,0) et d’angle 7. Les autres matrices sont les
rotations de centre (0,0) et d’angles respectifs 7, 37” et 0. Ainsi G représente le groupe des rotations d'un
carré.

Probléme

Considérons IR> muni de son produit scalaire euclidien usuel et de sa base canonique. Soit C la conique définie
par le polyndéme de degré 2 :
F(x,y) = 2x> + y* + 2xy — 4.

Partie I : étude de la nature de C

1. q((x,y)) = 2x% + y? + 2xy.

21
2= (2 1),

3. det(M) = 1 donc la matrice posseéde un unique centre O. On remarque que F ne posséde pas de partie
linéaire, ainsi le point O a pour coordonnées, dans la base canonique, (0,0).

5 3

3 2),dorlc M ¢ 07(R).

4. Onremarque ‘M = M, c’es-a-dire que M est symétrique. Mais ‘MM = M? = (

5. La matrice M est symétrique, d’apres le cours, elle est diagonalisable.

3—-5

2 et

6. Le polynome caractéristique de M est X? — 3X + 1. Les valeurs propres de M sont donc A; =

3++5
M=

Calculons E(Aq) = ker(f — Aqidge) :

(x,y) €E(M) &

1 5
+2\/_x+]/ =0.
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Ainsi, E(A)) =R [ 1+ 5
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Calculons E(Ay) = ker(f — Apidge) :

1-+5
(x,y) € E(A) & 2\/_x+y =0.

-1 1+\/§>et<_11—\6

Ainsi, E(A;) = R (1 - \/5) . De plus les vecteurs <—1, 5 5 ) sont orthogonaux

2
et forment une base, c’est donc la base orthogonale cherchée. Dans cette base, la matrice M s’écrit :

A0
0 Ay)°
7. M posseéde deux valeurs propres positives. La signature de g est donc (2,0). D’apres le cours, la conique

C est une ellipse, un point ou le vide.
Or la constante est strictement négative, on en conclut que C est une ellipse.

-1 -1
Enfin les axes de symétries sont les droites O + R (1 + \/5) etO+ R (1 — \/5) .
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Partie I1 : étude du groupe des isométries conservant C
1. 1SS = I, donc S € O,(IR?). De plus det(S) = —1 donc S représente une symétrie orthogonale par

-1
rapport aladroite E(1) =R | 1+ \/5) .
2

2. 'R = RetRR = R? = I, donc R € O5(R). De plus, det(R) = 1 donc R représente une rotation d’angle
7t vu qu’elle est de carré égal a I'identité et son centre est O car elle est vectorielle.

3. idge € Is(C). De plussi f,g € Is(C) alors fg~1(C) = f(C) = C car:
glC)=CeC=g7(C).

Ainsi fg~! € Is(C) et donc Is(C) est un sous-groupe de Is(IR?).
4. §? = R? = I, car ce sont des symétries. RS = —[,S = —S = S(—1I) = SR.

F (s (;)) = 5F(x,y) = 0. Donc's € Is(C).

F (R (;)) = F(x,y) =0.Doncr € Is(C).



5. (a) foro f~!estuneisométrie car c’est une composée d’isométries. De plus :

det(foro 1) = det(f oro f1) = det(r) = 1.

foro f~1est donc une isométrie positive. Remarquons que :

forofTH(f(0)) = for(0) = f(O).

Ainsi, f oro f~! est une rotation de centre f(O). Enfin pour déterminer 'angle 6 de la rotation, il

faut remarquer que :
r (cgs(@)) — sm(?)) = 2cos(6);

sin(f)  cos(0
e —
tr(forof!) = tr(?orof_l) =tr(r) =tr(—L) = -2.
D’od, cos(f) = —1 etdonc 6 = 7.

(b) Comme Is(C) est un groupe, alors f 1 € Is(C) et donc :
forofH(e) = for(C) = f(C) = C.

(c) D’aprés le cours, on sait que O est centre de C ssil’homothétie de centre O et de rapport —1 conserve
C. Or, d’apres les deux questions précédentes, f o r o f ! est une homothétie de centre f(O) et de
rapport —1 qui conserve C, f(O) est donc centre de C. Or on a vu a la question 3. de la Partie I que
O était 'unique centre de C donc f(O) = O.

Comme f est une isométrie et possede un point fixe, d’aprés le cours, on en déduit que c’est une
rotation si f est une isométrie affine positive, ou une symétrie orthogonale par rapport a une droite
si f est une isométrie affine négative.

_ (cos(f) —sin(0)\ [0\ [—2sin(H) ]
(d) ? - (sm (6) cos(h) ) (2) o (ZCOS(G) ) - Alors :
F (7(7)) — 0 & sin(6)(sin(6) — 2cos(8)) = 0
< sin(f) = 0 ou sin(f) = 2 cos(h).
cos(6) = f . Or ce derni i ibl Vi d
sin(6) = + \/g r ce dernier cas est impossible (car 'image de

(0,2) par le carré de la matrice n’est pas un point de C) et donc que f est soit I'identité de R? soit
une rotation de centre O et d’angle 7, c’est-a-dire r.

@ 7 (i) = (Zﬁf )) —sf;(s%)) (g) = (—zzsfgg?()a)) - Alors:

F (7(7)) — 0 & sin(6)(sin(6) — 2cos(6)) = 0

On en déduit que 6 = 0, 77 ou {

< sin(f) = 0 ou sin(f) = 2 cos(h).
cos(f) = + 4
On en déduit que 8§ = 0, T ou . \ég . Or le premier cas est impossible (car I'image du
sin(f) = £ 7

point (\_/—%, %) € C n’est pas dans C) donc :

cos(8) sin(f) \ _
<sir1(9) —cos(f)) +5
Ainsi, f =sou f =ros.
6. D’aprés la question 4., on a:
(r,s) = {idga,1,5,105s}.

D’apres la question 5., Is(C) = {idge,,s,+ os}, donc Is(C) = (r,s).
7. Is(C) est un groupe a 4 éléments dont chaque élément, hormis le neutre, est d’ordre 2. D’apres le TD2

Exercice 8, Is(C) est isomorphe au groupe de Klein Z/2Z x Z/27Z.



