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Exercice 1.Soientay, - - -, a,, € R" et soitA € M,, ,(R) la matriceA = ( : ) . Montrer

a
que pour touy € R™, onaA”y = ", y;a;.

Exercice 2.Parmi les propositions suivantes, indiquer celles qui gsaiés en les démontrant,
et celles qui sont fausses par un contre-exemple.
a)A e M, (C), Be M,(C), AB = I, implique AB = BA.

b) A € M, (R) est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonrgs. (ignes) forment
une base orthonormée daR% muni du produit scalaire canonique.

c) A € C valeur propre del € M,,(C) implique que\? est valeur propre dd?.

d) det(A + B) = det(A) + det(B) pour4, B € M, (C).

e) det(AA) = Adet(A) pour € C, A € M,,(C).

f) A, B € M, (C) et B diagonale impliquelB = BA.

g) Pourd € M, (R), A est orthogonale si et seulementsdet(A) = +1.

h) A € C est valeur propre d’ordrede A € M,,(C) si et seulement si + . est valeur propre
d'ordrep de A + ul,.

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel de dimensiorsurK = R ouC et soitf € End(E)
derang égala 1.

a) Quelles sont les valeurs propresfde

b) Montrer quef est diagonalisable si et seulement i t£ 0.

c) Montrer que si tif # 0, alorsf? = (tr f)P~Lf.

Exercice 4. SoientA € M, ,(K), B € M, K), C € M,.(K), D € M,,(K), A" €

My (K), B € My +(K), C" € My (K), D" € My +(K), et les patrices par blot/ =

A B , (A B iy : :
(C D)’ M = (C’ D’)' Sous quelles conditions portant sur les dimensions des blo
peut-on effectuer les opératiods+ B et AB ? Ecrire alors le résultat de ces opérations.

4 D) o € MK), B € My, (K),

0eM,, Ce M,K). Calculer def\/ en fonction de detl et detC'.

Exercice 5. Soit la matrice par blocd/ =



Exercice 6.Soient4, B € M,,(C). Montrer que det(é ﬁ) = det(A — B)det(A + B).

Exercice 7. Soit M = (é g) avecA € M,(C), B € M,4(C), C € M,,(C),D €

M,(C). Montrer que sid est inversible, alors dét’ = (detA)(det(D — CA™'B)).

Exercice 8.SoientA, B, C, D € M, (C). On suppose que ddt# 0 et AC = C'A. Montrer

A B
alors que det<0 D) = det(AD — CB,).

Exercice 9.Montrer qu’'une matrice unitaire a toutes ses valeurs psogeemodule 1.

Exercice 10. Soient M (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles semi-idgfiosi-

tives et soitM;F " (R) 'ensemble des matrices symétriques réelles définidipes. Montrer

que siC € M} (R), alors defl + C') > 1 et det(/ + C') > detC. En déduire que si
Ae Mit(R)etB € M} (R), alors de{A + B) > detA et det(A + B) > detB.

Exercice 11.Montrer que deux matrices semblables ont méme polynomaet&aistique. En
déduire qu’elles ont méme déterminant et méme trace.

Exercice 12. Soient4, B € M, (K). Montrer queAB et BA ont méme polyndme car-
actéristique. Indication : examiner d’abbord le casdast inversible. Dans le cas contraire,
montrer qu’il existesy > 0 tel que det A + 1) # 0 pour touts €]0, £¢].

Exercice 13. Soit A € M,,(C) une matrice dont les valeurs propres sont notées: -, A,
pour lesquelles il existe une famillg, - - -, v,, de vecteurs propres orthonormés. Montrer alors
queA = >0 \uguj ouv* = o7,

Exercice 14.Résoudre par bloc le systéme suivdiit, xq, x3, 4, x5)" = (15,15,25,20,9)7,
ou

1 0 0 1 2
01 0 2 1
A=10 0 1 3 2
41 0 1 2
1 01 0 1

en utilisant le fait que I'un des blocs de la matrice est &nnt inversible. Calculer alors
l'inverse deA.



