14
2. ANALYSE MATRICIELLE, NORMES

2.1. Normes vectorielles, matricielles. Une sémi-norme sur un espace vectoriel F est la donnée
d’une application N : £ — R vérifiant deux axiomes (X, Y vecteurs de E, X scalaire) :

o; N(AX) =|AN(X).

o, N(X+Y)<NX)+N(Y).

Ou pour le scalaire A, sa valeur absolue |A| est la valeur absolue de R ou le module de C selon que
corps des scalaires est R ou C.

Nous dirons qu’il s’agit d’une norme si N(X) > 0 pour tout X # 0. Dans ce cas on notera
N(X) =] ||+ avec des indices ”*” lorsque 1'on a faire a plusieurs normes dans le méme texte.

Une norme détermine une structure d’espace metrique, en posant comme distance entre les vecteurs
X, et Y la quantité N(X —Y'). La topologie est celle que vous avez déja étudié. Dans le cas qui nous
intéresse, le cas de dimension finie, cette distance fais de E' un espace normé complet (de Banach).

Pour un espace de Hilbert, (F, < ., >) la quantité v/< X, X > détermine ”1a” norme.

Pour travailler avec des matrices, nous nous intéressons tout particulierement aux espaces K" sur
lesquels certaines normes sont standard : Si X = (x1, 29, ..., 2,)T posons

n »
||XHp=<lei\p> » [ Xlleo = max|a;].

i=1
Ces quantités sont visiblement des nombres réels bien définis, qui de plus vérifient les axiomes de
norme, sauf éventuellemnt 'inégalité triangulaire, que 'on procede a démontrer.

Lemme 3. Pour 1 < p < oo, Uapplication X — || X||, est une norme sur le K-espace vectoriel K".
(Pour K, R ou C). Et nous remarquons les inégalités :

Inégalité de Minkowski : || X + Y|, < ||X||, + |V,

Inégalité de Holder : si1 <p <oo, |Y*X|<I||X]|l|Y]l,

si l'on prend q tel que % +% =1, lorsque 1 < p < o0, puis g = 1 si p = 00 et enfin, ¢ = 00 i
p=1. (Cest-a- dire, ici, 1 + L =1).

Convezité de ’exponentielle : si a,b > 0 sont deux nombres réels, et 1 < p < 00,

1—i—l:1:>ab§1ap—|—lbq,
p q p q
Démonstration.Les énoncés sont fait dans 'ordre inverse de 'ordre de démonstration. Pour le
dernier, qui est évident si ab = 0, on suppose que ni a ni b est nul. Nous savons que ’exponentielle
réelle t — e! est une fonction convexe, c’est-a-dire que si 61t; + 0t est un point qui se trouve entre
t, et ty alors, 11119282 est plus bas que 6reft + hye?2. Clest-a-dire que si 0 < 60y,05, et 6, + 0, = 1,
alors

691t1+92t2 < Hletl 4 926t2.
De plus, par stricte convexité, ’on sait qu’il ne peut y avoir égalité que dans le cas ou 'un des 6 est
nul. On Papplique a : t; = log(a?), ty = log(b?), 0, = %, Oy = %, ce qui donne :
6%log(ap)+%log(bq) < 1 clos(a?) +} log(b?)
p q

qui évidement est 'inégalité annoncé.

L’inégalité d’Holder se déduit facilement, dans le cas 1 < p < oo. Puisqu’elle est évidente lorsque
I'un des vecteurs est nul, supposons le contraire et posons : X = m XetY = m Y, ces vecteurs
sont de norme 1 et vérifient : vex

x| = XL
X1 [1Y g
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En effet, notant X = (a;)7 et Y = (b;)” nous avons

VX =) hiail < [billai].
1=1 1=1

Somme de produits de nombres réels positifs ou nuls auxquels on applique 'inégalité de convexité de
I'exponnentielle. Ainsi, pour chaque i nous avons : |b;|]a;| < 1—1)|a,~|p + %|b,~|q. En additionnant,

n 1 n 1 n 1 1 ) .
bllad < =3 Jailr + = 3 bl = S|IX|E 4 S|[V]E = -+ - = 1.
;I las| p;l | q;\ = SIXIE+ S IVl = 2+ 7

Y X|

s XY e < 1, comme il fallait démontrer.

Ainsi

Il faut traiter le cas de la norme infini séparement. Or |[Y*X| = | > gxi| < D |yillzs| < |yi] Do || =
|Yio 1|1 X | |1, pour |y;,| le plus grand des |y;|. Or celui-ci vaut ||Y||w, et le lemme est démontré (en re-
marquand le symétrie).

Enfin, pour I'inégalité triangulaire, on procede a I’aide d’une astuce de Minkowsky. Pour 1 < p < oo
nous observons que || X +Y|[2 = 37 [zi4yil|lzi+yiP ™ < D0 |zl |ei+uslP~ 5 |yl |z +w:[P 7. On utilise
Holder pour les couples de vecteurs x = (|z;]); et 2 = (Jz; +vi[P7)i et vy = (|yi])s et 2 = (|o; +ui|P7);
ce qui nous donne les inégalités suivantes :

Yo lzilles +ul Tt < UX Il Yyl + walP ™ < Y 1pl1=]lo:

Il reste a constater que ||z||, = || X + Y|[[>~! parce que ¢(p — 1) = p. Ainsi, nous avons établit,
IX + Y5 < [IX]IX + Y15~ + Y]]/ X + YR

En factorisant [|X 4 V|5~ sur le membre de droite et divisant, nous avons I'inégalité triangulaire
cherchée. ¢

Evidement que l'on peut identifier M,, ,,(K) avec K™ et utiliser une quelconque des normes ci-
dessus, pour parler de la norme d’une matrice, mais cette demarche n’est pas tres utile (sauf pour
penser a la topologie). En effet, la propriété interessante serait ||AB|| < ||Al| || B||. Par exemple, pour
la "norme” du maximum, qui donnerait a une matrice le maximum des modules de ses éléments,
nous avons que la matrice pleine de 1 (tout élément est le nombre 1) en taille n, & norme 1 mais
évidement la "norme” de son carré est n et n £ 1 en général!

Définition 3. Norme matricielle Une norme matricielle sur M,(K) est une application || - || :
M,(K) — Ry telle que

4] =0 A=0,

[IAA[] = [ALTA]],
1A+ Bl < [lAll+ 1Bl
|AB| < [|All | B]]-

C’est donc juste une norme pour les matrices considérées comme vecteurs, qui vérifie en plus
||AB|| < ||A]| ||B]|- En particulier, nous remarquons que la norme de la matrice identité vérifie,
||| > 1. (Car nous pouvons diviser par ||I|| dans ||I|] = ||I?|] < ||I|]*.

Proposition 1. Soit || - || une norme matricielle sur M, (K), alors
Il =1, A" < [JAl" (n>0), 1< [[ATY[[]A]].
|4 < 1,= 1 — A € GL,(K).

Si U € GL,(K), la boule ouverte de centre U et rayon ||U™Y||™! est contenue dans GL,(K) qui est
donc ouvert.
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Démonstration. Evident , ||I|| = |[UU|| < ||[U|]||U]|. Puis, remarquons que

1 +o00 N
—— =) " (1-2) ) =1-2""
— T
n=0 n=0

Ainsi si 1 < p < ¢ nous avons

q p q q
D Am=> A< > A< D] Al
n=0 n=0

n=p+1 n=p+1

qui, lorsque ||A]| < p < 1 est majoré par
00 p
<[JAPY p" = [JAlP——.
n=1 1 -P
Ainsi, si e > 0, il existe p tel que [|[A]|P < 51;/)p ce qui prouve que la série converge. Puisque

(1—A) (XN A =1 — ANt — [ (n — 400) La matrice I — A est inversible, et son inverse est la

série de Von Newman
1 o=
— = A",
a2

Enfin posons C =U — U + B=U(I — (I — U™'B)) qui est inversible si et seulement si, I — C' l'est
pour C' = I — U1 B lest. Or il suffit pour cela, que ||C|| = [[U™Y(U - B)|| < |[U7Y|||]|U — B]| < 1 et
pour cela il suffit que ||A — U|| < |[|JU7Y|7%

Définition 4. Norme matricielle subordonnée (d’operateur) Une norme matricielle sur M, (K), ||-

||, est dite subordonnée, s’il existe une norme N sur K™ (et l'on dira que || - || est subordonnée a N
ou que || - || est la norme d’operateur de 'espace normé (K™, N) ). si pour toute matrice A :
JAl|= max  N(AX).

XeKn N(X)=1

On remarque que dans K" toutes les normes sont équivalentes, et ainsi X — AX est continu en
norme N et comme N(X) =1 détermine un compact, le sup est un maximum et il est atteint en un
vecteur de norme 1.

Lemme 4. Si || - || est une norme sur K", il existe une norme (unique, que l’'on notera aussi || - ||7)
sur My, (K) qui lui soit subordonnée. De plus nous avons
| AX]|
Al| = max
[1A]l = max X

et toujours ||I|| =1 puis ||AX]| < ||A]|]|X]].

Démonstration. La formule pour ||A|| doit étre
Al = max [JAX]]

XeKn |[X]|=1
si I'on veut qu’elle soit subordonnée a || - ||, d’ott 'unicité. Il ne reste a démontrer que cette identité
définit bien une norme matricielle!

D’une part (A + B)X = AX + BX et ||(A+ B)X]|| < ||[AX]| + ||BX]||d’ou, pour X parcourant
la sphere unité en norme || - || de K, max||(A+ B)X|| < max(||AX|| + ||BX]||) < max||[AX]|| +
max ||[BX]||. Qui est I'inégalité triangulaire.

L’homogeneité est évidente. De plus, si ||A|| = 0, pour tout X de norme 1, AX est de norme 0
¢’est-a-dire nul. La matrice A est donc nulle, tout vecteur de K est, a une dilatation pres, de norme
1.
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Avant de montrer qu’il s’agit d’'une norme matricielle, montrons la formule altérnative pour la
norme d’opérateur. Ce qui est clair est que

AX
max  ||AX]| < u
XeKn || X||=1 X;,,go | X||
: HAXI Ao AX
Soit X #0etY = HXII’ [|Y|| = 1 nous avons ||AY|| = lIIXHH Ainsi supy HIIXHH maxx £ HHXIIH <

maxxexn (|x|=1 |[AX|]. En plus, si X #0, L&l <[|A[], don [[AX]| < [JA]|[|X]] le cas du vecteur

nul étant évident. Puisque IX = X, ||I|| = 1 lorsque || - || est subordonnée.

Avec cette formule, il est aisé de prouver que ||AB|| < ||Al|||B]|. En effet, soit X un vecteur
de norme 1, alors [|ABX|| < [|A[|[[BX|| < [[All[|B[|[|X]| = [IA[ll|B]| ainsi max)x)—1 [[ABX|| <
LAl BI]-

Proposition 2 (calcul des normes subordonnées aux normes de Holder). Soit A = ((a;;)) une

matrice carrée. Pour la norme sup :

[A][oo = max Z la;j|,  maz des norme-1 des lignes.

Pour la norme || - || de C (ouR) :

| Al = max Z laij] = ||A*||oo,  maz des norme-1 des colonnes.

Pour la norme euclidienne de C :
I|All2 = v/ p(A*A) = ||A||2, racine du rayon spectral de AA™.

Définition 5. Norme de Frobenius Soit A € M,,,(K) nous apellerons norme de Frobenius la

quantité
|AllF = ( > |aij|>

i=1,j=1

=

Proposition 3 (Propriétés de la norme de Frobenius). Soient A, B € M,,,(K),C € M,;(K), X € K".

1- La forme (A/B) g = trace(B*A) donne une structure hilbertienne a M, (K) de norme associée
la norme de Frobenius.

2- Nous avons ||AC||r < |[A[|2[[Cl[r,  [[AC[r < [[Al[F[ICl2,  [|AX]|r < [[A[l#]|X]]2.
3- Puis ||All2 < [[Allr < VnllAll2,  [|AC]F < [|A[lRI|IC]|F.
4- Si U,V sont unitaires, ||UA||r = ||Al|lr = ||AV]|F.

Proposition 4 (Théoreme de Householder). Soit A € M, (C) et ¢ > 0, il existe alors une norme
vectorielle sur C" telle que pour la norme matricielle subordonnée, l'on ait

IA]] < p(A) +e.
Ou p(.) est le rayon spectral.
On en déduit p(A) = inf{||A|| / || - || est une norme matricielle de M, (C)}.

Démonstration.Fixons ¢ et A..La matrice A se triangularise, soit P € GL,(C), T = P7'AP
triangulaire supérieure, p(A) = p(T). Soit Q(u) = diag(1,u,u?,...,u" ') € GL,(C) si p > 0.
Considérons la norme de C" || X||. := [|Q(p)PX]||2. La norme d’opérateur induite par cette norme
est || B||« = HQ(,u)PBP‘lQ(i)Hg si B € M,,(C). On trouvera p de sorte que cette norme d’opérateur
soit celle que nous cherchons. La matrice Q(M)PAP_lQ(i) = Q(,U,)TQ(%) est triangulaire supérieure
et elle a comme diagonale principale la méme matrice diagonale D que celle de T. L’élément en
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ligne ¢ colonne j de cette matrice est p'~Jt;;. Nous avons donc lim,_, Q(,u)TQ(%) = D dou
lim, .+ ||A||« = ||D|]2 Fixons p assez grand pour que ||A||. < ||D||2 + ¢,

1All. < [[Dll2 + &= v/ p(D*D) + & = max|[ty| + ¢ = p(A) + €.

2.2. Localisation des valeurs propres.

Théoréme 7 (Théoreme de Gerschgorin-Hadamard). Soit A = (a;;) € M,,(C). Nous avons toujours

sp(A) C O D;
i=1

pour les disques de Gerschgorin : D; ={z € C / |z — ay| < Z la; |}
J=1, j#i
Démonstration. Soit A € sp(A), et X un vecteur propre associé. Posons Y = ﬁ qui est aussi

une vecteur propre associée, ||Y ||« = 1. Nous avons, donc, qu’il existe un indice, noté le [1 : n| telle
qgie |y| = 1 et évidement (AY'), = Ay, d’out 'on tire que

Z ;Y = Ay,
j=1

ol précisement, > 7, o ay; + anyr = Ay qui donne y(A —ay) = 37 i ay;. Or [y;] < |y| <1

qui par triangulaire donne
n

A= au| < [pA—a)| < > ayl.
J=1j#l
C’est-a-dire que A est dans le disque D;. meD

Corollaire 1. Pour une matrice A = (a;j) nous avons la borne du rayon spectral suivante

p(A) < sup (O lay)).

1<i<n “—

Démonstration. Si A € sp(A) il existe 1 < ¢ < n tel que A € D; clest-a-dire |\ — a;| <

> i1 |lai]. Ainsi, puisque [A| — |ai| < [X — ay| nous avons [A| — |az| < 377, . |as] et en passant
la;| au deuxiéme membre,
n
A< Jayl
j=1
le maximum en ¢ est donc un majorant. meD

Définition 6. Une matrice A = (a;;) € M,(C) est dite "a diagonale dominante” si pour chaque

i € [1:n] nous avons
n

> ail < aal.
j=1,j#i
Elle sera dite ”a diagonale dominante stricte” si toutes ces égalités sont strictes.

Si la matrice A est a diagonale dominante stricte, il s’en suit qu’aucun des n disques de Gerschgorin
ne peut contenir 0 d’ott 0 ¢ sp(A).

Corollaire 2. Une matrice a diagonale dominante stricte est inversible.

On remarquera que lorsque 1'on note A, la matrice tirée de la matrice A en ne retennant que
les éléments dont les deux indices sont inférieurs ou égaux a p : A, = Ay si la matrice A est a
diagonale dominante (resp. stricte) il en va de méme pour A,. Ainsi pour une matrice a diagonale
dominante stricte A, chaque A, est inversible.
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2.3. Conditonnement d’une matrice. Quand on veut résoudre numériquement AX = B avec
A e M,(C), 1 << n, divers facteurs influent sur la précision du résultat :

— Incertitudes sur les données (expérimentales) de A et/ou B.

— Erreur dans la représentation des coefficients de A et B avec un nombre fini de décimales
(ordinateur).

— BErreurs d’arrondi lors des calculs.

— Erreurs prévisibles de 1’algorithme, notamment los des calculs approchés par des méthodes
itératives.

Supposons d’abord une méthode donnée, de calcul de X pour le probleme AX = B. Par des
erreurs de représentation, nous résolvons en fait (A 4+ JA)Y = B + dB avec A et B des quantités
(matricielles) inconnues. On supposera posséder une borne du type |[§A|| <27 tennant compte de
la précision acquise dans 'obtention des données et leur codage. Evidement nous pouvons considérer
que le résultat du calcul Y est lié avec le véritable résultat cherché X par Y = X 40X et il s’agit
de discuter des informations a priori sur "I’erreur absolue” X commise. Nous nous intéressons a sa

[6.X]]

norme, ou tout du moins a l’erreur rélative en norme =T

Exemple extreme. Supposons les données fournies par I’expérimentation suivantes :

107 8 7 39 1
75 6 5 23 1
A=135 6 10 9 B=1| g3 [=X=] 1
7 5 9 10 21 1

ce qui se vérifie sans peine. L’experimentateur nous avertit qu’il y a des incertitudes, qui ajoutées a la
qualité de notre méthode (de codage et calcul) se resument & dire que 'on résout (A+0A)Y = B+JB
avec

0 0 0,1 0,2 0,01
0,08 0,4 0 0 | —o0,01
0A=1 0" o2 —o.11 0 0B=1"0.01
0,01 -0,01 0 -0, 08 —0,01
les calculs donnent pour solution de (A 4+ dA)Y = B+ B un

—81

137

Y= —34

22

qui est vraiement trop trop éloigné de la valeur de X. Il s’agit de comprendre ce phénomene.

Proposition 5 (Perturbation du deuxieéme membre). Soit X € C" la solution de AX = B pour
A € M, (C) inversible et 0 # B € C" donnés. Notons X + 6X la solution Y de AY = B + 6B pour

chaque 0B € C™. Si || - || est une norme matricielle subordonnée, alors :
[6.X]] 9Bl
< [IA[[- [JA™]] -
[1XTI 1Bl

De plus, pour A matrice inversible, R,e > 0 donnés, il existe B de norme égale a R et un 6B de
norme inférieure a € pour lesquels il y a égalité.

La quantité ||A]| - ||A7!|| est dite ”le nombre de conditionement de la matrice A dans la norme
|| - [|” et sera noté ¢;(A) ou c¢(A) lorsque aucune ambiguité n’est & craindre. Nous avons donc
0X 0B
1511 _ . q). LGBIL

X |Bl|
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Démonstration. Puisque AX + AdX = A(X +6X) =B+ 0B =AX +06B, 6X =A"'0B et
16X < [|A7] - [|aB]|
Mais B = AX, d'ott [|B]| < [|A[| - ||X[| et 0 < {51 < [|X||. Ainsi 1 <[5 et

1Al X =18l
loXT| _ [IAZ'] - [|6B]] -1 1Al
< < [|AT - N0 Bll557-
[1X]] [1XTI 1Bl
Pour l'optimalité, considérons X tel que ||AXo|| = [|A]] - || Xo||, B := AXy. On pourra prendre B
de la norme que I'on veut. Considérons ensuite Z, tel que ||A™1Zy|| = || Zo|| et quitte & le multiplier

0B = 10" Z, nous avons un 6B de norme aussi petite que 1'on veut, et c’est facile de vérifier que
pour ces données, 'erreur relative de la solution calculée est exactement le produit du nombre de
conditonnement par ’erreur relative du deuxieme membre. L’inégalité est optimale

On remarquera que 'on peut dire que l'erreur relative dans la solution d'un systeme linéaire
n’est pas "pire” que celle du deuxieme membre seulement lorsque le conditionnement vaut 1. Le
nombre de conditionement est donc un facteur d’amplification des erreurs.

Une matrice est d’autant mieux conditionnée, que son nombre de conditionnement
approche 1. Toujours 1 < ¢(A).

Une matrice A est bien conditionnée si ¢(A) = 1. Les matrices unitaires sont bien
conditionnées en norme spectrale, ou de Frobenius.

Proposition 6 (Perturbation de la matrice). Soit X € C" la solution de AX = B pour A € M,(C)
inversible et 0 # B € C". Notons X + 60X la solution Y de (A+ 6A)Y = B alors
[0X]] " )_||5A||.
1X + X[ — 1Al

Démonstration. Nous avons AX + A6X +JA(X +0X) =B = AX d'ou A0X = —0A(X +X).
Ainsi 6X = —A710A(X +6X) et ||6X]|] = |[|[ATGAX + 6X)|| < |JA7Y| - [|64]] - [|(X + 6X)]|| En
divisant par || X + 6 X|| et exprimant |[|[A7!|| = ‘c‘(f')' on a conclu. Evidement, lorsque B est non nul,

la solution Y ne peut étre nulle.




