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Examen d’analyse matricielle et modélisation

les seuls documents autorisés sont les deux feuilles prévues. Durée 3 heures

Soit n > 1, nous notons, pour K = R ou C, M, (K) I’ensemble de matrices carrées a
éléments dans K de taille n, U,(C) celles qui sont unitaires, et enfin, les vecteurs de K"
sont des vecteurs colonne.

I (3 points)

Question de cours : Enoncer et démontrer la décomposition en valeurs singulieres (SVD)
pour les matrices carrées inversibles.

IT (3 points)

Déterminer la décomposition de Choleski de :

1 -1 0 1
-1 10 3 -1
0 3 5 2
1 -1 2 16

ITI - A (4 points)

Soient A, B € M,,(C), A normale; notons Ai, Ag, ..., A, ses valeurs propres, J la matrice
diagonale ayant ces valeurs propres sur la diagonale principale. Considérons p une valeur
propre de A + B.

1- Montrer qu’il existe un vecteur v € C”, de norme euclidienne égale a 1, et une matrice
unitaire U € U, (C) tels que (uI — §)Uv = UBuw.

2- En déduire que ||v||2 < ||(uI — 8)7Y||2]|Bll2||v||2, si i n’est pas valeur propre de A.

3- Dans ce méme cas, calculer ||(uI —6)~!||2. Conclure, en toute généralité, qu'il existe
une valeur propre \; telle que |u — ;| < ||B]la2.

4- Supposons maintenant que A + 0B est normale, pour chaque o € R, fixons un réel
o1. Montrer que pour chaque ¢ > 0, il existe n > 0 tel que si |0 — 01] < 7, et si «
est une valeur propre de A + o1 B, la matrice A + 0B a une valeur propre 3 vérifiant
‘Oé — ﬁ| < &. (Indication, considérer A + o1 B comme une (petite) perturbation de la matrice normale A + 0B, en

écrivant A+ o01B = (A+0B) + (01 —0)B.)

Ce résultat de continuité, ici précisé quantitativement dans le cas des matrices normales, est
valable en général, sans I'estimation du module de continuité des valeurs propres (Cours).

ITI - B (6 points)

Soit A = (a;j) € My,(C), D sa diagonale principale. Notons M (t) = tD + (1 —t)A pour
t € [0,1]. Posons pour i =1,2,...,n

n

Di(t)={z€C/|z—au| <(1=t) > layl}
=1, j#i
et Wi(t) le fermé de C, réunion de tous ces disques sauf le i-eme : Wi(t) = U, ;. D;(1).
1- Montrer que les valeurs propres de M (t) sont dans D; () U Wy(t).
T.S.V.P.



2- Déterminer les valeurs propres de M(1).

3- Montrer pour tout ¢ € [0, 1], et tout 4, D;(t) C D;(0).

4- Supposons que D;(0) ne contient aucune valeur propre de M(¢1) (pour t; € [0,1]).
Montrer qu’il existe n > 0 tel que si t € [0, 1], |t — t1] <, alors D1(0) ne contient aucune
valeur propre de M (t). (On pourra écrire M(t) = M(t1) + (t — t1)(D — A) et utiliser la continuité des valeurs

propres décrite en III—A—4).

5- Montrer que I'ensemble des t; € [0, 1] tels que D;(0) contient au moins une valeur
propre de M (t1) est un ouvert de [0, 1], si 1’on suppose que

D;(0) nW1(0) = 0.
6- Conclure (par un argument de connexité) que si 'un des disques de Gerschgorin-

Hadamard de la matrice A ne rencontre aucun des autres disques, il contient au moins
une des valeurs propres de A.

7- Déduire que si la matrice A € M, (C) a n disques de Gerschgorin-Hadamard deux-a-
deux disjoints, elle est diagonalisable. Montrer que la réciproque est fausse, par un exemple.

IV (5 points)
Soit A = {Aj, Ag,..., A} un ensemble fini de matrices carrées de taille n a coefficients
réels.

Soit donnée une suite infinie (My,); de ces matrices. (C’est-a-dire, M € A, ou aussi : si
ke N, il existe 1 <14 <1 tel que M = A;.)

Notons Q. le produit : Qp = MpMy_1----- M1 My et R, = ka € M,(R).
L’on fait I’hypothése : (Ry)x est convergente; Ry — R, (k — +), avec R € M, (R).

1- Montrer que ||R||2 = 1. Puis que pour tout k, 0 < Ap(M) < ||M||2 ou
nous notons g (M) = ||M Ry—_1||2, pour chaque M € M, (R).

2- Montrer que MyRy_1 = \i,(My)Ry. Pour la suite on notera \; := Ap(My).

3- Montrer qu'il existe i € {1,2,...,1} tel que M}, = A; pour un nombre infini d’indices
k. En déduire que A;R = AR pour A I'une des valeurs d’adhérence de la suite (A).

4- Conclure que les colonnes non nulles de R sont des vecteurs propres d’au moins I'une
des matrices de A.

5-Pour l =1,n=2,A= {41} ou A1 = [1) i
(Qk )k ne converge pas, que la suite (Ry), converge. Calculer sa limite R et déterminer la

valeur propre A.

. Montrer que la suite de matrices

6- Lorsque dans ’ensemble A, aucune des matrices A; n’a de valeur propre qui soit
réelle, existe-t-il de choix N — {1,2,...,1} : K — i) de sorte que le produit infini

+oo
[T 4.
k=0

soit convergent, sans étre de limite nulle 7



