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Les seuls documents autorisés sont les deux feuilles prévues. Durée 3 heures

Soit m > 1, nous notons, pour K = R ou C, M,(K) I'ensemble de matrices
carrées a éléments dans K de taille n, O, (R) celles qui sont orthogonales, et enfin,
les vecteurs de K" sont des vecteurs colonne.

I (3 points)

Question de cours : Soit A € GL,(C), dans la méthode QR nous proposons
la suite définie par récurrence : A; = A et si A; = Q;R; (avec @; unitaire et R;
triangulaire supérieure de diagonale positive), on pose A;;; = R;Q;. Montrer que
si A est de Hessemberg, toutes les matrices A; sont de Hessemberg et ont méme
spectre.

IT (3 points)

Résoudre par la méthode de Choleski le systeme linéaire :

r + 3y — z = 2
3r 4+ 34y — 8 = 16
—r — 8y + 2z = —4

C’est-a-dire, calculer d’abord la décomposition de Choleski de la matrice associée
au systeme, puis le résoudre.

IIT (3 points)
Soit X1 = (3,4)T
1) Expliciter une matrice orthogonale H, telle que HX; = (s,0)7 pour un s € R.

2) Déterminer une matrice O orthogonale telle que

400 0

o134 |

M=01¢933 5 |9
04 5 11

soit de Hessemberg. Calculer la norme de Frobenius de M.
IV (8 points)
Dans ce probleme, A est une matrice réelle symétrique définie positive de taille n.
1- Soient B,C € M,(R), C' symétrique.

Notons D = C — BTA'B, puis M = ( ;T g ) € My, (R).

i) Montrer que D et M sont symétriques.

Y
iii) Montrer que pour tout Z € R", ZT'DZ + (A"'BZ)TA(A™'BZ) = ZTCZ.
T.S.V.P.

ii) Soient X,Y € R™ arbitraires. Calculer 'expression de (X7, YT)M (X) .



—A"'B
Z
la matrice D est aussi semi-définie positive.

iv) Montrer, en utilisant le vecteur ) que si M est semi-définie positive,

v) (H.B.) Si I'on note A2 la racine carrée positive de A et A~z son inverse, montrer

que pour X, Y € R" arbitraires, |[A2 X+A"2 BY|2+YTDY = (X7, YT)M(XT,YT)T.
X
Y

vi) En déduire que M est semi-définie positive si et seulement si D Dest.

En déduire que si D est supposée semi-définie positive, (X, Y1) M > 0.

2- Soit E; la matrice élémentaire n x n (dont le seul élément non nul est un 1 en
place (i,17))

i) Montrer qu’il existe une matrice U € O, (R) et des réels A; > 0 tels que
A=3" NMUELUT). Nous noterons P; = UE;;U”.

ii) Montrer : P? = P;, > " P, = [,(lidentité), et que P; est symétrique semi-
définie positive.

iii) Montrer que A? = Y"1 | AP,

3- Soit maintenant ¢ : M,(R) — M, (R), (m > 0) une application linéaire
vérifiant les deux axiomes suivants : ® ¢(I,,) = I, et

ee pour chaque matrice P symétrique semi-définie positive, ¢(P) est aussi symétrique
semi-définie positive.

i) Notons S; la racine carrée semi-définie positive de ¢(IP;) pour les projecteurs P;
définis en 2- ci-dessus, montrer pour X,Y € R™ arbitraires

XN\ T ¢4\ (X =(SxX\ (T AT [SiX
Y o(A4) ¢(4?) ) \y)~ ; S,V NN ) \sy )
ii) En déduire [ o4 t Stri i-défini it Indic. 1
que S(A) (A2 est symétrique semi-définie positive. (Indic. la

matrice nulle est symétrique semi-définie positive!)

iii) Conclure que des telles applications ¢ vérifient que ¢(A?) — (¢(A))? est semi-
définie positive.

(Vous rédigez, en feuille séparée, un test sur I'utilisation du logiciel de calcul, sur 3 points).

Vous réservez 30 minutes pour ce faire.
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( Pour ce qui n’ont pas fait du TP de Matlab uniquement! )

Aucun document n’est admis, pour cette partie.

Soit A une matrice n X n complexe et inversible.

(1) Justifier brievement le fait que A A est une matrice définie positive (A¥ est
I'adjointe de A).

Soit A¥A = LY L la décomposition de Cholesky.

(2) Montrer que l'on peut écrire A = QR avec () unitaire et R triangulaire
supérieure a diagonale positive (R; > 0 pour tout i = 1,--- n).

(3) Ecrire une fonction mon_chol en matlab pour la décomposition de Cholesky
d’une matrice B générale.

(4) Soit A € M, (C), écrire une fonction mon_QR en matlab pour la décomposition
de A = QR par la méthode proposée ci-dessus.

Rédigez aussi au verso



