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Le sujet est volontairement long et noté sur 25 (5 exercices à 5 points )pour laisser aux candidats le choix des exercices.

Dans l’evaluation de la redaction, Il sera tenu compte de la clarté et de la precision des arguments et des hypothèses , notamment dans l’enoncé des theorèmes

utilsés.

I(5 points)
Considérons f définie sur ]0,+∞[ par :

f(t) = (x(t), y(t) = (t2 +
2
t
, t2 +

1
t2

).

1- Montrer que f possède une unique point stationnaire (f ′(t) = 0), pour t = 1. Déterminer la nature de ce
point.

2- Calculer lim
t→0+

[
y(t)−

(
x(t)

2

)2
]
. Que peut-on en déduire?

3- Montrer que f possède une asymptote D, que l’on précisera, quand t→ +∞.

4- Tracer, sur un même graphique, l’asymptote D, la courbe : y = (x2 )2, et la courbe C définie par f .

II(5 points)

Soit f : [0, π2 ]→ R : t→
{

0 si t = 0,
1
t −

1
sin(t) si t ∈]0, π2 ]

1- Montrer que f est continue sur [0, π2 ].

2- Montrer que f est C1 sur [0, π2 ], et que f ′ est de signe constant sur [0, π2 ].

III(5 points)
Soit f définie sur ]− 1,+∞[ par f(x) =

√
1 + x.

1- Donner la formule de Taylor-Lagrange en 0, à l’ordre 2, pour x ∈]− 1,+∞[.
2- Montrer, en utilisant la question précedente, que pour tout x ∈]0,+∞[

|
√

1 + x− (1 +
x

2
)| ≤ x2

8
.

IV(5 points)

Calculer les primitives suivantes :
∫

dx

(1 + x)2(1 + x+ x2)
,

∫
x3 ln(x) dx.

V(5 points)
Soit n ∈ N, n > 1.

1- Montrer, par intégration par parties :

(2n− 2)
∫ π

2

0
[cos(u)]2n−2 du = (2n− 3)

∫ π
2

0
[cos(u)]2n−4 du.

2- En déduire : ∫ π
2

0
[cos2(u)]n−1 du =

2n− 3
2n− 2

· 2n− 5
2n− 4

· · · · · 1
2
· π

2
.

3- Enoncer, et démontrer, le théorème de changement de variable sur les intégrales.
4- Montrer que pour R ∈]0,+∞[,∫ R

0

dx

(1 + x2)n
=
∫ α(R)

0
(cosu)2n−2 du

pour un α(R) que l’on déterminera. [ Indication : considérer le changement de variable f(u) = tan(u).]
5- En déduire que∫ R

0

dx

(1 + x2)n
−→ 2n− 3

2n− 2
· 2n− 5

2n− 4
· · · · · 1

2
· π

2
lorsque R→ +∞

1


