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Main tenant commence la partie
"

statistique
"

de l ' OE - Deus précisémeut , le but
est de vous presenter le modéle linéaire

généralisé ( MLG ) .

llniqeeement pour fixer les notations etseevir de

rappel :

☒ . Rappel : he modéle linéaire simple

① Iréambule : La démarche statistique -

|ÑI_ Description da sgstémeétudié
1 Mode

' ligation de la population
§ étudieé

IAnalgseani-variee-ltis.to grannies / Mog
/ Ecaet- type / Médiane .

§

|Anaeg§birqre-
Correlation empirique .

/ Comparison de Moy
Ya ✗

×Im•m_-ii →

>
×



a pour but de rdpondre a' la question :

←

Comment expliquee one raeialek Y en fonction
de peeesieeers variables explicative Xt

,
X? -

- -

,
✗ &

? ? ?
"

Dans ce Cours
,

on verre

ka ee meddle lineaire

Y = É og XJ +
E

p 5--1,5 ¥ % Bruit / Error

fjlXJ;0) paramétres variables ☒ (E) =D

¥
"
" "d" """" """ ="

Eeritaee matricide Y = ☒ D- + E

avec Xt = 1 ( intercept / .

Remarque : on peut allégrement modifier le
we

modéee from incense des non-linearity
R

Y = 2- fj 1×0,0) + E.
8=1

=↳ fonctioes a
' estime (Ex poegmdmes)

oo pire encore : (Ex : fjla,0-1 = ¥ xko-j.pe )A- 0

Y = Fok:X:X ? . . .
,X• ) + Ef

¥ Fonctiou a
' estime

par réseau de meeeeone

Regression
paramétriqwe

ou peas préasément poe descent de gradient



Sandage : Faire un TE de regression paramétrique?
-

Oui / Non -

bondage : Faire en TE avec réseaux de
~

meeeeones -

Oui / Non .

② Estimation MCO (Moindres earrés ordinaries)
lots ( ordinary beast squares ) .

Yes = XI 0 + Ee Ei iid

= X2 ② + Es 4--31 µ = ☒ ② + E

" nID*ÉiB*#Iin = Xm 0 1- Em

L'estimated MCO / OLS consist a- prendre

Ei" = Argmén 4 Y - ☒ 0-11
"

o -

loss / Berte epeeadratique .

Proposition : Éhi" = ☒ ☒ I
-1 # y

^
MILE ←

Estimator de

8m01s = On maxderraisemblance

= Argmax log Lla)
0



lorsque E = ( Es
,
. . -

, Em ) iid Gaussian
←

'

En effet LLO) = Dessie diobseeree

( yes , . . - . , gn) = Y
(29 , . . -

, sem) = ☒ .

= Densité d
'

observer :

iid us, E = Y -☒0 = (4,1-90)
yn - Seno

= TTIg.ly. - sega)
j=i

= it expl - 11¥11 "2)flatter
g- = 1

= exp / - EI 11%-2%-1112 ) .la#o-aY"
ma log V0) =

- ¥1 ¥-0111
"

-

mg log (211-0-2)

Hirsi ME
= Argmax log Lot

D-

= Argmax -

g
?_? ¥¥_

"2-1*+0-70

= Argmax - 11 Y - ☒ 0-11
"

D-

⑤

1114-1×0-112= Argmin

= Enos It ☒



^ OLS

Iroprietesdeo.mn :

• Enos = C- ☒ *)
-

try
= 0 + ☒☒ 1-

' 1-☒ E

• Emas est assistant (Enos ¥→ 0 )
et Soos hgpothése E Gautier

En En cha
,
0→E☒☒5

' )
• Enos sans biais

.

③ Résidees et valuers agvsteés .

Aprei estimation de Em on peat former ;

↳
⇐
les rakers ajostées

→

/ les predictions

Ñ = ☒ E. I cP( ☒ o , ☒ ☒☒5
'

E si E Gaussian t☒ )
.

↳
"

les résodees
"

/ les arrears de prediction .

É
= Y -

.

Eruoprinétési Si E Gaussian

☒ * E
④ Estimation de 0-2

. E 4- Em

Le bon estimator de 0-2 est



I £2Eat = :-p 11£ "
"

= ÷q
ga

ti

E nombre de factors

( l ' intercept ✗1=1 inches ! )
sous hypothec de E Gaussian :

^

Dropriétein : . 14^11-0%2 & Em - I. an

a-RIEN
' =L x2②

my
( Somme de n- h

-0-2 earrei

de normals )
③ 0^-2 sons boats et de

variance ÷→q → ° '

n→ too

Exeecice : Montee que 20--1>30
un

et ③ ⇒ Em ' est an estimator consistent .

I 0%2 ¥> or ) .

n→too

⑤ Analyse et exploitation de la regression -

↳ ANOVA ( Analyse dela variance ) .

Jeet question de savoir si la regression est

pertinent . four eela on observe Ea decomposition
(Kee

Y = § + É a.artist)*¥¥¥En . fait e'est one decomposition g¥,¥



ma en variables independents ( Iropriétes en ③ )
done

vary = Var Ñ + Var É

mi en vectors orthogonaurx ( independence
tepees eentrage géométrique)

done 11 Y - 4-112 = 44^-5-112+112112
t e

Variance expliquee variance

sésiduelle
La qeealité de la regression est mesureé

pae ee crite're 12" = YY¥Yf c- Eat]

si 12211
,

alors ✗ explique bien Y .

{Si 12220
,
elinveese

⑥ Tests de mullite' :

( Ho : Oj =O)
on

a : 0J I opt Oz , 0-2 * *)
" )

mais 0-2 income !

"""

{¥¥¥→ñ
: deal

¥-11 .
sous

hypotheses
d- k) 8¥? =L X?n-r

de E

Gaussian



* ratio
,
1-= ¥¥*-m÷ = ,Y¥÷÷-¥

=L student In -K)
E definition de cette loi

si te-g
est ee C- E)

e

quantile de cette Loi

Alers Iata log) = Ej + 0ñ☒☒É ✗ [-4¥ it;]
est llinteeralle de confidence avec certitude ✗

-

nup on legette Ho si tog I I t.gr#FXj .



Lemodetlelineaire

generalised
T

I - Introduction

Je exist pensioners raeoantts da meddle linear're

( poly names , parametric , non - param) :

Y = X B t E
=
I =

Variable at d Es Aestimer ↳ Bruit

dlinteiret
Factors

Toutefeois , ily a des eas tres simples ou
'

=

Ceci n'a arcane chance de fonetionnee -

Iou example ,
si la rateable dlinttret est

Kp binaire ( E {913) et que e' on slintelresse

a
' la probabilities

p = ILY =L ) .

↳ keomptage LEN) .

Ain si nous rerrons dans ce chapiter une generalisation

dans deux directions

↳ Utilisation de laos pleas generates



dans le cadre des lois de la famille exponentidle .

En effet , le noddle lemaire d- son ectode sont

tres ←

gaeessiens
?

↳ Incorporation alkene transformation pour para

de IR a' Eo
,
D i N ; { 0, I }

he meddle lindane generalist se decompose

en 3 eomposantet -
⑦ La corposant aleatoire Y G- Variable dlinte.net)

a
' laqwdle est ashamed une loi de proba .

Ide response

② La eomposante determinist composed
diane combinator london're de Xt

,
X? r . -

,
XP

( variables exp locatives) my Xp oei X = CX'
,
. . .

,
XP )

③ Un lien c'esta' -dire one transformation
entre la corposant determinist

{un parametre de la eomposantealeatoe.pe .

EE Y E dflp
,

I)
IIen Rien

Xp
-

I -
'Les 3 eomposantes variables

fixes
I
- I - La Composank determinist par

E'est juste la eombinaisonhn
. xp =

z-p.gl#lkxP .



Autre mom :
Ireidecteeur lone.ae're -

me

I -2 - La compasante altatoipe .

On dispose de n observations (ye , -Ga , . . . , yn )
de la . v. a Y .

On cheese't une loi dans la

famille exponential en friction de la nature dey .

↳ YER
,
raeeeee quantitative .

Ex natured y top Cmos) , d-µ=ECY)
↳ Yt {0,13 ( suecei I Eehee ) .

ER
.

Ex YE Bernoulli OT ) on
'

IT = Ely) e- EQD

La YEN ccomptage )
¥uqaturd yen poison CA)

od A = ECY ) E Rt

III - 3 - La faction de lien

Definition .
. on defiant g : I intervale → 112

dormant gleam) = XB on
' B - ( Bp:L )
X
-

- ( Y,

'

,x3 . . . ,X9
I

Dit simpeement

g - E Iartie aleiatoire
Peake determinist# ELY )Kh y
Xp faction

de lien



&

Examples : La si Y = dPCµ, 0-2 ) = gut odpco, I )
Akers gcp) =p -

µ
11

=D Y = Xp to dpco
, I )
-

C'est le noddle loreen're -

E

↳ si Y E PG) ehoix

A-ears Xp = g CECH ) = gtx )
¥ log A

dome Y E PG XP )
( Hoddle log - line.ae're ) .

↳ Si Y E Bernoulli GT) chaux

A-ears xp = g LECY) ) = get ¥ log (LIF)
donne = logit CIT)

X E Bernoulli ( legit
'>
CXBJ)\-

( Hoddle de regression logistic ) .

It legit ly ) = III. y = f7÷y CFFidfnf.de)
y = logit tree ) ⇐is eat

= Ige ⇐ Et
= If

←→ ItEY = 2- .

⇐is a = 1-
Ite't



I - Famille exponentidles .

Large famille qui content

↳ Bernoulli
,
Binomial

,
Poisson CL param ) -

↳ Normale
,
Gamma

,
Binomial negative 12 param)

↳ Multinomial ( al t de 2 param ) .

La demote utilise deux parameter = ( § )
ai 0 : Iarametee principal lie ' a' ECYJ

.

{ Io i Iraramette de nuisance live a' Vai Cy)

(Irendre O si loi a' I param )

Y appaitient a- ea famille exponentidle avec

param la
,
ol ) eorsqeee

II ( YE dy) = dy fly ; 0,0) ( continue )

ou

E ( Y -- y) = fly ; a , ol) Cdiseret)

avec

fly ; a
,
ol ) = exp [ 0-Ya-cibfm-tdy.LI

Les expressions exacts de dy, ol ) & alot ) ne

sont pas impeetantes et sont identifies an

cas pae
Cas . On a tout de meine

les proprieties
' suiranter

, que econ peut e'table's



en toute generalitat :

Thm :

b'Ca) = ELY) ⇐is a = (b 't
'>

GEN )){
icarly ) = alot b' 'Ca )

Si un Seul parameter au meddle
,
on prend a (9)=L

Lionel : Dans toute famille exponential
utilise poem MLGxp = GLEN ) )paedefd.MY/y=Lfamieleexp=gCb'cot ) La, ol )

Rosa D- =XB comme parameter de la foe .

donne a = gob
'

Co) ⇒ g = (b'Jt
"

Frente : Mentors que ELY) = b'co)

T toute generalitat.

Irene ameesante de statistician :

Je rais ealeulee destin ateeee de Max de vraisemblance

Em poem on tirage iid
.

Dae consistence In #a

cudgel : Ligia , ol ) -

- II
,

exp ( O-Yi-ct.gg#tefgi.oD
on
'

y = Cgi , - . . gym)
e'chante'll on observe '

.



Done In = Argmaax log Hagia , ol )

= Argmaxa II (ayia¥ tdyD
= Argnfax a (Ziyi ) - n blot

= Aging a InYi ) - ble )
died % = o ⇐is Ingi = b' la )

⇐is a =
65" ( Eine )

Dona En = ( b 'T"iEnIi ) 9

① Ce resultat est
6747*01

difficile d montee
B'

en caleeelant

Ely) al partie de la density


