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Irédiction de mots

par
chaines de Markov .

ou
← comment écrire comme rotre

auteur prelféré
→

Dans cette legon qui peut Elte rue comme une introduction

an NLI ( Natural Language Processing ) , nous allows

faire de la prediction de molt
.

Ideé_i Voir un texle comme une realisation Dechaine

de Markov see E-- { Molt }
En fait Andrei Andreevich Markov (1856-1922) a conga

les chains de Markov avec liexemple dee TEXTE - juste
avec deux étals E = { 11 =

"

vogelle
"

,
C =

"

consomme
"

}
.

LIT Rappel : Four ce Cours
,
nous arms eeniquemeut besain

de 2 notions dela séance psécecdenle i

① Definition des chains de Mahou
. LCM)

si E = { 1,2
,
. -

, n } espace d '
e'tats fine .

I = (Ij ) join
matrices stochastique ( Pij I

°

Alois la CM are { espace
dictate £

Pig =L Hi)5=1

mattice de transit I

est le processes ✗ = ( Xm ; MEIN ) donné por

{ Xo C- E (érentuellemataléatoire

Issy = _P(Xn+i=y1Xn=x) = tP(Xm+i=glXn=&, Kay . .

,
Xo)



iloralemont e'est l 'example ee plus simple apai one suite

did . On pale soeevent de despondence foible ear -da

dependence est ceniquement en elétape precedent .

(=/ ARLP ) au MA (g) si
p, q ⇒ 1 .

qui gerent rues en series ehronologiques )
② Them ergodtque de Birkhoff ;

ou
"

toe fork des grands rambles
"

Si ✗ irréd
, apériodoque

Aeors ÷ ¥
,

flxt ) I. EM⇒ ( fi) )
1-→too

= I Iz flat .oei t unique mesure invariant
see =L

⇒ = F) d-

? Lien ?
we

E= { Mots dans un text } )Irofldme :

D= Matrices de transitives page la

Draine de Markov dont 01¥ realisation

est notre text -

Comment atimee ce I ?
↳ Statistique

HIT Llexemple historique de Markov ( Andrei )

Andrei Markov était en disaccord avec Davee Nekrasov

sa ee fait que l' independence est nécersaire poem
la loi (foible) der grands hombres

.



A cetéffet , dans cen papier de 1913
,
Markov

a ehoisi one phrase de longueur T= 20000

lettres du livre
"

Eugene Onegin
"

de Iushkin
.

Je a estime one ehaine de Markov sue E= { X, C}
✓ c

avec

=Y( 9128 0,872
a 9663 9337 )

Ives ie aealcalé a-= ( 0,432 ; 9568 ) oei TI=I
,

et prouxé be loéfaible) des grands monkees

/ le them de cvq
' e' équieieeee ( version faille

de Birkhoff )
.

Question : Comment a- t.ie trave
'

ee IT ?
run

↳ Ie a prig cetexle de longueur T= 20000
.

↳ Je a soigneeesement note' la réalisati corresponded
de la CM X de matrix Ii

E Eugene Onegin .

courage
Len Iroha )ou

p.SI/VCVGVVcHCVC
?

↳ caked : E- = (
4- 1-It ) → I = 1% 'Ll1-BF BI Tata

oei = lt{QttÉ=g ?→ a
# {0*5114--11}

B- =
'

¥÷÷¥¥;=¥:
'
→ •



↳ Door quoi cela fonotionne -tie ?

Théoréme : Sait (Xt
;
teal ) one chain de Markov can E.

run

oei mij = # {
• ItselfAeors []y.

:=mij_
% nipa

txt,Xt+ , )=li,j )}
Be=\ ( I miss = # { • STET-11

donne • come matricestocheastique .

ok

4- = i } )
• IT est un estimator consistent de I

1 It I )
Tita

/ Lapreuve probabilist par le them ergodique de Birkhoff .

Exercise guide dans le Cas Markov

F- = ftp.1-ph ) area

{
D= Ilka ,

-_ V1 ✗
+ =D

B- = II ( Xt+,=C1X+=C )

① Bar Birkhoff : y¥ÉIvHt)

f- # { • tt£T1X+=y } →
7 IE.u-ttylxl-I.fi/--V)

1-→too
'

= Ty

±
,

# { 04T£ 1- I Xt=c } → 7 Ic
Tito

-

② Que rester - tie a- mantra pour que

di = -1#Ét=t+=} → 2 = Ivy
1 # { 061-2-1--11 Xt =y } TitoF

gerent
f- # {014-71114--14--11}

°

# Ivr



" 9
§ ÉÉIµ, tilt" ) ☒ Abesoén d ' instants suceasifsl Ios

Birkhoff

Invitation a

'

se demander so Xta , ) Chaim de

dlaekov
.

Sondag: Ooi ou NON 7
① ② -

Lemme : Xt+ ,) ; teal ) est one chain de Markov
-

de matrix de transition Q = (Qcy%cqe) ) ¥ "q¥mn

(jycqe,
= ( ( (4-+1,1/1-+2) = (ki) / Ht ,Xt+. ) = liq) , . . . - )

= A-
{jury

D-
Ge

et de mesure invariant Iq oei

stalk,e) = ¥1k) Ige -

Ireu Qijycqel = It (4-+1,14-+2)=194/(14,11++1) = Ii,j) , . .
- )

= f-
{g-pig
# (¥9 , 11++2=11 11++1=4 Xt=i

,
-)

Maddow
= I{g=a } # ( ✗1-+2=8 / Xt+_- k)

= Asger] Ike .

TGl9e1EfIp_CBIqe_IC1T@QJCk.e)
= ¥.

Kali:&) Qllij ) , Ike ) )



joste I 2 Tali,j ) A- {j=k3 Ikeavant

icy

= ? Kalish) Ike .=[Italia) ]Iqe
de.IM ⇒ Ci ) II. a)Ike
TIF def do II

meseue invariant
= KICK) Ige

= Talk,e ) ☒

Hirsi an appliqueant Birkhoff a
'

Nt
, Xt+ , ) (B)

⇒ # {05+51--11 4- = 11++1=11 }

= ¥ 1-
{×
,

(44-+1)

⑧→ Egg 1*14144 ) = 112*0,1×4×1=(41/1)
1-→too

= Iq ( v.v )

d=ef
ytg, In, CQFD

.



Sandage :

-
Qui wait repére

'

ou
' était utilise 'e

la formula [It ] ,j. = nMij_ dans le TI 9
5

2- Mia
R=i

① Tardis repéré .

② Non je marais sepére
'

.

③ Je ne commends pas la question .

Au programme aeegoeeedlhui : Faire les proves du them

i. e ⇐ ¥13
1-→ +•

I← la vraie matric de

transition -

Rappel : En statistique , on dit que IE est un estimator
in

consistent
.

¥7 La prema probabilist pae
le then

. eegodiquede Birkhoff
(Suite d- fin) .

¥t{T=(i.FIT]ij = ?É• =

÷# 1%1-41--11 Xt = i }
→
Tyto

¥8 A montrer prove Ci ,j ) fixé

Comme roue le eas 2×2 avec les consumes - vogelles de

"

Eugene Onegin
"

,

le denominator est trait paele
them de Birkhoff lensuhhosant irreducible + apériodique ) :



f- # { 0ft ftl 4- = i} EÉ1{ iylx) )
11

= ±
, ¥-1

.

Iq.gl#)Bi-%4D1Tli)oeiImesue
g-→ to inraiianle

.

Four le naemérateeee
,

on écrit :

f- # {0ft £711 (Xt ,Xt+, ) = ↳j ) } Iar de lemme ,
= ¥ É I{ ↳jig # ¥+1 )

( (Xt,X++ ,) item)to

¥> tolij ) Est one ehaine

tpa?
#

Birkhoff applique 'd%Markov

oei it
, probabilité invariant de 4=(1*+1++1) ;

teal)
Rapped (Cours 2) i talk,e) = ¥1k) Ige -

Door ¥ # { • ttfT-il(Xt
,
Xtt

, )=li,j ) ) ¥
'

Ili)Iij
T→tn

Bae quotient :

[It]g. = ¥#{°£t£É Ps
→

f- #{ 92%1--11 ✗
+
=i } +→to

= -17JCQFD .

Eyo: Irréd .⇒ Hi c- E
,
Titi) >°

.
☒,

commentate final : Sandage . Maintenant que vous
un

area ra la prove et les arguments qetlelle utilise

( CM
, Birkhoff ,

Birkhoff paeee les paires, Ergodicité ) ,



me pensee - vous pas que la for mule était pluto't
intuitive et n'arait has besoin de tout cala ?
① Oui cette prove est on orakill . ⑧
② Non la preuve est néeeisaire et④
la formate n' est pas imitative

.

Commentate final lbis) .
rum

ARII) : ¥ ,
= a Xt + Et ✗= (Xt it -04)

✗ a la proprietor de MaeKori

L(X++ , I Xt ,X← ,
,

- . - ) = L(art E)
.

£
ARIZ) i Xt+ , = ao Xt ta

, Xt - , + Et

✗ n' est
pas

Markov .

Mais Y = ( (Xt
,
Xt , ) it c-2) estMaeldov

.

Eneffet : 4- = [ ¥
.
] it

4-+1--17%1=-1×1-+1a.* + a,Xt+&]=[&]t[a? !][¥+ ,]
= [E.) + [

01

a. ao ] Yt
flees généralement

,
dans le ARCPI

,
one

"

ferrite
"

de longueur p poeee avoir ta propriété de Markov
.

Y
""
= ( ( Xt

,
✗t+ , , . - . ,Xt+p ) ; 1- c- 2) Maekor

↳ Moraeement
,
notre TIQ e'fait une histoire

de proceo.us autoregressif (AR) sue I
'

espace dermott .



¥-7 La preemie dee statistician ( avec une bonne dose

dloptimisat )
.

←

Meta - thm.de la statistique
→

:

Je faut considered dkstimateeu die maximum de

vr.ae semblance CMLE : Maximum Likelihood Estimator ) .

Exeeeice pour se raffraichir la mémoire
.

run

( Xa
,
Xa
,
. .

-

,
Xn? an échantillon iid de temps dlaltenk

a
' e' arrét d ' on bus .

On seahorse one eoé exponentidle de densité

fatal = D- é°→Igx>og D-
param income

-

Rapped : EX = ¥ ma in = ¥ =MIXi
Cabala le MLE
-

: 0-m* estimator
"

Ions istant
.

( loi des gds*
= Argmax Into) nomeeees ) -

0 Ia rraisomflance.de

= Argmax log ↳ (o)
"échantillon (X

, ,
. .
. ,✗n)

= (Ri , r - -
.

/ Rm)D-

"

llraosemblance
"

= Iroha / densité de voir ee que

je rois .

→ Into) = Densité de (Xi , Xz, - - -

, Xn )
en 1%

, sea , - - -

, sem )
independence

= fatal fatal - - foam)



ur> log knot = II. bgfotxi )
= ?_? log (0-00%14*03)
= [ logo + log é°"tbgI{xi>og]- -

-Osei - so
= on logo -0 Ri I{se£°3

- • ¥{x££o ou Rato our - - • sento }

Dona EI = Argmax neog o - o ¥^ ai
OF

440) = Mz - É ni =D

?
⇐D If = Ri X-D D- = METI
Done O-m* = MLE = z¥-q. =

! Em
.

☐•

Rerenons a- notre chain de Markov
-

On observe on échantillon 1kg111, Xa , . - . ,XT)
↳ Isaramétre : 0 =D .

= Geo
, see , sea , -

-
- , Rt )

↳ caked de la rraisemalance

L = LLI ) = ( ✗+ = set , Xp, = sett , n - - 1×0=26)
= I(Xt= set I Xp , = xp , ,

- - - . ,X•=xo)/fyM•K"
✗ # ( Xp ,

= A- , ,
- -

y 16=4 ) # ( Xt=AI¥E



= IN
,= ,

,

se
,

= £4.42T

✗ ☒ ( ✗1--1=34--1 , - - - 1×0=20)
= . - .

Théceerrence immediate
.

= ¥4T
, RT

✗ IRT-2.gg
, ,

✗ -
-
- - -

✗

RI
,
Ho

= ( Iai ,xi+, ) ✗ I(H=xo) / IN. -- %)i=o

-

↳ Ré - écrituee :

LIB) = I(Xo=ao) ✗ IT ¥j#{ list
apparait }
damn

it Em those , , - - -pet)

= #( Xo,=ao ) ✗ IT Ij%
'

ifijsm

Done ME est donné par

= Argmax blog LCI)
I

= Argmax BYE) + I log -Pij%
'

I afiihm

2-
u> IT = Argmax mij log Bij

I
'

¥0"I¥



Te faut optimise sue on

espace de matrices B

de taille nxn

sous contrainle ¥,
Pig = I ti
E matric

↳ Cabal por la method
stochastique

des multiplecaterers de Lagrange :

Dosa Left , 1) =
2112) - 2^-1:(¥,

Dig -1 )→
Loss précédeute

"'

y -
Buis optimise comme multiplicate contrainhe

si Tt

et A. =⑦
, ,

.
. .

.gg/ de Lagrangepolenta
ontrainlo i.

sort likes / sans contraries
.

A) point critique
on

<⇒

{
Hi

, 8¥? = 0
⇒{¥ Iij

-1 ⇒ ti

Hij , §¥-§=° ti,j , ¥g÷-
- Xi __ 0

<⇒ * iij , ¥8 = ^i ?
(¥ nijjfy.mx Ai -

- FÉMIJ{Hi , I = Ij =



Done Ij = = -1¥]ijÉ min

C' est bien la formate de Markov
☒

(Markov a donné le MLE

d- ¥ I on rata )
Tata

des thms généraux de CV dee MLE


