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INTRODUCTION

Ce cours s’appuie sur deux cours de licence :
intégration et théorie de la mesure (NL 2),
probabilités (NL 7 ou 12).

1 Reévisions de licence et théoremes des classes mono-
tones

Ce premier chapitre est essentiellement consacré a des révisions, a ’exception d’un outil
important : les deux théoremes des classes monotones.

1.1 Espace de probabilité

(i) réciter ce que sont

une expérience aléatoire &,

les réalisations ou épreuves w, d’ensemble €2, P(2) ensembles des parties de €2,

tribu ou o-algebre A sur €2,

tribu engendrée par une partie de P(£2),

événements particuliers : certain, impossible, contradictoires ou incompatibles, singletons,
probabilité sur une tribu A.

(ii) Exemples sur des espaces € finis. Notion d’équiprobabilité.

(iii) Indépendance et conditionnement (FORMULAIRE, page 1)
Définitions de I'indépendance et de la mutuelle indépendance.
Définition de la proba conditionnelle d'un événement A € A sachant B € A, B non
impossible. les trois formules :

probas totales (sur un systeme complet d’événements)
probas composées (idem)

formule de BAYES (probas a priori et a posteriori)

Définition 1.1 On dit que deux événements A et B d’une tribu 7 sont indépendants

si (AN B) = P(A).P(B).



Définition 1.2 On dit que n événements A,, d’une tribu T sont mutuellement indépendants

S1
Wk, Y1, ), P(Agy 0N Ay,) =TT P(A,,).

Définition 1.3 On appelle probabilité conditionnelle d’un événement A € A sachant
B € A, B non impossible, c¢’est a dire P(B) # 0, la quantité notée P(A/B), et définie par
PanB)

Py -

Trois formules :

probabilités totales (sur un systeme complet d’événements, c’est a dire une partition
de Q en événements (A,)) :

VA e T,P(A) =Y P(ANA,).

probabilités composées (idem avec Vn,[P(A,) # 0)

VB € T,P(B) = Y P(B/A,)P(A,).

Formule de BAYES (probabilités a priori et a posteriori) :

_ P(B/A)P(A)
FATE) = 5 BBrA R4

1.2 Premier théoreme de classes monotones

Définition 1.4 Soit C C P(R2). C’est une classe monotone si elle est stable par réunion
croissante (ou intersection décroissante) dénombrable.

Théoréme 1.5 Soit J C P(QQ) stable par intersection et C une classe monotone vérifiant :
(i) Q eC,
(ii) si A et BeEC,B C A, alors A—B=ANB°eC,
(i1i) J C C,

alors C contient la tribu engendrée par J,o(J).

1.3 Révisions du cours d’intégration

On se place dans tout ce paragraphe sur un espace mesurable (€2, .4) et on se réfere au
poly de Wagshall (W). On notera toujours la tribu des boréliens B.



1.3.1

réciter ce que sont :
les fonctions étagées (W 2.1)

les fonctions mesurables (W 2.2)

Proposition 1.6 (W 2.2.10) Toute fonction mesurable positive de (0, A) dans (R, B)
est limite d’une suite croissante de fonctions étagées positives.

Corollaire 1.7 (W 2.2.11) Toute fonction mesurable de (2, A) dans (R, B) est limite
d’une suite de fonctions étagées.

1.4 Second théoreme de classes monotones

Théoréme 1.8 Soit (2, A) un espace mesurable et J C P(§2) stable par intersection
telle que A = o(J). Soit F un espace vectoriel de fonctions mesurables réelles sur (£2,.A)
tel que :

(0,) 1 e F

(b)VAe J, 14 € F,

(c) si (fn,mn > 0) est une suite croissante de fonctions positives de F de limite finie
(resp. bornée) f, alors f € F,
alors F contient toutes les fonctions mesurables réelles positives finies (resp. bornées) sur

(Q, A).

APPLICATIONS :

1.4.1 Construction de intégrale

On considere ici un espace mesuré (2, A, ). On définit d’abord l'intégrale des fonctions
étagées. Puis, si f est une fonction positive mesurable, elle est limite d'une une suite de
fonctions étagées positives (f, Jet [ fdu = lim, [ f.dpu.

Enfin, on dit que f est intégrable si [|f|du < oo. Et dans ce cas [ fdu = [ fidu —
I f-dp.



1.4.2 Théorémes de convergence (W 2.6)

FORMULAIRE, page 2.

Théoréme 1.9 (convergence monotone) Soit une suite croissante de fonction mesurables

positives (f,,) de (Q, A) dans (R, B), alors [lim,, f,du = lim,, [ f.dp.

Théoreme 1.10 (Begpo—Lem’, Wth 2.6.4.) Soit une suite monotone de fonction mesurables
(fn) de (,A) dans (R,B), alors f = lim, f, est intégrable si et seulement si la suite
([ fadp) converge ; dans ce cas

/liTILn fudp = h}}l/fnd/i-

Théoreme 1.11 (lemme de Fatou, W th 2.6.6.) Soit une suite de fonction mesurables
positives (f,) de (2, A) dans (R4, B), alors

/ liminf f,dy: < lim inf / Fudys,

Théoréme 1.12 (convergence dominée, W 2.6.10) Soit une suite de fonction mesurables
(f) de (2, A) dans (R,B), convergeant u presque partout vers f, s’il existe g de (Q,.A)
dans (R, B) intégrable telle que pour tout n,|f,| < g p presque partout, alors f est
intégrable et

/fd,u = h}}l/fndu-

1.4.3 Fonctions définies par une intégrale (W 2.8)

FORMULAIRE, page 2.
théoréemes de continuité et de dérivabilité sous le signe somme : W th 2.8.2 et 2.8.85.
Théoréme 1.13 Soit une fonction f : Q x X — R, ot X est un espace topologique. Si
() VreX f(,x)e L (T, p),
(i) P{w:zw— f(w,z) est continue en a} =1,
(141) il existe g € L'((Q, T, ;R et V(a) voisinage de a tels que Yo € V(a), |f(w,z)| < g(w) p. s.

alors © — [o f(w, x)du(w) est continue au point a.

Théoréme 1.14 Soit une fonction f: Q x X — R, ou X est un espace topologique. Si
() Ve X f(ox)e LN T p)
(i)  P{w:x— f(w,x) est dérivable (resp. de classe C*) ena} =1,
(iid) il existe g € L'((Q, T, 3 RY) et V(a) un voisinage de a tels que Vx € V(a), | Dy f(w, )| < g(w)

alors © — [o f(w, z)du(w) est dérivable (resp. de classe C*) au point a.



2 Variables aléatoires

Ce chapitre, aussi, contient essentiellement des révisions.

On se place sur un espace de probabilité (2, A, P) et on considere un espace mesurable
(E,E). Le plus souvent E sera 'ensemble des réels R,R, R, R, et £ la tribu de leurs
boréliens.

2.1 Définitions générales

variable aléatoire X de (2, A,P) dans (E,£) ; loi d’'une variable aléatoire rélle (var) ; P
est la mesure image de P sur (£, &) par X.

X et Y sont dites “équidistribuées” si elles ont méme loi.

Tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (X;,7 € I).

Théoréme 2.1 (lemme de Doob) Si o(X) est la tribu engendrée par X : (Q, A, P) —
(E,E), alors Y : Q — R est (0(X),E)-mesurable si et seulement si il existe une fonction
borélienne sur (E,E) telle que Y = h o X.

cf. [1] page 168. preuve faite en exercice avec le deuxieme théoreme des classes monotones.
je n’ai pas eu le temps de faire le th de transport....



ler octobre

2.2 Variables aléatoires réelles

Définition 2.2 Fonction de répartition Fx : x — P{X < x}.

Réciter les propriétés de la fdr.

Exemples de lois discretes, de lois continues.

2.3 Lois images, théoréeme du transport ou du transfert

On se place dans tout ce paragraphe sur un espace de probabilité (£2,.4,P) et on notera
toujours la tribu des boréliens B sur R ou R?. Soit donc X : (2, A) — (R? B) et ¢ fonction
borélienne ; Y = go X. La loi de Y est Py = h,(Px). (Wagshal 2.9)

Exemples importants :
lois marginales d’un vecteur

cas ol g est un difféfomorphisme et la loi de X admet une densité h sur un ouvert D.

Théoréme 2.3 de changement de variables : Y est de densité g o h™1|J,-1|1p(py.

Théoreme 2.4 du transport ou du transfert : sous les mémes hypotheses,
Elg(X)] existe si et seulement si /\g(az)\dPX(x) < 00,

et dans ce cas, Elg(X)] = [ g(z) dPx(z).

Exercices fait en amphi Si (X,Y) est de loi gamma sur R", trouver la loi de U =
X/X+Y V=X1+Y

Si X est de loi uniforme sur [0, 1], quelle est la loi de X? ?
méme question si X est de loi uniforme sur [—1,1] 7

2.3.1 Convergence de suites de variables aléatoires et lemme de Borel-Cantelli

faire réciter convergence en loi (étroite), en proba et P-presque sire ; liens entre les trois.
Ils disent (ceux de Toulouse) qu’ils n’ont pas vu le théoreme



Théoréeme 2.5 Si une suite de variables aléatoires(X,,) sur (£, A,P) converge en prob-
abilité, il existe une suite extraite (X, ) qui converge presque surement.

Voir la preuve dans le chapitre 7.
Lemme 2.6 Soit (A,,n > 0) une suite d’événements de A et A* = limsup,, A,, = N, Ug>y
Ap.

a) si >, P(A,) < oo, alors P(A*) =0

b) si les événements (A,,n > 0) sont deuz a deux indépendants, et si Y., P(A,) = oo,

alors P(A*) = 1.

Emile BOREL, (Saint Affrique 1871, 1956) professeur a 'ENS et député de I’Aveyron ;
Francesco CANTELLI, Palerme, 1875, professeur dans une école d’économie et de com-
merce a Rome. preuve de b

2.4 Vecteurs aléatoires

On appelle vecteur aléatoire une variable aléatoire sur (€2, .4, P) a valeurs dans R? muni
de la tribu borélienne.

Son espérance existe si et seulement si X; = m;(X) (7; est la projection de R? dans R
qui & z fait correspondre sa iéme coordonnée) est intégrable pour tout i = 1---d et c’est
alors le vecteur de R? de coordonnées F(X;).

Proposition 2.7 Pour tout matrice A d’une application linéaire de R dans RP,

E[AX] = AE[X];V(AX) = AKxA.

Théoréme 2.8 Soit X un vecteur aléatoire et g une fonction borélienne sur R%. g(X)
est inégrable si et seulement si [palg(z1,- -+, za)|dPx (21, -+, x4) < o00. Et dans ce cas,

Elg(X)) = fougen, - wa)dPx(ar, -, za).



mettre ds le chapitre des espaces LP

2.5 Moments des variables aléatoires réelles

Ce ne sont que des rappels de licence.

2.5.1 Espérance

Espérance ou moment d’ordre 1 notée E[X] et définie par [pzdPx(z) si I'intégrale
JR |2]dPx (x) < oo.

L’ensemble des var intégrables est noté £1(2, A, P), 'ensemble quotient par la relation
d’équivalence “égales presque strement” est noté L1(Q, A, P).

Si F|X] =0, on dit que X est centrée.

2.5.2 Moments d’ordre p

Le moment d’ordre p est E[|X|P], défini par [p |z|PdPx(z) si cette intégrale est finie.

L’ensemble des var admettant un moment d’ordre p est noté L£7(2, A, P), 'ensemble
quotient par la relation d’équivalence “égales presque surement” est noté LP(Q2, A, P).

On appelle le moment centré l'espérance E[|X — E(X)|?].

Cas particulier de p = 2 le moment centré d’ordre 2 s’appelle la variance, sa racine
carrée I'écart-type :

V(X) = E[X = E(X)] ; ox =/ V(X).

Lemme 2.9 de BIENAYME (Jules)-TCHEBICHEV (Pafnouti) Soit X € LP(Q2, A,P) ;
pour tout a > 0, P{|X| > a} < a PE[|X|?].

Corollaire 2.10 Soit X € L*(2, A,P) ; pour tout a > 0, P{|X — E(X)| > aocx} < a2
C’est a cause de ce résultat que 'on dit de la quantité ox que c’est un écart-type.
Proposition 2.11 S X € L*(Q, A,P), V(X) réalise l'infimum de Uapplication a +

E[|X — a|?] et cet infimum est atteint en a = E[X].
Pour tout réel a et b E[aX + b] = aE[X] + b, V[aX + ] = a*V(X).



Dans le cas d = 2, et lorsque les deux composantes X et Y € L?(Q, A, P) on définit
la covariance de X et Y : c’est I'espérance du produit (X — E(X))(Y — E(Y)) notée
cov(X,Y).

On définit également le coefficient de corrélation

Exercice :pxy est a valeurs dans [—1,+1] ; si p%y = 1, il existe une relation affine entre
XetY.

La matrice de covariance du vecteur aléatoire X existe si pour tout ¢ = 1---d, X; €
L*(Q2, A, P) et elle est alors définie par Kx = F[(X — E(X))(X — E(X))], c’est a dire de

terme général cov(X;, X;).



3 Fonctions caractéristiques, transformées de Fourier
et de Laplace

On se place toujours sur un espace de probabilité (€2, .4, P) et on considere les var sur

(Q, A, P).

3.1 Fonction caractéristique des vecteurs aléatoires

Définition 3.1 Soit u une mesure de proba sur R? :

Oult) = [ e dn(a)

Ou encore, si X est un vecteur aléatoire, ¢x(t) note la fonction caractéristique de la
mesure de probabilité Px, c’est a dire

ox(t) = E[e""Y].

propriétés a faire réciter
Remarque : ¢x(t) = (v271)Px(—t), c’est a dire la transformée de Fourier de la mesure
Px.

Théoréeme 3.2 Si p et p/ ont méme fonction caractéristique, elles sont égales.
C’est une conséquence du théoreme d’inversion :

Théoréme 3.3 Soit F la fonction de répartition d’'une var X et F*(z) = 1(F(z)+F(z_))
la “régularisée” en tout point x de R. St x1 < wo,
T eitl‘l _ eitmg

P = o) = [

b (1)dt.

Preuve avec Fubini.

Corollaire 3.4 Si ¢x, = ¢x,, alors FY = F} c’est a dire que X, et Xy sont de méme
loi, puisque la donnée de la fdr en tous ses points de continuité caractérise la loi.

Lorsque ¢x est intégrable, on a mieux :
Théoréme 3.5 ([1] page 67, exo 6.9 page 152)

Si ¢px € LY(R?, B, leb), X admet une densité sur R donnée par :

1

S / e~ g (t)dt.

fx(l‘) = (271')

10



3.2 Fonction caractéristique et moments
(cf. [1] pages 68-69)
Proposition 3.6 Si X admet un moment d’ordre k, ¢x est de classe C*. Dans ce cas,

0% (t) = ik/xkemdPX(az) = * B[X*eX).
Corollaire 3.7 Si X admet un moment d’ordre k, (¢x)*(0) = i* E(XF).

Réciproquement, on a

Proposition 3.8 Si ¢x est 2k fois dérivable en 0, X admet tous ses moment d’ordre
< 2k.

On appelle seconde fonction caractéristique la détermination principale v x de
log ¢x au voisinage de 0. Lorsque X € L?, on a un D.L. a I'ordre 2 :

Yx(t) = i(B(X), 1) — SEEX )+ o).

Si 1 x se développe plus loin :

() = Y (ji,) (),

Jj<k

Les coefficients x; s’appellent les cumulants. En particulier, k3 s’appelle la skewness et
k4 s'appelle la kurtosis.

3.3 Fonction caractéristique de vecteurs aléatoires

Soit X un vecteur aléatoire sur (€2, .4,P) a valeurs dans R".

Définition 3.9 Si X est une vecteur aléatoire, ¢x(t) note pour t € R", la fonction
caractéristique définie par ‘
ox(t) = Ble"N]

ot {.,.) note le produit vectoriel.

Propriétés élémentaires....

Proposition 3.10 Si X admet tous ses moments d’ordre k, ¢px est ce classe CF.

11



3.4 Transformée de Laplace

Définition 3.11 La transformée de Laplace est Uapplication LX : R* — RT, s — E[e*X].

Le dommaine de définition de L¥ est I'ensemble des réels s tels que e*X € L!.
L*(0O) = 1 donc 0 € Dom/(L¥).
De méme que ¢x, LX caractérise la loi de X.

Proposition 3.12 Soit X wvar telle que il existe un intervalle ouvert contenant 0 et ou
esX € LY. Alors, L est définie sur un intervalle J symétrique contenu dans I ; et X est
analytique sur J :

vie LX) = 3 LB,

n>0 n.

En particulier, (LX)™(0) = BE(X™).

Rappel de DEUG : la fonction génératrice lorsque X est a valeurs entieres.

3.5 Liens avec I’indépendance
3.5.1 Tribus indépendantes

Définition 3.13 On dit qu’un famille de sous-tribus (A;,i € I) de A est (mutuelle-
ment) indépendante si YA; € A;,i € I, les événements (A;,i € I) sont (mutuellement)
idépendants.

On dit qu’'un famille de var (X;,i € I) sur (Q, A, P) sont (mutuellement) indépendantes
si la famille des sous tribus (o(X;),i € I) est (mutuellement) indépendante.

La définition est la méme pour une famille de classes.

Proposition 3.14 Soit une famille de classes (C;,i € I) indépendante et telle que pour
tout i,C; est stable par intersection. Alors les sous tribus engendrées (o(C;),i € I) sont
mdépendantes.

Corollaire 3.15 Soit une famille de var (X;,i = 1,---,n) : elles sont indépendantes si

et seulement si pour tout (ay,- -+, ay,),
P{X; <ay, -, X, <a,} =111, P{X; < a;}.

Théoréme 3.16 (loi de zéro-un) Soient (B,,n € N) des sous-tribus indépendantes et
Cr = 0(B,,n > k) notée V2, B, et By = NiCx. Alors By, est indépendante d’elle-méme
c’est a dire que pour tous ses événements B,pr(B) =0 ou 1.

12



3.5.2 Variables aléatoires indépendantes

Théoréme 3.17 Soit X un veceur aléatoire de composantes X; : les var (X;) sont
indépendantes si et seulement si la lot de X Py =Px, ® --- @ Px, .

Proposition 3.18 Soit X un vecteur aléatoire de composantes X; : les var (X;) sont
indépendantes si et seulement pour tout ensembles de fonctions boréliennes (g1, -+, gn), E[ILig(X;)] =

ILE[g(X3)).
Corollaire 3.19 5@ X et Y sont deux vecteurs aléatoires indépendants, ¢x.y = ¢x.¢y.

idem avec k var.

3.5.3 Somme de variables aléatoires indépendante

Rappel de licence : si p; est laloi de X;,7 = 1,2, deux var indépendantes, la loi de X;+ X,
est donnée par le produit de convolution g * .

En géralisant a n var indépendantes, la loi de Y, X; est donnée par le produit de con-
volution gy * - - - * p,. Il est plus maniable de passer par les fonctions caractéristiques en
utilisant le corollaire 3.19. On a d’ailleurs la caractérisation :

it

Proposition 3.20 (Xi,---,X,,) sont des vai si et seulement si (bZ,Xi = mdx

une notion a ne pas confondre : var non corrélées. X et Y indépendantes, alors elles
sont non corrélées. la réciproque est fausse.

Proposition 3.21 Si (X, -, X,,) sont des var deux a deux non corrélées, alors V(X +
X)) = VX)),

13



4 Espaces L' p € [l,+x]

je m’apercois que cette année, je n’ai pas parlé de Radon-Nikodym....

suite du 9 octobre

4.1 Moments des variables aléatoires réelles

Ce ne sont que des rappels de licence : [1] I1.6, V.3

les deux sous-sections suivantes pour mémoire et survolées tres rapidement....

4.1.1 Espérance

Espérance ou moment d’ordre 1 notée E[X] et définie par [p xdPx(z) si l'intégrale
JR |2]dPx (x) < oo.

L’ensemble des var intégrables est noté £!(€2, A, P), 'ensemble quotient par la relation
d’équivalence “égales presque siirement” est noté L'(Q, A, P).

Si E|X] =0, on dit que X est centrée.

4.1.2 Moments d’ordre p

Le moment d’ordre p est E[|X|P], défini par [p |z|PdPx(x) si cette intégrale est finie.

L’ensemble des var admettant un moment d’ordre p est noté LP(2, A, P), 'ensemble
quotient par la relation d’équivalence “égales presque strement” est noté LP(Q), A, P).

On appelle le moment centré I'espérance E[|X — E(X)|P].

Cas particulier de p = 2 le moment centré d’ordre 2 s’appelle la variance, sa racine
carrée ’écart-type :

V(X) = E[|X — E(X)P"] ; ox =/ V(X).

Lemme 4.1 de BIENAYME (Jules)-TCHEBICHEYV (Pafnouti) Soit X € LP(Q, A, P; R%)
; pour tout a > 0, P{||X — E(X)|| > a} < a PE[||X — E(X)]?].

Corollaire 4.2 Soit X € L*(Q, A, P) ; pour tout a > 0, P{|X — E(X)| > aox} < a2

C’est a cause de ce résultat que 'on dit de la quantité ox que c’est un écart-type.

j’ai oublié de dire ce corollaire

14



Proposition 4.3 5i X € L*(Q,A,P), V(X) réalise linfimum de l’application a +
E[|X — al?] et cet infimum est atteint en a = E[X].

Pour tout réel a et b E[aX + b] = aE[X] + b, V[aX + ] = a*V(X).

Dans le cas d = 2, et lorsque les deux composantes X et Y € L?(Q, A, P) on définit
la covariance de X et Y : c’est Uespérance du produit (X — E(X))(Y — E(Y)) notée

cov(X,Y).
On définit également le coefficient de corrélation
cov(X,Y)
pPXy = ———
Ox0y

Exercice :px,y est & valeurs dans [—1,+1] ; si p%y = 1, il existe une relation affine entre
XetY.

La matrice de covariance du vecteur aléatoire X existe si pour tout ¢ = 1---d, X; €
L3(92, A, P) et elle est alors définie par Kx = E[(X — E(X))(X — E(X))], c’est & dire de
terme général cov(X;, X;).

4.2 Définitions et premieres propriétés

cf. W chapitre 4.
Définition de la norme ess sup, rappel de la définition des LP ;| inégalité de Holder si

1/r=1/p+1/q.
Conséquences : I'application de L? x L? dans L" qui a (X,Y") fait correspondre le produit
est une application bilinéaire continue.

Ici, P est une mesure finie, on a la suite d’inclusions

L¥(QAP) C L7 € (A P) € L(QAP),1<p < .

L’injection canonique de L? dans L9, q < p, est continue.
Théoreme de Fisher-Riesz : les L” sont des Banach.

L’espace vectoriel des variables aléatoires étagées est dense dans tout LP, de méme si
) est un e.m. séparable, les fonctions continues a support compact sont denses.

Théoréme 4.4 Soit une suite de variables aléatoires (X,,) dans LP telles que 3, [| X, |, <
00. alors il existe X € LP telle que la suite > _; Xy converge vers X dans LP et presque
surement.

Preuve en TD cf. feuille 3.

Ce théoréme sert a montrer

Théoréme 4.5 Soit une suite de variables aléatoires (X,) dans LP qui converge vers X
dans LP. Alors, il existe une suite extraite qui converge presque surement.

Preuve en exo, pas faite en amphi.

15



4.3 Dualité

cf. I'unité B3, mais tous ne la font pas...
Définition 4.6 Sip et g € [1,00] vérifient 1/p+1/q =1, on dit qu’ils sont conjugués.

Théoréme 4.7 Sip et q sont conjugués, Y € L9, T : [P — R,/ T(X) = E(XY), est une
forme linéaire continue de norme ||Y||,.

Preuve en TD

Réciproque partielle :

Théoreme 4.8 Sip et q sont conjugués, p < oo, pour toute forme linéaire continue sur
LP il existe Y € L7 tel que T(X) = E(XY).

preuve admise.

Attention ! ce n’est pas vrai si p = oo !!
p p

4.4 Espace L?
cours du 10 octobre 2002

Cas particulier de conjugués : p = ¢ = 2. On dit que L? est “réflexif”, c’est de plus un
espace de Hilbert, pour le produit scalaire

(X,Y) = E(XY).

4.4.1 Orthogonalité

rappel du théoréeme de projection sur un sev fermé (cours de licence de topologie), et
rappel du théoreme de Pythagore. Application de ceci pour montrer

Théoréme 4.9 de RIESZ : Pour toute forme linéaire continue sur L?, il existe Y € L?
tel que T(X) = E(XY).

Preuve en exo en amphi.

définition de l'orthogonalité ds un espace de HILBERT E, si M C E, def de M*,
M N M+ = {0},

Théoreme 4.10 Si F' sev fermé de E, Hilbert, pour tout x € E, il existe un unique y € F
tel que : ||z —y|| = inf{||z — 2|,z € F}, et v —y € F*.
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Cet y s’appelle la projection orthogonale de x sur F.
Indications succinctes pour la preuve.
Th de Pythagore.
Application a F' = L? et preuve de RIESZ ds ce cas : fait en amphi.
exercice laissé a faire seuls : ds un Hilbert E, si M C E, M+ = {0} si et seulement si le
sev engendré par M est dense.

Corollaire 4.11 les fonctions tages sont denses dans L?.
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4.4.2 Application : théoreme de Radon-Nikodym

Théoréme 4.12 Soient deur mesures bornées p et v sur (2, A) telles que v est absolu-

ment continue par rapport a p (VA € A, u(A) = 0= v(A) =0), il existe f € L1 (Q, A, p)
telle que

VA € A, v(A) = /A fdp.

Preuve commencée en amphi, a finir en TD.
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5 Espérance conditionnelle, loi conditionnelle

fin du 9 octobre 2002

5.1 Cas discret

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de dim 2 & valeurs dans E x F C N2,

Définition 5.1 La loi conditionnelle de X sachantY = j,j € I est la donnée, pour tout
1 € FE de la quantité
PHX =i} /{Y =j}).

Par extension, on a donc une application sur F'

gi 23— PUX =a}/{Y =j})

et on note P({X =i}/Y) =¢;(Y),i € E.
Ceci est une loi sur F, on peut donc en définir I’espérance appelée
espérance conditionnelle de X sachant Y :

E[X/Y] =3 iP{X =i}/Y).

i€l

5.2 Cas général

On considére un vecteur aléatoire de dim 2 sur (£2,.4, P) a valeurs dans I’espace mesurable
produit (£ x F,E ® F) de loi notée Py y.

Définition 5.2 On appelle loi conditionnelle de X sachantY une application notée P x/y
définie sur € x F' a valeurs dans [0, 1] telle que

. Vy e F,B— Pxy(B,y) est proba sur £.

. VB e &,y Px/yv(B,y) est F-mesurable.

VB e VC e F,Pxy,Pxy(B xC)=[1cPx)v(B,y)dPy(y).
Définition 5.3 Si Px/y est la loi conditionnelle de X sachant Y, pour tout y € F,

Vapplication B — Px,y(B,y) s’appelle la loi conditionnelle de X sachantY =y. On la
note Px/y—,.

5.3 Exemples

X et Y indépendantes
X = f(Y) avec f (F,&)-mesurable

cas discret : X somme des points de deux dés, Y différence.
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16 octobre 2002 autre exemple :
(X,Y) admettant une densité sur F x F' C R".

Puisqu’on a une proba, on peut faire de I'intégration :

Proposition 5.4 Soit Px/y la loi conditionnelle de X sachantY, f mesurable sur (E,E)
et g mesurable sur (F,F), alors

EfX)90)] = [ o) ([ @)Brvoy(@)) dPr()

Notation : le noyau de conditionnement s’écrit k(y, dx) tel que [p k(y, dz) = Px/y—y(B)
pour tout B € £.

Définition 5.5 Un noyau de conditionnement est une application notée k(.,.) définie
sur £ X F' a valeurs dans les probabilités sur € telle que

.Yy € F,Bw k(y, B) est proba sur £.
. VB € &,y — k(y, B) est F-mesurable.

Il faut penser que, de fait, k(y,dx) représente une loi conditionnelle Px,y—_,(y,dy). En
effet, on remarque que si Py est la loi d'une variable aléatoire Y, il existe une variable
aléatoire X telle que la loi du couple (X,Y) est le produit k(y, dz)Py (dy).

Proposition 5.6 mesurabilité de
g [ )Py, = [ b, y)k(y,do),

Proposition 5.7 Soit Px/y la loi conditionnelle de X sachantY, h mesurable sur (E, E)®
(F,F), alors

B YD) = [ ([ b)) dpy ).

F

Preuve de ces deux théoremes par les classes monotones a me rédiger s’ils le veulent.....

5.4 Espérance conditionnelle par rapport a une sous tribu

cf. [1] VI.2
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5.4.1 Espérance conditionnelle dans L?

Théoréme 5.8 de projection ds un Hilbert : si X € L*(Q, A, P) et B sous tribu de
A, il existe une unique var dans L*(Q, B,P) notée E[X/B] qui réalise linfimum dans
L*(Q, B,P) de lapplication Z — E[(X — Z)?]. On Uappelle l’espérance conditionnelle de
X sachant B.

C’est la projection orthogonale de X de L?*(€2, A, P) dans L?(£2, B,P) sui est un sous es-
pace de Hilbert.

Propriétés de 'application L*(Q, A, P) dans L*(Q2,B,P) :X +— E[X/B] (A montrer en
exos, presque toutes corrigées en amphi) :

a) linéaire

D) E[X/B]ll2 < [| X2

c)si X € L*(B),E(X/B) =

d) pour tout Z € L*(, A, IP’) E(ZX)=E(ZE[X/B)).
e) croissante

f) si C est une sous tribu de B, E[E[X/B]/C| = E[X/C].
g) si 0(X) et B sont indépendantes, E[X/B] = E[X].
h)si Z € L*(B), E(ZX/B) = ZE(X/B)

5.4.2 Espérance conditionnelle dans L!

Théoréme 5.9 si X € L'Y(Q, A P) et B sous tribu de A, il existe une unique var
dans LY(Q, B,P) notée encore E[X/B| qui vérifie VB € B,E[13X] = E[1gE(X/B)].
On Uappelle encore l’espérance conditionnelle de X sachant B.

Preuve faite en détail

Propriétés de lapplication L'(Q, A,P) dans L'(Q, B,P) :X — E[X/B] a montrer en
exos a la maison pour le 22 octobre 2002 :

a) linéaire
DIIELX/B]ll < [ X[y
c)si X € LY(B),E(X/B) =

d) pour tout Z € L*(Q, A, P), E(ZX) = E(ZE[X/B]).
e) croissante
f) si C est une sous tribu de B, E[E[X/B]/C] = E[X/C].

g) si 0(X) et B sont indépendantes, E[X/B]

) P
E[X].
h) si Z € L°(B), E(ZX/B) = ZE(X/B).
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22 octobre 2002

Rgle pratique pour vérifier que Y = E(X/B) :
(1) Y € LY(B) ; VB € B, E[15X]| = E[15Y].
On a une CNS :

Proposition 5.10 Y = E(X/B) si et seulement si
(i)Y € L\(B) ; VZ € L\(B), E[ZX] = E[ZY].

Preuve en exo tous seuls avec le th des classes monotones.
De plus, 'espérance conditionnelle est une espérance : elle vérifie les théoremes de
Beppo-Levi, de Fatou, de Lebesgue, et I'inégalité de Jensen.
preuves en exos (j’ai corrigé Beppo-Levi et Jensen)
Exercice : Vp > 1, X € L? |E(X/B)|l, < || X,
5.5 Retour a B=o(Y)

On a d'une part la loi de X sachant Y et d’autre part E[X/B] ici E[X/o(Y)]. 1
s’agit de faire le lien entre les deux. On montre, si g est I'application mesurable y +—

[ 2Px/y (dz,y) :
g(Y) = E[X/o(Y)]

avec la caractérisation (i)(ii) et le lemme de Doob.
Définition 5.11 g s’appelle l’espérance conditionnelle de X sachant Y, notéee E[X/Y].

Remarque : E[X/o(Y)] = g(Y) = E[X/Y] oY, mais souvent on confond F[X/o(Y)] et
E[X/Y]....

Proposition 5.12 Si Pxy est la loi de X sachantY, et si f(X,Y) € L,

Ef(X,Y)/o(Y)] = h(Y) oih(y) = [ f(w.y)Bx/y(dz,y)

Corollaire 5.13 E[f(X,Y)] = E[h(Y)].

5.6 Indépendance conditionnelle

Voir en complément de ce paragraphe les exos 7 9 de la feuille 5.

Définition 5.14 Soient trois sous-tribus Ay, As, B de A. On dit que Ay et Ay sont
conditionnellement indépendantes sachant B si pour tout Zy € L*(As), E(Zy/ A1 V B) =
E(Zy/B). (ou si pour tout Z; € L=(A;), E(Z1/ Ay VvV B) = E(Z1/B))
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On a une CNS de cette définition.

Proposition 5.15 Soient trois sous-tribus Ay, Ao, B de A. A, et Ay sont conditionnelle-
ment indépendantes sachant B si et seulement siNZ, € L*(Ay), Zy € L*(Ay), E(Z1Z,/B) =
E(Z1/B)E(Z>/B).

Exercices
1.5i B C A1 N As, et si A; et A sont conditionnellement indépendantes sachant B, pour
tout X € LY(A), E[E(X/A) /Ay = E[E(X/A)/A].
2. Chane de Markov : X, 11 = f(X,, W,11), le passé est indépendant du futur sachant le
présent.
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6 Lois gaussiennes et lois associées

6.1 Lois de Gauss
6.1.1 Cas réel
révisions licence

Définition 6.1 Soit Z une variable aléatoire réelle sur l’espace (§2, A,P). C’est une
variable gaussienne centrée réduite si sa loi admet sur R la densité
cette loi N'(0,1).

1.2
e 2% . On note

5
3

Une définition équivalente est de donner la fonction caractéristique de cette var : ¢z (t) =
_ 142
e 2",

Ezercice : montrer que Z € LP, Vp > 0 et calculer E[ZP] pour tout p > 0.

Définition 6.2 Soit X wune variable aléatoire réelle sur lespace (Q, A,P). C’est une
variable gaussienne s’il existe une var Z ~ N(0,1), un réel m et un réel positif o tels que
X =0Z +m. On note cette loi N'(m, d?).

Remarque 6.3 Lorsque o > 0, on obtient la densité de X par loi image : fx(x) =
1 71(:137m)2/02
€2 .

oV 2

Ezercices : montrer que ¢x(t) = eitme=37"t Montrer que X € LP, ¥p > 0.

6.1.2 Vecteurs gaussiens

Définition 6.4 Soit X un vecteur aléatoire de dimension k sur Uespace (2, A,P). C’est
un vecteur gaussien si Ya € R¥. le produit scalaire de a et X, noté (a, X) est une var
gaussienne. Si E[X] =m € R* et si la matrice de variance V(X) =T, on note la loi de

X : N(m,T).
Ezercice : montrer que V(X)) est une matrice symétrique définie positive.

Proposition 6.5 Pour toute application linéaire de RF dans R? de matrice A, et tout
m € R*, si X est un vecteur gaussien de dimension k, alors Y = AX +m est un vecteur
gaussien de dimension d.

Proposition 6.6 Soit X un vecteur gaussien de dimension k, d’espérance E[X| =m €
R* et de matrice de variance V(X) =T, alors pour tout t € R*, la fonction caractéristique
de la loi de X est donnée par

(bX(t) _ ei(t,m)e—%ﬂ“t.
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On a la réciproque :

Proposition 6.7 Soit X un vecteur aléatoire de dimension k, et de fonction caractéristique
(bX(t) _ ei(t,m>67%ﬁ‘t.
Alors X est un vecteur gaussien de dimension k, d’espérance E[X] = m € RF et de

matrice de variance V(X) =T.

Corollaire 6.8 Soit X un vecteur gaussien de dimension k, de coordonnées (X1, -+, X,) ;
les var (Xy,---,X,) sont indépendantes si et seulement si la matrice de variance de X
est diagonale.

Proposition 6.9 Soit m € R* et T une matrice de dimension k x k symétrique définie
positive. Alors, il existe un espace de probabilité (2, A,P) et X un vecteur gaussien de
dimension k, d’espérance E[X] =m € R¥ et de matrice de variance V(X) =T.

Preuve : elle s’appuie sur le lemme suivant vu en licence

Lemme 6.10 Soit I' une matrice de dimension k X k symétrique définie positive de rang
r < k. Alors il existe une matrice A de taille (r x k) telle que I' = A.A.

Proposition 6.11 Soit m € R* et T une matrice de dimension k x k symétrique définie
strictement positive. Alors la densité de la loi N'(m,T) est donnée sur R* par :

1 —%(J:;m)rfl(m—m)'

e
(2¢)k/2\/det r
Preuve : en exercice.

Ezercice : montrer que deux vecteurs gaussiens Y et Z sont indépendants si et seule-
ment s’ils ne sont pas corrélés, c’et a dire que E[(Y — E(Y))(Z — E(Z))] = 0.

6.2 Loi du khi-deux

Définition 6.12 la loi de chi-deuz  n degrés de liberté, notée x*(n), est la loi D(2, 3).

Elle est due a Pearson, matrhaticien londonien (1857-1936).

Théoréme 6.13 de COCHRAN : soit un vecteur gaussien Y de dimension k et de loi
N(0,I;) et H un sous espace vectoriel de R* de dimension r < k. Alors, le projeté
orthogonal X = Py (Y) est un vecteur gaussien a valeurs dans H de loi N'(0,I,.) et || X||?
suit une loi x*(r).
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FISHER, généticien, Londres, 1890-1962.

Théoréme 6.14 de Fisher : soit un vecteur gaussien X de dimensionn et de loi N'(ul, 0*1,)
ou 1 est le vecteur de coordonnées toutes égales a 1. Alors si on pose

le vecteur (X, 5Q) est de loi N'(p, "—:) ® x*(n —1).

6.3 Loi de Student

William GOSSET, ingénieur a la brasserie Guinness, a publié sous le pseudonyme de
“Student” sous la pression de ses employeurs (OK.... elle est mauvaise.....)

Définition 6.15 loi de STUDENT : soitn > 1 et un couple (X,Y) de loi N'(0,1)®@x%(n) ;
alors la var T, = )f/*;j suit une loi de Student a n degrés de liberté.

Théoréme 6.16 de Student-Fisher : si (Xi,---,X,) est un n—échantillon de la loi
N (m,c?), alors la statistique T,,_; suit une loi de Student ¢ n — 1 degrés de liberté avec

(X —m)y/n

Q

n—1

T =

6.4 Stabilité des lois gaussiennes par convergence

Grace au théoreme d’équivalence de la convergence en loi et de celle des fonctions car-
actéristiques, on peut montrer

Proposition 6.17 Une suite de vecteurs aléatoires de loi N (m,,T,,) converge en loi vers
un vecteur gaussien si et seulement si les limites des suites (my,) et I'y,) existent. Dans ce
cas, la loi de X estN'(m,T') oum et T sont les limites des suites (my,) et T',,).

6.5 Lois conditionnelles

Dans le cas de vecteurs gaussiens, la loi conditionnelle d'une composante par une autre
est particulierement simple.

Proposition 6.18 Soit (X,Y) un vecteur gaussien de dimension 2, d’espérance (ju,v),

de matrice de variance-covariance )

a”  pab
pab b
Alors, la loi conditionelle de X sachant'Y est une loi gaussienne

N+ p3(Y —v),a*(1 - p?)).

26



7 Convergences de mesures bornées, de variables et
vecteurs aléatoires

On se place sur I'espace M} des mesures positives bornées sur R

7.1 Convergence faible

Définition 7.1 On dit qu’une suite de mesures (u,) dans M converge faiblement si

Vf € Co(RY), pa(f) — plf).

7.2 Convergence étroite

Définition 7.2 On dit qu'une suite de mesures (ji,,) dans My converge étroitement si
elle converge faiblement et si de plus pu,(R?) — p(R?).

Proposition 7.3 Une suite de mesures (u,) dans M; converge étroitement si et seule-
ment i Vf € Cy(R?), a(f) — ().

Exemple de convergence étroite : si (a,) est une suite de réels tendant vers 1 et (X))
une suite de variables aléatoires de loi géométrique de parametre «,, alors (1 — a,)X,
converge vers une loi exponentielle (1).

7.3 Application aux probabilités

Cest & dire que l'on s’intéresse aux mesures de masse 1 sur R%.

Proposition 7.4 Soit une suite de variables aléatoires réelles de loi (P,,) et de fonction
de répartition F,. Alors

(P,) converge étroitement vers P de fonction de répartition F si et seulement si la
suite de fonctions (F),) converge vers F' en tout point ot F est continue.

Remarque : ceci dit que la convergence étroite des probas est la convergence en loi
des var (cf def ds chap 2). De plus, cette équivalence montre que cela revient a la def
donnée par Cohen en licence, ’équivalence ayant été admise. On la montre cette année.
Cette preuve utilise le :

Théoréme 7.5 (de Paul Lévy, admis en licence) Soit une suite de probabilités (P,,) sur
(R%,B) :
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(a) si cette suite converge étroitement vers P, alors la suite des fonctions caractéristiques
converge vers la fonction caractéristique de P uniformément sur tout compact de R?.

(b) si la suite fonctions caractéristiques converge vers une fonction ¢ continue a
Uorigine, alors la suite de probabilités (P,,) converge étroitement vers P, de fonction car-
actéristique ¢.

(a) prouvé le 6
(b) prouvé le 12.

Exercice a faire pour le 13 :

Théoréme 7.6 (de Khinchine) Soit une suite de var (Xy) qui converge en loi vers X, et
deuz suites (ar) C R et (by) C R, telles que la suite de var (ax Xy + by) converge en loi
vers Y, alors limay = a existe dans R, limb, = b existe dans R, et aX + b est égale en
loiaY.

7.4 Notion de tension

cf. [1] pages 136 et sq.

On se place dans ce paragraphe sur un espace topologique muni de ses boréliens,

(E,E).

Définition 7.7 (i) on dit que la proba P sur (E,&) est tendue si Ve > 0,3K compact
tel que P(K) > 1 —e¢.

(ii) on dit que la famille de probas (P,,n € N) sur (E,E) est (équi- ou uniformément)
tendue si Ve > 0,3K compact tel que ¥n € N, P, (K) > 1 —e.

(7ii) on dit que la famille de variables aléatoires (X,,n € N) a valeurs dans (E,E) est
(équi- ou uniformément) tendue si la famille des lois (Px,,n € N) est tendue.

Proposition 7.8 S7il existe I’ fonction positive sur un espace topologique de dim finie,
qui tend vers 0 a Uinfini et vérifie sup,, [ F(x)P,(dx) < C < +oo, alors la famille (P,)
est tendue.

Théoréme 7.9 (th 4.4 [1]) Si la famille (P,) est tendue, elle est relativement compacte
pour la topologie de convergence faible.

Proposition 7.10 Lorsque’une suite de probabilités (P,,) converge faiblement vers une
mesure 1, on a les équivalences :

(i) la convergence est étroite,

(ii) la famille (P,) est tendue

(#i) la mesure p est une proba.
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7.5 Théoréme de Skorohod

Théoréme 7.11 (c¢f. TD 1 et Billingsley) Si une suite de probas (P,,) converge étroitement
vers i, alors il existe un espapace de probabilité (2, A, IP), une suite de variables aléatoires
(X,.), une variable aléatoire X tels que X,, est de loi P,,, X est de loi yu, et X, converge
presque surement vers X.

7.6 Convergences des variables aéatoires
7.6.1 Rappel du chapitre 2

convergence en loi équivaut Py, converge étroitement vers Py équivaut P{X,, < z} con-
verge vers F(x) = P{X < z} en tout point z ou F est continue équivaut la fonction
caractéristique de X,, tend vers celle de X qui est continue en 0.

7.6.2 Convergence presque siire
Définition 7.12 P{w: X,(w) — X(w)} = 1.
Lemme 7.13 X,, converge P presque surement vers X si et seulement si l'une des deux
conditions suivantes :
a) Ve > 0, PN, Upsn {|| X, — X|| > €} =0.
b) Ve >0, PlUgsn{||Xn — X|| > e} —no 0.

7.6.3 Convergence en probabilité
Définition 7.14 Ve > 0, P{w : || X, (w) — X (w)|| > e} — 0.
Proposition annoncée ds le chapitre 2 et prouvée ici :

Proposition 7.15 a) Si X,, converge presque siurement vers X, la convergence est aussi
en proba.

b) Si X, converge en proba vers X, il existe ny — oo telle que X, converge presque
surement vers X.

Proposition 7.16 La convergence en proba est métrisable avec par exemple la distance
définie sur les vecteurs aléatoires par d(X,Y) = E[||X = Y||A].

Rappels : si X,, converge en proba vers X, la convergence est aussi en loi.
Réciproquement : si X,, converge en loi vers une constante a, la convergence est aussi en
proba.

preuve laissée en exercice.

Pour mémoire, revoir les convergences LP déja redites.
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7.7 Uniforme, ou équi-, intégrabilité
Barbe et Ledoux pages 125 et sq.

Définition 7.17 Soit une famille de vecteurs aléatoires (X, o0 € A) ; on dit que cette
famille est équi-intégrable si

a) sup, E[||Xa||] = M < 0.
b) Ve > 0,3n : P(B) <, alors sup, [p || Xa||dP < .

Proposition 7.18 Une famille de vecteurs aléatoires (X,, € A) est équi-intégrable si

et seulement si

lim sup | Xol||dP = 0.
C—otoo o J{|IXal>C}

Proposition 7.19 Une suite de vecteurs aléatoires (X,, € A) converge en proba vers
X et est équi-intégrable si et seulement si elle converge dans L.

Exemples et exercices a faire seuls :
une famille finie de va intégrables,
une famille dominée par une va intégrable,
la famille (E[X/B,]) si B, est une famille de sous tribus et X une va intégrable.
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8 Théoremes limites

On considere dans tout ce chapitre une suite de vai de méme loi (X,,n > 0)/

8.1 Loi faible des grands nombres

Théoréme 8.1 Si les vai (X,,) sont intégrables et d’espérance m, alors X,, converge en
proba vers m.

admis sans preuve en licence, prouvé cette année.

8.2 Loi forte des grands nombres

Théoréme 8.2 Si les vai (X,,) sont de carré intégrable et d’espérance m, alors X,, con-
verge presque surement et dans L? vers m.

admis sans preuve en licence, prouvé cette année.

Barbe et Ledoux montrent, mais c’est beaucoup plus délicat, que intégrable suffit, et
que la convergence ps de X,, vers une constante montre que les (X,,) sont intégrables.

8.3 Convergence vers la loi de Gauss

Théoreme 8.3 limite central : Si les vai (X,,) sont de carré intégrable de variance o* et
d’espérance m, alors X, converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite.

On a le méme résultat ds le cas vectoriel

Proposition 8.4 Soit une suite de vecteurs aléatoires de dimension d, de méme loi,

d’espérance m de matrice de variance I'. Alors Z,, = S”_% converge en loi vers une loi

gaussienne centrée de matrice matrice de variance I

Corollaire 8.5 : formule de MOIVRE-LAPLACE (1718)
P{ac/v/n < X, —m <bo/\/n} ~ F(b) — F(a)

ou F' est la fdr de la loi gaussienne centrée réduite.
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Exemples et exercices :

(a) On considere un lot d’ampoules dont la durée de vie suit une loi exponentielle de
parametre 1/10 (en inverse de jours). Quelle est la proba d’user en un an plus de 50
ampoules ?

(b) Un central téléphonique comprnd 5000 abonnés, chacun a la proba de tiéphoner de
0.2. Quel nombre de lignes faut-il ouvrir pour que la probas que tous les abonnés soient
satisfaits dépasse 0.975 7

(c) Combien faut-il sonder d’électeurs pour avoir une précision de 0.025 pour estimer
un pourcentage de “oui” ?

8.4 Autres convergences de variables aléatoires

Proposition 8.6 Soient (Yi(n),i =1,---,n) des vai de Bernoulli de paramétre (p,) tels
que lim,_.np, = AX. Alors, S, = > ; Yi(n) converge en loi vers la loi de Poisson de
parameétre \.

Apres les vacances, je fais encore un cours de proba avec des trucs pour Bakry : la tension
d’une famille de probas, le théoréme de Skorokhod (sans preuve), la loi du log itéré,
j’espere cramer-Chernoff si j’y arrive sans référence.... plus cette limite :

Proposition 8.7 Soit une suite de vai T,, de loi géométrique de parametre p, tels que p,
tend vers 1. Alors, (1 — p,)T,, converge en loi vers une exponentielle de paramétre 1.
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8.5 Loi du log itéré

cf. [1] page 149.

Théoréme 8.8 Soit une suite de vai de méme loi (X,,), E(X,) = m,V(X,) = o2, alors,

presque surement :
1,_X1+-~-+Xn—nm B

=1
e ov/2nloglogn ’
. Xi 4+ X, —nm
lim =—1.

_n_ oy/2nloglogn

X144+ Xn—nm
o4/ 2nloglogn

I'intervalle entier [—1,41]. Par ailleurs, on a la un exemple de profonde différence entre

convergence en loi et convergence presque stre : la suite Z,, = W converge

en loi vers la loi N (7, 00). Mais il n’existe pas de var Z de la loi N(/,00) qui soit limite
presque sure de (Z,) : si cela était, on aurait Z,/+/2loglogn tend presque strement vers
0, ce qui contredirait la loi du log itéré : donc, Z,, ne converge pas presque stirement.

Commentaire : ce résultat dit que la suite admet pour valeurs d’adhérence
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