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Introduction

La conjecture de Langlands pour GL,, et les corps de fonctions sur les corps finis
(qui est maintenant un théoreme de Laurent Lafforgue) a une traduction géométrique
appelée la 'conjecture de Langlands géométrique’. La formulation de cette derniere est
assez compliquée et fait intervenir des champs et en particulier le champ Bun,, x des fibrés
vectoriels de rang n sur une courbe X. Dans le deuxieme chapitre sur les champs, nous
étudions des champs ’simples’ tels que le champ quotient ou le champ des triangles. On
prouve dans ce chapitre des résultats souvent connus mais qui ne sont prouvés nulle part.
Nous étudions en détail le champ Bun,, x qui apparait dans ’énoncé de la conjecture.
Nous traitons également les champs des connexions, des représentations et des systemes
locaux puisque ces trois notions (équivalentes) sont étroitement liées a 1’énoncé de la
conjecture de Langlands géométrique.

Nous nous concentrons sur le cas complexe c’est-a-dire le cas d’un corps de fonc-
tions sur C. La conjecture de Langlands ordinaire ne semble avoir aucun sens dans ce cas
contrairement a 1’énoncé de la conjecture de Langlands géométrique. Les auteurs E. Fren-
kel, D. Gaitsgory & K. Vilonen, qui ont prouvé la conjecture de Langlands géométrique
dans le cas d’un corps de fonctions sur un corps fini, affirment que le résultat est également
vrai dans le cas complexe. Dans ce cas, il existe au moins deux notions de syteme local.
Il est probable que les énoncés et preuves de l'article [FGV] peuvent étre imitées pour
les deux notions.

Nous choisissons ici une approche différente : nous considérons la conjecture de Lan-
glands géométrique dans des cas ou

— Bun,, x peut étre remplacé par un espace de module ordinaire et

— les faisceaux pervers ne sont pas nécessaires.

Dans ces cas-la, on peut donner des preuves explicites de la conjecture. On utilise
souvent le vocabulaire des connexions sur les fibrés vectoriels sur des courbes et celui
des représentations puisque ces deux catégories sont équivalentes a celle des systemes
locaux. Dans le troisieme chapitre, on donne des preuves 'simples’ de la correspondance
de Langlands pour des connexions de rang 1 et 2 sur une courbe non singuliere, ces
connexions ayant des groupes de Galois différentiels commutatifs (respectivement inclus



dans G,, et G, x G,,). Plus précisément, on montre les deux résultats suivants, pour
lesquels X désigne une courbe non singuliere, projective, irréductible sur C.

Proposition 1. On note H; : PicX x X — PicX, (L, z) — L([z]). Soit (£,V) une
connexion de rang 1 sur X . Alors, il existe une connezion intégrable (KC, Vi) de rang 1 sur
la variété de Picard PicX possédant la propriété H{KC ~ EXIC, ou [isomorphisme désigne
ici un isomorphisme de connezxions (i.e. isomorphisme des faisceaux et des connexions
dont ils sont munis)

(Cf proposition I11.2.1)
On montre ce résultat en utilisant la fibration X™ — PicX pour n > 2¢ — 2, ot X™
désigne le produit symétrique de X.

Pour le second résultat, on montre tout d’abord qu'une connexion (£,Ve) de rang
2 ayant un groupe de Galois différentiel inclus dans G, x G,, est déterminée par un
couple ((P,Vp),(A,Vy4)), ot (P,Vp) est une connexion de rang 1 et (A, V4) est une
connexion de rang 2 vérifiant

0— O0Ox — (A, V4, — Ox — 0.
On note Hy : X x PicX x C9 — PicX x CY, (z, [L], u) — ([L([z])], p)-

Proposition 2. Soit £ = ((P,Vp), (A, V.4)) une connexion de rang 2 sur X ayant un
groupe de Galois différentiel inclus dans G, x G,,. Il existe une connexion intégrable IC
de rang 2 sur PicX x C9 satisfaisant HyK = N2E R K (isomorphisme de connezions)

(Cf proposition I11.3.1)

Pour montrer cet énoncé, on utilise I'isomorphisme canonique entre m1(X),, et 71 (PicX)
et le fait que le groupe de Galois différentiel est commutatif. On utilise également le
résultat précédent pour les connexions de rang 1.

Nous indiquons également un cas (celui du groupe de Borel) ot une approche naive
ne permet pas de conclure méme pour des connexions de rang 2. Il semble dans ce cas
qu’il faille considérer les faisceaux pervers (et pas simplement les systemes locaux) pour
prouver la conjecture.

Un autre but de la these, traité dans le dernier chapitre, est d’étendre la conjecture de
Langlands géométrique pour les corps de fonctions et le cas de la dimension 1 a certaines
courbes singulieres. En se restreignant a des courbes sigulieres particulieres, on peut
montrer que la correspondance de Langlands est vérifiée pour les connexions de rang 1.

On commence par définir la notion correcte de connexions pour les courbes singulieres,
c’est-a-dire la notion équivalente a celle de systeme local. On introduit ensuite les struc-
tures de niveau sur les connexions afin de pouvoir travailler sur la désingularisée de la
courbe. On rappelle que les notions de désingularisée et de normalisée sont équivalentes
puisque l'on travaille sur une courbe. On utilisera indifféremment les deux notions. Une



connexion avec structure de niveau en une collection de diviseurs effectifs Dy,..., D,
est la donnée d'une connexion (£, V) sur la normalisée X de X et d’isomorphismes de
O ¢-modules
vi: £/e(—=D;) = O%/0<(-Dy)

définis a multiplication scalaire pres. Cette notion va nous permettre d’énoncer la cor-
respondance de Langlands géométrique sur une courbe singuliere X en considérant une
connexion sur la normalisée X de X, munie d’une structure de niveau. On montre en
effet, que la catégorie des connexions sur une courbe singuliere X est équivalente a la

catégorie des connexions sur sa normalisée, munies d’une structure de niveau. On a le
méme résultat pour les systemes locaux. (Cf proposition 1V.2.6)

Une partie du dernier chapitre est également consacré aux jacobiennes généralisées
et a leurs liens avec les fibrés vectoriels munis d’une structure de niveau, c’est-a-dire
les fibrés vectoriels sur une courbe lisse X £munis d’une collection d’isomorphismes de
Ox-modules

vitpis £/r(-D,) = Ox/0x(-Dy)-

On montre en effet que le foncteur associé aux classes d’équivalence des fibrés vectoriels
munis d'une structure de niveau est représentable par un schéma abélien qui est en
fait une jacobienne généralisée (celle associée aux diviseurs Di,...,D,). On se place
ensuite dans le cas d’un courbe singuliere X n’ayant que des points multiples ordinaires
et on note X sa normalisée. Au dessus de chaque point singulier );, on a un ensemble
fini {P;;} de points de X. On note D; := Zj[Pz’j] pour tout i, Jp, p, 'ensemble des
classes d’équivalence de fibrés vectoriels munis d’une structure de niveau en ces diviseurs
et S := Usupp(D;). On note [L,{p;}] la classe d’équivalence contenant (L, {y;}). On
définit I'application

X\SxJp,..o, — Jp..p,

H: (@, (£, i) = (L([2]), {pi})

On a alors

Théoréme 1. Soit (£, YV, {p:}) une connexion de rang 1 sur X avec structure de niveau.
1l eziste une unique connezion (K, Vi) de rang 1 sur Jp,,..p, qui vérifie H*K ~ L] X
K (isomorphisme de connexions)

(Cf théoreme IV.4.1)

On montre ce résultat en utilisant le cas précédent d’une connexion de rang 1 sur une
courbe non singuliere et la suite exacte satisfaite par le schéma abélien qui représente le
foncteur associé aux fibrés en droite sur X munis d’une structure de niveau.

Enfin, dans ’appendice, on explique le passage de la conjecture de Langlands ordinaire
a la conjecture de Langlands géometrique en se basant sur l'article de Frenkel 'recent
advances in geometric Langlands’ [Fre| et le livre édité par Bernstein et Gelbart 'an



introduction to the Langlands program’[BG|. On définit les représentations galoisiennes
et automorphes qui apparaissent dans I’énoncé de la correspondance de Langlands ordi-
naire. On explique ensuite comment les représentations galoisiennes peuvent se traduire
par des systemes [-adiques et le passage des représentations automorphes aux faisceaux
pervers sur le champ des fibrés vectoriels. On peut alors énoncer la correspondance en
termes de systemes locaux et de faisceaux pervers, c¢’est-a-dire énoncer la correspondance
de Langlands géométrique.

Avant de conclure cette introduction, observons que cette these contient des résultats
de différentes natures :

1. Certains peuvent étre trouvés facilement dans la litérature. Ils apparaissent ici par
commodité pour le lecteur. C’est le cas du chapitre I et de la section II.1.

2. Certains sont connus mais sont difficiles a trouver dans la litérature et/ou il n’existe
pas de preuves détaillées. C’est le cas du contenu des sections 1.2, I1.3 sauf les sous
sections I1.3.3 11.3.6, les sections I11.6, III.1 et IT1.2

3. Des résultats qui sont probablement nouveau. C’est le cas de la section I1.2, les
sous sections 11.3.3 et I1.3.6, les sections I1.4, I1.5 et 11.6, TI1.2,I11.3 et II1.4 et le
chapitre IV.

4. Des résultats qui sont déja tres bien expliqués et qui apparaissent ici parce que nous
pensons qu’ils peuvent intéresser le lecteur. Nous avons copié les textes originaux
et rajouté plus de détails. C’est le cas de I'appendice A.
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I.1. Rappels sur les systémes locaux sur C 7

.1 Rappels sur les systemes locaux sur C

Soit X une variété analytique lisse, connexe, de dimension d sur C. Les trois catégories
suivantes sont équivalentes (cf [Dell] et [vdPS])

1. La catégorie des représentations complexes de dimension finie de m; (X)) := m; (X, *).

2. La catégorie des systemes locaux complexes, c’est-a-dire les faisceaux de C-espaces
vectoriels sur X localement isomorphes au faisceau constant C".

3. La catégorie des connexions intégrables (M, V) sur X.

On rappelle qu'une connexion sur X est la donnée dun fibré vectoriel M sur X et d'un
homomorphisme C-linéaire V : M — Q% ®0, M vérifiant la régle de Leibniz

V(fs) = fV(s)+df @ s € ['(U,Q, @ M),Vf € Ox(U),

pour tout ouvert U de X. La condition d’intégrabilité se traduit par V2 = 0, ol I'action
de V est étendue & Q) ® M par

Viw®s)=dw®s—V(s) Aw,Vw € Q,(U),Vs € M(U)
pour tout ouvert U de X.
Remarque 1.1.1. Toute connexion sur une courbe est intégrable.

Cette équivalence de catégories nous permet de travailler selon les cas avec le langage
des représentations, des systemes locaux ou des connexions.
Rappelons quelques faits sur les connexions que nous allons utiliser par la suite. Soient
X,Y deux variétés et f : X — Y. On se donne maintenant une connexion (M, V) sur
Y. L’image inverse du faisceau de Oy-module localement libre M est f~'M®;-10, Ox,
notée f*M et c’est un faisceau de Ox-module, localement libre de méme rang que M.
Voyons maintenant comment on peut transporter la connexion V. Le pullback de la
connexion V est 'application

FM = ) @0, M.

En composant par 'application f*Q), — Q%, on en déduit une application que nous
noterons

FIV M = Qk @0y fM,
et qui vérifie bien la propriété de Leibniz. A partir de maintenant, lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, on ne précisera pas la connexion sur le pullback d'un fibré vectoriel. Plus

précisément, on notera souvent f*M le pullback de la connexion (M,V) en sous-
entendant que le fibré vectoriel f*M est muni de la connexion construite ci-dessus.



8 I. Prerequis

De la méme maniere, si (M, V) et (V, Vy) sont deux connexions respectivement sur
X et Y, on écrira

MRV :=piV ® pyM,

ou p; désigne la projection sur le i-eme facteur pour le faisceau sur X x Y muni de la
connexion construire ci-apres. On sait déja ce que sont les pullbacks des connexions
V1, V1) = pi(V,Vy) et (Va,V3) = p5(M,V ), il suffit donc de savoir comment
construire une connexion sur le produit tensoriel V; ®¢,,, V2. Soit  un point fermé
de X et

f®geWVi®@Va), = Vi @ Vo

On définit alors
(VieVy)(feg)=Vi(f)®g+ f®Vag),

ou par abus on note

f®Va(g) :==Q(9) ® f ®as(g) si Va(g) = Q(g9) ® az(g).

Ceci définit bien une application de V; @ Vo — Q% @V, ® V, et on montre facilement
qu’elle vérifie la regle de Leibniz. Ainsi par la suite, ¥V X M désignera le faisceau de
Ox xy-module muni de la connexion piVy ® psV u.

Enfin, étant donnée une connexion (V,V), on peut munir le faisceau A"V d’une
connexion naturelle. Rappelons d’abord la définition de produit extérieur d’un module.
Soit A un anneau et soit M un A-module. On note T"(M) le produit tensoriel de n
copies de M et T (M) := @,>0T™(M). Alors l'algebre extérieur

ANM) = @nzo A" (M)

est définie comme le quotient de T'(M) par 'idéal bilatere engendré par toutes les expres-
sions x ® x pour x € M. La nieme composante A"(M) est appelée la niéme puissance
extérieure de M. Etant donné un faisceau F de Ox-module, on définit la puissance
extérieure de F comme le faisceau associé au préfaisceau U — A"F(U). Si F est un
faisceau localement libre, alors A" F est aussi localement libre (Cf [Har]). D’aprés ce qui
précede, il est clair que si F est muni d’une connexion, on peut munir le faisceau A"F
d’une connexion que nous omettrons de préciser par la suite.

On suppose maintenant que X est une courbe et qu’elle est de plus I'analytification
d’une courbe lisse complete, projective et irréductible. On termine ce paragraphe en rap-
pelant que si (M, V) est une connexion sur une courbe X lisse complete et irréductible,
alors le faisceau M est de degré 0. Soit n le rang du faisceau M, alors le fibré en droite
L = A" M hérité d’une connexion provenant de V. Il suffit donc de prouver qu'un fibré en
droite muni d’une connexion est de degré nul. Notons C(X) le corps des fonctions de X.
La fibre générique de L est de la forme C(X)e et la connexion V : C(X)e — Q(IC(X)/(C ®e
au point générique est donnée par Ve = Q! ® e. La connexion V n’a pas de singula-
rité et ceci équivaut au fait que Q' ait des poles d’ordre au plus 1 et que les résidus
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de Q' soient dans Z. On considere le diviseur D = 3 _\ Resp(Q)[P] sur X. Soient
Q € |X| et t un parametre local en @, ou |X| désigne 'ensemble des points fermés de
X. Alors L = t*Ox e pour un certain entier d. La condition VLo C QY , ® Lg im-
plique que d = —Resg(Q'). On conclut que £ = Ox (D) et puisque la somme des résidus
est nulle, on obtient deg £L = 0. Dans la suite, nous travaillerons essentiellement avec
les représentations du groupe fondamental 71(X) et les connexions. Tous les énoncés et
preuves peuvent étre réécrits dans le langage des systemes locaux en utilisant le diction-
naire suivant :

Connexions systemes locaux
(Mg, V) — FE:=ker(Mg,V)
(Ox,1) “ C
(f* Mg, [*V) © fE
(MR Mp,VgRVg) < p'Exp,'F

ol le produit tensoriel de deux systemes locaux est sur le faisceau constant C sur X x Y.

Notations : Dans toute la suite, on désignera par des lettres calligraphiées les connexions
et par des lettres capitales les systemes locaux.
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1.2 Catégories dérivées et faisceaux pervers

Ce qui suit provient de [Dim] et [DB]
Soit A une catégorie. On définit la catégorie C'(A) dont les objets sont les complexes
d’objets de A, c’est-a-dire

_1d7! d° d!
A® o AT, A0S A g,

et un morphisme A®* = B*® est donné par

N, A—l AO Al

N, B—l BO Bl

L’ensemble de ces morphismes est noté Hom(A®, B*). On a une injection de catégories
donné par

CO{: A = CA)

A — ..._>O_>A_>O_>...
ou A est sur la position zéro dans le complexe.
Remarque 1.2.1. Si A est une catégorie abélienne, alors C(A) l’est aussi.

On suppose dorénavant que A est abélienne. On peut alors définir les foncteurs de coho-
mologie

ker d*

imdk—1

H": C(A) — A, H"(A®) =
Ces foncteurs satisfont la propriété suivante : Si
0—-A*—-B*—=C*—0
est une suite exacte dans C'(A), alors on a une suite exacte longue dans A
o HY(A®) — H¥(B*) — H*(C*) — H*(A%) — ...
Notations :

— Soit C*(A) la sous-catégorie pleine de C(.A) dont les objets sont les complexes
bornés a gauche c’est-a-dire pour lesquels il existe ng € Z tel que A™ = 0, pour
tout m < ng et les objets sont donc de la forme

~—>O%"'—>A71HAOH'-'

— Soit C~(A) la sous-catégorie pleine de C(.A) dont les objets sont les complexes
bornés a droite, c¢’est-a-dire pour lesquels il exists ng € Z tel que A™ =0, Ym > ny
et les objets sont donc de la forme

e A A S S0
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— Soit C*(A) la sous-catégorie pleine de C(A) dont les objets sont les complexes
bornés, c’est-a-dire bornés a droite et a gauche.
A partir de maintenant, on écrit C*(.A) ot I'exposant peut étre remplacé par +, —, b ou
rien.

Définition 1.2.2. Let X*,Y* € Obj(C(A))
1. Un morphisme X* = Y* est appelé quasi-isomorphisme si le morphisme

HE (u)
T

H*(X*) H*(Y*)

est un isomorphisme pour tout k.

2. Deux morphismes u,v : X®* — Y* sont dits homotopes s’il existe des morphismes
hi : X¥ — Y* 1 pour tout k tels que u — v = dye o h + h o dx. autrement dit
(u—v)p = d¥' o hy + hyy1 0 d%., YEk. On a alors le diagramme suivant

dk ! k.,
xk-1 X Xk X Xkl
hi Ry
(u—v) k-1 (u—v)g (u—v)k+1
k—1 k k+1
Y YR Y
Ye Ye

On note u ~ v deux morphisms homotopes.

Définition 1.2.3. On peut maintenant définir la catégorie K*(A) des complexes
homotopes de la catégorie A. Ses objets sont les mémes que ceuxr de C*(A) et ses
morphismes sont les classes d’homotopie des morphismes de C*(A). En d’autres termes,
on a

Hompew(a)(X*,Y*) = Hom(X*,Y*)/_.
Ce dernier est noté [X*,Y"].
Remarque 1.2.4. La catégorie K*(A) est additive mais en général pas abélienne.

La catégorie A est toujours supposée abélienne et on note His I’ensemble des quasi-
isomorphismes de K*(A). On peut montrer (Cf [Bor]) que 'ensemble His est un systeme
multiplicatif dans K*(A).

Définition 1.2.5. On appelle catégorie dérivée de la catégorie abélienne A la locali-
sation D*(A) de K*(A) par rapport au systéme multiplicatif His.

Soit X une variété analytique complexe et notons Ab(X) la catégorie abélienne des
faisceaux de groupes abéliens sur X. Soit A un anneau commutatif noethérien (A =
C,Z,Q). Onnote Ax ou A, le faisceau constant d’anneau et on note mod( Ay ) la catégorie
des Ax-modules.
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Définition 1.2.6. On appelle stratification de X une partition P = (X,)jes de X
localement finie, en sous-ensembles finis non vides connexes appelés strates de X. La
stratification est dite admissible si elle satisfait une des conditions suivantes :

1. Chaque frontiere 6.X; := Yj \ X, est une union de strates appartenant a P (condi-
tion aux frontieres).

2. Pour tout j € J, les espaces X ; et §X; sont des sous-espaces analytiques complezes
fermés de X (condition de constructibilité).

Nous arrivons a la définition de faisceau constructible.

Définition 1.2.7.

1. Un faisceau F € mod(Ax) est dit faiblement constructible s’il existe une stra-
tification admissible P = (X;)jes de X telle que la restriction F|x, est un systeme
local pour tout j € J.

2. Un faisceau F € mod(Ay) est constructible s’il est faiblement constructible et si
toutes ses fibres F, sont des A-modules de type fini, pour tout x € |X]|.

3. Un complexe F* € DT (Mod(Ax)) est dit faiblement constructible (respecti-
vement constructible) si tous ses faisceaur de cohomologie, notés H*(F*), sont
faiblement constructibles (respectivement constructibles).

On note D4(X) la catégorie des complexes constructibles bornés de Ay-modules. Soit
p : 2N — Z une fonction décroissante telle que 0 < p(n) — p(m) < n —m pour tout
n < m. Une telle fonction est appelée fonction de perversité. Pour une strate S d'une
stratification, on pose p(S) := p(2dim S). L’exemple souvent trouvé dans la litérature

est p(S) = —dim(95).

Définition 1.2.8. On considére une stratification admissible P = (X,), avec un nombre
fini de strates et on se donne une fonction de perversité p : 2N — Z. Si F'* € D’(X)
est un complexe constructible borné de faisceauz sur X, on dit que F'* € PD="(X) (resp.
PD2Y%(X) ) vis-a-vis de la stratification P si

H(ig' F*) =0 Vj > p(S) VS € P

(resp. HI(isF*) =0 V] < p(S) VS € P)

ot ig : S — X désigne linclusion, igl image inverse et iy est donné par
.l o—
igF* = ig' RUg(F*).
Définition 1.2.9. La catégorie des faisceaux pervers est définie comme suit :

Per(X, A) = ?D<°(X) N?D>°(X)
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Nous allons donner deux exemples de faisceaux pervers pour la fonction de perversité
p(n) = —in, et donc p(S) = — dim(9).

e On suppose tout d’abord que X est réduit a un point et A = C. Alors la catégorie
des complexes constructibles bornés de Ax-modules est tout simplement la catégorie
des complexes bornés de C-espaces vectoriels de dimension finie. La dualité de Verdier
montre alors qu'un faisceau pervers est quasi-isomorphe a un complexe nul partout sauf
en la position zero. La catégorie des faisceaux pervers est dans ce cas équivalente a la
catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie.

e Supposons maintenant que X est une courbe algébrique ou analytique et soit F'* un
faisceau pervers sur X. Alors le théoreme d’annulation d’Artin donne

H(F*)=0Vig¢ {-1,0}.
On peut prouver que dans ce cas, F'® est quasi-isomorphe a un complex de la forme
Fe 0-F1-F'=0

La perversité du faisceau F'* impose que H°(F'®) ait un support fini et I'p,y (H™1(F'*)) =
0 pour tout z € X.

Dans la formulation de la conjecture de Langlands géométrique, on trouve des fais-
ceaux pervers sur le champ Bun,, x (Cf section I1.3). Cette définition est similaire a celle
donnée ici sauf pour la définition de stratification et de systeme local sur un champ.
Pour la définition de stratification d’'un champ, nous avons besoin d’introduire les sous
champs ouverts et fermés de Bun,, x et ceci est étudié dans la section I1.3.5. Un systéme
local sur un espace analytique T sur C est ici, par définition, un faisceau de C-espaces
vectoriels pour la topologie sur T, localement isomorphe & C.

Un systeme local E sur, disons Bun,, x, signifie la donnée d’un systeme local Q(L£,T)
pour tout objet (£,T) de Bun, x tel que pour tout morphisme

(m, @) : (L1, T1) — (Lo, T3)
dans la catégorie Bun,, x, on a un isomorphisme
m*Q(ﬁlv Tl) = Q(£27 T2)7

qui dépend de .
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1.3 Rappels sur la topologie étale

1.3.1 Définitions et premiéres propriétés

On rappelle ici les bases de la topologie étale. Ces rappels proviennent principale-
ment de [Mil2] et [SGA4]. Dans toute cette section, X désigne un schéma sauf mention
explicite.

Définition 1.3.1. Un morphisme de schémas f : X — Y est appelé localement de
présentation finie si pour tout point x € X il existe des voisinages affines U et V
respectivement de x et f(x) avec f(U) C V tels que la Oy (V)-algébre Ox(U) soit de
présentation finie. Le morphisme est dit plat (respectivement fidelement plat) si
Uanneau local Ox , est un Oy, fy-module plat (respectivement fidélement plat) pour tout
point x € X. On rappelle qu’un A-module M est dit plat si le foncteur N — N® 4 M, avec
N € ModA, est exact. Un A-module M est dit fidelement plat si le foncteur N — N® o M
est fidéle. Autrement dit, M est fidelement plat s’il satisfait : une suite de A-modules

0—-P—-Q—-S5—0
est exacte si et seulement si la suite
0=PROAM—->QR4M—5S®@4M —0
est exacte.

Définition 1.3.2. Un morphisme de schémas f : X — Y, localement de présentation
finie, est dit étale s’il satisfait les conditions équivalentes suivantes :

— Le morphisme f est plat et non ramifié c’est-a-dire que pour tout point y € Y,
la fibre X, = X xy spec(k(y)) est égale en tant que k(y)-schéma a la somme des
spectres d’extensions séparable et finie de k(y).

— Pour tout schéma affine Y’ au-dessus de 'Y et tout sous-schéma 'Yy de'Y' défini par
un idéal nilpotent, [’application canonique

Homy (Y', X) — Homy (Y,, X)

est bijective.
Par exemple, les immersions ouvertes sont étales. On a la définition équivalente sui-
vante :

Définition 1.3.3. Soit f : X — Y un morphisme entre deux variétés algébriques lisses.
1l est dit étale en x s’il est lisse et s’il induit un isomorphisme entre les espaces tangents
df : To(Y) = T(z). Un tel morphisme est dit étale s’il l’est en tout ses points.



1.3. Rappels sur la topologie étale 15

Remarquons qu'un morphisme étale entre variétés régulieres est ouvert et quasi fini
(i.e. ses fibres sont finies)

Proposition 1.3.4.
- S f: X —>Y etg:Y — Z sont étales, la composée g o f l'est aussi.

- Sif: X = X etg:Y — Y sont des S-morphismes étales, alors f Xg g :
X xgY — X' xgY' est étale.

~ Soient f: X - Y et g:Y — Z deuxr morphismes. St go f et g sont étales, alors
f Uest ausst.

Soit X un schéma. On note X, la catégorie dont les objets sont les morphismes étales
U — X et les morphismes sont les diagrammes commutatifs

V—=U

e

X

ou les morphismes V' — X et U — X sont étales (et donc automatiquement V' — U
aussi).

Définition 1.3.5. Une famille {X! 2% X'} de morphisme de X.; est appelée recouvre-
ment étale ou famille couvrante si X' = U;p;(X]). On appelle site étale de X la
catégorie X munie de 'ensemble de familles surjectives de morphismes de X;.

Par définition, un voisinage ouvert d’un point z € X est une application étale U — X
ainsi qu'un point v € U s’envoyant sur x.

Définition 1.3.6. Un préfaisceau sur X. est un foncteur contravariant F : X, —
Ens. C’est un faisceau si de plus la suite

FO[[xrwy= ][] FU: xvUy) (L1)

iel (4,9)eIxJ
est exacte pour tout recouvrement étale {U; — U}.

Notons que si F est un faisceau sur X et U — X est étale, alors F|y est un
faisceau sur U muni de la topologie de Zariski. Nous voulons maintenant considérer des
recouvrements galoisiens.

Soit ¢ : Y — X un morphisme, et G un groupe fini. Rappelons qu'une action a droite
de G sur Y sur X est une application Y x G — Y, (y, g) — y.g telle que

0(y.9) =¢y),Vge G,y €Y.
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On demande aussi

(y.9)-h =y.(gh), Vg,h € G,Vy €Y.

Si X et Y sont affines, alors ¢ correspond a un homomorphisme d’anneau A — B et
donner une action a droite de GG sur Y au-dessus de X est équivalent a se donner une
action a droite de G sur la A-algebre B.

Définition 1.3.7. Soit Y — X un morphisme fidelement plat et soit G un group agissant
a droite sur'Y au-dessus de X. Alors Y — X est appelé recouvrement galoisien de
X de groupe G si le morphisme Y X G — Y Xx Y donné par (u,g) — (y,y.g) est un
isomorphisme.

Le produit Y x G désigne la réunion disjointe de copies de Y indicées par les éléments
de G. On remarque que si ¢ est un recouvrement galoisien, alors ¢ est surjective, finie,
étale de degré égal a l'ordre de G. Réciproquement, on peut aussi montrer qu’étant
donnée une application Y — X surjective, finie, et étale de degré l'ordre de AutxY,
alors c’est un recouvrement galoisien de groupe AutxY . Nous allons maintenant donner
un critere pour qu’un préfaisceau soit un faisceau sur X.;.

Proposition 1.3.8. Afin de vérifier qu’un préfaisceau F sur Xep est un faisceau, il suffit
de vérifier que F satisfait la condition faisceautique 1.1 pour les recouvrements de Zariski
et pour les recouvrements étale de la forme V. — U (i.e. qui consistent en une unique
application) ot V,U sont tous les deuz affines.

(Cf [Mil2, prop 6.6] et [SGA4])

Nous pouvons maintenant donner des exemples de faisceaux étales.
Ezemples :

e Le faisceau structural sur X : Pour tout U — X étale, on définit Ox_,(U) = Ox(U).
Sa restriction a U munie de la topologie de Zariski topology est un faisceau. On peut
montrer que c¢’est un faisceau sur X.; en utilisant des résultats d’algebre commutative.

e Le faisceau constant : Soit X une variété ou un schéma quasi-compact. Pour tout en-
semble S et toute application étale U — X, on pose

F(U) = s

ce qui signifie le produit de copies de I'ensemble S indicés par le nombre mo(U) de

composantes connexes de U. Ceci définit un faisceau sur X.; appelé le faisceau constant
défini par S.

o Le faisceau définie par un Ox-module cohérent : Soit M un faisceau cohérent de O x-
modules, ot1 X est muni de la topologie de Zariski. Pour tout morphisme étale p : U — X,
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on obtient un Op-module cohérent ¢* M sur U (muni de la topologie de Zariski). On
définit un préfaisceau sur X.; en posant

U (U, o*M).

On peut montrer que ce préfaisceau est en fait un faisceau. On le note M¢. On a par
exemple (Ox)® = Oy,, (ou Ox est le faisceau structural de X muni de la topologie de
Zariski).

1.3.2 Rappels sur la topologie de Grothendieck

Définition 1.3.9. Une (pré)topologie de Grothendieck 7 sur une catégorie S est la
donnée pour tout ouvert U d’un ensemble Cov(U) de familles de morphismes {pq : Uy —
Ulaea, ou chaque @, est un morphisme de S. Cette donnée est appelée recouvrement
de U et satisfait les propriétes suivantes :

~- Sip:V — U est un isomorphisme de S, alors {¢ : V — U} est un recouvrement.

~ 81 {Uy — Ulpea est un recouvrement et {V,3 — Us}pen, est un recouvrement
pour tout o, alors la famille {V, 3 — U}acapen,, obtenue par composition, est un
recouvrement.

~ Si {Uy — Ulneca est un recouvrement et V. — U est un morphism de S, alors
chaque produit fibré U, xy V existe dans S et {U, Xy V — V}aea est un recou-
vrement.
Par abus de langage, on appelera site dans cette these, une catégorie munie d’une
(pré)topologie de Grothendieck comme définie ci-dessus.

Ezxemples :

1. Quand S est la catégorie T'op des espaces topologiques, on obtient un prétopologie
de Grothendieck en prenant pour recouvrement d'un espace U une famille de sous
ensembles ouverts U, C U avec UU, = U.

2. Pour les espaces topologiques, on définit aussi un recouvrement en prenant considérant
les immersions ouvertes T, — T avec 11, T, — T est surjective.

3. On définit similairement des recouvrements pour la catégorie Varc des variétés
analytiques complexes.

4. Dans la catégorie des schémas munis de la topologie de Zariski, un recouvrement
de U est une famille d’ouverts de Zariski U,, avec UU,, = U.

5. Dans la catégorie des schémas, munis de la topologie étale, un recouvrement est

une collection de morphismes étales {S; g } tels que Uf;(S;) = S.
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1.1 Définition et premiers exemples

Soient X un espace topologique ayant certaines propriétés et G un groupe agissant
a gauche sur X. En général G\X n’est pas un espace de méme type que X et/ou ne
satisfait pas les propriétés attendues d’un quotient. C’est une des raisons pour lesquelles
les champs ont été introduits. Dans le cas d'une action de groupe, le champ [G\X] a
toutes les bonnes propriétés que ne possede pas l'espace G\X . Dans cette section, nous
allons developper les bases sur les champs, définir la catégorie [G\X | et vérifier que c’est
un champ.

11.L1.1 Catégorie fibrée en groupoides

Définition I1.1.1. Un diagramme commutatif (dans une catégorie donnée)

A—=B

]

c—2=D

est dit cartésien si pour tout diagramme commutatif

’
2. B

U
q’l f
c—2=D

il existe un unique morphisme h : U — A tel que poh =p' et qoh = ¢'. On appelle A
le produit fibré de B et C sur D.

Définition I1.1.2. Un groupoide est une catégorie dont toutes les fleches sont des
1somorphismes. La catégorie notée Gpd des groupoides a pour objets les groupoides et
pour morphismes les foncteurs entre groupoides.

Définition I1.1.3. Soit S une catégorie. Une catégorie C' est dite fibrée en groupoides
sur § si l'on a un foncteur p: C'— S vérifiant :

1. Pour tout morphisme f : T — S dans S et tout objet s € C tel que p(s) = S il existe
un objett € C tel que p(t) =T et un morphisme ¢ : t — s dans C tel que p(p) = f.

2. Etant donné un diagramme commutatif dans S

| N

T—f>S



22 /. Introduction aux champs

et des morphismes ¢ :t — s et n:u — s dans C tels que p(¢) = f et p(n) = h,
il existe un unique morphisme v : u — t dans C tel que p(y) = g et tel que le
diagramme suivant est commutatif :

La deuxieme propriété appliquée a U = T, h = f et g = idr implique qu’étant donné
f:T — SetsecObj(C) tel que p(s) = S, I'objet t tel que p(t) = T et p(t > s) = f,
dont I'existence est garantie par le premier axiome, est déterminé a isomorphisme unique
pres. En effet, supposons que 'on ait ¢, et t5 deux pullbacks de s par f. On a d’une part

t T
A

e \ idTT \
t2 . au-dessus de T — g

et d’autre part, on a les diagrammes commutatifs

23 t to
A A A
Jlepy | \ Jlidy, \ Jlidy, \
t:1—>8 ’ t:1—>8 et t:2—>8
tous trois au dessus du diagramme suivant dans S :
T
’dTT \
T — S

Ceci implique que le diagramme suivant commute :

th———t

N

idy, idy,

tl/ N

d’ott 1 0 g = idy, et o 0 1 = idy,. Ceci montre 'unicité a isomorphisme unique pres.
On notera f*s un pullback de s par f. On peut considérer que le premier axiome donne
I’existence des pullbacks des objets et que le deuxieéme garantit 'unicité a isomorphisme
canonique pres des pullbacks.
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Remarque I1.1.4. La démonstration précédente montre également que le morphisme
unique au-dessus de idr est un isomorphisme.

Notations :
Soit S un objet de S. On note Cy la sous catégorie de C' dont les objets sont les objets
X de C tels que p(X) = S et les morphismes sont les morphismes au-dessus de idg.

Montrons que le deuxieme axiome implique que tous les morphismes de Cg sont des
isomorphismes. Soit donc ¢ : ¢ — s un morphisme de Cg alors d’apres 'axiome 2, il
existe v tel que :

donc v = ¢ par unicité et le calcul précédent montre que c’est un isomorphisme. Ainsi,
la catégorie C's est un groupoide, ce qui justifie la terminologie 'fibrées en groupoides’.
On va montrer dans la sous-section II.1.2 que si T' — S est un morphisme de S, alors on
a un foncteur contravariant C's — Cr.

Si X est un objet de la catégorie S, on note X la catégorie dont les objets sont les
morphismes Y — X (dans S) et les morphismes sont les diagrammes commutatifs

Y

L\

Y —X

ou toutes les applications qui apparaissent dans le diagramme sont des morphismes dans
S. 1l est facile de montrer que la catégorie X est fibrée en groupoides au-dessus du site

S.

On va traiter I’exemple de la catégorie [G\X | au-dessus de § = Top, Varc ou Sche
et G est un groupe agissant sur 'objet X.

Définition 11.1.5. Soit G un groupe. Un G-torseur est une fibration localement triviale
de fibre G et sur laquelle G agit globalement. En d’autres termes, c¢’est une application
continue f : E — M entre deux objets de S telle qu’il existe un recouvrement {U,;} de
M et des isomorphismes 1; vérifiant

FUU) 2T x G

|

Ui



24 /. Introduction aux champs

De plus, pour tout i, 35, on veut

vioth ! (u,0) — (u, gi0)

pour tout (u, o) € U;NU; x G et un certain élément g;; € G. Le groupe G agit globalement
sur E autrement dit les actions locales se recollent en une action globale.

Remarque II.1.6. Soit F LM oun G-torseur, alors pour 0 € G et x € E, on a
flo*xx)= f(x) € M et on peut voir M comme le quotient de E par l’action de G.

Il existe diverses définitions de G-torseur. On peut considérer qu'un G-torseur est un

revétement E 5 M sur lequel G agit et qui est localement isomorphe a U x A, ou GG
agit transitivement et fidelement sur A. On parle aussi dans ce cas d’espace homogene
G-principal. La différence par rapport a la définition précédente est que 1'on ne choisit
qui joue le role de I’élément neutre dans A.

Une derniere définition qui apparait dans la littérature est la suivante : Etant donné
un groupe discret G et une action G x E — E sur un espace topologique E, ce dernier
est appellé G-torseur lorsque l'application G x E — E x E,(g,e) — (e,g % e) est un
isomorphisme. Cette définition n’est pas équivalente aux deux précédentes.

Dans toute la suite du texte, on utilise la définition II.1.5 de G-torseur. De plus,
lorsque l'on travaille au-dessus de Top, on préfere considérer des groupes discrets avec
une action discontinue. On rappelle qu'un groupe G qui agit sur un espace topologique
est dit avoir une action discontinue si

Vo e X, U 3 x tel que #{g € G, UNgU # P} < o

Quand le site S est la catégorie Sche des schémas, on suppose que G est un groupe
(linéaire) algébrique (ce qui inclut les groupes finis) et pour la catégorie Varc des variétés
analytiques, on autorise les groupes analytiques.

On revient a I'étude de la catégorie [;\X]. On rappelle que les objets de [\X] sont
les couples (£ — M, E — X), ou E — M est un G-torseur et 'application £ — X est
G-équivariante. Un morphisme entre (E — M, E — X) et (E' — M',E' — X) est la
donnée d’'une application G-équivariante ® : £ — E’ et d’une application ¢ : M — M’
telles que le diagramme

|
M—M

est cartésien et telles que 'on a (K — E' — X) = (F — X).
Lorsque 'on considere une action discontinue et sans point fixe, la catégorie [G\X | est
équivalente a une catégorie plus 'simple’ :
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Lemme I1.1.7. Soit X un espace topologique localement compact et G un groupe agissant
sur X sans point five et de maniére discontinue. Alors les catégories G\X et [G\X] sont

équivalentes.

On rappelle qu'un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et
si chacun de ses points admet un voisinage compact.

Démonstration. On note G\X la catégorie dont les objets sont les applications continues

M — G\X et un morphisme entre M — G\X et M' — G\X est la donnée d'un
diagramme commutatif :

M——M

e

A\

On se donne maintenant un objet (£ EN M,E L X) de [¢\X]. On note {U;} une
trivialisation de f, ¢; les isomorphismes et «; ; les fonctions de transition. On a donc

Uy x G2 1 U) s x

ce qui permet de construire un unique morphisme U; — G\X donné par
m— moho¢;(m,1)
ou 7 désigne la projection X — G\X . Le morphisme est bien unique puisque
mohod;(m,g) =moho¢;(m,1), Vg€ G

par équivariance de h. On peut ensuite recoller ces morphismes en un unique morphisme
M — G\X- Onaq;jo¢; =¢;, doncsimeUiNU;, ona

¢ (m, 1) = qﬁ;l o a;jl(m, 1) = qﬁj’l(m, oij(m) * 1)
ot 0, j(m) € G et par équivariance de h on a bien
moho¢; ' (m,1) =mohod¢; (m,1).

On vérifie facilement que 1’on définit ainsi un foncteur.
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Construisons maintenant le foncteur inverse. Soit (M — G\X ) un objet de G\X . On
a alors le diagramme cartésien suivant :

s

M A\X

et nous allons montrer que (M X G\XX — M, M x G\XX — X)) est un objet de [ G\X].

Montrons tout d’abord que I'application X — G\X est un G-torseur. On sait que toutes
ses fibres sont isomorphes a G puisque G agit sans point fixe. De plus, le fait que G
agisse discontinument et sans point fixe, implique que nous avons

Ve € X, 3U 3 z tel que gUNU =0 pour tout g € G\ {1}

ou 1 désigne I’élément neutre de G. En effet, étant donné un élément x € X, la discon-
tinuité de 'action nous donne 'existence d’un ouvert U tel que

{geG,gUNU#£0}={g1,...,9-}

De plus, vu que X est localement compact, on peut raffiner U en un ouvert de X,
contenant z et inclus dans un compact K. Puisque G agit sans point fixe, x ¢ Ul_,¢; K.
On pose V :=U \ (UNU;g;K). Clest un ouvert contenant z et il satisfait gV NV =0
pour tout g € G\ {1}. En d’autres termes, il existe un recouvrement de X tel que pour
tout ouvert V' de ce recouvrement, on a gV NV = (), pour tout g € G\ {1}.

Montrons maintenant pourquoi cela implique que X = G\X est un G-torseur. Soient
Yy € G\X et * € X un représentant de cette classe d’équivalence. Soit V' un voisinage
ouvert de z tel que gV NV =0,Vg € G\ {1} et posons W := 7(V). C’est un ouvert de
G\X puisque 771 (W) = UgeggV est un ouvert de X. De plus, pour tout a € (W),
il existe un unique couple (g,b) € G x V tel que a = g.b. Ceci montre que 'on a
7 Y(V) =~ G x V. Nous devons maintenant montrer que M XG\X X — M est G-

torseur mais ceci est clair en prenant les ouverts de la forme 2=(V), ot V' est un ouvert
de G\X trivialisant le torseur X — G\X . L’application envoyant (M LN G\X ) sur
M x X — M, M x X — X)) est fonctorielle et on montre que ce dernier est
( X A\X ) q

‘inverse’ du foncteur précédent au sens ou ils donnent un équivalence de catégorie entre
les catégories \X et [\X]. O

Remarque I1.1.8. Ce lemme est également satisfait dans d’autres cas :
- 51 X est un schéma affine au dessus d’un corps k et G est un groupe fini d’auto-
morphismes de X sans points (fermés) fizes.
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— Le résultat est aussi valable lorsque X est un réunion d’ouverts affines, invariant
sous 'action de G.

-850 X = C"\ {0} et G = Gy, le résultat est encore valide puisque l'on obtient
lespace projectif P*~1,

— Si on considére les variétés grassmaniennes, on obtient un exemple ou on divise
par des groupes linéaires GL,,.

Avant de considérer le cas général, on étudie un autre cas particulier, celui ou G agit
trivialement sur un objet X du site S. Un objet de la catégorie [G\X | est un couple

(E ER M, E LN X). On sait que M est le quotient de E par l'action de G et que h
est G-équivariante. Puisque G agit trivialement sur X, on en déduit qu’il existe une
application g telle que le diagramme suivant commute :

h

F—X
d g
M

On peut donc considérer un objet comme la donnée d’un couple (E N ML X ), ol
f est un G-torseur et g une application continue ce qui est exactement 1’ensemble des
G-torseurs au dessus d'un objet de X. On montre facilement qu’il n’existe pas d’objet
universel Y dans cette catégorie pour lequel on aurait [G\X | ~ Y. La preuve est similaire
a celle des triangles (Cf sous-section I1.2.1). On peut aussi montrer qu’il est isomorphe au
champ produit [G\{*}] x X, ou chaque terme est considéré comme un champ au-dessus
de § (défini plus tard dans la sous-section I1.1.3). L’isomorphisme de champs est donné
en envoyant un objet (£ — M, M — X) sur le couple ((E' — M), (M — X)). On a

Proposition I1.1.9. Soit X un objet de S et G un groupe d’automorphismes de X.
Alors la catégorie [G\X] est fibrée en groupoides au-dessus de S.

Démonstration. Intuitivement, c’est le cas car ses fibres sont des groupoides. En effet,
soit M un objet de S, alors la catégorie [G\X]M a pour objets les (F — M, E — X) et
les morphismes sont les (¢, idys). Montrons que ce sont des isomorphismes. Soit (i, idy)

un morphisme dans [G\X]y entre (E EN M,E — X) et (E e M, E' — X). Du fait
que le diagramme est cartésien, E est isomorphe a E’ X, M par x — (p(x), f(z)) et
E' Xy M est isomorphe & E’ par la premiere projection (dont l'inverse est (Id, f')). Le
morphisme ¢ est donc un isomorphisme et la catégorie [G\X |ar est bien un groupoide
pour tout M.

Montrons maintenant de maniere plus rigoureuse que la catégorie est bien fibrée en
groupoides. Soient f : N — M un morphisme de S et (F — N, E — X) un objet de
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[G\X | au-dessus de N. On définit I'application équivariante (E Xy M — X) comme la
composée (E xy M — FE — X). Alors

(ExyM— M,ExyM— X)

est un objet de [G\X] au-dessus de M et le couple (p1, fopi),oup; : E Xy M — E, est
un morphisme de [G\X Jau-dessus de f. Le premier axiome est donc satisfait.

On se donne maintenant un diagramme commutatif

et deux morphismes ¢ : Fy — E et n: E; — FE tels que (@, f) (respectivement (1, h))
est un morphisme entre (E; — My, By — X) et (E — M,E — X) (respectivement
entre (Fy — My, Es — X) et (E — M,E — X)). On veut montrer qu’il existe un
unique morphisme 7 : Ey — E» tel que (v, g) soit un morphisme dans [G\X] et tel que
le diagramme suivant commute :

E,

Vi FE

Es

On note A (resp. Ay, Ag) les G-torseurs E — M (resp. F; — M;,i = 1,2) des objets
(E — M,E — X) (resp. (F; — M;,E; — X),i = 1,2). On commence par traduire la
donnée des deux morphismes (¢, f) et (n, k) dans [G\X] en termes de diagrammes. On
sait que

E1L>E EQL)Y

All l)\ )\zl l)\

M et M.
1T>M 2?M

sont cartésiens. On a donc des isomorphismes (A1, 7) et (g, ) respectivement entre F
et My x5 E, et entre Ey et My Xy E. On pose

Y= ()‘27 90)_1 © (g X Zd) © ()‘177])
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c’est-a-dire tel que le diagramme suivant commute :

(A1,m)

El M1 XM E

"/ (gxid)
v

By —229 My xy B

L’application ~ est bien définie, montrons qu’elle satisfait ¢ o v = 1. On remarque que
I'on a le diagramme commutatif suivant :

B —" Ay xy E
y (gxid)
By —29 My <y E
@ p2
E

On a donc oy =pyo (g x id) o (A,n). Soit y € Ey, on a

pory(y) = p2o(idxg)o(A,n)(y)
= p2o (g xid)(M(y),n(y))
= pa(goMi(y),nv))
= ()
ce qui acheve de montrer 'existence d'un tel morphisme. Reste a montrer qu’il est unique.

On suppose par I'absurde qu’il existe un autre morphisme ~' satisfaisant les mémes
propriétés. On a donc le double diagramme commutatif suivant :

(7/7)‘1) (77)‘1)

E2 X My M1 El E2 X Mo Ml
(pre)xid (nA1) (pA2)xid

EXMMQ X My Ml—EXMMl—E XMMQ X My M1

ol les signes égaux désignent les isomorphismes canoniques. Chaque fleche étant un
isomorphisme, on a v = v ce qui acheéve de montrer que la catégorie [G\X | est fibrée en
groupoides. O
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11.1.2 Définition d’'un champ

On se donne C' une catégorie fibrée en groupoide au dessus d’un site S. Soit x un
objet de C' au dessus d'un objet S de §.Si f : T'— S est un morphisme dans S, on peut
choisir un pullback f*(z) défini a isomorphisme canonique pres.

Cs — Cr
s = f*(s)

Démonstration. Soit ¢ : t; — to un morphisme de C'r. Alors par le premier axiome d’une
catégorie fibrée en groupoides, on sait qu’il existe des objets f*t; et f*ty au-dessus de
S et des morphismes 6; : f*t; — t; pour ¢ = 1,2, chacune au-dessus de f. On applique
maintenant le second axiome au diagramme suivant dans S

Proposition 11.1.10. f*: { est un foncteur covariant.

. o1 6 . .
et aux morphismes f*t; — t, et f*ty — t5. Ces deux morphismes s’envoient sur

f donc, puisque C' est fibrée en groupoides, on sait qu’il existe un unique morphisme
f*t1 — f*ty au-dessus de idg tel que le diagramme suivant commute

ft

pob
7
9
[rta ——ts

et on note f*(y) ce morphisme. Ceci montre que f* est un foncteur contravariant.
O

On rappelle que I'on note S la catégorie dont les objets sont les (X — S) de S et les
morphismes sont tels que le diagramme suivant commute :

X—X

e

S

Lemme I1.1.11. Soient S — T un objet de I et x,y € Obj(Cr). On note Isome(x, y)(S)
Uensemble Morc,(f*(x), f*(y)) des morphismes dans Cg de f*(x) vers f*(y). Alors
Isome(z,y)(—) est un foncteur contravariant de T vers la catégorie Ens des ensembles.
C’est donc un préfaisceau.
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Démonstration. Soit h un morphisme entre deux objets Sy LN et Sy EEY de T'. D’apres
la proposition précédente, on sait que h* est un foncteur. Soit a € Isom¢(z, y)(S2), on a
un morphisme

hi(e) - 0" f5(x) — B" f5(y).

De plus, on a des isomorphismes canoniques de h*f;(x) vers f(x) et de h*f5(y) vers
fi(y). Par composition, on obtient un isomorphisme de f;(x) vers f;(y) ce qui montre
que l'on a un foncteur contravariant. O

Définition I1.1.12. On rappelle qu’une suite d’ensemble A — B = C' est dite exacte
si A est en bijection avec l’ensemble des éléments de B ayant la méme image dans C
par les deuz applications de B dans C'.

Avant de donner la définition formelle de champ, on va donner une définition plus intui-
tive. On se donne une catégorie fibrée en groupoides C' — § sur un site S. On a alors
un foncteur de la catégorie S vers la catégorie Gpd qui a un objet S associe Cl. Etant
donné un morphisme f : T'— S, on a vu qu’on peut définir un foncteur f* : Cs — Cr
contravariant. On voudrait avoir des propriétés de recollement. Plus précisément, on vou-
drait pouvoir dire qu’étant donné un recouvrement {7, 5 T} {Cr Is Cr,} est aussi un
‘recouvrement’ dans la catégorie des groupoides, méme si cette notion n’a pas encore été
définie. Pour recoller, on veut un recollement
— des morphismes et

— des objets
Le recollement des morphismes s’énonce de maniere rigoureuse par I’axiome suivant :

Axiome 1. Si{T, — T} est une famille couvrante dans la catégorie S, alors on a la
suite exacte d’ensemble suivante :

Isome(x, y)(T) — HIsomC(x,y)(Ta) = HIsomC(:p,y)(Ta x1 Tp)
a a,f

Définition I1.1.13. Une catégorie C fibrée en groupoides sur S qui satisfait l’axiome 1
pour tout objet T' € S et tous objets x,y de C' au dessus de T est appelé un préchamp. De
maniere équivalente, une catégorie fibrée en groupoides est un préchamp si le préfaisceau
Isome(z,y) est un faisceau.

Pour le recollement des objets, nous avons besoin d’introduire des notations.

Notations :
On notera p; : T, xp Tp — T, et po : T, xp Tg — T et pour 77 — T, on pose
T" =T x¢ T et p1, ps désignent les deux projections 7" — T".

On peut maintenant énoncer 1’axiome correspondant au recollement des objets :
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Axiome 2. Soit {T, — T} une famille couvrante et x,y € Obj(Cr). Etant donnés une
collection {t,} d’objets au dessus de T, et des isomorphismes @, : pita — pits au-
dessus de T, X T3 satisfaisant la condition de cocycle, il existe un objet x au-dessus de
T et des isomorphismes de Cr, Ay : To — to, Vo 0u x4 est le pullback de x sur T, . On
demande que ces tsomorphismes soient compatibles sur Ty, X1 Tg.

Dans cet axiome, on utilise les notations introduites dans le lemme I1.1.11 avec S =T
et f = ZdT

Détaillons les conditions de cocycle et de compatibilité qui apparaissent dans cet
axiome. On note les différentes projections pia : T, X7 T X7 T, — T, X7 Tp etc...

la condition de cocycle : elle demande que le diagramme suivant soit commutatif :

* ok Pia¥a,p x ok * ok
PioPila —————> P1aDalp Pa3Pils
H lP§3WBW
PisPita ————>PisPaty === DasDaty
13Pay

ou les signes égaux désignent les isomorphismes canoniques.

la condition de compatibilité sur T, X7 Tj : elle impose la commutativité du diagramme
suivant :

*

pl)\

PiTa e Pita
‘ \L‘paﬁ
P3Ag
phrg —— Psts

Définition 11.1.14. Une catégorie C' fibrée en groupoide sur un site S qui satisfait les
ariomes 1 et 2 est appelée un champ.

Définition I1.1.15. On appelle donnée de descente la donnée d’objets {x,} et d’iso-
morphismes @q5 comme dans l'axiome 2 satisfaisant la condition de cocycle. Lorsque les
conditions de ’axiome 2 sont vérifiées, on dit que la donnée de descente est effective.

Proposition I1.1.16. Comme précédemment, X est un objet de S = Top,Varc ou
Sche et G est un groupe de ses automorphismes. Alors [\X] est un préchamp.

Démonstration. Pour simplifier les notations, C' désignera cette catégorie dans cette
démonstration et la suivante.

On doit d’abord définir les pullbacks des objets. Soit donc (E % S, E — X) un objet
au dessus de S et f: T — S un morphisme de S. On définit

ffELSE—-X)=(ExgT —>T,ExsgT — X).
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Montrons que cela définit bien un objet de C'. Montrons que la deuxieme projection
E xgT — T est un G-torseur. Soit U un ouvert de S tel que ¢~ (U) ~ U x G. Alors
V := f~1(U) est un ouvert de T pour lequel on a

pa (V) =p ' (fH(U)) = {(z,y) € 7' (U) xs [TH(U)}

ce qui est en bijection avec f~1(U) x G. De plus, ces isomorphismes satisfont

py (V)—=V xG

|

v

par construction. L’action de G sur E X7 V est donnée par
Vo € G, (z,y) € ExrV, o.(z,y) = (0.2,y).

L’élément (o.z,y) appartient bien a E x¢ V puisque g(o.z) = g(z) et on vérifie que
les axiomes d’une action sont satisfaits. On voit que 'action est globale et donc que
la deuxiéme projection est un G-torseur. L’application F xg T — X est clairement
équivariante.

Le pullback d'un morphisme est également bien défini. En effet, soit ¢ un morphisme
entre deux objets z,y de C avec # = (E L T)E — X) et y = (F £ T,F — X). Soit
hy : Ty — T un morphisme dans §. On définit un morphisme h(p) entre hi(z) et hi(y)
en posant hi(y)(a,b) = (¢(a),b). On vérifie aisément que c’est un morphisme dans Cr, .

Maintenant que 'on a bien défini la notion de pullback on va montrer que ’axiome
de préchamp est satisfait. On commence par expliciter les applications qui apparaissent
dans l'axiome. Soit h, : T, — T une famille couvrante de T'. Soit ¢ € Isome(z,y)(T),
on note n(p) la collection (hf(¢))a ce qui définit une fleche de Isome(z,y)(T) vers
[ 1., Isome(z, y)(T,). On définit les deux applications vers [, ;Isome(z, y)(Tu X1 3) en
donnant leurs images coordonnées par coordonnées. Soit (¢q)a € [[, Isome(z,y)(T4),
alors la coordonnée dans Isomc(x,y)(Ts X7 T,) de son image par 6y est pj(ps) tandis
que celle par 6 est p3(p,) oll p; et po désigne respectivement la premiere et la deuxieme
projection de T X7 T,. Par définition du produit fibré, le diagramme suivant est com-
mutatif :

Ty xr T, —Tj

| lhﬁ

T

T h

ce qui montre que l'image de n est incluse dans l’ensemble des éléments ayant méme
image par 0 et 0y. En effet, soit ¢ € Isomg(x,y)(T), alors son image par #; o n a pour
coordonnée pihj(p) dans Isome(z,y)(Ts X7 T, ). Son image par 05 0n est p5h’ () ce qui
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égal a pihj(p) par commutativité du diagramme précédent. Montrons maintenant que
I'image de 7 est exactement I’ensemble des éléments vérifiant cette propriété. Soit donc

(Soa)a S Ha ISOIDC(.T, y)(Ta) tel que
V3,7, pilws) = palpy) € Isome(z,y)(Ts x7 T,)

et montrons qu’il existe ¢ € Isom(T) tel que h’(p) = ¢, Ya.Si S = Top ou Varg,
on prend pour famille couvrante les immersions ouvertes. Si & = Sche, une famille
couvrante est une famille d’'inclusions d’ouverts de Zariski (resp. étale) si Sche est muni
de la topologie de Zariski (resp. étale). On a donc des isomorphismes ¢, dans Cr, qui
font commuter tous les diagrammes :

Exp T, 22~ F xp T,

|

Ty

Soit a € g7 (ha(Ty)), alors il existe un unique t, € T, tel que hq(t,) = g(a) puisque
he est une immersion ouverte et on pose p(a) = q1 © pa(a,t,) ou q : F xp T, désigne
la premiere projection. On définit une application de E dans F' puisque 7T, — T est
surjective. De plus, la commutativité du diagramme précédent donne 1’égalité suivante :

Vala, ts) = (q1 0 pala,ty), ta) Ya € E t, € T, tel que g(a) = hy(ta)-

Ceci va nous permettre de montrer que c’est bien défini sur les intersections. En effet, si
a € g (ha(Ty)) Ng ' (hs(Tp)), on veut montrer que q; 0 p,(a,ts) = q1 0 @g(a,ts). Pour
cela, on utilise I'hypothese piyp, = p5ps et on explicite ces deux applications :

pTgOa B XTTQ XTTﬁ — F XTTa XTTB
<a7 Lo tﬁ) = (QI o Soa<a’> ta>7 o, tﬁ)
et
p;gOB ) XTTQ XTTﬁ — F XTTa XTTB
<a7 la, tﬁ) = (QI © Soa<a’> tﬁ)v o, tﬁ)
ce qui nous donne 1’égalité souhaitée. On a donc construit ¢ : E — F' dans Cr et par
construction h}(¢) = @a, Va. Il reste & montrer que cette application est équivariante.
Soit donc o € G et a € E. On note comme ci-dessus t,, € T, tel que h,(t,) = g(a). Par
définition on a p(a) = q1 0 Ya(a,ts) et @, est équivariante. On a donc

ploxa) =q o pa(o*a,ty)

= q1(0 * pa(a, ta))

=0 *q 0 a(a,ty)

=0 p(a)
L’application ¢ est donc équivariante, ce qui acheve de montrer le premier axiome et
ainsi montre que la catégorie C' = [G\X | est un préchamp sur S.

O



I1.1.  Définition et premiers exemples 35
Proposition I1.1.17. Soient X et G comme avant, alors [G\X] est un champ au-dessus
de S ou S =Top,Varc ou Sche.
Démonstration. 11 nous reste seulement & montrer que le préchamp C' = [G\X] vérifie
I’axiome 2. On se donne donc une famille couvrante i, : U, — M et une collection
d’objets (E, — Uy, E, — X) de C, ainsi que des isomorphismes

((pag : Ea XU, Uag — Eﬁ XU@ Uag) avec Uaﬁ = Ua XM Uﬁ,

qui rendent le diagramme suivant commutatif :

Ea X Ug Uozﬁ

Usp -

Eﬁ XUg Uaﬁ

On note h, : F, — U,. On considere I'union disjointe I1FE, et la relation d’équivalence
suivante pour z, € h;'(U,p) et x5 € hgl(Uag), a#p3

To ~ Xg 1y 0 ho(24) =50 hg(xp)

On note ensuite F le quotient de la réunion disjointe I1F,, par cette équivalence. On a une
application F 2y M définie par h(Ty) = iq 0 ho(z,) 0U T, désigne la classe d’équivalence
dans E contenant x, € E,. C’est bien définie par définition de 1’équivalence. Il faut
maintenant vérifier que (F — M, E — X) est bien un objet de C. On vérifie aisément
que E — M est un G-torseur. En effet, on note {W§}s une trivialisation de U, — M.
Alors {ia(W§)}a,p sont des ouverts de M puisque les i, sont des immersions ouvertes et
on vérifie que c’est une trivialisation de & — M, qui est donc un G-torseur. De plus, si
g € Get x € E, on pose g.x := §.Z,, si z, € E, est tel que T, = x. Ceci définit une
action car si x5 € Ej est tel que Tg = x, alors i, 0 ho(2,) = i 0 hg(rz) mais vu que h,
et hg sont des G-torseurs, on a

ha(9.2a) = ha(za) and hg(g.25) = hs(zs)

ce qui montre que l'action sur E est bien définie et donc que h est un G-torseur. Par
ailleurs, il est clair que l'application F — X est équivariante, on a donc bien un objet
de C. Les isomorphismes E x,; U, — E, sont donnés par les inclusions F, — FE et
les applications h,. On vérifie facilement que ce sont des isomorphismes et on les note
v, (avec les notations de I'axiome 2, on a v, = A;!). Il reste & montrer qu'ils vérifient
la condition de compatibilité. Il faut pour cela vérifier que le diagramme suivant est
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commutatif :
PIVa

Ea XUQ Ua,@

(E XM Ua) XU, Uag

Eﬁ XUB Uaﬁ Pivs (E XM Uﬁ) XUB Ua,@

On se donne donc (z,y) € E, Xy, U,p. Par définition, on a h,(x) = pi(y) € U, et
io 0 p1(y) = ig o p2(y). Notons (2,y) := pas(x,y). On a alors

P1Vs © Pap(@,y) = (%, hs(2), y)
et
pi”&('j% y) = (f7 ha<.75), y)
o on note T la classe d’équivalence de x dans E. On a de plus T = Z puisque h,(z) =
p1(y) et hg(2) = p2(y) ce qui implique
’ia e} ha<$U> = iﬁ @) hﬁ(Z).

On a donc montré la commutativité du diagramme ce qui acheve la preuve de la propo-
sition.
O

11.1.3 Premiéres propriétés des champs

Dans cette section, on utilise pour références [LMB], [Fan], [BCEFFGK], [Nool] et
[Noo2].
On commence par définir un morphisme de champs.

Définition I1.1.18. Un foncteur Cy — Cy entre deur champs au-dessus d’un méme site
S est un morphisme de champs s’il commute avec les deux foncteurs C; — S.

Définition 11.1.19. Deux champs sont équivalents s’il existe un morphisme de champs
entre les deux champs qui donne une équivalence entre les deux catégories.

On définit maintenant le produit fibré de deux champs.

Définition I1.1.20. Soient F : X — Y et G : Z — Y deux morphismes de champs
au-dessus de S. On définit le produit fibré comme la catégorie dont les objets sont les
triplets (x,z,0.,) ou x € Xg,2 € Zg pour un certain objet S € S et a,, : F(r) —
G(z) est un morphisme de Ys, c’est-a-dire un morphisme de Y au-dessus de idg. Un
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morphisme (x,z, 0, ,) — (2/,2',al,.,) est la donnée d’un couple de morphismes (f; :
x— a0y z— 2" de Xg et Zg respectivement tels que

F(Br) © Qay = iy © G(B2) = F(x) = F(Z).

Le diagramme suivant est donc commutatif :

Flao) —22 Fa)
g(x) G(B2) g( /)

On peut montrer que la catégorie ainsi construite, notée X xy Z, vérifie les propriétés
d’un champ sur S.

Remarque I1.1.21. 1. St X,Y et Z sont des schémas, on a l’équivalence de champs

XxyZ~XxyZ

2. Le diagramme suivant

X xy Z-2-7
|,
X—2 -y

n’est pas commutatif mais 2-commutatif, c¢’est-a-dire que les deuz foncteurs com-
posés de X Xy Z wvers Y mne sont pas égauxr mais canoniquement 2-isomorphes.
De plus, le 2-morphisme que l'on note n, est donné par «. Plus précisément, si
(= (x,2,04,) est un objet de X Xy Z, on a Fopi(¢) = F(x),Gopa(C) =G(z) et
isomorphisme n; entre F o p1(C) et Gopa(C) est égal a oy,

Le produit fibré de deux catégories satisfait la propriété universelle suivante :

Etant donnés deuz foncteurs q1 : A — X et qo : A — Z ainsi qu’une transformation
naturelle B entre F o q; et F o qq, il existe un unique foncteur H : A — X Xy Z tel que
proH =q,peoH = q et 5 est donné par n. Plus précisément, pour tout & € Obj(A),
on a B¢ =) Foq(§) — Gogls).

Définition 11.1.22. Un morphisme Cy — Cy entre deux champs au dessus d’un site S
est dit représentable si pour tout S € Obj(S) et pour tout morphisme S — Csy il existe
Y € Obj(S) tel que S x¢, C1 =Y.



38 /. Introduction aux champs

Cette notion de morphisme représentable va nous permettre de définir beaucoup de
notions pour les champs.

Définition 11.1.23. Un morphisme de champs représentable Cy — Cy est lisse si pour
tout morphisme de champs X — Csy, avec X € Obj(X), tel que le morphisme sous-jacent
Z — X, 00 Z~C Xc, X (un tel champ existe par représentabilité du morphisme), est
un morphisme lisse dans S.

Définition 11.1.24. Un morphisme de champs représentable C; — Cy est une immer-
sion ouverte (resp. immersion fermée) si pour tout morphisme de champs X — Cy
tel que le morphisme Z — X, ou Z ~ Cy X¢, X, est une immersion ouverte (resp.
immersion fermée) dans S.

Ceci nous permet de définir la notion de sous champs ouverts et fermés d’'un champ.
On commence par rappeler la définition de sous-champ :

Définition I1.1.25. Soit C' un champ au-dessus d’un site S. Un sous-champ de C est
une sous-catégorie pleine B de C' telle que
— Pour tout morphisme ¢ : V. — U de S, on a ¢*(Obj(By)) C Obj(By).

— Pour toute famille couvrante i, : U, — U et tout x € Obj(Cy), on a x € Obj(By)
si et seulement sii*x € Obj(By,), Vo

Définition I1.1.26. Un sous-champ B de C est dit ouvert (resp. fermé) si le mor-
phisme d’inclusion B — C' est représentable et est une immersion ouverte (resp. fermée).

Définition I1.1.27. Un morphisme représentable C1 — Cy entre deux champs au dessus
d’un site S est un revétement de champs si pour tout objet S de S et tout morphisme
S — (O, lapplication naturelle Y — S, avec Y ~ S X¢, C1 comme ci-dessus, est un
revétement.

On observe que si on a un revétement de champ C7; — Y pour un certain espace
topologique Y, alors (' >~ Z et Z7 — Y est un revéetement au sens des espaces topolo-
giques. En effet, on considere le morphisme identité Y — Y, alors par hypothese il existe
Z tel que C) xy Y ~ Z et tel que Z — Y soit un revétement. Comme le champ C xy Y
est isomorphe a (', on a bien le résultat souhaité.

Définition 11.1.28. Un morphisme Cy — Cy entre deur champs au-dessus d’un site S
est un revétement trivial si pour tout morphisme S — Cy, le morphisme Z — S dans
S induit par le morphisme naturel Cy X¢c, S ~ Z — S est un revétement trivial (dans

S).
Ceci nous permet de définir un champ simplement connexe :

Définition I1.1.29. Un champ C sur S est simplement connexe s’il n’admet que des
revétements triviaud.
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On montre que cette notion étend celle existante pour les espaces topologiques :

Lemme I1.1.30. Soit Y un espace topologique vu comme un champ Y au dessus de la
catégorie Top des espaces topologiques. Alors Y est simplement connexe si et seulement
siY lest.

Démonstration. La premiere implication est claire. En effet, on se donne un revétement
Z — Y de Y, alors le morphisme de champ Z — Y est un revetement du champ Y
donc il est trivial. Donc si on considere le foncteur identité ¥ — Y alors I'application
naturelle Z Xy Y — Y est un revétement trivial ce qui donne le résultat souhaité.
Réciproquement, supposons que Y soit un espace topologique simplement connexe. Alors
il n’admet que des revétements triviaux. Soit C' — Y est un revétement de champs et
montrons qu’il est trivial. On peut supposer que C' est isomorphe a un champ de la forme
Y x F ou F est un ensemble discret. En effet, par hypothese, il existe Z € Obj(Top)
tel que Y Xy C' ~ Z (en appliquant la définition de revétement d’'un champ au foncteur
identité) et 'application Z — Y est un revétement (de Y') donc un revétement trivial.
Ceci signifie Z ~Y x F ou F est un ensemble discret donc

ZxY xFY xyCx~C

On peut donc supposer sans nuire a la généralité que C' =Y x F' avec F' un ensemble
discret. On se donne maintenant un morphisme S — Y. Alors on a

YXFxy S~ XF)xyS~S8xF

et 'application naturelle S x F' — § induite entre les espaces topologiques est un
revétement trivial donc on a bien un revétement trivial de champs et ceci acheve la
preuve. ]

Définition I1.1.31. Un morphisme de champs C; — Cy est le revétement universel
de Cy si c’est un revétement et si Cy est simplement connexe.

Dans le cas des espaces topologiques, le revétement universel X5 XdeX , 8’1l existe,
satisfait la propriété suivante : _
Pour tout revétement Y 2 X il existe une applicationp' : X — Y telle que le diagramme

X

| N
X <p— Y
commaute.

On peut montrer que le revétement universel d’un champ satisfait une propriété univer-
selle similaire.

Il existe diverses définitions du groupe fondamental d'un champ (Cf [Nool], [Noo2]).
Ici on considere une définition naive :
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Définition I1.1.32. Le groupe fondamental d’un champ est le group des automor-
phismes du revétement universel du champ (s’il existe).

Nous allons maintenant définir la dimension d’un champ. Rappelons tout d’abord la
définition de dimension relative d’'un morphisme de schémas. Si X est un schéma et z
un point de X, on note dim, X := dim Ox .

Définition 11.1.33. Si f : X — Y est un morphisme de schémas localement de type fini
et x un point de X d’image y := f(x) alors la dimension relative de f en z est par
définition 'entier

dim,(f) := dim,(X,)
(01 Xy = X Xy V)

On rappelle la proposition suivante

Proposition I1.1.34. [LMB, prop11.15]
Soient X et'Y deur schémas localement noethériens et f : X — Y un morphisme lisse.
Alors pour tout point x de X d’image y € Y on a ’égalité

dim, (X) = dim,(f) + dim, (")

On suppose maintenant que le site S au-dessus duquel vivent les champs que nous
considérons, a un objet final. On fixe un objet final * dans cette catégorie S. Un point
d’un champ C au-dessus d’un site S, est un morphisme de champs x : {x} — C.

Remarque 11.1.35.

— Lorsque S = Top et que le champ est simplement X ou X € Obj(S), on obtient la
définition usuelle de point de X .

— Lorsque S est la catégorie Schy des schémas au-dessus d’un corps k, un point du
champ C' est un morphisme de champs Spec(k) — C. On utilisera cette notion

dans le cas de C' = Bun, x et k=TF, ou C (Cf III.1).

— On peut aussi définir un point d’un champ comme une classe d’équivalence de
morphismes {*} — C. Dans ce cas, les points du champ Bun, x par exemple sont
exactement les classes d’équivalence des fibrés vectoriels.

Définition I1.1.36. Une présentation d’un champ C' au-dessus d’un S est un mor-
phisme de champs lisse, surjectif et représentable Y — C, ou Y est un objet de S.

Nous pouvons maintenant définir la dimension d’un champ en un point.
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Définition I1.1.37. Si P : X — C est une présentation et x un point de X, alors la
dimension relative dim,(P) est la dimension relative en (z,x) de la premiére projection
X x¢ X — X, ou X xX¢ X désigne l'ensemble des couples (x,y) € X x X satisfaisant

P({z} = X) = P({y} — X).

Maintenant, si C' est un champ localement noethérien et ¢ est un point de C alors la
dimension de C' en c est

dim,.(C) = dim,(X) — dim,(P)

ou P : X — C est une présentation arbitraire de C' et x est un point de X au-dessus de
c. On définit la dimension de C'(aussi appelée dimension pure) par

dim(C') = sup(dim,.(C))

C

Remarque 11.1.38. La définition de dimension ne dépend pas du choiz de la présentation.

On revient a I’étude du champ quotient. On suppose que le site de base § est Top,
Varc, ou Sche, X est un objet de S et G est un groupe qui agit sur X (cf ce qui suit
la remarque I1.1.6 pour les hypotheses supplémentaires que 1’on fait). Alors il existe une
présentation X — [ x\G] de dimension relative dim G et donc

dim([\X]) = dim X — dim G.

On remarque que lorsque X est réduit a un point on a alors dim[G\{*}] = —dimG.
Supposons maintenant que 1’on a un produit de deux champs C; et C5 et on se donne
deux présentation p; : ¥; — Cj,i = 1,2, alors on a une présentation Y; X Y5 — €7 x Ch
et il est claire que ce morphisme a une dimension relative dim p; + dim p,, donc on a

On considere un autre cas particulier. On se donne trois champs C;,Cy et C3 et deux
morphismes de champs f; : C; — Cs, f3 : C3 — Co. On suppose de plus que chaque champ
admet une présentation p; : Y; — C;, Vi = 1...3. On considere le produit fibré C; x¢,Cs de
ces trois champs et on voudrait montrer que sa dimension est dim(C;)+dim(Cs)—dim(Cs).
On observe que ce champ admet une présentation

plYiXYQYEg—)61XCQCg.

Dans le cas des variétés par exemple, la dimension du produit fibré n’est en général pas
égale a la somme des deux variétés a laquelle on soustrait la dimension de la variété sur
laquelle on fait le produit. Toutefois dans notre cas, il semble que ce résultat ne soit vrai
que lorsque les morphismes de champs sont des morphismes transversaux. Lorsque tous
les champs impliqués sont des champs quotients, le résultat est vrai (Cf [LMB, chp17]).
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1.2 Le champ des triangles

11.2.1 Le champ des triangles rectangles
Familles de triangles rectangles

On commence par regarder le cas des triangles rectangles ordonnés. On considere
les triangles a similarité pres, un triangle est donc déterminé par la donnée de deux
réels (o, B) €]0,Z[* tels que o + § = Z. Une famille de triangles rectangles ordonnés
paramétrée par un espace topologique M est la donnée de deux applications continues
f1, fa de M vers ]0, 5[ telles que pour tout m € M, fi(m) + fo(m) = 3. Pour considérer
les triangles non ordonnés, on se donne un revétement non ramifié a 2 feuillets.

Définition I1.2.1. On appelle famille de triangles rectangles paramétrée par M
la donnée d’un revétement f : A—M non ramifié a 2 feuillets et d’une application

continue T de =1 vers |0, 5[ tels que Vm € M, f~'(m) = {a,b}, a # b et 7(a) +7(b) = 5.

On considere la catégorie R des familles de triangles rectangles paramétrées par un
espace topologique. Les objets sont les familles ( =1 — M, ) de triangles rectangles non
ordonnés, paramétrées par un espace topologique M. Un morphisme entre deux objets

(N LN My, ) et (g LY My, 15) est la donnée de deux applications continues :
— @ — Ay telleque mop=m

— et ¢ : My — M, telle que le diagramme suivant est cartésien :

A, L 4,

| |1

Ml—w>M2

Définition I1.2.2. Soient deuz telles familles =y ELY My, 1) et (9 EEY M, 15). Elles
seront dites équivalentes s’il existe un isomorphisme (g,idy;) dans la catégorie R.

Pour tout espace topologique, on note F (M) I'ensemble des classes d’équivalences de
familles paramétrées par M :

F(M) = {familles de triangles ( - EN M, T)}/Q

Proposition I1.2.3. L’application F s’étend en un foncteur contravariant F : Top —
Ens de la catégorie des espaces topologiques vers celle des ensembles.

Démonstration. On se donne une application continue g : M; — M. Montrons que
celle-ci donne un morphisme entre les ensembles de classes d’équivalence de familles
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paramétrées par My et M;. Soit donc un triangle ( =<1 — My, 7) représentant la classe
d’équivalence a laquelle il appartient. On lui associe la classe d’équivalence qui contient le
pullback ( <3 x, Mi—M;,70op;) de (<1 — Ms, 7) par g. Pour montrer que ceci définit
bien une application entre les deux ensembles, il nous faut montrer que les pullbacks
de deux objets équivalents sont équivalents. On se donne donc deux objets équivalents

(N LN M) et ( Iy LY M) au-dessus de My et on suppose que 1’équivalence est donnée
par un isomorphisme h. Alors h X idy, est un isomorphisme et on vérifie facilement qu’il
donne I’équivalence souhaitée entre les deux pullbacks ce qui montre que nous avons un
foncteur contravariant. ]

Si ce foncteur est représentable par un espace topologique R, c’est-a-dire si 'on a
F(—) ~ Mor(—, R), alors I'image réciproque de idg € Mor(R, R) dans F(R) est un
triangle rectangle universel.

Non existence d’un triangle rectangle universel

Montrons quil n’existe pas de triangle rectangle universel. Un tel objet ( < = R, ¢),
s’il existait, vérifierait la propriété universelle suivante :

Pour tout ( - EN M, T) il existe une unique application h : M — R telle que
h( 45 Ry~ (25 M)
ot h*( A 5 R, c) désigne le pullback de ( « = R, c) défini ci-dessus.

On se donne un revétement non ramifié a deux feuillets non trivial f : “A—M et
le revétement trivial fy : =Jg — M qu’on considere comme des familles de triangles
paramétrées par M en les munissant des applications 7 et 79 constantes et égales a 7.
Par hypothese, il existe h: M — R et hy : M — R telles que

h(4—.cR)~ (AL M)

et

h( 45 Rc)~ (A2 M, 7)
D’autre part, il existe un recouvrement ouvert {U;} de M tel que la restriction de
(< — M,7) a U;, cest-a-dire son pullback par U; < M, est trivial. Ce dernier est
donc isomorphe a la restriction de ( <Jy — M, 7y) a U; donc par unicité h|y = holy Vi
d’ot h = hgy. Ceci implique que les images réciproques sont identiques donc que les tri-
angles LMet a8 My sont équivalents ce qui est une contradiction. On a donc
montré qu’il n’existait pas de famille de triangles rectangles universelle. La catégorie R
au-dessus de Top peut cependant étre munie d’'une structure de champs. Pour montrer
cela, nous allons montrer qu’elle est équivalente a un champ quotient puis que cette
équivalence de catégories transporte la structure de champ.
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Equivalence de catégories
On note X := {(a, 8) €]0,5[*,a + = Z}. On a le résultat suivant :

Théoreme 11.2.4. Les catégories [62\X] et R sont équivalentes en tant que catégories
fibrées en groupoides.

Démonstration. Le groupe &, agit par permutation sur X = {(«, 8) €]0,5[*/a+4 = 5}.
On note p; et py respectivement la premiere et la deuxieme projection. On commence

par définir un foncteur G : [,\X] — R. Soit (E EN M,E M) un objet de [&,\X] ol
E L M est un Go-torseur et h : E — X est Gy-équivariante. On pose 7 := py o h et

(4:=F Ry ,T) est alors un objet de R. En effet, f peut étre vue comme un revétement
a deux feuillets si I'on oublie I'action de &,. De plus si m € M, on a f~'(m) = {e1, e2},
avec ey # eg, et c’est une orbite de E sous l'action de G5. On pose h(e;) = («, (), on a

alors h(ey) = (B, a) d’ou :
m
proh(er) +paohlez) = 5

ce qui montre que c’est bien une famille de triangles rectangles.
Remarque I1.2.5. Si on choisit 7/ := py o h, on obtient une famille équivalente.

On se donne maintenant un morphisme de [62\X | entre deux objets (E; — My, By — X)
et (Fy — My, Ey — X) c’est-a~dire la donnée du diagramme cartésien suivant :

E1—>E2

L

M1—>M2

avec de plus (Fy — Ey — X) = (F; — X). En composant a droite par la premiere
projection py, on obtient

(B, — Ey —|0, 5[) = (E1 —]0, 5[)

ce qui est acheve la preuve de la fonctorialité deg.

On construit maintenant un foncteur F dans l'autre sens. On se donne un objet
(4 EN M,7) de R. On pose E := < muni de l'action de G5 = {1,0} ou o désigne la
transposition. L’action est définie localement sur F/, par permutation des deux éléments
de la fibre. On pose h(e) = (7(e),7(0e)) € X ce qui définit une application h : £ — X
équivariante. Ainsi,

(E— M,E — X) € Obj([&,\X]).

Ceci définit clairement un foncteur et il est facile de vérifier que ce dernier commute avec
les deux foncteurs oublis [S2 / x| — Top et R — Top. Enfin, il reste & montrer que 'on
a bien FoG ~ Idet GoF ~ Id ce qui est clair par construction. O
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Structure de champs de R

Il est clair que la catégorie R est fibrée en groupoides au-dessus de la catégorie Top
des espaces topologiques. On note C' = [GQ\X] pour simplifier les notations. On a la
diagramme commutatif suivant :

c—2-R

| A

Top

On a vu ci-dessus que la catégorie R des familles de triangles rectangles paramétrées
par Top était équivalente a C' qui est un champ sur la catégorie Top. Il reste a montrer
que cette équivalence de catégories transporte la structure de champ ce qui permettra
de conclure que la catégorieR a une structure de champ. Pour cela, il nous faut vérifier
que les pullbacks sont préservés par I'équivalence :

Lemme I1.2.6. L’équivalence de catégories entre C := [GQ\X] et R donnée par F et
G commute avec les pullbacks.

Démonstration. Le foncteur envoie un objet (F — M, E — X)) sur la famille de triangles
(B — M,E— X 0, 2[)

ou l'application F — M est désormais considérée comme un revéetement non ramifié
a deux feuillets. On se donne une application continue g : M; — M,, c’est-a-dire un
morphisme dans Top, et un objet (F — My, E — X) e C' au-dessus de M. Alors son
pullback

(E Xy, My — My, E Xy, My — E,— X)

par g est envoyé par G sur le pullback de
(EHMEHXQM%.

On montre la méme propriété pour les morphismes et la preuve est similaire pour le
foncteur F. O

Montrons maintenant que cette équivalence transporte la structure de préchamp,
c’est-a-dire que R satisfait I’axiome 1. Les applications qui apparaissent dans cet axiome
sont des combinaisons de pullbacks de morphismes. Par hypothese, cette suite est exacte
dans la catégorie C' et puisque G (et F) commute avec les pullbacks, son image par G est
également exacte ce qui est le résultat souhaité pour la catégorie C'. On a donc démontré
que R avait une structure de préchamp.
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Montrons maintenant que R satisfait ’axiome 2 ce qui montrera que cette catégorie
est un champ sur Top. Soit i, : T, — T une famille couvrante de T'. On se donne une
collection d’objets 0, := (A, — Ty, To) de R indicée par « ainsi que des isomorphismes

Ca,p (Do X1, Top = Top, Ta) = (B X1, Top — Top, 75)

ou on note Tog = T, Ny Ts. On passe dans la catégorie C. On obtient une collection
d’objets t, = F(Ay — U,, 7o) de C, avec t, au-dessus de U, pour tout . De plus, pour
tout «, B, F(pap) est un isomorphisme entre F o pi(d,) et F o p3(dz) donc d’apres le
lemme I1.2.6, ¢’est un isomorphisme entre pj o F(d,) et p3 o F(d3). 1l satisfait clairement
la condition de cocycle et comme C' est un champ sur 7Top, on sait qu’il existe un objet
(E—T,F — X) de C au-dessus de T et des isomorphismes

Vo ln(E—=T E— X)—t,
vérifiant la condition de compatibilité. On note
GE—-T,FE— X)et A\, :=G(v,),Va = (A,T,71).

On vérifie facilement que les isomorphismes {\, }, vérifient la condition de compatibilité.
Ceci acheve de montrer que R est un champ sur Top. Une autre preuve du fait que R
est un champ et qui sera donnée plus tard, est de vérifier que R est un sous-champ du
champ 7 des triangles que nous définissons dans la section suivante.

11.2.2 Le champ des triangles : cas général
Définitions

On s’intéresse maintenant aux triangles quelconques, toujours a similarité pres. On
note

X ={(a,8,7) €)0,7[’Ja+ B+~ =n}

L’ensemble X peut étre muni d'une structure de champ en considérant le champ [{*}/x]
sur la catégorie des espaces topologiques. Ses objets sont les morphismes M — X ou M
est un espace topologique et un morphisme entre M — X et M’ — X est un morphisme
M — M’ tel que

M—M

|

X

commute.

On considerera aussi le champ [X /63] sur la catégorie Top des espaces topologiques.
On rappelle que ses objets sont les couples (K — M,E — X) ou E — M est un
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Gs-torseur, M un espace topologique et £ — X est une application équivariante. Un
morphisme entre (£ — M, E — X) et (' — M'|E' — X) est la donnée de deux
morphismes ¢ : E — E' et ¢ : M — M’, avec ¢ équivariant, tels que le diagramme

E—C>

I

M—M
est cartésien et tels que (F — E' — X) = (F — X).

Définition I1.2.7. On dira que deuzr objets de cette catégorie sont équivalents s’il
existe un isomorphisme ¢ : E — E’ tel que les diagrammes

%

E E—>p

v

et X
sotent commutatifs.

Définition I1.2.8. Une famille de triangles non ordonnés paramétrée par M est
la donnée d’un revétement non ramifié a trois feuillets et d’une application continue vers
10,7 :

A= M telle que ¥Ym € M on a f~ (m){a, 8,7} et 7(a) +7(8) + 7(y) =7

|

0,

On considere la catégorie 7 :

1. Les objets sont les familles de triangles non ordonnés (A — M, A 5]0, 7[) notées
plus simplement (A — M, T)

2. Un morphisme entre (A; — M, 1) et (Ay — My, 73) est la donnée de deux
applications continues :

(a) A; — Ay telle que (A — Ay —]0,7]) = (A1 —]0, 7))

(b) et f: My — M, et telle que le diagramme suivant est cartésien :

A1—>A2

L

M1—>M2
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Remarque 11.2.9. Le fait que le diagramme est cartésien impose comme précédemment
que trois sommets distincts sont envoyés sur trois sommets distincts.

Comme pour les triangles rectangles on considere la relation d’équivalence suivante :

Définition I1.2.10. Soient deuz telles familles (A; N M, A; 50, 7[), i = 1,2. Elles
seront dites équivalentes s’il existe un morphisme (g,idy) dans T entre les deuz fa-
milles.

De maniere totalement identique au cas des triangles rectangles, on montre qu’il n’y
a pas de triangle universel. B
On considere maintenant la catégorie, notée 7 des familles de triangles ordonnés :

1. Les objets sont les triangles (A — M, 7) comme précédemment ainsi que la donnée
de trois sections si, S, 83 de M — /A, chacune correspondant & un 'sommet’ du
triangle.

2. Un morphisme entre (A — M, T, s1, 52, 53) et (A — M', 7,8, s}, s4) est un mor-
phisme entre (A — M, 1) et (A" — M’ 7") qui est de plus compatible avec les
sections. Plus précisément, si on note ¢ : A — A/ ¢ : M — M et f, f les
revétements, on doit avoir ¢ o s;(m) = s, o(m), Vi =1,2,3 et Vm € M.

Equivalence de catégories
Lemme I1.2.11. Les catégories T et X sont équivalentes.

Démonstration. On considere le foncteur O : 7 — X défini par
O(A — M,T1,81,89,83) = (M — X, m+ (T 0os1(m), 7o se(m), 70 s3(m))

Montrons que c’est bien un foncteur. Considérons (p,1)) un morphisme entre les objets
(A — M, T,81,89,83) et (AN — M' 7' 5], s, s45), montrons qu’il induit un morphisme
entre les images. On a

A—Ls N

N

M——M

et les sections sont compatibles avec les 7 donc il suffit de montrer que
(M—-M — X)=(M— X).
Soit m € M et montrons que 'on a

Tosi(m) =1 os;0(m),Vi=1,2,3
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Par hypothese, on a
s;op(m) =@os;(m),Vi=1,2,3

et 7 op =71 dou
T osio(m) =7 0pos;(m)=710s;(m),Vi=1,23

Les deux applications sont donc bien égales et on montré que O est un foncteur.

On veut maintenant définir un foncteur inverse. On se donne un élément de X, c’est-
a~dire une application h : M—X. On pose A = M x{1,2,3} et s;(m) = (m,i),i =1,2,3.
On définit ensuite 7 en posant

(t(m,1),7(m,2),7(m,3)) = h(m)

et on note N(M — X) le triangle (A — M, 7). Montrons N est un foncteur. Soit
¥ : M — M’ un morphisme entre deux objets M — X et M’ — X de X. On pose
o(m,i) = (Y(m),i),i = 1,2,3 et on vérifie que ceci définit bien un morphisme entre
N(M — X) et N(M' — X). On a donc construit un foncteur et il est clair que ce
foncteur est bien 'inverse de O, d’ou I'équivalence de catégories.

O

On se penche maintenant sur le cas général des triangles non ordonnés.
Proposition I1.2.12. On a une équivalence de catégories entre T et [X/gg]

Démonstration. On va commencer par se restreindre aux catégories suivantes : On note
Tiriv 1la sous-catégorie pleine de 7 dont les objets sont les revétements triviaux. De méme,
on note [X /63]tm la sous-catégorie pleine de X dont les objets sont les G3-torseurs
triviaux.

Lemme I1.2.13. Les catégories Ty, et [X/Gg]triv sont équivalentes.

Démonstration du lemme. Soit (A, M, T) € Typiy - 01 a
A=fYM)~Mx{1,2,3}

et on pose

E = {(x1,m9,23) € N, # xysii # j et f(a1) = fwa) = f(a3)}

C’est un espace topologique qui hérite de la topologie de M et sur lequel &3 agit

de maniere naturelle. L’application £ — M, qui a (x1, 22, x3) associe f(x1) est un
revétement a six feuillets. De plus, 'application E' — X qui a (x1, x9, z3) associe (7(x1), 7(z2), T(z3))
est compatible avec 'action de Gs.
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On pose F((A — M, 7)) = (E — M,FE — X). Supposons que l'on a un morphisme
(A — M, 7) — (A"— M',7") dans 7. On a donc un diagramme commutatif :

A—L o N

|,

M——M
et de plus on a 7/ o ¢ = 7. On définit une application ® sur £ en posant

(21, 12, 13) = (0(21), (72), p(23)).

Pour que l'application soit bien définie de £ vers E’, on doit avoir ¢(x;) # ¢(x;) sii # j,
ce qui découle de la définition d’'un morphisme entre familles de triangles. On a alors le
diagramme cartésien suivant :

E——F

M—M

De plus, on a bien (E — E' — X) = E — X par compatibilité des 7. En effet, si
(x1,29,23) € E, son image (7'(¢(x1)), 7' (p(22)), 7' (¢(x3))) par la composée des deux
applications est égale a (7(z1), 7(z2), 7(x3)) par hypotheése. On a donc montré que F
était un foncteur entre les catégories Ty et [X /Gg]tm.

On veut définir un foncteur inverse. On se donne un Gs-torseur trivial donné par une
application f : E — M et une application équivariante h : £ — X avec F ~ M x Gj.
L’isomorphisme étant fixé, on identifie dorénavant £ a M x S3. Ona f~1(M) = M x &3.
On choisit z dans &3 ce qui permet d’écrire S3 = {0 *x z,0 € G3}. On veut trouver un
triangle (A — M, 1) tel que F(A — M,7) = (F — M,E — X). On pose A :=
M x {1,2,3} et on définit 7 en posant

(1(m,1),7(m,2),7(m,3)) = h(m, x).

Par hypothese,

h(m, z) = (a(m), B(m),~(m))
avec a(m) + B(m) + v(m) = m donc (A — M, 7) est bien un triangle (trivial). Il nous
reste a montrer que ceci est indépendant du choix de x. Soit y € G3 et 0 € G5 telle que
y = o * x. Le triangle construit a partir de y est (A — M, 7’) avec pour tout m € M,

(7'(m, 1), 7' (m,2),7(m,3)) = h(m,y) = h(m, )

par équivariance de 'application £© — X. Les deux triangles sont donc équivalents et
I’équivalence est donnée par

s:A— A (m,i)— (m,o(i)) Vi=1...3
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En effet, on a 7 = 7 0 s et I'autre condition est clairement vérifiée. On pose
GELMELX)=(A— Mr7)

o (A — M, 7) est I’élément construit ci-dessus.

Montrons que ceci définit un foncteur. Soit (®,1)) un morphisme entre les objets

(E—M,E— X)et (E'— M, E — X)de [6,\X]ii. On a
G(E— MFE— X)=(A,M,7)
avec 7(m, 1) = p;(m, x) pour un certain x € &3. Similairement,
G(E — M',E' — X) = (N, M, 7')

avec 7'(n, 1) = p; o h'(n,y). Soit o € &3 tel que h(m,x) = h'(¥(m), o *y). On pose alors
w(m,i) = ((m),o(i)). On vérifie facilement que 7 = 7" 0 ¢ et que le diagramme suivant
commute :

A—2= A

M1
On a donc définit un morphisme entre les deux images et ceci montre que G est bien un

foncteur. On vérifie que Go F ~ Id et F o G ~ Id ce qui acheve la démonstration du
lemme. ]

Retour a la prewve de la proposition : On se donne un objet & = (A, M, 1) de T au-
dessus de M. On sait qu’il existe un recouvrement {M;} de M qui trivialise A — M.
On obtient ainsi une collection d’objets &; de 7;,.;, au-dessus de M;, et des fonctions de
transitions ¢; ;. D’apres le lemme I1.2.13, on peut associer a chaque &; un élément F(§;)
de [X /&s]iriv- On recolle ensuite ces objets en utilisant les F(¢; ;). Ceci donne un objet
de [X /63]- On montre facilement que ceci ne dépend pas de la trivialisation choisie.
Il suffit de montrer qu’en prenant un recouvrement plus fin, on obtient le méme objet
mals ceci est clair. La fonctorialité de F : Tipip — [63\X |triv montre que 'on définit un

foncteur de 7 vers [63\X | et ce dernier donne ’équivalence de catégories.
O

Structure de champs de 7

Il reste a montrer que cette équivalence de catégories transporte la structure de champ
ce qui permettra de conclure que la catégories 7 des familles de triangles paramétrées
par les espaces topologiques a une structure de champ. On montre de maniere totalement
identique au cas des triangles rectangles que le foncteur transporte la structure de champ
a partir du moment ou 1’équivalence de catégories commute avec les pullbacks. Il nous
suffit donc de montrer le lemme suivant :
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Lemme 11.2.14. L’équivalence de catégories donné par F et G entre les catégories
[&,\X] et T commute avec les pullbacks.

Démonstration. On va le montrer pour des objets triviaux. On se donne (My; x &3 —

My, My x S3 KR X) un objet de C' au dessus de M5 et une application continue g : M; —
M,, c’est-a-dire un morphisme dans T'op. Son pullback

o(gxId)

(M x 63 — My, M, x &5 22219, xy
est envoyé par G sur
(My x &3 — My, T) ou (7(m,1),7(m,2),7(m,3)) = h(g(m), Id)¥m € M,
D’autre part, (My X &3 — My, My x G LR X) est envoyé par G sur
(My x {1,2,3} — My, 7) ou (1(m,1),7(m,2),7(m,3)) = h(m, Id), Ym € M,
et son pullback est
(My x {1,2,3} — My, 7,) ou (14(m, 1), 7,(m,2),7,(m,3)) = h(g(m),Id), Vm € M,

ce qui montre que G commute avec les pullbacks d’objets. La démonstration est similaire
pour les morphismes et pour le foncteur F. O

Remarque 11.2.15. Pour l'image par le foncteur G on choisit l"identité comme élément
puisqu’on a vu que le choix d’un autre élément donnait un triangle équivalent.

On a montré que I'équivalence de catégorie transporte la structure de champs et donc
que la catégorie des triangles était munie d’une structure de champ.
Le sous-champ des triangles rectangles

On rappelle la définition suivante :

Définition 11.2.16. Soit C' un champ sur un site S. Un sous-champ de C est une
sous-catégorie pleine B de C' telle que
— Pour tout morphisme ¢ : V — U de S, on a ¢*(Obj(By)) C Obj(By).

— Pour toute famille couvrante i, : Uy, — U et tout © € Obj(Cy), on a x € Obj(By)
si et seulement si i%,x € Obj(By, ), V.

(cf [LMB))

On a alors le résultat suivant :

Proposition I1.2.17. Le champ des triangles rectangles R est un sous-champ du champ
T des triangles.
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Démonstration. On commence pas montrer que R est une sous-catégorie pleine de 7.
On se donne deux objets (=14 ELY My, ry) et (g EEY Ms,re) de R. On peut voir ces
deux objets comme des objets de 7 en les identifiant a ( =1, LI M; kil M;,r;),i=1,2 ou
F; o A, U M; — M, est égal a f; sur ~; et 'identité sur M; et ol on a noté par abus de
notations r; I'application définie pour tout x € =J; par

(o) = { r(e) siz# Fi)

™ .
2 S11non

On a erFi-l(m) ri(z) = m donc ( =J; U M; ]\2, ;) est un élément de 7 pour i = 1,2. On
se donne maintenant un morphisme (p, 1) dans 7 entre deux objet de R vus comme des
objets de 7 et on veut montrer que ce morphisme correspond a un unique morphisme
dans R. Par définition, le diagramme suivant est cartésien :

Ay UMy —= A, U M,

M, M

Montrons que ¢ = D On montre tout d’abord que ¢|y;, = 1. Soit m € M,
1

alors on sait que 7y = 790 ¢ et r1(m) = § donc ra(p(m)) = § ce qui impose p(m) € Ms.
Par ailleurs, puisque F» o ¢o(m) = ¢ o Fi(m), on a ¢(m) = ¢¥(m)Vm € M,. Ainsi, si
a € et pla) € My on doit avoir p(a) = ¥(m) ce qui est impossible puisque le
diagramme est cartésien. Donc, Va € 1, on a p(a) € 5. On montre facilement que

(¢ ;%) est un morphisme de R ce qui acheve de montrer que R est une sous-catégorie
1

pleine de 7.

On veut maintenant montrer que c’est un sous-champ. La premiere condition est
claire. En effet, si on se donne un objet ( =1 — U, r) de Ry, alors par définition

P(A=Ur)=(IxyV —=V,rop;) € Ry.

Pour montrer la deuxieme condition, on se donne une famille couvrante 7., : M, — M
et un objet (A — M, 7) de 7. Supposons que pour tout «, i’ (A, M, ) appartienne a
Obj(Ryz,). On sait donc que pour tout « il existe un objet ( <, 25 M,,r,) € Obj(Ry)
tel que

(A xXp My — My, Topy) ~ (A, UM, G, My, ra), Vo

s

ou on identifie encore r, : <, —]0, 5 [ avec son extension a -, LI M,,, constante et égale
a 5 sur M, et G, désigne 'extension de g, a <, LM, égale a g, sur <, et 'identité sur
M,. On note h,, I'isomorphisme entre (A X M, — M,,7opy) et ( T, UM, — M, 74).
On a donc Va :

(A o Mo 23 A, LM, S5 ML) = (A x oy My 22 M)
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et
(A s My 23 21, 0 M, 2500, 7)) = (A x4 My Z25]0, 7).

On veut montrer qu’il existe une famille de triangles rectangles ( =1, M,r) telle que
(AUM,M,r)~ (A, M, 7) ce qui montrera que (A, M, 7) € Obj(R). On pose

= (|_|a AOJ)/N
ou la relation d’équivalence est donnée par :
To € o, € Jg,a# B, To~15 <= proh, (zs) =pio h;l(a:ﬁ)

oupr : A Xy M, — A. On note @ la classe d’équivalence contenant a. On identifie
dorénavant M a (L], Ma)/N ou la relation d’équivalence est donnée par

Mo € My, mg € Mg, a0 # 3, my ~ Mg <= in(my) = ig(mg).

On note comme ci-dessus m la classe d’équivalence contenant m. On pose

A = M
g:

T = Go(T,)siTy =2

L’application est bien définie. En effet, supposons que 'on a 7, = T3 pour un certain
couple o, 3. On a alors

prohyt(za) = prohy'(p)
et
0 0 Go(Ta) =iq 0 Gaohgoh, (2,) =iy 0pyoh, (z4)

or par définition du produit fibré on a 1’égalité i, o po = f o p; donc
lo © Ga('ra) =fopio hgl(xa) =fopio hgl(ﬂfﬁ) =1g0 Gﬁ('rﬁ)

ce qui montre que 'application ¢ est bien définie et c¢’est clairement un revétement non
ramifié a deux feuillets. Posons maintenant

{2

T = Te(xe) SiTy =

L’application est bien définie car si T, = Tg, on a p; o h*(z4) = p1 © h;l(:pg) et par
hypothese 7 o p; = r, o h, d’ou

TCV('TCV) =rq0hy0 hgl(xa) =TOop1©° hgl(xa) =TOop1© hgl<x5) = Tﬁ(ﬂfﬁ)

Montrons maintenant qu’il satisfait les propriétés d’un triangle. On sait que pour tout
m € M, il existe m,, € M, tel que iy(ms) = m, il existe donc a,, by, € o, Ao 7 ba, tels
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que go(aa) = ga(ba) = Mmq. Leurs classes d’équivalence a := @, et b := b, sont donc les
deux antécédents de m par g. On a

r(a) +7(b) = ralas) + ra(by) =

o N

donc (<1 — M, r) est un objet de R. Montrons maintenant que
(UM — M,r)~(A— M)
ce qui achévera de montrer que (A — M, T) est un objet de R. On pose
h- A — UM
|l = ho(x,my) st f(z) =ia(m, )
Montrons tout d’abord que I'application est bien définie. Soit donc mg € Mj tel que
ia(ma) = ig(mg). Supposons dans un premier temps que h,(z,m,) € M,. On a alors

Ta © ha(l’, ma) = g et T © ha({L‘,ma) =T Opl(x7 moz) — T(CL)

donc on a aussi -

750 hg(w,mg) = 7(a) = B

ce qui implique hg(x, mg) € M. Pour montrer que l'application est bien définie, il faut
donc montrer que
io © ho(z,my) =i o hg(z, mp)

On a le diagramme commutatif suivant :

ha
AXMMO(—> A, UM,

K lGa
p1

M,

M

Lorsque hy(x,my) € My, on a Gy, 0 hy(z,my) = ho(x, m,) donc le diagramme montre
que 'on a

io © ho(T,my) = iq 0 Gy 0 ho(x, my) = p1(x,my) = = ig 0 hg(x, mp)

ce qui montre que I'application est bien définie dans ce cas.

On se place maintenant dans le cas ou h,(x,m,) € <J,. De la méme maniere que
ci-dessus, on montre que hg(x, mg) appartient alors & <5 et on a

proh tohy(r,my) =2 =po hgl o hg(x, mg)
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donc 'application est également bien définie dans ce cas.

Montrons maintenant que ’application est un isomorphisme. On commence par mon-
trer que ’application est surjective. Soit donc x € 11 M, alors il existe o € 1, LI M,
tel que T, = x et p; o h'(x,) est un antécédent par h de x donc lapplication est bien
surjective.

Montrons l'injectivité. Soient a,b € A tels que h(a) = h(b). On sait qu’il existe x, € <,
et z3 € g tels que h(a) =7, et h(b) = T3. Par hypothese, on a donc 7, = 75 d’olt

proh (za) =p1o hgl(xﬁ).

De plus, on a h'(z4) = (a,mq) et hgl(azﬁ) = (b, mg) pour un certain couple (mq, mg) €
M, x Mpg. Il s’ensuit que

proht(za) =a=pio h51<1’5)

donc a = b. On a donc bien construit un isomorphisme entre A et <LIM et par construc-
tion c’est un isomorphisme dans 7 donc les triangles sont équivalents. La réciproque de
la deuxieme propriété est donnée par la premiere proprété. On a donc montré que R est
un sous-champ de 7.

O

Groupe fondamental et revétement universel

On considere le foncteur

C: X — [&,\X]

qui envoie un morphisme M X vers lobjet (M x &3 — M, M x &3 LR X) ou le
torseur trivial est donné par la premitre projection et Iapplication équivariante h est
définie par h := (x,0) — o.h(x), . désignant 'action de G5 sur X. On veut montrer que
ce morphisme est représentable. On se donne donc un morphisme de champ S — [63\X ].

Il est déterminé par I'image de idg, c’est-a-dire un Gs-torseur £ 1, S et une application

équivariante E 2 X. En effet, tout objet (M % S) € Obj(S) est envoyé par ce foncteur

vers
hop1

g (E—S,E— X)=(ExsM% M,ExgM"5" X).
On voudrait montrer que le foncteur X — [63\X] est un revetement universel de
[&5\X]. On aura alors m ([5,\X]) = Ss.
Proposition I1.2.18. Soient C .= X — [63\X] le foncteur canonique défini ci-dessus

et £ := 8 — [&,\X] le morphisme déterminé par (E EN S, E L X), alors le champ
S X[G \X} X est équivalent a E. En particulier, ceci montre que le foncteur précédent
3

est représentable et que c’est de plus un revétement puisque E — S est un revétement.
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Ceci montrera que le foncteur est représentable.

Démonstration. On note C':= [g,\X] pour simplifier les notations.
On commence par décrire explicitement la catégorie S x o X. Par définition, ses objets

sont les triplets (M A s ML X, @) ou (p,idyr) est un morphisme dans C' entre les

objets

E(M L S)=(BExg M — ME xs M"% X)

et
CIM L X)=(Mx6;— M,Mx 6,3 5 X)

de C. Un morphisme entre deux objets (M — S, M — X a) et (M' — S, M' — X, )
est une application continue 5 : M — M’ faisant commuter les deux diagrammes

M——= M M——= M
S et X

et telle que le diagramme suivant commute :

E(M — 8) —*=C(M — X)
«sml lcw)
E(M' — §) —=C(M' — X)

Remarque I1.2.19. La catégorie C' étant un champ sur T'op, elle est fibrée en groupoides
donc par hypothése, si (M — S, M — X, «) est un objet de S x¢ X, les G3-torseurs
E xg M et M x &3 sont isomorphes par ¢.

Montrons que cette catégorie est équivalente a E. On commence par construire un
foncteur de E vers S x¢ X. On considere un objet (M ER E) € Obj(E). La deuxieme
projection £ xg M — M est un Gs-torseur trivial. En effet, étant donné un couple
(x,y) € E xg M, on a f(x) = f(g(y)) et puisque f est un Gs-torseur, il existe une
permutation o € S3 telle que z = 0.g(y). On envoie (z,y) sur (y,o). Cette application
que l'on note a est une bijection entre £ xg M et M x &3. Montrons qu’elle induit un

isomorphisme dans C' entre (M LA ) et C(M hog, ). On a
E(M — S) = (Exs M MFE xs M 2% X)

et
hog.

C(M —X)=(Mx655 MMx&; =% X).
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On doit montrer que le diagramme

ExgM—>M x &

l |

M M

idpg
est cartésien ce qui est clair. De plus, un morphisme de C doit satisfaire

hops hog.

(EXSM—>X):<EX5M&MX63—> )

Soit donc (x,y) € E xg M, on a hopy(z,y) = h(x). D’autre part, a(x,y) = (y,0) avec

z=0xg(y) et h(y,0) =0 xh(g(y)) = h(o*g(y)) = h(x)

par équivariance de h. Ceci montre que les composées sont égales donc que 'on a un
isomorphisme entre les deux objets de C. Ainsi, on a construit un objet (M — S, M —
X,a) de § x¢ X. On pose

FM —E)=(M— S, M— X, «a)

construit ci-dessus. Montrons que c’est un foncteur. On se donne un morphisme ¢ entre
deux objets de E :

M —2= )

| A

E

I1 suffit de montrer que ¢ est compatible avec les isomorphismes «, o’. En d’autres termes,
il nous faut montrer que le diagramme suivant commute :

ExgM—">M x G4

idxgol lcpxid

Exg M~ M x &4
Soit (z,y) € E xg M. On a

a(z,y) = (y,0) avec x = o * g(y)
et
(¢ xid)(y, o) = (¢(y), 0).

D’autre part, on a o'(z, ¢(y)) = (p(y),0) car x = o * g(y) = o * ¢'(¢(y)) ce qui montre
la commutativité du diagramme et acheve de montrer que F est un foncteur.
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On construit maintenant un foncteur dans ’autre sens, de S x¢ X vers E. Soit
(M — S, M — X, ) € Obj(S xc X)

et on considere I'application composée suivante :

M < M x {Id} ¥ E xs M — E.
C’est une application continue de M dans F donc un objet de E. On note
GM — S, M — X,p):=(M—E)

ou M — FE est I'application construite ci-dessus. Montrons que G est bien un foncteur.
On se donne un morphisme 3 : M — M’ qui induise un morphisme dans S X X entre

(M — S,M— X,p) et (M'— S, M — X, ¢).

Il suffit de montrer que le diagramme

M—M

v

E

commute. Par hypothese , le diagramme suivant commute

ExgM—2> M x &
Idxﬁl lﬁxld
EXSM/?MIX 63

ce qui montre que le diagramme précédent commute et que G est bien un foncteur.
On veut maintenant montrer que ces deux foncteurs sont inverses I'un de 'autre. On le
montre sur les objets. Soit (M % E) € Obj(E). Alors

F(M — E) = (M % s, M™% X, )
ou

EXSM = MXGg
a:
(x,y) +— (y,0)avecx=o0x*g(y)

op~! .
et Go F(M — E) = (M 22— E) oi1 on note encore ¢~! : M — E xg M Vapplication
obtenue en identifiant M a M x {Id}. Montrons que cette application est égale a g. Soit
m € M, alors

pro@ (m) = pi(g(m), m) = g(m)
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donc

GoF(M L E)= (M2 E)

et on a montré que G o F ~ [d. Soit maintenant (M s mLXx, ) € Obj(S xc X)
et calculons FoG(M — S, M — X, ¢). On a

G(M — S, M — X, ) = (M 222", R

et

1 1

fog(M — S M — X, @) _ (M fopiop™ M hopyop—

, Q)
ou N
E Xg M — Mx 63
Q: 1 .
(z,y) — (y,0)avecz =0*piop  (y)

Montrons que cet objet est isomorphe a 'objet de départ. On commence par montrer les
égalités fopop™t = ket hop,op~! = [. Pour cela, on rappelle comment ’isomorphisme
est caractérise. Par hypothese, (¢, idy/) est un morphisme entre les objets

(Exs M2 MExg M"% X)

et
(M x &3 2 M, M x &35 X)

oul(m,g) =gx*Il(m),¥Ym € M, Vg € G&3. Ceci signifie que les deux diagrammes

ExgM—">M x G ExgM—">M x G (IL.1)

M et x
commutent.

Montrons maintenant 1’égalité des deux applications. Soit y € M. Alors =1 (y, Id) =
(z,y) pour un certain z € E et par commutativité du diagramme II.1, cet élément vérifie
f(z) = k(y) et h(z) =I(y). On a donc

{ fopiow™(y) = f(2) = k(y)
hopioe (y)=h(z) =I(y)

ce qui montre que les applications sont égales. Montrons enfin que o = ¢. Soit (z,y) €
E x5 M, alors p(z,y) = (y,7) avec h(x) = 7.1(y) et a(z,y) = (y,0) avec z = o.py 0 !
d’ou

h(z) = h(oprow™(y)) = a.hopiop™ (y) = ally).

Ceci implique 0 = 7 donc ¢ = « ce qui acheve la preuve. O
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On veut maintenant montrer que C : X — [,\X] est le revétement universel de [g,\X].
Nous savons déja que c’est un revetement donc d’apres le lemme 11.1.30 il suffit de mon-
trer que X est simplement connexe ce qui est clair. Ceci implique que C : X — [63\X | est
le revétement universel de [g,\X]. Ceci implique que le groupe fondamental de [&,\X]
est G3, donc que le champ des triangles admet G5 pour groupe fondamental. Ceci montre
notamment que la catégorie 7 des triangles ne provient pas d’un espace topologique puis-
qu’il n’existe pas de surface topologique ayant &3 pour groupe fondamental.

Remarque 11.2.20. La définition de groupe fondamental (dans [Nool] and [Noo2]) est
longue et compliquée. Il est possible de montrer que le champ [63\X] est un champ
topologique. Il n’est pas clair cependant que dans ce cas notre définition naive coincide
avec les définitions données dans les articles de Noohi.

Une version algébrique du champ des triangles

On peut envisager une définition algébrique d’un triangle. On définit maintenant un
triangle comme la donnée d’un triplet non ordonné (a, 3,7) € C3? tels que a+ 3+~ = 0.
On pose

X = {(z1,29,23) € C3| Zx, =0}

sur lequel G3 agit de maniere claire.

Définition I1.2.21. Une famille de triangles paramétrés par un schéma de type

fini, muni de la topologie étale, est une paire (E 4, M, 1) ot f est un morphisme étale
fini de degré 3 et T est une fonction réguliére sur E telle que

Vm e |[M||{e € E(C), f(e) =m} = {e1, es.e5} et Zf(ei) =0.

On définit maintenant la catégorie 7 des triangles dont les objets sont les familles de
triangles paramétrées par un schéma et un morphisme entre deux objets (£ ENY ,T) et

(E LRy VE ,7') sont les paires (¢, 1) de morphismes tels que le diagramme

E—2>p

|

!
M—>w M

soit cartésien et (F — E' — A'dc) = (E — A'dc). On montre comme précédemment que
la catégorie 7 est équivalente a la catégorie [63\X | puis que c¢’est un champ au dessus
de Sche, la catégorie des schémas de type fini munis de la topologie étale. Comme
précédemment, on montre que le foncteur canonique X — [63\X | est le revétement
universel de [g,\X].
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Soit
O(X) = C[xla "L‘Q’x?’]/(l'l + T9 + {L'g)

I’anneau de X. Il est munie d’une action naturelle de G5 et les éléments invariants sont

<C[x1,x2,x3]/(xl . ﬂg))@s = Clta, t3]

ou t2 =TTy + Tol3 + 13 et tg = T1T2X3.
Le quotient catégorique Y := &,\\X est défini par Spec(O(X)®*). On a un mor-
phisme de champs

[6,\X] =Y

définit comme suit. Soit (E — M, E — X) un objet de [63\X]. Alors, puisque £ — X
est équivariante, on obtient une application £® — Y. De plus, F — M étant un Ss-
torseur, M est isomorphe au quotient de E par l'action de &3, donc on obtient une
application M — Y et c’est un objet de Y.

Par ailleurs, I'application X — Y est un revétement ramifié de groupe &3 (ramifié
en les points ou les coordonnées sont égales). Ainsi, bien qu’on puisse dans ce cas définir
un quotient Y de X par l'action de &3, ce champ c’est pas le bon champ a considérer
pour comprendre les familles de triangles et nous devons a nouveau considérer le champ
quotient [&,\X].
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1.3 Le champ des fibrés vectoriels

Dans cette section, X désigne une courbe lisse, projective, irréducitble sur C, vue soit
comme un schéma soit comme une variété complexe.

1.3.1 Les fibrés vectoriels en tant que GL,(C)-torseur

La catégorie Fib,, x des fibrés vectoriels au-dessus de la catégorie Schc des schémas
au-dessus de C ou au-dessus de la catégorie Varc des variétés complexes. Un objet est un
fibré vectoriel (géométrique) V £ X x¢ T de rang n au-dessus du produit X x¢ 7" (ot on
écrit X x¢ T au lieu de X Xgpee(cy T'). Par ceci, on entend la donnée d’un recouvrement

{T;} de T et des isomorphismes ; : p~1(U;) = U; x C* avec U; := X x¢ T; tels que

pU(U;) == U; x C"

|

Ui

est commutatif, out p; désigne la premiere projection. De plus, pour u € U;NU; et ¢ € C,
on a

SOJ © sz'_1<u7 C) = (U, w1]<u7 C))
et 1;; est linéaire en c. Un morphisme est donnée par une paire de morphismes f : 77 — 75
et V1 — V; tels que le diagramme suivant est cartésien

Vi Vs

| |

XXCTlTXf)X X(CTQ

et tels que V3 — V5 est linéaire aux fibres. Le foncteur Fib, x — Sch est donné par
O:(V-XxcT)—T.

Lemme I1.3.1. Si X = {x}, la catégorie fibrée Fib, x est équivalent & la catégorie
quotient [GLn(C)\{*}] et c’est donc un champ au-dessus de Schc.

Démonstration. On doit montrer que ces deux catégories fibrées sont équivalentes . Etant
donné un fibré vectoriel f:V — T de rang n, on sait qu’il existe un recouvrement {7;}
de T et des isomorphismes ¢; : p~1(U;) = U; x C" avec U; := X x¢ T; tels que

pU(U;) == U; x €

|

Ui
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commute. De plus, pour v € U; NU; et c € C", on a

pjow; (u,¢) = (u,1i(u, ).

Le fibré vectoriel est déterminé par les 1-cocycles {1;;} qui peuvent étre vus comme des
fonctions

Ozij;Ui N Uj — Aut((C")

définies par o;;(u) = v;j(u, —). On considere maintenant U; x GL,(C) pour tout i et
on les recolle en utilisant les cocycles o;;. On obtient une application £ — T' qui est
localement isomorphe & U; x GL,(C). De plus, on a une action de GL,(C) (disons par
translation) sur chaque produit U; x GL,(C) et puisque les cocycles sont compatibles
avec cette action, on obtient une action globale sur E, donc E est un GL,(C)-torseur.

Réciproquement, on se donne un GL,(C)-torseur p : E — T. On sait qu'il existe un
recouvrement {U;} de T et des isomorphismes ¢; tels que ¢; : p~1(U;) = U; x GL,(C).
Comme avant, on a des fonctions cocycles sur les intersections données par

¢; 0 qbi’l(u,g) = (u,6,j(u,9)),Vu € Uy NU,;,V¥g € GL,(C)

et en écrivant 6,;(u, g) = gayj(u, g), on obtient un cocycle a valeur dans Aut(C") (et plus
dans Aut(GL,(C))). On remarque maintenant que la donnée du recouvrement {U;} et
des cocycles {a;;} determine un fibré vectoriel et ceci acheve la preuve de la construction
inverse. L’équivalence entre les catégories est une équivalence de catégories fibrées en
groupoides car elle respecte les foncteurs oublis. O

Cette équivalence de catégories nous donne la valeur —n? pour la dimension dans ce
cas.

Remarque 11.3.2. Le groupe GL,(C) désigne ici le groupe algébrique (et pas ses C-
points).

Pour le cas général, on va travailler avec les faisceaux.

11.3.2 Le point de vue faisceautique

On considere la catégorie notée Bun,, x dont les objets sont les faisceaux de Ox .-
modules localement libres de rang n sur X x¢T', ou T est un schéma sur C. Un morphisme
de V; vers V,, ou V; est défini sur X x¢ T;, ¢« = 1,2 est la donnée d’'un morphisme
f: Ty — Ty et d’'un isomorphisme ¢ : Vi = (Id x f)*V,, ou Id x f est application de
X X¢ Ty vers X x¢ Ty valant I'identité sur X.

On sait ([GD] ou [Sha2]) que l'on a une équivalence de catégories entre Fib, x et
Bun, x. A partir de maintenant, sauf mention explicite du contraire, on appelle fibré
vectoriel un faisceau de Ox-module localement libre. On veut montrer la structure de
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champ lorsque 'on considere les objets en tant que faisceaux et pas en tant que fibrés
géométriques V' — N comme ci-dessus. Les résultats qui suivent sont valables que 'on
travaille avec la topologie de Zariski ou la topologie étale. On ne précise donc pas avec
quelle topologie nous travaillons.

Lemme I1.3.3. La catégorie Bun,, x est fibrée en groupoides au-dessus de la catégorie
Sche des schémas.

Démonstration. On se donne f : T — S et un faisceau V sur S et on veut montrer qu’il
existe M sur X X¢ T et un morphisme au-dessus de f entre ces deux objets. On pose
M := (Id x f)*V. L’isomorphisme est alors I'identité et on a bien la premiere propriété.
On suppose maintenant que 1’on a un diagramme

N\

T'——S

ou U,T,S sont des schémas au-dessus de C et on se donne trois faisceaux V, M, N
respectivement sur X xXc 7', X x¢c .S et X xcU. On suppose que 'on a des isomorphismes
o:V S (Idx fy*Metn: N = (Id x h)*M et on veut trouver un isomorphisme
v: N 5 (Id x g)*V. Par hypothese, on a

(Id x h)*M =~ (Id x g)*(Id x f)*M
donc (Id x g)* donne un isomorphisme entre (Id x g)*V et
(Id x g)*(Id x f)* M ~ (Id x h)*M.

Posons v := (Id x g)*(¢) "' on, on a alors le résultat souhaité donc Bun,, x est bien une
catégorie fibrée en groupoides. O

Proposition I1.3.4. La catégorie Bun,, x est un préchamp au-dessus de S.

Démonstration. On se fixe un schéma T et deux faisceaux Vi,V sur X X¢c T. On se
donne une famille couvrante i, : T, — T et on veut montrer que la suite suivante est
exacte

Isompyn, x (V1, Vo)(T') — H Isompun, V1, Vo) (1) = H Is0mpun,, x V1, Vo) (Tax1Tp)
@ a,fB

Notations :
On pose Z := X xcT et Y := X xc U,T,. On a une application ¢ : ¥ — Z qui est
un recouvrement de Z et on note ¢ : Y xz Y — Z l'application naturelle. On note
Buny l’ensemble des objets de Bun,, x qui sont au-dessus de U,7T,, et Buny ’ensemble
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des objets au-dessus de T' (ou en d’autres termes, respectivement les fibrés vectoriels de
rang n sur Y et 7).

On a
H Isompun, x (V1, V2)(Tw) ~ Isompun, x (V1, Vo)(T)

et
H Isompun, Vi, Vo) (To X1 Tp) =~ Isompun,  (V1, Va)(T" X0 T")
a?/B

il nous suffit donc de montrer que la suite d’ensemble suivante est exacte :
Mor(Vy,Va) — Mor(i*Vy,1*Vs) = Mor(¢* Vi, ¢*Vs) (I1.2)

Supposons que 'on ait la propriété suivante :

Lemme I1.3.5. Soient Z,Y comme définis précédemment. Pour tout faisceau localement
libre F sur X Xc T 1l existe un recouvrement ouvert de X X¢ T tel que pour tout ouvert
U de ce recouvvrement la suite

FU) "B F(U) ®0,w) Oy (i7(U)) = F(U) ®o,w) Oy (i) @o,w) Oy (i (U))
est exacte, ou les deux applications
s1,52 1 F(U) Qo) Oy (i H(U)) = F(U) @o,w) Oy (i (U)) @o,w) Oy (i1 (U))

sont données respectivement par a @b+—a bR 1 eta®@b— a®1® 0.

On se donne un recouvrement de X x¢ T pour lequel le lemme I1.3.5 est satisfait
pour V; et Vy. Soit un morphisme ¢ de i*V; — i*V, dans Buny (donc un isomorphisme)
tel que p} o i*(p) = ph o i*(p). Alors pour tout ouvert U du recouvrement choisi, on a
des morphismes locaux ¢(i~1(U)) qui coincident sur le produit ¢~ '(U) x¢ i~ *(U). Par
la théorie de la descente (cf [BLR] et [Grol]), on sait que pour tout U, le morphisme
(i~ (U)) provient d’un morphisme ¥(U) : Vi (U) — Vy(U) c’est-a-dire

P (U)) = (U) @ idoy 1wy : Vi(U) @ Oy (i (U)) — Vo @ Oy (i (U)).

Le morphisme ¢ étant un morphisme de faisceaux, il est déterminé par les morphismes
locaux {¢(U)} et des fonctions de transitions Ayy. On voit facilement que ces dernieres
définissent des fonctions de transition qui permettent de conclure que 'on a un mor-
phisme de faisceaux ¢ vérifiant 1*1) = . 1l reste a montrer que ce morphisme est un
isomorphisme. Par hypothese, ¢ est un isomorphisme, on peut donc faire le méme tra-
vail pour ¢! et on obtient un_morphisme ¢’ @V, — V; tel que "Y' = o ! On a
(U)o 7 (U) = Id = $(U) 0 H(U) ® Id et ¢ (U) 0 p(U) = Id = §(U) 0 $(U) & Id

donc 1) est un isomorphisme.
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On a donc montré la structure de préchamp en supposant le lemme 11.3.5. Il nous reste
donc a prouver ce dernier. On remarque que 'application 7 : Y — Z est fidelement plate
donc lapplication Oz(U) — Oy (i71(U)) est fidelement plate de présentation finie (fppf)
pour tout ouvert U ce qui implique que la suite

Oz(U) — Oy (i'(U)) = Oy (i7" (V) ®o,w) Oy (i~ (1))

est exacte. En se plagant sur U suffisamment petit pour que F soit trivialisé, F(U) est
un Oz (U)-module plat donc on conserve 'exactitude et on obtient le résultat souhaité.
Ceci acheve la preuve que la catégorie Bun,, x est un préchamp. O

On suppose maintenant que 1’on travaille avec la topologie de Zariski. Nous allons donner
une preuve de la structure de préchamp par le chemin des écoliers, c’est-a-dire sans utiliser
la théorie de la descente. On se donne un recouvrement de X X¢ 71" pour lequel on a

WV (U) = Vo(U) @0, w) Oy (i H(U)) = V2 Qo,w) Oy (i1 (U)) ®o,w) Oy (i (U)) (1L3)

pour tous ses ouverts U. Un tel recouvrement existe d’apres le lemme 11.3.5.

On va tout d’abord montrer que l'injectivité de ¢ dans la suite I1.2 découle de I'injectivité
de Id®1 dans I’équation I1.3. On se donne donc deux morphismes @1, o € Mor(Vy, Vs)
alors pour tout ouvert U du recouvrement choisi et pour j = 1,2, on a le diagramme
commutatif suivant :

v;(U)

Vi(U) V2 (U) (I1.4)

Id®1 1d®1

Vi(U) @ Oy (i7!(U)) Va(U) @ Oy (i=1(U))

Soit s € V1(U) alors s ® 1 € V;(U) ® Oy (i~ 1(U)) et par hypothese
"o1(s®1) =1"pa(s®1).
Montrons que ¢;(s) = ¢o(s). Par commutativité du diagramme I1.4, on a
Fpi(s®@1)=pi(s)®1,j=1,2
ce qui implique ¢1(s) = pa(s) par injectivité de Id @ 1 : Vo(U) — Vo(U) — Oy (i~ 1(U))

d’ott 1 (U) = p2(U) pour tout ouvert du recouvrement donc ¢ = ps.
On se donne maintenant un morphisme ¢ : :*V; — 1*V, dans Buny tel que pjp = pip et
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on veut montrer qu’il provient d’'un morphisme entre V; et V, dans Buny. Soit a € V;(U),
alors
s1a®@1)=a®1®1=s(a®1)

donc pip(s1(a® 1)) = pip(s2(a ® 1)). Par commutativité du diagramme I1.4, on a
siopla®1)=sy0p(a®1)

et 'exactitude de la suite I1.3 nous donne l'existence d’un élément @ € V1 (U) tel que ¢(a®
1) = a®1. On pose ¥(a) = a. [l reste a vérifier que 'on définit bien un Oz (U)-morphisme
Y (U) ce qui découle du fait que ¢(U) est un Oy (i~1(U))-morphisme. De la méme maniere
que précédemment, on montre que les {¢)(U)} se recollent en un morphisme de faisceau
qui est en réalité un isomorphisme. Ceci achéve de montrer que Bun,, x est un préchamp.

On revient maintenant au cas général et on suppose que l'on travaille avec une to-
pologie qui peut étre celle de Zariski ou la topologie étale. On veut maintenant montrer
que la catégorie satisfait le deuxieéme axiome des champs.

Proposition I1.3.6. La catégorie Bun, x est un champ au-dessus de Schc.

Démonstration. On commence par réécrire le deuxieme axiome des champs. Soit 7" un

schéma et on considere une famille couvrante 7, > 7. On note comme précédemment
Z =X XxXcTetY =X xcUT,. On a deux applications 2 : Y — Zet q: Y xz Y — Z.
Rappelons le premier axiome :

Etant donné une collection d’objets locaux F, et des isomorphismes o5 satisfaisant
la condition de cocycle, alors il existe un objet G sur X xc¢ T et des isomorphismes
Aa @ 12G ~ F, qui coincident sur les intersections. Cela se traduit avec les notations
précédentes par :

Soit un objet F sur Y et un isomorphisme ¢ : piF ~ piF (sur Y x, Y) satisfaisant
DisP = P53 0DIap, Oll on note p;, respectivement p;;, les projections naturelles Y x 7Y —
Y, respectivement Y Xz Y xz; Y — Y xz Y. Alors il existe un objet G sur Z et un
isomorphisme A : "G ~ F tel que popi\ = p3A c’est-a-dire tel que le diagramme suivant
commute :

piiG =—=ps1*
pI(A)l lpé(k)
P F —E=pyF

Comme précédemment, on se place sur un ouvert U d’une trivialisation de F et on traduit
en termes de modules les données que nous avons. On note A := O4(i(U)), B := Oy (U)
et M := F(U). On définit deux B-modules M; = M ®@p B4 B et My = M ®p B®4 B,
construit en utilisant les deux structures de B-module de B® 4 B, données respectivement
par b— b®1 et b+— 1®b. L'isomorphisme local p(U X ;) U) est alors un morphisme de
B ® 4 B-modules. Par la théorie de la descente, on sait qu’il existe un A-module N et un
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isomorphisme o : N®4 B — M compatible avec o(U x ;) U) (ce qui signifie exactement
que le morphisme vérifie la propriété de compatibilité sur les doubles intersections). Il
reste a montrer que I’on peut recoller les modules locaux obtenus par ce biais pour obtenir
un faisceau de Oz-module or ceci se fait comme précédemment en utilisant les fonctions

de transitions de F. Ceci acheve de montrer la proposition.
O

11.3.3  Pic’X et Bun{ y

On rappelle que la variété de Picard PicX peut etre définie en considérant le foncteur
suivant :

Picx(T) = {fibrés en droite sur X x¢ T} /p§ {fibrés en droite sur T}

ol pg : X X¢ T — T désigne la deuxieme projection. Ce quotient signifie que PicxT est
'ensemble des classes d’équivalence [£] de fibrés en droite pour la relation d’équivalence
suivante :

Ly~ Ly <= il existe un fibré en droite M sur T tel que £; = Lo @ p3M

Ce foncteur est représentable par la variété de Picard. Par représentabilité du foncteur,
chaque classe [£] peut étre identifiée & une application 7" — PicX.

La variété de Picard peut également étre définie en rigidifiant les fibrés en droites.
Plus précisément, on se donne un point rationnel Fy de X, on note ip, : T" — X X¢ T
'inclusion donnée par t — (Fy,t). On considere le foncteur suivant de Sche vers Ens :

P(T) = {(£,¢), L fibrés en droite sur X x¢ T, ¢ : Op = ip L}/,
ou I'équivalence est définie comme suit :

Définition 11.3.7. Deux éléments (L, ) et (L', ¢') sur X xc T sont équivalents sil
existe un isomorphismes 1 : L = L' tel que le diagramme swivant commute

Or

(IS

L|(poyx1) v L' pyyxr
0

On note [£, ¢] la classe d’équivalence contenant (L, ). On peut montrer que P(T') est
en bijection avec Picy(T'). Cette bijection est obtenue en envoyant un élément [L, ]
sur [L]. Elle est clairement bien définie puisque si on a [L, ] = [L£',¢'], alors il existe
par hypothese un isomorphisme 1 entre les deux fibrés en droite sur X x¢ T et cela
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signifie exactement [£] = [£’]. Montrons maintenant que lapplication est surjective.
On considere un fibré en droite £ sur X x¢ T. On sait que Ly = L|rx(p} est un
fibré en droite sur 7' donc il est inversible. On pose L:=L® (piLo)~'. On a alors
Z\Tx{po} = £|TX{ Py ® Ly L ce qui est canoniquement isomorphe a Or. On note can cet
isomorphisme et le couple (£, can) est alors un élément de P(T) qui s’envoie sur [£]
donc I'application est bien surjective. Il nous reste donc seulement a montrer qu’elle est
injective. Comme les deux ensemble sont des groupes pour le produit tensoriel et que
I'application respecte la loi de groupe, il suffit de montrer que si [£, ] est envoyé sur
Oxxor alors [L£,¢] = [Oxx.r,id]. Supposons que l'on a [£] = [Oxx.7], alors il existe
un fibré en droite M sur T tel que £ = p5M mais dans ce cas L|pyxr = M et via
v, M est isomorphe a Or. Le faisceau L est par conséquent isomorphe & Oxy.r (par
p5(¢)71) et ceci montre que Pon a [L, @] ~ [Oxx.r,id], ot I'équivalence est donnée par
I'isomorphisme p}(¢p)~!.

On a un foncteur analogue en fixant les degrés :
Pic% (T) = {fibrés en droite de degré d sur X xc T’} /p; {fibrés vectoriels sur T}
et celui lui correspondant
PUT) = {(L, ¢), L fibrés en droite de degré dsur X x¢ T, ¢ : Op = i LY/

On remarque qu'un fibré en droite sur X x¢ T de degré d est un fibré en droite £ sur
X x¢ T tel que pour tout ¢t € |T, le fibré en droite £|x sy sur X x {t} est de degré d.

Remarque 11.3.8. De maniére équivalente, on peut aussi définir la rigidification d’un
fibré en droite comme la donnée d’un isomorphisme C = E/ﬁ(—Po)f ce qui est un cas
particulier de faisceau muni d’une structure de niveau que nous définirons plus tard.

De maniere similaire, on peut définir un foncteur de Sche vers Ens pour les fibrés de
rang plus élevé :

BA(T) = {(L, ), L fibré vectoriel de rang n sur X xcT,deg L =d et ¢ : Or = L|rx(py}

Comme précédemment, le fait de fixer cet isomorphisme permet d’obtenir des objets sans
automorphisme non-trivial. On voudrait pouvoir dire que ce foncteur est représentable
par un schéma Z™? sur C de dimension n2g, oll g est le genre de la courbe X. On
aurait alors un foncteur oubli Z™¢ — Bunfl, « donné par (L, p) — L qui devrait étre un
morphisme de champ. Un tel morphisme, s’il existait, éliminerait les automorphismes et
ceci impliquerait que Buni « est le quotient de Z™¢ par le groupe GL,(C), autrement
dit :
Bun, y ~ [GL,(C)\Z™]

Parce que la dimension d’un champ quotient est connue, on aurait alors prouvé que la
dimension du champ Buni « est n?g — n? = n?(g — 1). Malheureusement en général,
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le champ Bunflh ¢ N'est pas équivalent a un tel quotient. On montrera toutefois dans la
section I1.3.5 qu’il est une réunion croissante de sous-champs quotients. De plus, quand
n =1, le champ Bun{ y est en fait isomorphe & [Gm\PiCdX ] et il a donc dimension g — 1.
Avant de prouver cette équivalence, on remarque que l'on a un foncteur oubli de PicX
vers Bun; y donné par (£, ) — L (on identifie ici une application 7" — PicX avec un
fibré en droite sur X x¢ T avec rigidification en utilisant la représentabilité du foncteur
P). Pour montrer I’équivalence entre les champs Buncfy et [Gm\PiCdX ], on considére un
fibré en droite £ sur X x¢T de degré d et on veut construire un G,,-torseur £ — T et une
application équivariante E — Pic?X. La restriction du fibré en droite £ & {Po} x T est
un fibré vectoriel, il existe donc un recouvrement ouvert {7, } de T" et des isomorphismes

Yo Orlr, — Llpyy <1, -

De plus, on sait que pour tout a, 3, on a @a|r.,; = Tappslr.s, ot Tag = To NTj et
Zap € C*. On pose
E, =T, xG,,

et
E = LlEa/N

ou I'équivalence est donnée par
(ta, Ta) ~ (tg, x3) S to =t € Tup, Tg = Talags.

L’action de G,, sur E est définie par

y~(ton xa) = (ton xay)'

On montre facilement que ceci définit une action globale sur E. En effet, si on a 1’égalité
(ta, Ta) = (tg, xg) alors t, =tz =1 et x,Tap = xp et on a clairement (t, z,y) = (£, 25y).
De plus, I'application £ — T est un G,,-torseur.

Nous devons maintenant définir une application équivariante & — PicX. On re-
marque que le groupe G, agit sur les couples (L, ¢) par (L, p) — (L,po0g), Vg € G,,.
On définit une application £ — PicX en envoyant un élément (¢,,z,) € E, sur
(L]xx{ta}> TaPalitay)- 11 est clair que L|ixxq,) peut étre identifié & un fibré en droite
sur X (de degré d). De plus, la restriction

xa¢a|{ta} : OT‘{ta} - E‘{PO}X{':@}

donne la rigidification du fibré en droite L|xt,} et le couple (L|xxita}, Taalita}) €st
donc un élément de Pic?X. Par définition de E, Papplication ainsi construite est bien
définie et elle est clairement équivariante. Nous avons donc associé a chaque fibré en
droite sur X x¢ T un objet de [Gm\PiCX ]. Réciproquement, on se donne un objet (F

T,E 2 Pic) X de [, \PicX]. Par hypothese, il existe un recouvrement {7, } de T et des
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isomorphismes ¢, : ¢~ (Ty) = Ty X G,,. En identifiant T, & T,, x {Id}, on obtient des
morphismes
he : Ty — PicX, t s ho oy (ty, Id).

Par représentabilité du foncteur Picy, chacun d’eux correspond a un fibré en droite L,
sur X Xc¢ T,, défini par £, := (Id X hy)*U, ou U est le fibré en droite universel sur
X x PicX. On obtient un fibré en droite £ sur X x¢ T puisque les fibrés L, coincident

sur les intersections et c’est cet objet de Bun; x que I'on associe a (E % T, E 2 picx ).

Observons aussi que le champ Bun; x peut étre obtenu comme produit de deux
champs. En effet, il est équivalent au champ produit PicX x [Gm\{*}] Soit U le fibré en
droite universel sur X x PicX. On considere un fibré en droite £ sur X x¢ T'. Alors par
représentabilité du foncteur Picy, il correspond a une unique application f : 7T — PicX
etona (Idx f)*U ~ L. Ceci signifie qu'il existe un unique fibré en droite M sur T tel que
(Id x f)'U @0y, L~ soit isomorphe & pry M. Le foncteur défini par £ — (f, (M, T))
donne un isomorphisme de champs. Comme le champ [Gm\{*}] est de dimension —1, on
obtient a nouveau que la dimension de Bun; x est g — 1.

En utilisant I'identification précédente, on peut transférer la solution au probleme de
Langlands géométrique (pour le groupe GL;) obtenue sur 'espace de modules PicX a
une solution sur le champ Bun; x. On montre ceci dans la section III.1.

Observation : Interlude topologique

Au dessus d’une catégorie d’espaces topologiques adaptés, il existe une construction
topologique qui peut étre vue comme la réalisation du champ [Gm\{*}] C’est ce que 'on
appelle I'espace classifiant BG,,, qui contient un fibré en droite universel £G,, — BG,,.
Tout couple (T, L) est le pullback de ce fibré en droite universel par une application
T — BG,,. Il est connu que l'espace BG,, (avec C pour corps de base) est la variété
projective au-dessus de C de dimension infinie et le fibré en droite universel est égal
au faisceau standard O(1). Cet espace projectif de dimension infinie peut étre obtenu
comme (H \ {0}) /(C*, ou H est un espace de Hilbert possédant une base orthonormale
dénombrable. Les groupes de cohomologie H*(BG,,, C) peuvent se calculer et on trouve,
comme dans le cas de la dimension finie, que H(BG,,,C) est égal & C pour i pair et
zéro pour ¢ impair. Dans cet interlude, G, est considéré comme un groupe topologique
donc pour étre tout a fait correct, on aurait du écrire G,,(C) au lieu de G,y,.

1.3.4 Quelques propriétés de Bun,, .

On utilise ici les notes de [Fal]. On commence par rappeler la définition de schéma lisse.

Définition I1.3.9. On se donne une C-algébre A, un idéal I C A satisfaisant I?> = 0
et un C-morphisme ¢o : Spec(A/I) — S. Alors le schéma S est lisse s’il existe un C-
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morphisme ¢ : Spec(A) — S, qui élend ¢q et si ce résultat est valable pour tout I, A et
¢o comme ci-dessus.

On adopte la définition suivante de lissité pour les champs

Définition I1.3.10. On se donne une C-algébre A, un idéal I C A satisfaisant I? = 0
et un morphisme de champs ¢q : Spec(A/I) — C. Le champ C est dit lisse s’il existe un
morphisme de champs ¢ : Spec(A) — C qui élend ¢q et si ceci est valable pour tout I, A

et (b(].

Comme précédemment, X est une courbe lisse, projective et irréductible sur C (mais
la plupart de ce qui suit est aussi valide au-dessus d’un corps de base k quelconque). On
note Buni x le sous-champ de Bun, x des fibrés vectoriels de degré d. On a Bun,, x =

I_IBunf% x et chaque composante est lisse et connexe.
Proposition 11.3.11. BuniX est lisse au-dessus de C.

Ebauche de la preuve. On se donne une C-algebre A et un idéal comme ci-dessus, avec
un morphisme de champs ¢ : Spec(A/I) — Bun, x. Un tel morphisme est déterminé
par I'image de I'application identité. Spec(A/I) — Spec(A/I), qui est un fibré vectoriel
L sur Spec(A/I) x X de rang n et de degré d. On doit construire un fibré vectoriel M
sur Spec(A) x X qui induise £ sur le sous-schémas fermés Spec(A/I) x X. On choisit

un recouvrement {U;} d’ouverts affines de Zariski de Spec(A/I) x X qui trivialise L.
Alors le faisceau £ est donné par un un l-cocycle {¢;;} pour GL,(Oy) par rapport
a ce recouvrement {U;}, ou Oy désigne le faisceau structural de Spec(A/I) x X. On
observe que {U;} est aussi un recouvrement ouvert affine de Zariski de Spec(A) x X.
De plus, il existe des éléments {c;;} dans GL,(O), ou O est le faisceau structural de
Spec(A) x X, tels que c; ; s’envoie sur ¢; ;. A priori, {c};} n’est pas un l-cocycle mais
nous allons montrer qu’il peut étre choisi comme tel. Pour cela, on introduit le faisceau
d’idéal Z := IO. On a alors la suite exacte longue de faisceaux suivantes

0 — Mat,(Z) — GL,(O) — GL,(Oy) — 0

ou l'application de Mat,,(Z) vers GL, (O) est donnée par M + Id+ M. Ceci nous donne
une suite exacte longue de cohomologie

- — H'(Spec(A) x X, GL,(0)) — H'(Spec(A/I) x X, GL,(Oy))
— H?*(Spec(A) x X, Mat,(Z)) — - -

Nous allons maintenant prouver que H?(Spec(A) x X,Z) est trivial. Pour cela, on
écrit X comme réunion X7 U X, de deux ouverts affines de Zariski. Alors Spec(A) x X
est la réunion d’espaces affines ouverts Spec(A) x X;, ¢ = 1,2. De plus, Spec(A) x
X;,i = 1,2 est affine. Il s’ensuit que pour tout faisceau cohérent, le H? est trivial. En
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particulier, c’est le cas du H? du faisceaux des matrices nxn & coefficient dans Z (puisque
H? et H? coincident). Ceci implique que 'application H'(Spec(A) x X,GL,(0)) —
H'(Spec(A/I) x X,GL,(Oy)) est surjective et donc {¢j;} peut étre remplacé par un
L-cocycle {¢};} qui s’envoie sur {¢; ;}. Le 1-cocycle {c};} ainsi que le recouvrement {U;}
définit un fibré vectoriel M sur Spec(A) x X qui satisfait la propriété requise. O

Observations [’espace tangent de Bun‘,i y €n un point.

Un C-point de Bun‘th est un morphisme de champs ¢y : Spec(C) — Bun‘fhx. I
correspond donc a un fibré vectoriel £ sur X de rang n et de degré d. Comme pour
les schémas sur Spec(C) on définit 'espace tangent au point ¢, comme ’ensemble
Ty, des morphismes ¢ : Spec(Cle]) — Bun{ y qui induisent ¢. Comme d’habitude, Cle]
désigne C[z] / (z2)- On peut définir de maniere abstraite la structure de C-espace vectoriel
sur Ty,. On va ici calculer I'espace tangent explicitement.

Un élément de I'espace tangent peut étre identifié & un fibré vectoriel M sur Spec(Cle]) x
X tel que
Z*M = 271M ®i_lOS’pec(C[5])XX OX = E

ot i : X — Spec(Cle]) x X. Le fibré vectoriel M s’identifie au faisceau i ' M sur X. On
a la suite exacte suivante

0—ei *M—>i"M—>L->0

et puisque £ = i "M ®,-10 Spec(Clel)x X Ox, la multiplication par € induit une identification

de £ & ei~' M. On obtient donc une suite exacte
0—>L—i*"M—>L—-0

de fibrés vectoriels sur X. Réciproquement, une telle suite munit le faisceau M d’une
structure de fibré vectoriel au-dessus de Ox|e]. L’espace tangent s’identifie donc a I’espace
des classes d’équivalence d’extensions de L par L. Ce dernier est isomorphe au C-espace
vectoriel H'(X, End(L)). Par Riemann-Roch on a

dim H' (X, End(L)) = n*(g — 1) + dim H*(X, End(L)).
En particulier, si £ est irréductible, alors dim Ty, = n*(g — 1) + 1.

On observe que la dimension de ’espace tangent peut varier sur le champ lisse Buni’ X
qui est connexe d’apres la proposition 11.3.13. Le fibré trivial de rang n (et de degré 0)
sur X a un espace tangent de dimension n?g et un fibré vectoriel de rang n et de degré 0
a un espace tangent de dimension n?(g— 1)+ 1. Un exemple explicite est le suivant : Les
C-points O? et O(—1) ® O(1) appartiennent tous les deux au champ connexe Bun p:.
Les dimensions de ’espace tangent sont respectivement 0 et 2.
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Ce qui précede montre que la dimension d’un champ lisse et connexe ne peut pas
étre définie comme la dimension de ses espaces tangents. En fait, J. Tapia nous a dit que
pour un champ lisse il est possible de montrer que la dimension du champ est égale a
la caractéristique d’Euler de son complexe cotangent soit ici dim Buni v =n*(g—1) et
ceci est cohérent avec la valeur que 'on trouve dans la littérature.

Définition I1.3.12. Deux C-points ¢1,¢s d’un champ C au-dessus d’un site S sont
reliés s’il existe un espace connexe T (i.e un objet de S), deuz points ti,ty € |T| et
un morphisme ¢ : T — C qui induit ¢; en t; pour 1 = 1,2. Plus précisément, si deux
points sont donnés par ¢; : x — C, alors les objets ¢;(idy.y) et ¢({t;} — T) doivent étre
isomorphes pour i = 1,2. Un champ C est dit connexe si deur C-points sont toujours
reliés.

On peut comparer cette définition avec celle donnée dans larticle [Nool], pour les champs
topologiques. Dans ce dernier, la définition est similaire mais avec T' = [0,1] et ¢t; =
0,t3 = 1. On rappelle qu'une courbe algébrique projective est connexe si et seulement si
son analytification est connexe (Cf [Sha2]).

Proposition I1.3.13. Le champ Bunix est conneze.

Démonstration. Pour n = 1 1’énoncé est vrai puisque la variété jacobienne Pic’X est
connexe. On suppose maintenant n > 1 et on considere un fibré vectoriel £ sur X de
rang n et de degré d. Le fibré vectoriel est une extension de sous-fibrés, autrement dit,
on a une suite exacte de la forme

0—L,—-L—-Ly,—0

avec L1, Ly des fibrés non-triviaux. La collection de ses extensions de L, par L; est
une famille, paramétrée par I'espace vectoriel H*(X, Hom(Ly, £1)). Donc L est relié a
L1® Ly. En utilisant le cas n = 1, il s’ensuit que £ peut étre relié a tout fibré vectoriel de
type Ox (d1[Ro]) @ - - @ Ox(d,[Fy]), ot Py est un point de X, d; € Z et > d; = d. 1l suffit
donc de montrer que Ox ([Py]) ® Ox(—[P]) peut étre relié & Ox & Ox. Si on travaille
au-dessus de Vare, c’est-a-dire si on se restreint au cas analytique, on peut restreindre
les fibrés vectoriels de rang 2 a de petits voisinages ouverts de Py et la preuve est donnée
A dans la sous-section I1.3.6 pour le cas oit X = P!. On ne connait pas de preuve directe
dans le cas algébrique! O

I existe également une définition de connexité en utilisant les sous-champs ouverts
et fermés, plus précisément un champ est connexe s’il ne contient aucun sous-champ
propre ouvert et fermé. Il semble cependant qu’il soit difficile de prouver la connexité de
Bun,, x pour cette définition sans utiliser la connexité par arcs donnée ci-dessus.
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1.3.5 Sous-champs ouverts de Bunfb,X.

On se donne un fibré en droite ample Ox (1) de degré 1 sur une courbe X de genre
g. Comme d’habitude, on note Ox(N) pour le fibré en droite défini par

Ox(1)®N siN>0
Ox(N) = Ox if N=0
(Ox(1)~H®INl - sinon

Pour tout fibré vectoriel (ou faisceau cohérent) F sur X on pose F(N) := F @ Ox(N).

Lemme 11.3.14. [ existe un entier N = N(n,g) > 0 tel que pour tout fibré vectoriel
F de rang n sur la courbe X, la propriété H'(X,F) = 0 implique que H°(X, F(N))
engendre F(N).

Démonstration. Pour tout fibré vectoriel F sur X, on note respectivement h°(F) et
h(F) les dimensions des espaces vectoriels H(X, F) et H'(X,F) et d(F), n(F) (ou
simplement n quand il n’y a pas de confusion possible) les degré et rang de F. On prouve
le lemme en utilisant plusieurs fois la formule de Riemann—Roch et par récurrence sur le
rang n.

Un fibré en droite F est engendré par ses sections globales si d(F) > 2g. En effet,
pour tout point P € |X| on a d(F(—P)) > 2g — 1, donc par le théoreme de Riemann-
Roch , on a h?(F(—=P)) > 0 et il existe donc une section globale qui ne s’annule pas en
P. Ceci montre que F est engendré par ses sections globales. De plus, pour tout fibré en
droite F, on a

h(F) = h'(F)=1—g+d(F)
donc h(F) = 0 implique d(F) > g — 1. On peut donc poser N(1,g) = g + 1 puisqu’on
aura alors d(F(N)) = d(F) + N(1,g) > 2g chaque fois que h'(F) = 0.

Sin>1etk:g—%,alors
RO(F(k)) = hH(F(k)) +n(1 —g) +d + kn > 0.

Le faisceau F(k) contient donc un fibré en droite de degré positif, notons-le £;(k), tel
que le quotient L£(k) / Li(k) n’ait pas de torsion. Maintenant le sous-fibré en droite £, de
F est de degré

d
deg(L1) 2 —k = — —g.

On suppose maintenant que n = 2 et on pose Ly = f/L‘l. Si hY(F) = 0, alors
h'(Ls) = 0 d’ott d(Ly) > g — 1. Ceci implique
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ce qui impose d(F) > —2. On sait que F(N) est engendré par ses sections globales si
c’est le cas de L1(N) et Lo(N). L'entier N(2,¢g) = 3g+ 1 a donc la propriété requise. En
effet, pour cette valeur de NV, on a a la fois d(L£1(N)) et d(L2(N)) plus grands que 2g, et
les deux faisceaux sont donc engendrés par leurs sections globales.

On suppose n = 3. Soient £; C F un fibré en droite de degré maximal et W = F / L1

Comme le faisceau W est de rang 2, on sait que d(W) > —2 et d(£;) > &

=5 —9g- On
trouve ensuite

a(F) = die) +dow) > W g

ce qui amene d(F) > —32. Comme avant, F(N) est engendré par ses sections globales
si c’est le cas de L1(N) et W(INV). Ceci montre que 'on peut prendre pour N(3, g) 'entier
5g + 1. La récurrence sur n est maintenant claire. 0

On rappelle le théoreme de semi-continuité de H. Grauert :

Théoreme 2. Soit F un fibré vectoriel sur X x¢ T. On pose Fy := F|xxq, alors
ensemble des points t € |T| tels que le fibré vectoriel F|xqy satisfait H' (X, F|x ) =
0 est un ouvert de Zariski non vide.

(Cf [Gral] [Gra2]).
En utilisant ce résultat, on définit un sous-champ ouvert B, (pour r > 0) de Bunfb’ X
qui consiste en les objets (V,T) de Bunth tels que H'(X,V(r);) = 0 pour tout point
t € |T|. Montrons que c’est bien un sous-champ ouvert. Pour cela, nous allons montrer
le résultat suivant :

Lemme I1.3.15. On consideére un morphisme de champs T — Bunivx. 1l est déterminé
par un fibré en vectoriel (M, T) € Obj(Bunf ;). Soit

U:={teT, H-(X, M(r),) = 0}.

Alors le produit fibré B, Xpu, I est isomorphe a U (par soucis de clarté, on écrit Bun
au lieu de Buni « dans les produits fibrés). En particulier, le morphisme B, — Bunfu x
est représentable et par le théoréme de Grauert, U est un ouvert de T donc B, est un
sous-champ ouvert.

Démonstration. On considere un objet ((V,5), S ER T,0) de B, Xgu, L. Par définition,
0 est un isomorphisme

0:V — f*M.
Il donne un isomorphisme 0(r) : V(r) = (f*M)(r). Pour tout s € |S|, on a

HY(X, (f*M),) =0=H"(X, M)
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ce qui implique f(S) C U. Cela nous donne un morphisme S — U qui est un objet de
U et on a défini ainsi un morphisme de champs

Br ><Bunz - Q

Montrons que I'on a un foncteur inverse. Supposons que I'on a un morphism f : S — U.
Alors V := f*(M|xxy) est un fibré vectoriel sur X x S et il satisfait H*(X,V(r)s) =
0,Vs € S. Le triplet ((V,5),S — U < T, 1d) est donc un objet du produit fibré et on
vérifie aisément que ceci définit un foncteur et que les deux foncteurs sont inverses I'un
de l'autre. O

Le champ Bunflh ¢ est une réunion filtrée de ces sous-champs. Le champ B, a une
structure plus simple que Buni ¢ car il admet une présentation donnée par le quotient
d’un schéma de type fini sur C par I'action d’un groupe réductif. Dans les notes de cours
de G. Faltings [Fal] on propose I’approche suivante :

En utilisant le lemme précédent, on trouve un entier r* tel que pour (V,T) € B,
on ait H(X,V(r");) = 0 et H°(X,V(r");) engendre V(r"); pour tout point ¢ € |T|.
Rappelons que par abus de notations, on écrit V; au lieu de V|x . Soit p : X x¢T — T
la projection. Alors H? := p,V(r™) est un faisceau cohérent de Op-modules sur T' (car
X est projective et le morphisme p est donc propre). Pour tout point ¢ € |T'| I'espace
vectoriel H?/m;H? (ot my est I'idéal maximal de Or,) est égal & HO({t} x X, V(r")).
En effet,

HY = lim H(U) =lm V(") (X x U) = H(X x Spec(O),V(r'))

teUCT teU

d’ou
0
Hyfpp, = H(X x {t}, V(1))

et ce dernier est de dimension N := n(1 — g) + nr* + d. Il s’ensuit que H° est un fibré
vectoriel sur T' de rang N. Apres avoir remplacé T par les éléments d’un recouvrement
ouvert de Zariski on obtient que H est en fait un fibré vectoriel libre de rang N. On
suppose maintenant que I'objet (V,T) est donné avec une base de H°, ou en d’autres
termes, avec un isomorphisme OF — HY (défini en envoyant la base canonique sur la
base donnée). Ceci nous amene a considérer le probleme de modules pour la donnée
suivante :

Les couples (W, b) de fibrés vectoriels de rang n et de degré d* sur X muni d’une

base b de H(X, W), tels que H' (X, W) =0, et H*(X, W) engendre W.

Pour ce probleme de modules, il existe un espace de modules fin. L’idée est la suivante :
Le couple (W, b) détermine un morphisme surjective

¢:OF =W,
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o N = dim H°(X,W). Le noyau de ¢ est un fibré vectoriel de rang N — n. On cherche
donc des sous fibrés W' de OF de rang N —n tels que O%/W’ n’ait pas de torsion (pour
obtenir un fibré vectoriel), possédant le degré requis et satisfaisant

HY(X, Ox" jpyr) = 0.

Les schémas de Hilbert et Quot introduits par Grothendieck parametrent les éventuels
W' (Cf [Gro2] and [Nit]). Ceci fournit le schéma représentant le probleme de modules
précédent.

On revient maintenant au sous-champ B,. A un objet (V,T) de B, on associe une
famille (V(r*),T) et on munit localement le fibré vectoriel p,V(r*) de rang N sur T
d’une base. Ceci définit un GLy-torseur. Localement, on a une famille pour le probleme
de modules cité précédemment (avec rang n et un d convenable). Soit M, 1'espace de
modules fin correspondant. On obtient alors que B, est le champ quotient [G,,\M-].

Pour g = 0 nous allons donner la construction de maniere explicite. Pour g = 1 nous
indiquerons un moyen de rendre la construction explicite. Pour g > 2 il faut appliquer
la machinerie des schémas de Hilbert et Quot (Cf [Nit]).

11.3.6 Le champ Bun, x dans des cas particuliers
X de genre 0

Soit X = P!. D’apres la section I1.3, le champ Bun; x est isomorphe a [Gm\{*}] et
il est donc de dimension —1. le faisceau standard O(1) sur P! est identifié & O([o0]),
i.e., le fibré en droite correspondant au diviseur [0o|. Le résultat classique de Birkhoff-
Grothendieck dit que chaque fibré vectoriel de rang n possede un décomposition

Ok) @@ O(ky),

ou les entiers k; < --- < k,, sont uniquement déterminés par le fibré vectoriel. La suite
ki < .-+ < k, est parfois appelée le type du fibré vectoriel. Le type d'un fibré
vectoriel F (de rang et degré fixés) sur P! x T’ peut varier méme pour un 7" aussi simple
que A' = Spec(C[t]) comme nous le verrons dans l'exemple donné & la fin de cette
sous-section.

On veut maintenant calculer explicitement ce qui apparait a la fin de la sous-section
I1.3.5 pour X = P!, Autrement dit, on veut déterminer les sous-champs ouverts B, de
Bunipl. Les objets de ce sous-champ ouvert B, de Bunipl sont les familles de fibrés
vectoriels (F,T) tels que pour tout t € |T|, h'(F(r);) = 0. Si le type de F; est d; <
... <d, on a alors

R(F(r)) =0=> h'O(r+d,).

Puisque l'on travaille sur P!, ceci impose d; +r > —1, dot dy > —r — 1.
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Pour simplifier les notations, on remplace ce champ par le champ dont les objets sont
les couples (F,T) ol F est un fibré vectoriel sur P! x T de rang n et de degré d tel que
h*(F;) = 0 et F; soit engendré par ses sections globales pour tout point ¢ € |T|.

Nous avons donc simplement besoin de considérer les fibrés vectoriels V' de rang n et
de degré d sur P!, engendré par ses sections globales (et avec h'(V) = 0). Les possibilités
pour V sont

O(d)®---® O(dy)

avec 0 < d; <---<d, et > d;=d.

On veut maintenant construire un espace de modules fin pour les données suivantes :

Les triplets (V, o, &1) ot
— V est un fibré vectoriel sur P* de rang n et de degré d, avec h*(V) = 0 et engendré
par ses sections globales.

— &y est une base de l’espace vectoriel H'(P', V) qui est de dimension d + n.

— & qui est définie comme suit : On considére Uapplication 3 : O™ — V définie
en envoyant la base canonique de O™ sur &. Alors & est le choiz d’un base de
’espace vectoriel HO(PY, (ker 8)(1)) qui est de dimension d.

Observons que le noyau de 'application 3 définie ci-dessus est de rang d et de degré

—d. Nous affirmons que le noyau de 3 est isomorphe & O(—1)%.

En effet, pour k£ > 0 le morphisme v : O — O(k) qui envoie la base canonique
{e;}F ! de OF+! sur la base {1, z,...,2F} de O(k). Le noyau de v est librement engendré
par les éléments ze; — es, ..., zer — exy1. On en déduit que le noyau est isomorphe a
O(—1)*. Pour k = 0, le noyau de 7 est réduit & zéro.

Nous devons donc considérer tous les morphismes a : O(—1)¢ — O™ possédant la
propriété
le noyau de o est nul et le conoyau n’a pas de torsion.

Il est naturel de considérer l'ouvert de Zariski M de 'espace des application C-linéaires
H((1)) : H'(P', 0%) = C! — H°(P', 0""(1)) = C***"

avec o comme ci-dessus.

Il est clair que c’est un espace de modules fin pour le probleme considéré. Cet espace
de module est de dimension d(2d + 2n). le champ obtenu en divisant par les choix de
0, &1 est [QL, x GLn+d\M]' Il est de dimension d(2d + 2n) — d* — (d + n)? = —n?, et
ceci est cohérent avec la formule générale n?(g — 1) pour le champ Bun,, x.
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Ezxemples :

e Soit z le parametre global usuel de P!. On pose Dy = {0} x T, Dy, = {0} x T,
Uy=P' xT — Dy et Uy = P! x T — Dy. La restriction de F & ces ensembles affines
Up, Us est libre (car un module projectif au-dessus d’un anneau polynomial est libre).
Le fibré V est donc donné par une matrice A € GL(2, C[t][z, 27!]). Cette matrice définie
un unique ensemble GL(2,C[t][z]) - A - GL(2, C[t][z"!]). Par ailleurs, chaque ensemble,
comme ci-dessus, définit un fibré vectoriel de rang 2 sur P! x T'. On consideére maintenant
le fibré vectoriel associé a
z 0
A= ( = 0 )

Pour t = 0, ceci définit un fibré vectoriel O(1) & O(—1) sur P!. Pour ¢ # 0, ceci définit
un fibré vectoriel libre sur P'. En effet,

~1 1
A 1 t772 0 ii 1 .
0 1 t =z

e Soit n = 2 et d = 3. On veut déterminer I’ensemble des applications injectives « :

O(-1)> — O° ayant un conoyau sans torsion. On identifie O3 & C* et O° & C®, alors

H°(a(1)) de C3 vers C°>@® 2C5 est de la forme a — Ag(a)+2zA;(a), avec Ay, A; : C3 — C°
linéaire.

Un calcul local montre que « a la propriété requise si et seulement si pour tout vecteur

non nul a € C3, les deux vecteurs Ag(a) et A;(a) sont linéairement indépendants. Ceci

nous permet de voir que I'espace M des « possédant la propriété requise est un ouvert
de Zariski.

Nous allons maintenant voir que la famille des fibrés vectoriels F de rang 2 et de
degré 3 parametrisée par M contient a la fois des fibrés F de type 0 < 3 et de type
1<2.

Afin de distinguer les deux cas, on considere la suite exacte suivante :

0— 0(=3)* 222 0(-2)° — F(~2) >0
et la suite exacte longue de cohomologie associée

H'(a(-2)
_

0 — H(F(=2)) — H'(O(-3)%) b HY(O(~2)°) — HY(F(~2)) — 0.

On observe que H'(a(—2)) = H°(a*)*. Pour un ouvert de M, le noyau de H'(a(—2)) est
de dimension 1 et ceci correspond au type 1 < 2. Sur le complémentaire de cet ensemble,
le noyau est de dimension 2 et ceci correspond au type 0 < 3.
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X de genre 1

La classification d’Atiyah des fibrés vectoriels indécomposables sur une courbe X de
genre 1, peut étre formulée comme suit. On considere X comme une courbe elliptique en
choisissant un point 1. On se donne une paire d’entiers r,t avec r > 1 et pgdc(t,r) = 1.
On fixe un revétement r-cyclique f, : X, — X non-ramifié et un point 1 € X, au-dessus
de 1 € X. Soit Oy, (t[1]) le fibré en droite usuel sur X,.. On pose V (r,t) = (f.).Ox, (t[1]).
C’est un fibré vectoriel indécomposable sur X de rang r et de degré t. De plus, pour tout
entier m > 1 on note U(m) le fibré vectoriel indécomposable de degré 0 et de rang m sur
X dont le déterminant est trivial. On remarque que U(m) est une extension multiple de
Ox et le fibré vectoriel U(m) est unique a isomorphisme pres. La classification des fibrés
vectoriels est la suivante :

Chagque fibré vectoriel indécomposable F sur X est de la forme L@ U(m) @ V(r,t), ou
L est un fibré en droite de degré 0. les entiers r,t,m sont uniques puisque le rang de F

est rm et son degré est mt. De plus, L est unique a tensorisation prés par un fibré en
droite M tel que f M est le fibré en droite trivial sur X,.

Pour I’énoncé précédent, on renvoie a [vdPR], ou ce résultat est une conséquence
de la classification des modules aux g-différence. On observe qu’il existe un espace de
modules fin pour les fibrés vectoriels indécomposables de rang n et de degré d (comme
auparavant, d/n = t/r avec pgcd(t,r) = 1), parametré par J, := Pic(}(/g, ou C est
un certain sous-groupe cyclique d’ordre r. On voit en effet que dans la décomposition
précédente, seul £ peut varier.

On fixe un entier naturel N et on considere les données suivantes

(F,b), ou F est un fibré vectoriel de rang n et de degré d tel que F(N) est engendré
par ses sections globales et H'(F(N)) = 0. De plus, b est une base de H°(F(N)).

En écrivant F comme somme directe de fibrés vectoriels indécomposables puis en
utilisant la classification d’Atiyah, on peut montrer, comme pour le cas du genre 0 qu’il
existe un espace de modules fin M pour ces données. Le champ quotient [GLS\M | (avec
s = h%(F(N)) = d + nN) est un sous-champ ouvert de Bunfb’X. De plus, Buni’X est
I'union filtrée de ces sous-champs ouverts. On remarque que le sous-champ correspondant
aux fibrés indécomposables est de dimension 0 puisqu’il est équivalent a [Gm\Jr] dont la
dimension est dim(.J,) — dim(G,,) = 0. De ceci et de la décomposition ci-dessus, on en
déduit que Buni x est de dimension 0.

11.3.7 Fibrés stables et représentations unitaires

Dans cette section, on se réfere aux notes de cours de [Fal]. X est & nouveau une
courbe (lisse, irréductible, projective) sur C et on suppose que son genre g est > 1. On a
deux approches différentes pour comprendre les fibrés vectoriels sur X. La premiere est



11.3. Le champ des fibrés vectoriels 83

par les fibrés stables. Pour un fibré vectoriel F de rang n(F) et de degré d(F) on définit

la pente pu(F) = %.

Définition I1.3.16. Le fibré vectoriel F est dit stable (resp. semi-stable) si pour tout
sous-fibré propre W de F on a p(W) < u(F) (resp. u(W) < u(F)).

Les fibrés en droite sont bien entendu stables et pour g = 1 il n’y a que des fibrés
stables. Dans cette section (sauf mention contraire) on suppose donc g > 2.

De maniere général, un fibré vectoriel F est ‘approximé’ par une somme directe de
fibrés semi-stables par la filtration de Harder—Narasimhan

OCcCHCFC---CFs

définie comme suit. F; est un sous-fibré de F de pente maximale p et on suppose que
parmi la collection des sous-fibrés de pente u, le fibré vectoriel F; est de rang maximal.
Le fibré F est alors semi-stable et le quotient F /7, est encore un fibré vectoriel . On
définit fz/ F, comme le sous-fibré de F / F, de pente maximale et, comme avant, tel que
parmi la collection des fibrés satisfaisant la méme condition, il soit de rang maximal.
La somme directe des fibrés semi-stables W := @EJA/ F, est appelée approzimation de
F. Le fibré W ne dépend pas des choix faits ci-dessus. L’ensemble des fibrés vectoriels
F ayant une approximation donnée VW peut étre vu comme un espace de modules. Par
exemple, les fibrés F ayant A @ B pour approximation sont les (classes d’isomorphisme
des) extensions
0—-A—-F—-B—0

et cet ensemble est paramétré par 'espace vectoriel de dimension finie H'(X, Hom(B, A))

(Cf [CE)).

Pour I'ensemble des fibrés semi-stables de rang n et de degré d fixés, il existe un
espace de modules que 'on notera M(n, d). Cet espace de modules est construit par les
schémas de Hilbert et avec ’aide de la théorie des invariants géométriques de Mumford.
L’ouvert de Zariski M(n,d)® de M(n,d) correspondant au fibrés vectoriels stables est
en fait un espace de modules fin.

La deuxieme approche pour comprendre les fibrés vectoriels provient des représentations
unitaires du groupe fondamental 7m1(X) de X. On note U, le groupe des matrices
complexes unitaires de taille n x n. Soit PU,, le quotient de U, par son sous-groupe
{Aidy,| |\| = 1} et on définit le groupe spécial unitaire par

SU, = {M € U,| det M =1}.

Les groupes U,, PU, et SU, sont vus ici comme des groupes analytiques réels. On
considere maintenant les représentations unitaires de rang n d’un groupe finiment en-
gendré 7 (un cas particulier sera m = 7 (X)). On veut définir le champ de ces représentations
afin de calculer sa dimension réelle.
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Une représentation unitaire, de rang n, de 7 est un homomorphisme h : 7 — U,,.
Supposons que 7 soit engendré par {gi,...,g.} et notons R l'’ensemble des relations

entre ses générateurs. Un homomorphisme 7 LR U, est déterminé par un r-uplets
(h(g1),...,h(g-)) € Ul qui satisfait les relations R. Ceci définit un sous-ensemble de
I'espace réel analytique (ou algébrique) U donné par les équations polynomiales en
les h(¢1),...,h(g,). Soit Y(m,n) := Hom(m,U,). Alors par ce qui précede, Y (m,n) a
une structure de variété analytique réelle. Cette structure ne dépend pas du choix des
générateurs. En effet, pour deux ensembles S; et Sy de générateurs, on voit facilement que
la structure analytique réelle pour Sy et Sy est la méme que celle définie pour S5 := S;USs.
Il suffit donc de se placer dans le cas ou la deuxieme collection de générateurs contient

la premiere, soit S; = (g1,...,9s) et So = (g1,...,9s, h1 ..., hy). Les nouvelles relations
contiennent les anciennes ainsi que des relations qui expriment chaque h; comme un mot
en les g1, ..., ¢g,. De ceci se déduit le résultat.

A partir de maintenant, on suppose que 7 := 7 (X) et on note Y (g,n) := Y (7w (X), n).
Ce dernier peut étre identifié au sous-espace analytique réel de U?9 qui consiste en les
2g-uplets (ay,...,a4,b1,...,b,) satisfaisant [a1,b1] - - [ay,by] = 1. Un résultat d’algebre
linéaire (voir 11.3.20) montre que 'application

U, x U, — SU,,

donnée par (a, b) — [a, b] = aba=*b~! est surjective. De plus, la dimension réelle de U,, est
n? et celle de SU,, est n? —1 donc pour un élément générique de SU,,, la fibre de I'applica-
tion est de dimension réelle 2n? — (n? — 1) = n? + 1. On considére maintenant 1’équation

la1,b1] ... [ag, by] = 1. On prend pour as, b, ..., a4, b, des éléments génériques de U,,. Cet
espace est de dimension (2g—2)n?. Il suffit maintenant de considérer I’équation [a, b;] = ¢
oll ¢ est 'élément générique ¢ := ([az, ba] ... [a,, b,]) ! La solution de cette équation est

un espace de dimension n? + 1 d’aprés 'argument précédent donc la dimension totale est
(29 —2)n* +n?+1= (29— 1)n*+1.

Ici on veut considérer les représentations unitaires a conjugaison pres donc on étudie
PU,. Le quotient naif pUn\Y(g,n) (pour n > 1) n’a pas de bonnes propriétés et nous
devons considérer le champ [pUn\Y(g,n)] qui est de dimension réelle (29 — 2)n? (pour
n > 1et g > 1). Les représentations unitaires de rang n du groupe fondamental peuvent
étre vues comme un champ. Comme dans le théoréme I1.5.1 (& venir), on peut montrer
que ce champ est équivalent a

[U,\(*}] “pu ) [pU, \Y (g, 7).

Comme nous le verrons plus tard dans la section IL.5, toute représentation h :
m(X) — GL,(C) induit un fibré vectoriel de rang n et de degré 0 sur X. En parti-
culier tout homomorphisme A : 7;(X) — U, détermine un fibré vectoriel de rang n et de
degré 0 sur X. Plus précisément, on a I’équivalence suivante.
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Théoréme I1.3.17 (Narasimhan—Seshadri).
Les catégories suivantes sont équivalentes :

1. Les représentations unitaires du groupe fondamental m(X).

2. Les sommes directes de fibrés vectoriels stables de degré 0 sur X.

Remarque 11.3.18. Une autre formulation (équivalente) du théoréme est la suivante :
Les catégories des représentations irréductibles unitaires et des fibrés vectoriels stables
de degré 0 sont équivalentes

On regarde le cas n = 1. Le théoreme donne alors un isomorphisme analytique réel
Hom(m(X),{c € C||c| =1}) — PicX".

Le premier groupe est isomorphe & {c € C| |¢| = 1}%. De plus, PicX? = C/5 ot A
est un réseau. L’isomorphisme entre {c € C| |c| = 1}*7 et PicX" respecte clairement les
structures analytiques réelles. Cependant le premier groupe ne capture pas la structure
analytique complexe de PicX".

Il est intéressant de comparer ce résultat avec celui qui sera montré dans la preuve du
corollaire 11.4.5 et les remarques qui suivent. Ce dernier dit que le morphisme de groupe
analytique Hom(m(X),C*) — Pic’X est surjectif et que son noyau est H°(X, ).
On en déduit que chaque élément de Hom(m(X),C*) s’écrit de maniére unique comme
le produit hihy, ot hy est homomorphisme induit par un élément de H°(X,Qx) et
hy € Hom(m(X),{c € C, |c| = 1}).

Rappelons que le groupe U, est le groupe des automorphismes de C" qui préserve le
produit scalaire standard. On considere un sous-espace propre A de C". Alors le sous-
ensemble Y (g, n, A) de Y (g, n) constituée des représentations laissant A (et A1) invariant
est fermé et isomorphe & Y (g,a) X Y(g,n—a), ou a = dim A. Le sous-ensemble Y (g, n, a)
avec 0 < a < n/2 constitué des représentations laissant un sous-espace de dimension a
invariant est une orbite de Y (g,n, A) sous I'action du groupe U,. On en déduit que
Y (g,n,a) est fermé et de dimension réelle strictement inférieure a la dimension réelle de
Y (g,n). Notons Y (g,n)* le sous-ensemble de Y (g,n) qui correspond aux représentations
unitaires irréductibles de rang n. Alors Y (g,n)* est un sous-ensemble ouvert de Y (g,n)
puisque son complémentaire est une réunion finie de sous-ensembles fermés de la forme
Y (g,n, A). Il est donc de dimension réelle (2g—1)n%+1. L’action de PU,, sur Y (g,n)* n’a
pas de points fixes puisque les seuls automorphismes d’une représentation irréductible
sont les multiples de I'identité. Le groupe PU,, est compact, ses orbites sur Y (g, n)* sont
donc fermées et isomorphes a PU,,. On en déduit que le quotient PU”\Y(Q, n)* est une
variété analytique. Par le théoreme de Narasimhan-Seshadri et le fait que M(n,0)* est
un espace de module fin (en fait ‘grossier’ suffit) on obtient un isomorphisme d’espaces
analytiques réels

pU, \Y (9:7)* = M(n,0)°.
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Ceci a pour conséquence que la dimension (complexe) de la variété algébrique M(n,0)*

est 3((29 — n* — 1 — (n? — 1)) = (¢ — 1)n* + 1. Chaque fibré vectoriel (stable)
irréductible admet C* pour groupe d’automorphismes et donc G,, agit sur M(r,0)*.
Si on voit [Gm\M(T ,0)°] comme un sous-champ ouvert de Bunﬂx, on trouve alors

dim Bun y = (g — 1)n%.

Remarque 11.3.19. On peut introduire la catégorie des systéemes locauxr de C-espaces
vectoriels de dimensionn munis d’un produit scalaire. Cette catégorie est alors équivalente
a celle des représentations de rang n du groupe fondamental.

On donne maintenant une preuve rapide du résultat d’algebre linéaire que nous avons
utilisé précédemment.

Lemme I1.3.20. Soit n > 2, alors tout élément de SU,,(C) s’écrit comme le commuta-
teur de deux éléments de U, (C)

(Cf [Fres2]).

Démonstration. On munit C" du produit hermitien canonique. Alors si A € U,(C),
I’automorphisme donné par M +— AM est un automorphisme unitaire. Il existe donc
P € GL,(C) telle que PAP™! = D ol D est une matrice diagonale. De plus, tous les
éléments diagonaux de D sont des nombres complexes de module 1. On suppose de plus
que A € SU,(C). Soit D := diag(ay,...,a,). Par hypothese, on a |a;| =1, Vi=1...n
et ajas...a, = 1.

On choisit des éléments b; € C* tels que by = asby, b3 = asbs, ..., b, = a,b,_1 et
biby...b, = 1. On a alors |b;] = 1, Vi = 1...n et b, = aya,_1...a2b1 = % Soit
B := diag(by,...,b,) et considérons la permutation circulaire o := (1,2,...,n). On

note Q(o) la matrice de permutation associée a cette derniere. Alors Q(o) € U,(C) et
Q(o)B~*Q(0)~" = diag(b; ', b, ...,b,",). Observons maintenant que

» ¥m—1

Bdiag(b, ', 07", ..., b)) = diag(bib, *, boby ... bpbt ) = A

» “n—1
ce qui implique A = BQ(c)B~*Q(c)~! et montre que A est un commutateur. O

Ce résultat est également vrai pour GL,(C) et SL, (C), c’est-a-dire que tout élément
de SL,,(C) est un commutateur de GL,(C) (Cf [Fresl]). On peut méme montrer que ce
résultat est encore vrai pour les groupes de Lie réductifs (Cf [DT]). On rappelle qu'un
groupe réductif est un groupe n’admettant pas de sous-groupe fermé, normal, connexe
et unipotent.
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1.4 Le champ des connexions

11.4.1 La structure de champs

Comme avant, X désigne un courbe lisse, projective, irréductible sur C munie de la
topologie complexe. Le site de base est maintenant la catégorie Varc des variétés analy-
tiques complexes avec les morphismes holomorphes. La catégorie Conn’y a pour objets
les triplets (7,V, V) ou T est une variété analytique , V un fibré vectoriel de rang n sur
X X¢ T muni d'une connexion V: )V — Q&XCT/T ® V.

Un morphisme (f,¢) : (11, V1, V1) — (15,V5, V3) est une application holomorphe
f Ty — Ty ainsi qu'un isomorphisme ¢ : V; — (Id x f)*V, compatible avec les V’s.
Plus précisément, le diagramme suivant doit étre commutatif

Vi ?

([d X f>*V2
V1 (Idx f)*Va

Vl ® Q%{Xch 4161). (Zd X f>*v2 ® Q}(Xch

¢®
Nous allons montrer que Conn, x est un champ au-dessus de Varc. Pour cela, nous
allons utiliser la preuve du fait que Bun,, x est un champ.

Lemme I1.4.1. La catégorie Conn, x est fibrée en groupoides au-dessus de Varc.

Démonstration. La preuve est en tout point similaire a celle du lemme I1.3.3 pour les fibré
vectoriels en considérant les pullbacks de connexions au lieu des pullbacks de fibrés. [

Proposition I1.4.2. La catégorie Conn,, x est un préchamp sur Varc.

Démonstration. Soit T une variété analytique fixée et considérons deux connexions (Vy, V)
et (Vy,V3) sur X x¢ 7. On se donne une famille couvrante i, : T,, — T. Rappelons les
notations que nous avons utilisé dans la preuve du lemme I1.3.4.

Notations :
Onpose Z .= X xcT et Y := X xX¢c U,T,. On a une application 7 : Y — Z qui est un
recouvrement de Z et on note q : Y Xz Y — Z D'application naturelle. On note Conny
I'ensemble des objets de Conn,, x qui sont au-dessus de U,T, et Conny l'ensemble des
objets au-dessus de T' (en d’autres termes, respectivement les connexions de rang n sur
Y et sur 7).

Nous avons vu qu’il suffit de montrer que 1’'on a la suite exacte courte suivante :

Isom((V1, V1), V2, V2))
— Isom(i*(V1, V1),i"(Va, Va)) = Isom(q*(V1, V1), ¢" (V2. V2))
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On suppose que 'on a recouvrement de X xX¢ T pour lequel le lemme 11.3.5 est satisfait
pour les deux faisceaux V; et V5. Rappelons que cela veut dire que pour ¢ = 1,2, la suite
suivante est exacte :

Vi(U) "B Vi(U) ®0,0) Oy (i71(U) = Vi(U) Ro,w) Oy (i71(U) @o,w) Oy (i71(U))

Supposons que I'on se donne un morphisme ¢ : i*(V;, Vi) — i*(V,, V3) dans le groupoide
Conny (donc un isomorphisme) tel que pf oi*(¢) = p5 0i*(). On a donc un morphisme
@ V) — ¥V, qui commute avec les connexions 1*V; et 1*Vy. Par la preuve de la
proposition 11.3.4, on sait que, localement sur chaque ouvert du recouvrement choisi, le
morphisme (I~ (U)) provient d’un unique morphisme

(U) : Vi(U) = W (U)

Par construction de i*V; et i*Vs, il est clair que le morphism ¢ (U) commute avec les
connexions Vi et V,. On obtient dont des morphismes locaux de connexions (locales) et
ils peuvent se recoller en un morphisme de connexion. Ceci acheve la preuve du fait que
Conn'y est un préchamp. O

On va maintenant montrer que la catégorie Conn,, x satisfait le deuxieéme axiome
d’un champ.

Proposition 11.4.3. La catégorie Conn,, x est un champ.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition I1.3.6, on fixe une variété analy-

tique T et on se donne un recouvrement 7y, — 7. Comme d’habitude, on note Z = X x¢T
et Y =X xU,Tpeti:Y — Zetq:Y xzY — Z les applications naturelles . Rappelons
le deuxiéme axiome d’un champ (en utilisant les notations précédentes).

Soit (F, V) un objet au-dessus de Y et soit ¢ : pi(F, V) =~ p5(F, V) un isomorphisme
(au-dessus de Y X Y') satisfaisant pjs¢ = pbsp 0 piyp, ol p;, respectivement p;;, désigne
les projections naturelles Y x ;Y — Y, respectivement ¥ Xz Y XY — Y X, Y. Alors
il existe un objet (G, n) au-dessus de Z et un isomorphisme A : i*(G,n) ~ (F, V) tel que
wopi(A) = ps(A), autrement dit tel que le diagramme suivant commute :

poi*(G,n) =——==p50i"(G,n)
pi(N) p3(N)
Pi(F,V) z p3(F,V)

Comme avant, on travaille sur un ouvert U qui trivialise F et on traduit en termes

de modules ce que l'on a. Soient A := Og(i(U)), B := Oy(U), M = F(U). On note
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encore V la connexion sur M (i.e. restreinte a U) et ¢ au lieu de p(U X,y U) pour
I'isomorphisme entre M ® 4 B et B®4 M. Par hypothese, on a le diagramme commutatif
suivant

M @4 B d B®uB (IL.5)
vVeId 1d®V
M®AB®QIW>B®AM®Q1

D’apres la proposition 11.3.6, on sait qu'il existe un A-module N et un isomorphisme
A:N®y B — M tel que le diagramme suivant commute

N4, By B=—=N®4 B®4 B (11.6)
)\®Idl J{Id@)\
M®s B B®as M

Nous devons montrer que ’on peut munir N d’une connexion 1 tel que A soit un isomor-
phisme de connexions A : (N ®4 B,n® Id) — (M,V). Soit n € N, nous devons alors
définir n(n) tel que
nn)@b=(Aold) " oVoAn®b), ¥bc B
On fixe b € B et on écrit
VoAln®b) = Zmi ® w;, avec m; € M,w; € Q', Vi
On sait qu'il existe n; € N et b; € B tels que A(n; ® b;) = m; pour tout i. Nous pourrons

définir 7 si on montre qu'il existe n, € N tel que n, ®b = n; ®b;, Vi. On considere I'image
de A(n ® b) ® b dans le diagramme I1.5. On a

VRIdAn®b)@b) =Y mew

d’ot
(p®Id)o(VRI)An@b)@b)=> ¢(m &b ®w;.

Par hypothese, c’est égal a

(p®Id)o (VR I)An@b)@b)=> o\ @b)@b) @w;
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mais d’apres le diagramme I1.6, on a p(A(n; ® b;) ® b) = b; ® A(n; @ b) donc on obtient

(p@Id)o (VR IdAne@b)®@b)=> b A(n; ) ®@w

D’autre part, par commutativité du diagramme I1.5, I'expression précédente est aussi
égale a

(IdoV)op(An®Db) ®Db)
Le diagramme I1.6 nous donne p(A(n ® b) ® b) = b ® A\(n ® b), nous avons donc

(Ido V) op(A(n®@b)@b) = (Id®@ V)(b® An®b)) = b® V(An @ b))

Par hypothese,

b VAn®D) =D bom@w = beAn; @ b)w;

et on obtient

ce qui nous montre qu’il existe 3; € A tel que b; = (3;b. On a alors
bi @n; = Bib@n; = b® Bin,

et le résultat s’ensuit. Nous avons donc montré que localement (sur I'ouvert U), il existe
une connexion (NN, 7n) telle que (N ®4 B,n® Id) ~ (M, V).

On utilise un argument similaire a celui de la preuve de la proposition I1.3.6 pour
montrer que ces connexions locales se recollent en une connexion globale. Ceci acheve la
preuve que Conn,, x est un champ. O

1.4.2 Quelques propriétés du champ Conn, x

Rappelons qu’un fibré vectoriel muni d’une connexion est de degré 0 (Cf section I.1) .
Comme précédemment, Bun%  désigne le sous-champ des fibrés vectoriels sur X de rang
n et de degré 0. Il est clair que le foncteur oubli Conn,, x — Bun%  est un morphisme
de champs.

Proposition 11.4.4. Le champ Conn, x est équivalent a [@m\{*}] x Hom(m (X),C").

[a¥)

Démonstration. On commence par remarquer que Hom(m(X),C*) = (C*)?9 est vu
comme une variété algébrique ou analytique sur C. De plus Hom(m(X),C*) est la

catégorie qui correspond a cette variété. On note 7 : X — X le revétement univer-

sel de X.
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On considere un objet (7', £, V) de Conn; x. On veut associer a ce triplet un élément
de Hom(m(X), C*). Pour cela, on considéere la connexion

(M, V) = (r x idg)*(L, V)

sur X x T puis le faisceau M := ker(V, M) sur X x T. 1 est localement constant ce
qui signifie que pour des recouvrements ouverts {X,} et {T,} de X et T, M| Z.xT. €5t
isomorphe a CX Or,,. Par conséquent, si p; : XxT— X désigne la premiere projection
alors p1.M est localement constant sur X et en fait globalement constant car X est
simplement connexe. On a donc M|z, . ~ CXOr,. Onnote p; : X xT" — T la deuxieme
projection. On a donc prouvé que p, M est un fibré en droite que I'on note £, sur T'. Le
groupe 71 (X) est le groupe du revétement X — X et il agit donc sur (M, V), M et L;.
Remarquons maintenant que Aut(Ly) = Aut(Or) puisque End(Ly) = L5 ® L1 = Or.
On peut donc définir un homomorphisme

h: 7T1(X) — OT(T)*

Ce dernier est équivalent a un objet 7' — Hom(m(X), C*) de Hom(m (X)), C*). En effet,
étant donné un morphisme h : m (X) — Op(T)*, on peut définir une application continue

T — Hom(m (X),C*), ¢ — (v — h(7)(t))
ou h(y)(t) est I'évaluation en t de la fonction h(y) € Or(T)*.

Réciproquement, étant donné un application continue f de 7" vers Hom(m(X), C*),
on doit montrer que l'on peut définir une application de m1(X) vers Or(T)*. Rap-
pelons que le groupe fondamental a 2g générateurs ai,...,aq,01,...,b; qui satisfont
alblaflbflag...b;I — 1. Etant donné ¢ € T, l'image f(t) dans Hom(m(X),C*) est
déterminée par les images de ces générateurs. En d’autres termes, f(t) est déterminée
par 2g éléments de C* correspondant aux images des générateurs. On les note a;(t) et
bi(t), pour i = 1...g. Ils vérifient

ay (t)by (t)ay () oy (1) .. by(t) Tt = 1.

Les fonctions de O(T') définies par t +— a;(t) et t — b;(t) sont inversibles et appartiennent
par conséquent a Or(T')*. L’application qui envoie a; (respectivement b;) sur ces éléments
de Or(T)* définit donc un morphisme

7T1<X) — OT<T)*

et ceci acheve de montrer I'équivalence. On a montré que 1'on peut associer un objet
de Hom(m (X),C*) & un objet de Conn, x. De plus, on a vu dans la sous-section I1.3.1

qu'un fibré en droite £, sur T peut étre vu comme un élément de [@m\{*}]
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Le foncteur qui envoie un objet (7, £, V) de Conn, x sur le couple
(T, L), T — Hom(m (X),C"))

est un équivalence entre les champs Conn; x et [Gm\{*}] x Hom(m (X),C*). En effet
étant donné un objet ((T,£1),T — Hom(m(X),C*)) de [g, \{*}] x Hom(m (X),C"),
on a vu que 'on peut définir un morphisme

h:m(X)— Op(T)".

Soit M := CKX L. C’est un systeme local sur X x T et I’application h donne une action
de m(X) sur M. En prenant les invariants sous cette action, on obtient un systéme
local sur X x¢ T qui correspond a une connexion (£,V) sur X x¢ 7. On a donc une
équivalence entre les deux catégories et ceci nous donne en particulier que la dimension
de Conn, x est 2g — 1. O

Corollaire I1.4.5. Le foncteur oubli Conny x — Buniéo est essentiellement surjectif.

Démonstration. Puisque Bun?’x = [Gm\{*}] x Pic’ X (Cf section 11.3.3) il suffit de mon-
trer que ’homomorphisme naturel Hom(m(X),C*) — Pic’X de groupes analytiques est
surjectif. On considere la suite exacte de faisceaux 1 — C* — Ox* — Q% — 0 sur X,
ou la derniére application (non-triviale) est donnée par f — %. Ceci induit une suite
exacte longue de cohomologie.

0— H0<X7Q*) - HO<X7 OX*) - HO<X7 Qﬁ() -
HY(X,C") — HY(X,0x*) — HY(X, Q%) — H*(X,C")---

et puisque H(X,C*) = H°(X,Ox™), on peut la réécrire
0— HY(X,Q%) — H' (X,C*) — H'(X,0x*) — H' (X, Q) — H*(X,C")---

Le terme H'(X,C") est égal & Hom(m;(X),C*) et H'(X,Ox™) coincide avec PicX. On
peut montrer que Papplication H'(X,Ox*) — HY(X,Q%) = C envoie la classe d’un
fibré en droite sur son degré. Le noyau de cette application est donc Pic’X et il est égal,
par hypothese, a l'image de I’application Hom(7m;(X),C*) — PicX ce qui montre que
Hom(m (X),C*) — Pic’X est surjective. O

Remarque 11.4.6.
— Le noyau de I’homomorphisme de groupes analytiques

{(£,V)| £ line bundle on X}/, — Pic’X

est constitué des connezions (Ox, V). Notons d : Ox — Q% la connezion standard.
Alors le V général sur Ox est de la forme V =d+ Lou l : Ox — Q}( est Ox-
linéaire. Ceci montre encore que le noyau est égal a H°(X,Q%).
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— Pourn > 1, le foncteur oubli Conn,, x — Bun%X n’est pas surjective sur les objets
puisque le fibré vectoriel V = Ox([P]) @ Ox(—[P]) (ot P est un point de X)
n’admet pas de connezion. En effet, une connexion V : V — Q% @ V induirait une
connezion sur O([P]) de la maniére suivante :

Ox([P]) 5V 2k @V ™ ok @ Ox([P)
ou i désigne l'inclusion et py la projection évidente
Ok ® (Ox([P]) ® Ox(=[P])) — Qx ® Ox([P)).
Ceci munirait un fibré en droite de degré 1 d’une connexion ce qui est impossible.

L’étude de Conn,, x amene naturellement aux deux autres champs Repr,, (71 (X)) et Loc’.

1.6 Le champ des représentations

Soit 7 un groupe finiment engendré. Les objets de la catégorie Repr,, (7) sont les
triplets (V,T,h) ou V est un fibré vectoriel de rang n sur un variété analytique T' et
h . m — Aut(V) est un homomorphisme de groupes. Un morphisme de (V,T,h) vers
(V',T', ') est un morphisme f : T'— T ainsi qu’un isomorphisme ¢ : V — f*V’ tel que
h coincide avec ’homomorphisme induit par A’. En d’autres termes, on doit avoir

gpohod ' (y)=N(y), Yy €.

On remarque que, étant donné un objet (V', T’ k') au-dessus de T" et un morphisme
f T — T’ on peut définir un pullback de cet objet que I'on note (f*V',T, f*h). On
omet la vérification que Repr,,(7) est un champ.

Si T est réduit a un point, alors V est un espace vectoriel de dimension n et dans
ce cas, on a un homomorphisme h : 7 — Aut(V) = GL,(C). Il est donc naturel de
considérer ’ensemble Y;, := Hom(m, GL,,(C)). On munit cet ensemble d'une structure de
schéma affine algébrique au-dessus de C (qui peut avoir des singularités) et la structure
d’espace analytique correspondant en utilisant une méthode analogue a celle vue dans la
section I1.3.6. Le groupe PGL,, agit par conjugaison sur Y,.

Théoréme I1.5.1. Le champ Repr, (7) est isomorphe au produit fibré

[GL, )\ d PGL,(C)\Yx]

PGL,(C)\{*}] [
Démonstration. On se donne un objet (V, T, h) de Repr,, (7). On a vu qu'un fibré vectoriel
V sur T peut étre identifié a un élément de [GLn(C)\{*}] Voyons maintenant comment
on peut associer un morphisme 7" — Y, au triplet (V, T, h). Soit {7, } une trivialisation



94 /. Introduction aux champs

de V. On a des isomorphismes ¢, : V|7, — OF, qui induisent des isomorphismes b
Aut(V|r,) = GL,(Or,) donnés par ¢o(8) = ¢ 0 0 0 ¢-'. On peut alors définir des
isomorphismes

la : Aut(V\Ta) — GLn(OTa)

donnés par [, = qga 0 hy, O
he : ™ — Aut(V|r,)

est obtenu par restriction. Comme dans la preuve de la proposition 11.4.4, on peut définir
une application analytique
Mg : To, — Hom(m, C*)

(donnée par t — I1,(—)(t)).

Montrons que cette application est unique a 'action de PGL, sur Hom(w, C*) pres. Sup-
posons que I'on choisisse d’autres isomorphismes v, : V|7, — Or. alors I'isomorphisme
induit ¢, : Aut(V|r,) — GL,(Or) different de ¢, par conjugaison par un élément de
PGL,(C). Les restrictions de m, et mg a T, N1 differe par conjugaison par un élément
de PGL,,(C), ce que signifie qu’il existe M,z € PGL,,(C) telle que

ma(t) = Magmﬁ(t), VteT, N Tg,

Soit B, := T, x PGL,(C). On pose B : |—|Ba/N ol la relation d’équivalence est donnée
par

(ta, Ma) ~ (tlg, Mg) S tla=1g € T, N Tg and Mﬁ = MaMag
On a des morphismes m} : B, — Y donnés par m_ (t,, M) = M.m4(t,). Ces morphismes

définissent un morphisme m™ sur B. En effet, on a

m*(x) =ml(t, M) = M.my(t), si z = (ta, My), (ta, M) € By
et si (to, My) ~ (t, Mg), alors par hypothese y, =tz =t et Mg = M,M,s. De plus, on
a

mg (t, Mg) = Mamp(t) = Mo Magms(t) = Mama(t) = mg (t, Mo)
et ceci montre que le morphisme m est bien défini sur B. On voit de plus que cette
application est un PGL, (C)-torseur puisqu’'on a un action globale sur B définie par

N # (t, M) := (t, NM,),¥(t, M) € B, ¥N € PGL,(C)
L’action est bien définie car si (¢, M,) ~ (t, Mg), on a
(t, NMj) = (t, NMyMg) ~ (t, NM,).

Il est clair que m™ est une application équivariante et B est le fibré projectif de V (ou
plutot celui associé a son fibré vectoriel). Le couple (B — T, m™, Id) est donc un objet

de
[GL, (©)\1+}] [PGL, (C\*] [PGLn(C)\Y"}
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Ceci définit un morphisme de champs.

On a également une construction inverse. Considérons un couple d’objets (T, V), (B —
T,m™)) tels que (B, T) soit isomorphe au PGL,,-fibré associé a (P(V),T). On peut alors
reconstruire un homomorphisme h : 7 — Aut(V). En effet, comme précédemment, on
utilise l'identification de T, a T, x {Id} pour définir des applications locales T, — Y, ou
{T,} est une trivialisation de B et de V. Ces applications locales induisent des applica-
tions locales m — Aut(V|7,) qui se recollent en une application globale. En effet, grace a
'isomorphisme entre B et (le fibré vectoriel associé a) P(V), les fonctions de transition
sont compatibles. On omet la preuve que ces foncteurs sont inverses I'un de 'autre. [

Remarque II1.5.2. ~Lecasn =1 etm =m(X), avec X comme avant une courbe
lisse, projective et irréductible au-dessus de C, donne une équivalence de champs

Repr, (m1(X)) ~ [, \{*}] x Hom(m (X),C")

ce qui montre que Repr,(m(X)) ~ Conn, x.
— D’apres la théorie des champs, la dimension de

[GL(C)\*1] x { ] [PGLn(C)\Yn}

PGL, (C)\t
est —n? + dimY,, et la proposition nous donne donc la dimension du champ des
représentations.

On voudrait calculer explicitement ce champ sur des exemples. On suppose que X est
une courbe lisse, projective, irréductible de genre g.
— Le cas g = 0 n’est pas intéressant car m(X) = {1} et

Repr,,(m1(X)) = [GL, (C)\1*]]

(qui est de dimension —n?).

— Pour g = 1, 'espace Y = {(a,b) € GL,| ab = ba} est de dimension n?+n. L’algebre
O(Y)PELn est un anneau polynomial en 2n variables qui sont les coefficients du po-
lynome caractéristique de a et b.

—Pour g > 2, Y = {(a1,...,a,b1,...,b,) € GL¥| [a1,b1] - -[ag,b,] = 1}. (Ici
[a,b] := aba='b~1). Nous allons montrer que dimY = (2g — 1)n? + 1. On considere
'application ¢ : GL,(C)? — SL,(C), donnée par (a,b) — [a,b] = aba='b"'. On
sait que ¢ est surjective (Cf [Fresl| et le lemme 11.3.20). Par un argument similaire
a celui employé dans la section I1.3.6, on peut montrer que Y, est de dimension
(29 — 1)n? + 1.



96 /. Introduction aux champs

— On suppose maintenant que 7 est le groupe fondamental d'un courbe affine X*
obtenue en enlevant un nombre fini de points (fermés) de X. Autrement dit, X* :=
X\{P,...,Ps}. On ne considere que les cas g =0et s >3 oug>1lets>1. Le
groupe fondamental 7 (X*) est alors librement engendré par 2g + s — 1 éléments
donc Y = GL?***7!. Ceci donne dim(Y},) = (2g + s — 1)n? d’on

dim(Repr, (71(X*))) = —n® + ((2g + s — 1)n* — (n? — 1)) + (n® — 1)

1.6 Le champ des systémes locaux

Ce champ est noté Locy. Un objet de ce champ est un couple (7', L) avec L un faisceau
sur X x¢ T, tel que pour des recouvrements ouverts {Xg} et {1, } respectivement de X
et de T, la restriction de L a Xg x T, est isomorphe a C" X O, .

Notons 7 : X — X le revétement universel de X. On considére un objet (T, L) de
Loc%. Alors M := (7 X idr)*L est un systeme local sur X x T. Notons P2 X xT —
T la deuxieme projection. Alors, comme dans la preuve de la proposition 11.4.4, on
sait que M := py. M est un fibré vectoriel sur 7' de rang n. Le groupe fondamental
m1(X) est le groupe du revétement X — X et agit donc sur M et M. On a donc
trouvé un homomorphisme h : m;(X) — Aut(M) et ainsi obtenu un objet (M, T, h) de
Repr,,(m1(X)). Ce qui précede amene une équivalence entre Loc’y et Repr,, (7 (X)).

On considere maintenant 'objet (7', V, V) de Conn,, x. Le noyau de
ViV— Q%XXCT)/T ®V

est vu comme un systeme local c’est-a-dire un élément de Loc’y. Ceci amene le résultat
suivant :

Théoreme I1.6.1. Les champs Conn,, x, Loc et Repr, (m1(X)) sont équivalents.
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I1l.1 La correspondance de Langlands géométrique

On considere une courbe lisse, projective X /F, de genre g > 0 qui est géométriquement
irréductible c’est-a-dire telle que X xp, Fq soit irréductible. Par abus de notations, on
écrit X xp, Fq au lieu de X Xgpec(r,) Spec(Fq). Le champ des fibrés vectoriels de rang n
sur X est noté Bun, x et on note Bun, x(F,) (ou simplement Bun,(F,)) 'ensemble de
ses F-points. Rappelons qu'un Fg-point du champ Bun,, x est un morphisme de champs

Spec(F,) — Bun, x

Un tel morphisme est déterminé par I'image de I'application identité qui est un objet de
Bun,, x sur X x Spec(F,) donc un point du champ Bun,, x peut étre identifié a un fibré
vectoriel de rang n sur X.

Pour i = 1...n, on peut définir un champ Hecke; au-dessus de Sch¢ tel que pour tout
schéma T sur F, Hecke;(T) désigne l'ensemble des triplets (M, M’ z), ot = est un
point fermé de X et M, M’ sont des fibrés vectoriels de rang n au-dessus de X xp, T

satisfaisant M’ C M et M/M' ~ (OXX[FQT/OXXF 7(—[r x T]))l-
(Cf [Lau] or [Fre])

La i-eme correspondance de Hecke est alors donnée par :

Hecke;
7 w—»
Bun,, x X x Bun, x

out h“"( M, M z) = (M), A= (M, M ) = M et supp(M, M’ z) = x. Soit = € | X]| et
notons Hecke; , = supp~'(z). Ceci nous donne une correspondance entre {z} x Bun,, x
et Bun, x. On peut montrer (Cf lemme A.2.4) que le double quotient

GL,(F)\GLa(A) [oL, (0)

est en bijection avec I’ensemble des (classe d’équivalence de ) F-points de Bun,, x. Le dia-
gramme définit donc un opérateur sur ’espace des fonctions sur GL,( F)\GLn (A) /GLn((O))
qui a une fonction f associe h;”((h7)*f). L'opérateur h;” désigne l'intégration le long
des fibres de h™. On vérifie que cet opérateur est précisément le i-eme opérateur H, ;.
Les faisceaux (pervers) correspondants aux fonctions associées aux représentations auto-
morphes sont donc des faisceaux propres (eigensheaves) pour la correspondance de Hecke
(Cf I'annexe A pour plus de détails).

Soit K un faisceau pervers sur Bun,, x. On définit alors H;(KC) = (supp, h~)h*(K) ou
(supp, h™), désigne le pushforward a support compact (Cf annexe A). Ceci est encore un
faisceau pervers sur Bun,, x. La correspondance de Langlands pour les corps de fonctions,
sous forme géométrique peut alors s’écrire :
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Théoreme II1.1.1. Soit X une courbe lisse projective and géométriquement irréductible
sur F,. Pour tout systéeme local irréductible E sur X de rang n, il eziste un (unique)
faisceau pervers K sur Bun, x, irréductible sur chaque composante connezve de Bun,, x
tel que i = 1..n, on ait H;(K) ~ (NE)X K

Les auteurs E. Frenkel, D. Gaitsgory et K.Vilonen affirment qu'un analogue de ce théoreme
est vrai lorsque le corps fini [F, est remplacé par n’importe quel corps de caractéristique
zéro. Nos objectifs sont les suivants :

1. Trouver une traduction cohérente du théoreme pour C.

2. Donner des preuves dans des cas spéciaux.

On note m(X) le complété du groupe fondamental. On remarque que les systemes
locaux qui apparaissent dans la conjecture de Langlands géométrique correspondent a
des homomorphismes continus

—

p:m(X) — GL,(Q)

pour un certain premier [ (et tel que I'image de cet homomorphisme soit en réalité
contenue dans GL, (F) ou E désigne une extension finie du corps Q;). On peut identifier
@, & C mais il n’y a pas de maniere canonique de le faire. Pour la traduction dans le cas
complexe, on considere les représentations

pm(X) — GL,(C)

qui induisent des systemes locaux (complexes).
Remarquons que tous les homomorphismes

7 m(X) — GL,(C) ~ GL,(Q)

ne s'étendent pas nécessairement a un homomorphisme continu 7?(?) — GL,(Q,). Dans
cette thése, on choisit de travailler avec la plus grande classe de systemes locaux com-
plexes qui correspondent a des représentations de 71 (X ). Il existe une notion de faisceaux
pervers correspondant a ces derniers qui est nécessaire pour le cas général :

Conjecture 1. Soit X une courbe lisse projective et irréductible sur C et soit E un
systéme local irréductible de rang n sur X. Alors il existe un (unique) faisceau pervers
K sur Bun, x irréductible sur chaque composante connexe de Bun,, x tel que Vi = 1...n,
on ait H;(K) ~ (NE)X K.

Nous allons nous intéresser a des cas particuliers du théoreme, ou seuls les systemes
locaux sur l'ensemble Bun, x(C) des C-points du champ Bun, y sont impliqués, en
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particulier le cas n = 1. On a vu que la catégorie des sytemes locaux est équivalente a
celle des connexions donc on a un énoncé similaire en remplaant le systeme local F par
une connexion (V, V).

Dans le cas ou n = 1, on va énoncer et prouver le théoreme pour la variété algébrique
PicX au lieu de I'ensemble Bun; x(C) des C-points du champs Bun; x et en utilisant les
connexions plutot que les systemes locaux. Il est 1égitime de remplacer Bun; x par PicX
puisque le premier ensemble est ’ensemble des fibrés en droite sur X et le second est
I’ensemble des classes d’équivalence de fibrés en droite sur X.
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I11.2 Le cas G,

Dans cette section, on s’intéresse aux connexions de rang 1 sur une courbe X de
genre g > 0. Une telle connexion a un groupe de Galois différentiel inclus dans G,, (Cf
[vdPS]).

Seul le champ Hecke; n’est pas vide, puisque tous les fibrés vectoriels sont de rang
1. De plus, l'application Hecke;(C) — X x Bun; x(C) est un isomorphisme. En effet, si
M’ C M sont deux fibrés vectoriels de rang 1 vérifiant M /py7 ~ (OX/OX(_[x])), on a
M(—[z]) € M' C M ce qui impose M’ = M(—[z]).

Ainsi
Hecke; (C) = {(M, M(—|z]),z),z € | X| et M fibré de rang 1}
et on a un morphisme
H, : X x Bun; x — Bun,, x

donné par Hy(z, L) = L([z]). On note encore H; le morphisme
H, : X x PicX — PicX
donné par Hi (z, [£]) = [L([z])].

Proposition II1.2.1. Soit (£,V) une connexion de rang 1 sur X. Alors il eziste une
unique connezion (intégrable) (IC, V) de rang 1 sur PicX wvérifiant H{K ~ EX K, ou
[isomorphisme désigne ici un isomorphisme de connerions.

Pour la construction de K, on imite la preuve de Deligne de la correspondance de Lan-
glands géométrique pour le cas GL; ( Cf [Fre]). Notons K4 la restriction de K a Pic?X.
Soit n un entier tel que n > 2g — 2 ou g est le genre de X.

111.2.1 Résultats préliminaires

Comme avant, X est une courbe lisse projective et irréductible au-dessus de C. On
note X" le produit de n copies de X ot on suppose n > 2g—2. Sur cette variété algébrique
de dimension n, on a une connexion intégrable de rang 1 immédiate £" := EX ... X &
associée a la connexion &£ sur X.

Le groupe des permutations &,, agit sur X" et £ de facon claire. Ceci induit donc
une connexion intégrable £ sur le quotient X(™ = X"/&,, qui est non singulier (Cf
[Mil]). Cette connexion est définie localement par

EW () = &, (malU)™

oum,: X — X et U est un ouvert de X™. En d’autres termes, £ est définie locale-
ment comme les éléments de £" invariants sous &,,. On note B,, I'application naturelle
X x X" — X" Notons (1, .., x,) l'image de (1, .., x,) dans X"/&,, et

O X x X™ — X (1)

(z,(z1, ., 2n)) — (z,21,.., )
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On peut montrer que FEMHD ~ FREM).
On note p la représentation de 71(X) associée a €. Rappelons que 1'on omet de
mentionner le point base du groupe fondamental par simplicité.

On considére maintenant le morphisme naturel f, : X — Pic"X qui associe le
diviseur [z, + ... + x,] au n-uplets (zy,...,7,) € X™. Montrons que les fibres de ce
morphisme sont des espaces projectifs de dimension n — g. Soit D un diviseur de degré
n, f1(D) est alors en bijection avec I'ensemble |D| des diviseurs effectifs linéairement
équivalents a D. Les éléments de |D| sont en bijection avec 1'espace

(H°(X, Ox (D)) \ {0}) /.

On note I(D) := dimy H°(X, Ox (D)) de sorte que la dimension de |D| est {(D) — 1 (Cf
[Har]). On rappelle que le théoreme de Riemann-Roch donne

I(D)—I(K—-D)=degD+1—g

pour tout diviseur D sur une courbe de genre g. ( Cf [Har])
En appliquant ceci au diviseur canonique, on montre que ce dernier est de degré
2g — 2. On a d’autre part :

Lemme II1.2.2. Soit D un diviseur sur une courbe X. Alors si (D) # 0, on doit
avoir deg D > 0. De plus, si (D) # 0 et deg D = 0, on doit avoir D ~ 0 c’est-a-dire
Ox (D) = Oy.

( [Har])
Ce lemme nous permet de conclure que pour deg D > 2g — 2, on a

(D) =degD +g—1.

En effet, K — D < 0 implique /(K — D) = 0. Ainsi on a {(D) > 0 dans ce cas, ce qui
permet de dire qu’il existe au moins un diviseur effectif linéairement équivalent a D.
Dans le cas qui nous intéresse, on a dimy H°(X, Ox(D) = n+ g — 1, donc chaque fibre
du morphisme est en bijection avec P"79. Observons maintenant comment cela peut se
traduire sur les groupes fondamentaux. Nous allons utiliser le fait qu'une fibration de
Serre donne une longue suite d’homotopie (Cf Appendix B).

Si on montre que f, : X — Pic"X est une fibration pour n > 2g — 2, alors le
théoreme B.0.9 nous donne une longue suite d’homotopie

.= m(Pic"X) — m (P"79) — (X)) B
m (Pic"X) — mo(P"79) — WO(X(")) — 7o(Pic" X)

On sait que mo(P"79) est trivial puisque P"9 est connexe. De plus, Pic" X est un espace
asphérique, ce qui signifie que tous ses groupes d’homotopie d’ordre supérieur ;(Pic" X)
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pour i > 2 sont triviaux. On peut prouver ceci en observant que Pic"X admet C9
comme revétement universel et les groupes d’homotopie d’ordre supérieur (pour i > 2)
de Pic’X et CY sont isomorphes (Cf [Gre]). Puisque 7;(C9) est trivial pour tout i et
m1(F') est également trivial, la suite exacte donné par le théoreme B.0.9 est simplement
un isomorphisme entre 7 (X ™) et m (Pic"X).

Il nous suffit donc de prouver le résultat suivant :
Lemme I11.2.3. Lorsque n > 2g—2,’application f, est une fibration localement triviale.

Démonstration. Pour la topologie complexe, le résultat provient du fait que PicX est lisse
et chaque fibre est lisse et de méme dimension. Alors I’application est topologiquement
localement triviale (Cf [Sha2, p137]). Nous avons donc prouvé que f, : X — Pic"X
est une fibration de fibre P"~9 pour n > 2g — 2. O

111.2.2 Construction de la connexion

On a vu que 'application f, : X — Pic"X était une fibration localement triviale
et la fibre P"79 a un groupe fondamental trivial. D’apres le théoreme B.0.9, on a donc
un isomorphisme B

fo: THX ™) =5 2L (Pic"X)

donné par 'application induite par f,.

On note (K,, V,) la connexion sur Pic"X déduite de £™ par cet isomorphisme. Plus
précisément, la connexion £ est associée & une représentation p, de m (X ™). Grace
a Iisomorphisme, on peut définir une représentation 7,, de m;(PicX). Cette derniere est
associée a une connexion (K,,V,) qui est unique a isomorphisme pres. Elle vérifie la
propriété f*/C, = €M (isomorphisme de connexions) par équivalence entre la catégorie
des connexions sur X et celle des représentations de 71 (X).

Il reste a montrer
HY K1 =K, KE.

Montrons tout d’abord que le diagramme suivant est commutatif :

X x X0 — s ()
(Idvfn) fn+1
X x Pic"X — Pic"1 X

1,n

On a

(id, fo) Hi K1 = B fr1Knsr = BT ~ EREM = (Id, f,)"E KK,
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Il reste a montrer que ceci implique bien H, K11 ~ EXK,. La représentation associée
a (Id, f,)*ERK, est (p®@mn,) o (Id, f,), tandis que celle associée a (Id, f,)*H; ,KCpp1 est
N1 © Hyp o (id, ﬁ) Comme les deux connexions sont égales, les représentations sont

isomorphes. Pour simplifier les notations, notons p4 o (Id, ﬁ) et pg o (Id, ﬁl) ces deux
représentations. Par définition, il existe 7 € C* tel que

Tpao (Id, [,)(7) = pg o (Id, f)(7)7, ¥y € m (X x X™).

Puisque (Id, ﬁl) est un isomorphisme, on a
Tpa(y) = pp(7)1,Vy € m (X x Pic"X).
donc les représentations p4 et pp sont isomorphes ce qui se traduit par
H, Kny1 = ERK,, Vn > 29— 2.

Il reste maintenant a définir C,, lorsque n < 2g — 2. On va la construire grace a Ko;_1 :
La connexion Hf,, 1Ky 1 est intégrable sur X x Pic* 2X. Elle correspond & une
représentation de

(X x Pic®2X) = 7(X) x m (Pic* 2 X),

que l'on peut décomposer en une représentation de m(X) et une représentation de
m1(Pic® 2 X). 1l existe alors (F,Vz) et (Koo, Vo, o) deux connexions intégrables sur
X et Pic?972X respectivement correspondant & ces deux représentations. Leur produit
externe est une connexion sur X x Pic?~?X donc Hf,2971K2g71 = FRIKy—o par unicité
(isomorphisme de connexion).

Il reste a montrer que F = £. Pour cela, on considere ’application

f: X xXxPic¥? —  Pic¥X
(z,9, L) = L([2] + [y])

On décompose f de deux facons :
L fi(z,y, L) — (z, L([y])) — L([z] + [y])
2. fi(zy, L) = (y, L([z])) — L([2] + [y])
Plus rigoureusement, notons

pl(x,y,ﬁ) =z, p2($>?/7£) =Y, p3($>?/7£) =L

les différentes projections. On a alors
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1. Dans la premiere décomposition, f = Hj 251 0 (p1, H129—2(p2,p3)) ce qui donne

[ Koy = (p1, Hipg—2(p2,13)) Hi 5 1Koy
(p1, Hi2g-2(p2, p3))" (€ W Kgg—1)
PIE @ (p2,03)" Hi 9y oKog1

Pi€ @ P3F & p3lag—o

= EXFNX Loy o

1

12

2. et dans la deuxieme décomposition, f = Hi 941 0 (p2, H124—2(p1,p3)) ce qui donne

[Kaog = (p2, Hizg—2(p1,p3)) Hi 95 1K2g
x~ (p2, Hl,2g72<p17p3))*<8 X ’C2gfl)
= P5E @ (p1,p3) Higy oKog 1

12

P5E @ pIF @ p3Kag o
FREXKyy o

On a donc

L f oy = EXRF K Koy et

2. [Ty =FRER Ky
Par unicité, on a alors F = &, donc Hng_lngg_l = £ X Kyy—2. On définit ainsi par
récurrence descendante tous les K,, qui vérifient par construction

H{, Knp1 EENRK,,Vn € Z d’ou

HK=ERK

ce qui acheve la preuve.
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1.3 Le cas G,

Le groupe G, identifié au sous-groupe

o 1) eee)

de GLy(C) et on considere les connexions de rang 2 sur X ayant un groupe de Ga-
lois différentiel inclus dans G,. Ces connexions admettent une suite exacte courte (de
connexions)

0—-0x—(E,V)—=0x —0

ou Ox est munit de la connexion triviale.

Pour montrer ceci, on considere la représentation p : m(X) — GLj associée a (€, V).
Une telle représentation peut étre identifiée & un 71 (X )-module, c’est-a-dire & C* muni
de 'action de 71 (X) induite par p. La cloture Zariski de I'image de p est égale au groupe
de Galois différentiel de la connexion (£,V), donc elle est incluse dans G, et on a en
particulier imp C G,. La représentation p, ou plus exactement le 71 (X )-module associé,
admet un suite exacte courte de 71 (X)-modules :

0-C—-C2->C—0

ou C est le m;(X)-module trivial de dimension 1.

On obtient donc un suite exacte de représentations de m;(X), les deux extrémités
étant des représentations triviales. Par équivalence des catégories énoncée dans la section
I.1, on a donc une suite exacte de connexions, les représentations triviales correspondant
au faisceau Ox muni de la connexion triviale et ceci prouve qu’une telle connexion vérifie

0—0x —(E,V)—=0O0x —0

ou Ox est muni de la connexion triviale.

Le sous-champ Bun’ de Bun, que 'on doit considérer pour traiter ces connexions est
celui des fibrés vectoriels M de rang 2 sur X x¢ T satisfaisant une suite exacte de la
forme

0— Oxx.r = M — Oxxor — 0

On observe que l'ensemble Bun'(C) des C-points de Bun’ peut étre vu comme 'espace

affine
Exty (Ox,Ox) = H'(X,0x) = C.

On observe de plus qu’il n’y a pas de correspondance de Hecke pour cette situation. En
effet, que l'on considere Hecke,(C) ou Heckes(C), on a

M(=[a]) € M' C M,
puisque M/ M’ = (O/Ox(—[z]))".
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— Pour i = 2, ceci impose M’ = M(—[x]),

— pour i = 1, ceci implique deg M’ < deg M = 0 donc a nouveau M’ ne peut étre
une extension de Oy par Ox.

Nous sommes donc forcés de considérer un sous groupe plus grand et une plus grande
famille de connexions de rang 2.

Regardons le sous-groupe
{(“ b) = (C*,be(C}
0 a

qui est G,, x G,. La famille de connexions sur X que nous devons considérer est celle
des connexions vérifiant une suite exacte de la forme

0— (P,Vp) — (M,V) — (P,Vp) — 0.

Le champ Bun), correspondant est celui des fibrés vectoriels satisfaisant une telle suite
exacte (sans les connexions). Plus précisément, Bun)(7) est 'ensemble des fibrés vecto-
riels M de rang 2 sur X x¢ T satisfaisant une suite exacte

O—- M- M—-M; -0

ol M; est un fibré vectoriel de rang 1 sur X x¢ 7. C’est sur ’ensemble des C-points du
champ Bun), que 'on veut établir la correspondance.

Les seules correspondances de Hecke possibles sont Hecke; et Heckes. On remarque
que le fibré vectoriel qui apparait au centre de la suite exacte, et élément de Bun), doit
avoir un degré pair, égal a 2 deg M si M satisfait

0O—- M - M- M; =0

Dans le cas de Hecke; (ou plus exactement Hecke;(C)), ona M/pq ~ OX/(’)X<_[;C])
donc

M(=[z)) c M c M

et puisque M est de rang 2, on a aussi

MIM(~[a]) = (Ox/Ox (~[2]))*,

ce qui implique M(—[z]) € M’ C M, puis deg M(—[z]) < deg M’ < deg M, ce qui im-
pose deg M’ = deg M — 1. Puisque les degrés ne peuvent pas étre simultanément pairs, la
seule correspondance pouvant avoir lieu dans cette situation est donc Heckes. Montrons
que dans ce cas, si M', M sont des éléments de Buny(C), et M/pp = (Ox /0 (—[2]))

alors ceci impose M’ = M(—[z]). Comme d’habitude, on a

M(—[z]) c M' Cc M.
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Comme le faisceau M est de rang 2, on a

MIM(~[2)) = (Ox/Ox (~[]))°

ce qui impose M’ = M(—[z]). On se retrouve donc dans une situation analogue au cas
précédent : On a un isomorphisme entre Heckes(C) et X x Bunjy(C) ce qui nous donne
donc un morphisme
H, - { X x Buny(C) — Bun)(C)
@ M) e (M(a])

Au lieu de considérer I'ensemble Bun)y(C), on va travailler avec la variété algébrique
PicX x C9 puisque comme dans le cas classique, on a une application entre les deux
ensembles donnée par

(Mavec 0 - M; - M — M; —0) — ([M],0 - Ox = M;' @M — Ox — 0)
On écrit encore Hy pour le morphisme

] X xPieX xCY —  PicX xCY
e { (z, Mi],v) = ((Ma([z])],v)

D’apres l'identification faite ci-dessus pour les fibrés vectoriels, les connexions qui nous
intéressent peuvent étre données par une paire (P,0 — Ox — C — Ox — 0) ou plus
simplement par une paire ((P, Vp), (C,V¢)), (P, Vp) étant une connexion de rang 1 et
(C,V¢) une connexion de rang 2 vérifiant

0—-0x —>C—0Ox —0,

et £ =P ®C. On suppose a nouveau que les faisceaux Ox sont munis de la connexion
triviale. La connexion (C, V¢) a donc un groupe de Galois différentiel inclus dans G,.

Proposition II1.3.1. Soit £ = ((P,Vp), (A, V 4)) une connexion de rang 2 sur X ayant
un groupe de Galois différentiel inclus dans G, X G,,. Il existe une connexion intégrable
KC de rang 2 sur PicX x CY satisfaisant H3K =2 N*E XK (isomorphisme de connezions).

Démonstration. Comme dans le cas précédent, on écrit

PicX x C9 = UPich x C9.

On va construire K, la restriction de K & Pic?X x C9. On cherche K, sous la forme d’un
produit L4 ® A, d’'une connexion L, de rang 1 et d’une connexion Ay de rang 2 et qui
admet une suite exacte de la forme

0 — Opieaxxcs — Ad — Opjeaxxcs — 0,



110 Ill. La correspondance géométrique de Langlands dans des cas particuliers

ou le faisceau Op;.ax oy €st muni de la connexion triviale. Ici le faisceau Ky est muni de
la connexion V., ® V 4,. Nous ommettrons de préciser les connexions et nous n’écrirons
que les fibrés vectoriels.

D’apres le cas G,,, on sait qu'il existe une connexion K sur PicX associée & la connexion
de rang 1 P®2 sur X. On pose £ := K X Ogs et on obtient ainsi une connexion sur
PicX x C9. On veut maintenant construire une connexion de rang 2. Comme C9 a un
groupe fondamental trivial, on a

m1(PicX x C9) 2 71 (Pic' X) =~ 71 (X ) gp.-

De plus, le groupe de Galois différentiel de la connexion C est inclus dans G, donc celle-ci
correspond a une représentation m(X) — G,. Par I'isomorphisme ci-dessus, elle induit
une représentation 7 (Pic' X x C9) — G, qui correspond & une connexion que 1’on note
A, sur PicXyimesCY. Fixons un point Py € | X|. On a des isomorphismes naturels

t, : Pict X x C9 — Pic?T1 X

donnés par (L, v) — (L(d[F]),v). Ces isomorphismes donnent des isomorphismes notés
t,, entre les groupes fondamentaux (et indépendants du choix de Fp). Ainsi, pour tout
entier d, on a un isomorphisme 7 (X)q — wl(Pich x CY) qui donne une connexion A4,
sur Pic?X x C9.

Il reste enfin a vérifier que la connexion K4 sur Pic? X x C9 définie par K4 := L4X Ay
possede bien la propriété requise :

H;K =2 N2ERK.
On considere 'application suivante :

Hy g X x Pic’X x C? — Pic™' X x €Y.

Notons Ky la restriction & Pic’X de la connexion K (qui est associée a P®?). Par
définition, on a

Ly=K, X Oc

ou le faisceau O¢s est muni de la connexion triviale. Le faisceau L, vérifie alors
Hj Lo = Hi K1 B Ocs 2 PRy K Ogo = PP K L.
Remarquons maintenant que
NE = N (C® P) = A’C @ P®?
puisque P est de rang 1. D’autre part, C admet une suite exacte courte

1—-0x—-C—=0x—1
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donc on a A2C = Ox. Il nous suffit donc de montrer que I'on a
Hy Az = Ox KAy,

ol Oy est muni de la connexion triviale. Pour prouver cela on écrit le diagramme com-
mutatif suivant :

H
X x Pic?X x C9 =2 picttl X x €9

Fl /
Uqop2

X x PictX x C9

oll py désigne la deuxiéme projection X x Pic?X x C9 — Pic?X x CY, uy I'isomorphisme
entre Pic? x CY et Pic™™' X x C9 défini par (£,v) — (L([Py]),v) et I l'isomorphisme
(x, L) — (z, L([x] — [Ry])). Par commutativité de ce diagramme, on a Hy 4 = ugopy o F
donc il nous suffit de montrer que F*piujAs; = Ay W Ox. Par construction, on a
ujAgr1 = Ay En effet, le diagramme suivant est commutatif :

Pic?X x CI9 —% Pict1 X x C9

2
T %

Pic' X

D’autre part, on a

-Ad&OX :p;.Ad ®(9 OX

X xPicd xC9 pi
et

PiOx = p1 ' Ox @10, Oxypicixxes = Oxupicixxco
d’ou

A; X Ox = p3 A, (toujours en tant que connexions).

Enfin montrons que

F*(.Ad X Ox) 2 A, XOx.

Pour cela, passons aux représentations ; si n désigne la représentation associée au faisceau
A MOy, la représentation associée a F*(A;XOx) est noF et nous allons montrer que ces
deux représentations sont égales en montrant que les lacets L et F'(L) sont homotopes,
VL € (X x Pic?X x C9). Pour simplifier les notations, nous écrirons ’homotopie avec
les diviseurs. Soit donc

tios L(t) = (w(t), D(#), v(2))

un lacet de X x Pic?X x C9. L’application H définie par

H(s,t) = (x(t), D(t) + z(ts) — Fo)
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transforme contintment L en F'(L), donc
n(L) =no F(L), VL € 7 (X x Pic?X x CY).

Ceci implique que les faisceaux A; X Oy et F*(A; X Oyx) sont associés a la méme
représentation donc sont isomorphes. La connexion K, vérifie donc bien la propriété de
Hecke. O

Remarque I11.3.2. Dans cet exemple, nous considérons des connexions dont le groupe
de Galois différentiel est inclus dans G, x G,, qui n’est pas réductif. Nous sommes donc
légerement en dehors du cadre de la correspondance géométrique de Langlands ce qui
pourrait expliquer pourquoi seul Heckesy est satisfait.
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111.4 Le cas Borel B

Comme précédemment, X est une courbe lisse projective et irréductible sur C.

111.4.1 Situation

On considere maintenant les connexions de rang 2 ayant un groupe de Galois différentiel
inclus dans le groupe de Borel. On note ce dernier B et on l'identifie au sous-groupe

{(a b) ,a,ce C"be (C}
0 ¢
de GL,(C)

On se donne une connexion A sur X vérifiant une suite exacte de connexions de la forme
0—=P,—A—Py—0,

ol P; sont des connexions de rang 1. On voudrait établir la correspondance de Hecke
sur ensemble des points du champs Bun’ défini comme suit : Pour un schéma 7T sur C,
Bun'(T') est 'ensemble des fibrés vectoriels M de rang 2 sur X x¢ T satisfaisant une
suite exacte de la forme

0—-L —-M—Ly—0

ou Ly et Ly sont des fibrés en droite sur X Xx¢ 7. Dans le cas Heckey(C), comme
précédemment, on peut montrer que 'on a M’ = M(—zx) lorsque M’ C M et M/M' ~

2
(Ox/0x(-1s1) -

Observons ce qui se passe dans le cas éventuel de Hecke(C) : on a M(—[z]) Cc M’ C M
et M/M’ = (OX/OX(_[:ED). Puisque l'on a une surjection a : M — L5, on a une
application de o/ : M" — L. Il y a alors deux cas possibles :

1. Si o est surjective alors son noyau est inclus dans celui de « et de part les degrés,
on doit avoir que son noyau est £;(—|x]) c’est-a-dire que M’ vérifie la suite exacte :

0— Ly(—[z]) = M — Ly — 0.

Les différents M’ possibles sont ici paramétrisés par C.

2. Si o/ n’est pas surjective, son image est incluse dans celle de « et son noyau doit
toujours étre inclus dans celui de a et M’ vérifie alors

0— Ly — M — Ly(—[z]) — 0.

Il n’y a qu'un seul M’ comme ceci.
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On voit donc que pour la premiere fois, Hecke;(C) et X x Bun'(C) ne sont pas
isomorphes et nous ne pouvons donc pas définir une application

X x Bun'(C) — Bun'(C).
telle que le diagramme commute

Hecke;(C)

T

Bun'(C) X x Bun/(C)

En effet, pour (z, M’) € X x Bun/, le fibré vectoriel M tel que (M, M’  z) € Hecke,(C)
n’est pas unique. Ainsi pour Hecke;(C) il semble qu'’il n’existe pas de preuve élémentaire.

Nous allons maintenant tenter une construction élémentaire pour Heckey(C) et mon-
trer que cela débouche sur une contradiction.

111.4.2 Le cas Hecke,

Dans ce cas, Heckey(C) est isomorphe a X x Bun’(C), on a donc une application
H, : X x Bun'(C) — Bun/(C)

donnée par (z, L) — L([z]). On va travailler sur les composantes connexes de 'espace
Bun'(C) c’est-a-dire Bun'(C) := H Bun'(C)g, 4, ot Buny, 4, est I'ensemble des fibrés

dy,d2€Z
vectoriels M vérifiant

0—-L —-M—Ly—0

avec 1g(L;) = 1 et deg L; = d;. Comme avant, I’ensemble des classes d’isomorphie de
Bun;, ,,(C), que l'on notera B(dy,ds), a une structure naturelle de variété algébrique.
Nous allons étudier la correspondance de Hecke par rapport a B = UB(d;,dsy). Fixons
les degrés dy et dy de L1 et L5. On a un morphisme

{B(dl,dg) — Pic" X x Pic2X
Ml = (L)L)

Ce morphisme est clairement surjectif et les fibres sont de la forme
EXté)X (£2, El) - Hl(X, £2_1 ® El)

(Ctf [CE)).
D’autre part, on a deg(L;' ® £1) = d; — dy. Par Riemann-Roch, si d; —dy > 29— 2, on
a

B(dy,dsy) ~ Pic™ X x Pic2X.
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On pose
[ Bldi,dy) — B(di+1,ds +1)
Hy 4,0, { (z, M) (M([z])) 7

Etant donnée une connexion £ de rang 2 sur X, on cherche donc une connexion X sur
B satisfaisant

K~ XK.

On voudrait utiliser I’application B — PicX x PicX et le cas G,, pour construire la
connexion K.

111.4.3 Obstruction au cas Borel pour n > 2

On suppose que I'on a d; — dy > 29 — 2 et donc B(dy, ds) ~ Pic® X x Pic2X. On se
donne une connexion &£ sur X ayant un groupe de Galois différentiel non commutatif. On
veut construire une connexion sur Pic® X x Pic®? X en utilisant le cas G,, puis obtenir une
connexion sur B(dy, dy) grace & 'isomorphisme. Une telle connexion sur Pic® X x Pic® X
correspond & une représentation de 7y (Pic® X) x 7 (Pic®2 X), or ce groupe est commutatif
donc son image ’est aussi. On obtient donc par 'isomorphisme une représentation de
m1(B(dy, ds)) & valeur dans un groupe commutatif. La connexion sur B(dy, d3) associée a
donc un groupe de Galois commutatif, contrairement a la connexion &£ sur X considérée
au départ.

On voit donc que dans ce cas, la méthode 'simple’ qui ne considere que les systémes
locaux ne marche pas et qu’il nous faut considérer les faisceaux pervers pour énoncer et
prouver la correspondance.
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IV.1 Equivalences de catégories

On veut établir des équivalences de catégories entre connexions et systemes locaux
dans le cas d'une courbe singuliere ou d’une connexion singuliere sur une courbe lisse.
Il nous faut pour cela définir ce que 'on entend par systemes locaux et connexions dans
les deux cas.

IV.1.1 Cas d’une courbe singuliére
Le faisceau des différentielles

On considere une courbe X singuliere et réduite sur C munie d’une structure analytique
complexe. On note Ox son faisceau analytique structurel et s : X — X sa normalisation.
Pour tout point P € X, on note Ox p ou parfois Op lorsqu’il n'y a pas de confusion
possible, I'anneau local analytique en P. On veut introduire un "bon” faisceau de formes
différentielles sur X et des connexions sur des fibrés vectoriels qui correspondent a des
systémes locaux. On va définir 2 comme étant 'image de 'application Q% c S*Qi? 1o
et on notera d la composée

Ox % Qe — Q.

Le calcul de 2, dans les exemples suivants donnera une meilleure compréhension de
cet objet.

e Lorsque P est régulier, on a Qp = QX p.

e Lorsque I'on regarde le cas d’une pointe, c’est-a-dire lorsque #s~(P) = 1 on n’a pas
nécessairement la surjectivité. C’est vrai pour une pointe donnée par 1'équation y? = 23.
En effet, soit R = C{x,y}/2 ;3 C C{t}. L'inclusion est donnée par x — %,y — t* et
R est identifié & C{z} + yC{z}. Le module universel des différentielles de R sur C est
donc

al . _ Rdxz ® Rdy Rdz @ Rdy
R/IC™ Rd(y? —a3)  R(—322dx + 2ydy)’
On voit facilement que 'on a Q}z/c = Rdz @ (Cdy + Caxdy + Cx?dy) et

(C{z} + yC{a})dz & (Cdy + Cxdy + Ca*dy) — Q C C{t}

et I'inclusion est donnée par dz — 2tdt, dy — 3t2dt. Rappelons que ) est engendré en
tant que R-module par ses deux éléments.

Montrons que Q = tC{t}. L’image d’'un élément de (C{z} + yC{x}) est de la forme
ap 4+ Y., 55 apt™. Un élément de (C{z} + yC{z})dx s’envoie donc dans Ctdt + t3C{t}dt.
L’image de Cdy est Ct2dt et on voit facilement que 2 ne contient pas Cdt. On a donc
Q = tC{t}.

Avant de montrer que cette propriété est vérifiée pour une famille de pointes, nous
voulons calculer le noyau de I'application Q% — Q, dans ce cas-1a afin de montrer que



120 IV. Les cas singuliers

ces objets bien que proches sont différents. Dans le calcul précédent, nous avons montré
que © était engendré par l'image de (C{z} + yC{z})dz @ Cdy. De plus, les éléments
2xdy — 3ydx et 2x%dy — 3xydy appartiennent au noyau et sont en réalité des générateurs
de celui-ci. Le noyau est donc de dimension 2 sur C.

e Rappelons qu’'un point P de multiplicité r est appelé multiple ordinaire lors-
qu’'un voisinage de P est isomorphe a un voisinage du point 0 sur la courbe définie par
{(x1,...,2,) € C"/x;x; = 0 Vi # j}. De maniere équivalente, P est un point multiple
ordinaire si

Op ~ C{zy, ... >xr}/(xixj,i #7)

On peut donner une autre caractérisation de cette notion en utilisant celle d’éclatement.
Ici, I'éclatement d’un point de la courbe signifie ’éclatement de son idéal maximal.
Un point singulier de multiplicité r est un point multiple ordinaire si et seulement si
#s71(P) = r et si sa normalisée est obtenue apres un seul éclatement (cf [Shal],[Sha2]).
Soit P un point multiple ordinaire, on a s~'(P) = {P;,...,P.} et on se donne des
parametres locaux ¢i,...,t, en chacun des points. La fermeture intégrale de Ox p est

notée Ox p. C’est le produit des anneaux locaux O ., donc on a :
’ IR

Oxp=C{t,} x ... x C{t,}.
L’inclusion
Op C C{t1} x ... x C{t,}

est donnée par
xzi— (0,...,0,1,...,0),Vi

(o1 on identifie Op & C{w1,... ’xr}/(xixj,i -+ 4) par I'isomorphisme donné plus haut).
Autrement dit, on a
OP = {(fl, ey fr) € C{tl} X ... X C{tr}/fl(O) =...= fr(O)}

Le module (s,Q%)p peut étre identifié au module différentiel :

dOxp = C{t,}dt, ® ... ® C{t, }dt,.

Dans le cas d’un point multiple ordinaire, on peut montrer un résultat plus fort que la
surjectivité de d :

Lemme IV.1.1. Si P est un point multiple ordinaire alors Uapplication d : Ox p — Qp
est surjective et on a de plus dm% = m3 '), Vs > 1.

Démonstration. Si P est un point multiple ordinaire, alors R est le sous-anneau de

C{t1} x ... x C{t,}
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des r-uplets prenant la méme valeur en 0. On a

et
mp = t]C{t1}dt1 & ... & t;C{t,}.
On a donc
dm3 = 57 'C{t,}dt, @ ... @ 57 C{t, }dt,.
Les éléments de m$ 'Qp sont des sommes d’éléments de la forme (fidgy, ..., fudgn)
avec (fi,...,f) € m5 ' et (g1,...,9,) € mp. En d’autres termes, Vi = 1...7, on a

fi € 71C{t;} et g;(0) = 0. I nous suffit de montrer qu'un tel élément ( fidgi, ..., f,dg.)
est égal a (dhy,...,dh,) avec (hy,..., h.) € m5.

Le résultat est clair pour s > 1. Lorsque s = 1, on sait qu’il existe un élément (hy, ..., h;)
de

R=C{t} x...x C{t,}

tel que
(fldglu NN fndgn) = (dhh R ,dhn)

Pour avoir le résultat souhaité on doit avoir par exemple h;(0) = 0, Vi. Or on peut
clairement faire un tel choix puisque les constantes sont de dérivées nulles donc 2 est
égal & dmp. Une autre fagcon de montrer la surjectivité est de remarquer qu’un élément
de (S*Q}) est de la forme

Z aamt'dty + .. 4 agt)dl,

ce qui est égal a

A1n) L mt1 A(r,m)
ad e L R s Y8

Le module 2, coincide donc avec (S*Q}()P et ceci acheve de montrer que dm}p =

m$5 1, Vs > 1 lorsque P est un point multiple ordinaire. O

Le lemme précédent motive la définition suivante :

Définition IV.1.2. Soit X une courbe sur C. On appelle singularité faible un point
singulier P de X vérifiant dm} = m;ﬂQ, Vs > 1

On a vu que les points multiples ordinaires étaient des singularités faibles. Dans la
section suivante, on va considérer des courbes singulieres et déterminer si leurs singula-
rités sont faibles ou non.
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Exemples

On commencer par rappeler quelques faits sur le conducteur d’un anneau.

Définition IV.1.3. Soit deur anneaur Ry C Ry ayant méme anneau total des fractions
et tels que Ry est une extension finie de Ry. Alors le conducteur C, de R, dans R»
est le plus grand idéal I de Ry qui est aussi un idéal de Ry. Dans la suite, on parle
du conducteur d’un anneau local en sous-entendant son conducteur dans sa fermeture
intégrale.

Remarque 1V.1.4.

— Le conducteur C contient au moins un élément de R; qui n’est pas un diviseur de
zéro. En effet, on choisit une base eq,...,e, de Ry en tant que R;-module et on
utilise le fait que R; et Ry ont méme anneau total des fractions. On peut alors
choisir x € Ry non nul et non diviseur de zéro tel que ze; € Ry, Vi. On a alors
xRy C Ry d’ou xRy C C ce qui implique = € C.

— Remarquons aussi que lorsque R; # Rs, le conducteur ne peut étre égal a R,
puisqu’il contiendrait alors 1 € R; donc serait égal a Rs.

On va calculer explicitement le conducteur de certains anneaux locaux Op.

(1) On suppose que P est un point multiple ordinaire. On a

Op ={(fr,.., f,) €CLt Y ... x C{t,}/f(0) = ... = £,(0)}

et
Op = C{t;} x ... x C{t,}

donc le plus grand idéal de Op qui soit encore un idéal de C{t;} x ... x C{t,} est I'idéal
maximal

mp = {(fro-o- ) € C{ta} % .. x C{t,}/12(0) = ... = £,(0) = O}.

(2) On suppose maintenant que I'anneau local est de la forme C{t% * + t¢} avec
a < b < cet pged(a,b) = 1. Le conducteur est donné par t©@ Y= On rappelle
rapidemment la preuve de ce résultat. On note V = {v(f), f € C{t*, "}, f # 0} ot v
est la valuation usuelle. Le conducteur t*C{t} est caractérisé par la propriété suivante :

{w>ddeN}CVetd—1¢V.

De plus, on a V' = {na + mb/n,m € N}. Soit [ le plus grand entier n’appartenant pas
a V. On peut alors écrire | = nga + mgb avec ng,mg € Z et 0 < mgy < a. On doit alors
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avoir ng < 0 et le plus grand [ de cette forme est atteint lorsque ng = —1 et my=a —1
soit | = —a+ (a —1)b et donc d = (a —1)(b—1).

(3) On se place maintenant en n’importe quel point singulier P de la courbe. On a
Op C C{t1} x ... x C{t,}
donc le conducteur est de la forme
C=t1'C{t1} x ... x torC{t,}

avec ¢; > 0. En effet, si une coordonnée n’apparaissait pas dans le conducteur, celui-ci
ne contiendrait que des diviseurs de zéros ce qui est contradictoire. De plus, on peut
montrer qu’en realité on a ¢; > 0,Vi. Supposons par exemple que ¢; soit nul. On note
e = (1,0,...,0) qui est un idempotent non trivial de C C Op. On a 1 —e € Op et
e(l1 —e) = 0. Si e n’appartient pas & mp, e est inversible donc 1 — e est nul ce qui
impliquerait que C contient 1. On a donc e € mp et on montre symétriquement que
(1 —e) € mp. Il s’ensuit que leur somme appartient & mp ce qui contredit C # Op. On
sait donc dorénavant que le conducteur d’un anneau local en un point singulier est de la
forme

C=1oC{ty} x ... x toC{t,}

avec ¢; > 0

e On peut maintenant traiter un premier exemple, celui des courbes singulieres
spéciales.

Définition IV.1.5. On appelle courbe singuliere spéciale une courbe singulieére dont
tous les points singuliers vérifient la propriéte suivante : le conducteur de [’anneau local
est égal a [idéal maximal.

On a le résultat suivant :
Lemme IV.1.6. Une courbe singuliere spéciale n’a que des singularités légeres.

Démonstration. Par hypothese, chaque anneau local est de la forme C + ®7_,t/"C{¢;}
et le résultat est donc clair. O

Remarque IV.1.7. On considere maintenant une courbe singuliere quelconque X et P
un de ses points singuliers. On note (Ox p) Uanneau local en P et Ox p sa normalisation.

On note Py, ..., P, les points de la normalisée X de X au-dessus de P et pour chaque
point P;, on note C{t;} l'anneau local analytique. On a donc

Oxp =@, C{t:}.
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On a vu ci-dessus que le conducteur de Ox p (dans sa normalisation) doit étre de la

forme @;_1t!""C{t;} ot chaque m; est un entier naturel non nul. L’anneau Ox p contient
donc Uanneau C + ®5_,t;]"C{t;}. On note Ox p_ lintersection de ce sous-anneau avec
Ox p. Ainsi, on a

Oxp-=C+C

ot C est le conducteur de Ox p. On note X_ la courbe obtenue a partir de X en rem-
placant Ox p par Ox p_ pour tous les points singuliers P de X. Le morphisme X — X_
est fini et birationnel et la composée X — X — X_ donne la normalisation de X_. Cette
construction est la ‘meilleure approrimation’ de X par une courbe spéciale singuliére qui
est 'plus singuliere’.

e Considérons un autre exemple. Soit X la courbe localement donnée par %z —2z* = 0.
On a donc la figure suivante autour du point (0,0) :

,‘
/\
\

e
N

Fic. IV.1 -2y — 2 =0

On note R l'anneau local en (0,0) et R sa fermeture intégrale. Nous allons montrer que
le point (0,0) est une signularité faible. On a R = C{t;} x C{ty} ou ¢y, ¢, sont des
parameétres locaux. L’anneau R est engendré par (0,t3) et (¢1,t3), soit respectivement
I'image de = et y dans R. On a donc

R=C+C(t,t3) + C(0,83) + t]C{t1 } x t3C{t2}

et le R-module Q est engendré par (0, tadts) et (dty, 3t3dts). On montre facilement que
I'on a
m = C(ty,t3) + C(0,13) + 3C{t;} x t5C{t}
et
m® = t5C{t,} x t3°C{t,}, Vs > 2

Montrons tout d’abord la surjectivité de d. Il suffit de montrer que pour tout f € R,
on a f(dty,3tadts) € dR et f(0,tadty) € dR. En écrivant f comme une somme, il nous
suffit de montrer le résultat lorsque f est constante ou lorsque f = (t1,t3), (0,3) ou
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(12 f1(t1), thfa(ta)) avec fi € C{t;},i = 1,2. Le cas ol f est constant est clair, on peut
donc supposer f € m et nous allons montrer que chaque terme appartient & dm? (donc
en particulier & dR). On a d’une part

(tlv t§)<dt17 3t36—lt2) = d@%’ tg) S de

Tl = N

(0,13).(dty, 3tadts) =
(E1f1(t), tafa(ta)).(dty, 3t5dts) = d(Fi(ty), Fa(ta)) ot (Fy, Fy) € t]C{t1} x t5C{to}

et d’autre part

d(0,t3) € dm’

1
(b1, £2).(0, tadts) = =(0,13) € dm”

1
(0,25).(0, tadts) = Z(O,tg) € dm?

(B f1(t1), t3.f2(t2)).(0, tadts) = d(0, Fa(ts)) avec Fy € t5C{t2}
On a donc Q = dR et m§) = dm?.

L’égalité m*~1Q = m® est claire pour s — 1 > 2, on a donc le résultat souhaité.
e On considere maintenant certaines pointes.

Lemme IV.1.8. Soit X une courbe donnée localement par R := Ox p = C{t*t*} avec
a,b € N et pged(a,b) = 1. Alors P est une singularité faible.

Démonstration. On note V l'ensemble des valeurs de la valuation des éléments de mp

c’est-a-dire 'ensemble
V= {na+mb, (n,m) # (0,0)}.

On note
—_———

s termes

mp = {Zant"} et mp = {Z ant"} .
nevV neVs

dmp = {Z antn_l} et dmp = {Z ant"_l} )

nev neVs

On a d’une part

et d’autre part

Puisque V est stable sous I'addition, dmp est un R-module donc il est égal a 2. Pour
s>1,0na

mi;lgz Z( Z antn)(zbntnil)

neVs_1 neV

de qui est bien égal a dm$ et acheve la démonstration. O
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e On s’intéresse maintenant a une courbe X donnée localement par
3 47, 48
C{t’,t" +¢°} ~ (C{:C,y}/ﬂ + 2 + 320y — -

Elle est singulicre en (0,0) et sa normalisée X est donnée par v = (3u + 1)z + 22
ol 'on a posé y = uz?. Si on note comme avant s : (u,z) — (tz? x) Papplication de
désingularisation, on a bien #s7((0,0)) = 1. On note R 'anneau local de X en (0, 0) et
R celui de X. On a R = C{t} avec z +— % et u — 12 4 ¢.

Montrons que dans ce cas-la I'application d n’est pas surjective et que la singularité n’est
de ce fait pas faible. La valuation de R donne par restriction une valuation sur R. L’en-
semble des valuations des éléments de I'idéal maximal m de Rest {3,6,7,9,10,12,13,14, .. .}.
On peut montrer que t'2C{t} est le conducteur de R. On munit £ d’une valuation en
posant v(fdt) +1 = v(f) ce qui implique v(df) = v(f) lorsque f € m ou dit autrement,
lorsque v(f) > 0. On considere

hi=103d(t7 + %) — (P (1T + %)) € Q.

On a

dt dt dt
10£2d(t" + %) — 7d(t3 (¢ + %)) = 10(7t'° + 81#1)7 —7(10t*° + 117511)7 = 375”7

donc v(h) = 11 et h ¢ dR puisque R ne contient aucun élément de valuation 11.

Dans cet exemple ou I'application d n’est pas surjective, on va montrer que le noyau
d’une connexion sur X ne donne pas nécessairement un systeme local. Considérons pour
cela la connexion donnée localement par

V:Re — Q® Re avec V(e) = t"dt @ e.

L’équation V(fe) = 0 n’a aucune solution pour f € R.
En effet,
V(fe)=fldt@e+ ft''®e

donc
V(fe) =0 <— f +tf=0.

Ceci n’est possible que lorsque v(f) = 0 et v(f’) = 10. On peut donc écrire f = ¢(1 + h)
avec ¢ € C* et h € m et équation est equivalente & h' + (1 + h)t'® = 0 ce qui impose
v(h') = 10 donc v(h) = 11 (car h € m) et ceci est une contradiction puisque R ne
contient aucun élément de valuation 11. On peut généraliser ce contre-exemple :

Lemme IV.1.9. On considére une courbe donnée localement par un anneau R = C{t*, t*+
t°} avec pged(a,b) =1 et a < b. On note V.= {na +mb, (n,m) # (0,0)} l’ensemble des
valeurs de la valuation des éléments de ['idéal mazimal m de R et on suppose a+c & V.
Alors Uapplication d n’est pas surjective.
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Démonstration. On consideére 1’élement

b—c
b(t® 4+ 9)d(t) — t°d(t® + 1€) = —— 1Tt
(14 19)d(17) = (e + ) = Tl
qui appartient a £2. S’il appartenait a dR, on aurait un élément de valuation a + ¢ dans
R ce qui contredit I’hypothese de départ. L’application d n’est donc pas surjective. [

Ceci nous donne une famille de contre-exemples. On remarque que la faiblesse d’une
singularité ne dépend pas seulement de la géométrie de la singularité. En effet, ’exemple
suivant, tres proche du précédent, est une singularité faible.

e On considere la courbe donnée localement par R = C{t3,¢*> + ¢"}. On note m son
idéal maximal. On a

m = Ct* + Ct° + Ct° + *C{t},

Q = Ct2dt + C(5t* + 7t5)dt 4+ Ct°dt 4 t"C{t}dt

et
Ct*dt 4 C(5t* + 7t%)dt + Ct°dt C dR,

il suffit donc de montrer que t"C{¢} est inclus dans dR mais ceci est clair puisque R
contient tous les élément de valuation n pour tout n > 8. D’autre part, on a :

m? =0 + t8C{t} dm?® = Ct°dt + t'"C{t}dt = mQ
m3 =120 + t11C{t} dm?® = Ct¥dt + t'°C{t}dt = m?Q

et pour tout s > 1, dm® = m*~'Q.
On peut montrer une généralisation de ce résultat :

Lemme IV.1.10. Supposons qu’une courbe soit donnée localement par un anneau de la
forme R = C{t*,t* + t°} avec pged(a,b) = 1 et a < b. Soient V = {na + mb|(n,m) #
(0,0)} eti € Z tel que I = t'C{t} soit le conducteur de R. On suppose que a + ¢ > i,
alors la singularité est faible.

Remarque IV.1.11. Dans la preuve, on peut supposer b > 3, c’est-a-dire exclure le
cas a = 2 et b = 3 puisque dans ce cas, 'anneau local est donné par C{t>,t3} et on a
démontré qu’il satisfaisait la propriété. On suppose de plus que ¢ ¢ V puisque dans le
cas contraire, on est ramené a l’étude d’une pointe.

Démonstration. On commence par remarquer que a + ¢ > i implique que t* € R donc
9 aussi. Par récurrence, on montre que t*+* € R, V5 > 1 donc

tlatit ¢ RVi > 0,Yj > 1.
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De plus, on a t*ti® ¢ mi*J. On sait que le R-module Q est engendré par t*'dt et
(bt*~1 + cte~1)dt. Soit maintenant s > 1, montrons que dm® = m* Q. Un élément de m®

est une somme de la forme ' ’
> ay(t) (" + ).
i+j>s

Il suffit donc de montrer que pour tout couple (i, j) avec i+ j > s— 1, on a
()t + )t dt € dm®

et
() (" + ) (bt + et Vdt € dm®
Par hypothese, pour tout k£ > 1 on sait qu’il existe (ng, mg) € N x N\ {(0,0)} tels
que a + kc = nga + mgb puisque a + kc > ¢, Yk > 1. Supposons dans un premier temps
que pour tout k, il existe un couple tel que I'on a ni +my —k > 1, Vk > 0 ce qui revient
A supposer que t*tk¢ ¢ mk. Montrons que l'on a bien d*7'Q = dm®. On se donne donc
un couple (i,7) telquei+7>s—1.Ona

J .

k=0

1l suffit donc de montrer que tFetU-Rbtiate=1gt appartient & dm?, pour tout k =0.. .7,

ce qui sera le cas si kc+ (j — k)b+ia+a = lia+ lb avec Iy + 1y > s.
On a

ke+ (j—k)b+ia+a=(i+ng)a+ (j—k-+mg)b
et par hypothese

t+npg+7j—k+mpy>i+j+1>s
ce qui montre que (1) (t* + t°)7t*~1dt appartient & dm?.
Montrons maintenant que c’est également le cas de (t2)%(t* + )7 (bt*~! + cte~1)dt. Si
1 = 0, le résultat est clair. On suppose donc i > 1 et en écrivant la formule du binome
comme ci-dessus, cela revient & montrer que t*tU—Rbgie(pb=1 ¢ cte=1)dt appartient a dm?,
Vk =0...j. On va montrer c’est le cas de tF°tU=Rbtiatb=1qt puis de tFetl—Fbriage=14t On
a
ke+ (G —kb+ia+b=(G—1+np)a+ (j—k+1+mg)b

avec
=14+ +7—k+1+mp=t+j4+n—-k+mpy—k>i+j+1>s

donc
(i—1+np)a+ (j—k+1+m)b eV, et theti=Rbriag=1gs ¢ dms.

D’autre part, on a

ke+(j—k)b+ia+c=(i+np—1)a+ (j—k+mpg)b
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avec
it —1+j—k+mp>i+5+12>s
d’on
thei=Rbgiage=lqs ¢ dim?,
On a donc montré que pour tout s > 1, on a dm® = m*~ Q.

Il nous reste a montrer que pour tout k, il existe un couple (ng, my) d’entiers satisfaisant
ni +mr — k > 1. On va différencier deux cas :

On suppose dans un premier temps qu’il existe un couple (ny,m;) tel que a + ¢ =
nia+myb avec ny # 0. On a alors 2a+ 2¢ = 2nja+2mib ot a+ 2¢ = (2n; — 1)a+2n1b
et une récurrence évidente montre que les couples (ny, my) = (kn; —k+1, km, ) satisfont
bien a + kc = nya +myb et ng, +my, — k > 1.

Si on suppose maintenant que l'on a a + ¢ = bmy avec my; > 0. Il n’existe donc pas
de couple (n}, m}) avec n} # 0. Dans ce cas, on a m; > 2 puisque ¢ > b. De plus, on
ne peut pas avoir a + 2¢ = myb puisque ceci impliquerait ¢ = (my — mq)b € V. 1l existe
donc un couple (ng, ms) avec ny # 0. On peut montrer qu’on a de plus ny > 3. En effet,

a = (2my — my)b — nsa

implique
(1 -+ RQ)G, = (2m1 — TTLQ)Z)

et puisque @ et b sont premiers entre eux, on a b|1 4+ ny donc ny > b—1 > 3. On montre
comme précédemment que pour tout £ > 0, le couple

(ng, mg) = (ng — (k —2), (k — 2)my + ms)

satisfait
nga+mpb=a+ kcet ng +mp — k > 1.

Ceci acheve la preuve du lemme. O

Connexions et systémes locaux

Maintenant que 1'on comprend mieux le faisceau 2, on peut donner la définition
suivante :

Définition IV.1.12. Une connexion de rang n sur une courbe connexe est une paire
(V,V) otV est un faisceau localement libre de rang n sur X et V :V — Q& V est un
morphisme additif de faisceaux satisfaisant la régle de Leibniz

V(fm) = (d(f) ®m) + fV(m).
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On rappelle qu’un systeme local sur une courbe singuli‘ere est, comme dans le cas non
singulier, un faisceau de C-espaces vectoriels localement isomorphe au faisceau constant
C™. On remarque que le pullback s*F d’un systéme local E par I'application de norma-
lisation s est un systeme local sur la courbe normalisée X. En revanche, étant donné un
systeme local F sur X, s,F est un systeme local sur X si et seulement si s est bijective
sur I’ensemble des points. On reviendra sur ces questions dans la section suivante.

Théoreme IV.1.13. On suppose que tous les points singuliers de X sont des singularités
faibles. Alors pour toute connexion (M,V) de rang n, le faisceau ker(V, M) est un
systeme local de rang n sur X et on obtient ainst une équivalence entre la catégorie des
connexions sur X et celle des systemes locaux sur X.

Avant de prouver le théoreme, on commence par faire quelques observations :

1. L’énoncé de la proposition est local c¢’est-a-dire qu’il faut vérifier que pour tout
point P € X le foncteur donné par

(MP,VP) = k?eT(VP,MP)

est un équivalence de catégories entre la catégorie des connexions locales en P et
celle des espaces vectoriels de dimension finie sur C. Rappelons qu'une connexion
locale en P est un couple (M, V), ou M est un Op-module libre et finiment engendré
et V: M — Qp® M vérifie la regle de Leibniz. On se place en un point P et on
note F le foncteur (M,V) — ker(M,V), ou (M, V) est une connexion locale en
P. Le foncteur inverse est donné par la construction suivante. On associe a un
C-espace vectoriel V' de dimension finie la connexion locale

d@1ly :Op@cV — Q®c V.

Toute connexion isomorphe a cette connexion est dite triviale. L’énoncé local
est alors équivalent au fait que toute connexion locale (M,V) est triviale. En
travaillant avec une base du module, on obtient un critere explicite de trivialité
de la connexion. On note ey, ..., e, une base libre de M sur Op, alors la connexion
V est déterminée par

V(el) :Zwﬁ@)ej ou Wy EQPW:ln

On peut identifier M a O} grace a cette base et la connexion V est alors déterminée
par
V(y) = d(y) + (w;i)y, vy € C*.

La connexion locale (M, V) est donc triviale si et seulement s'il existe une matrice
inversible Y a coefficients dans Op telle que dY + (wj;)Y = 0. Une telle matrice
est appelée matrice fondamentale. On remarque qu'une matrice fondamentale
est unique a multiplication & droite pres par un élément de GL,(C).
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2. Si P est un point régulier et ¢ un parametre local, on peut réécrire V sous la forme

d
Va = 7 + A(t) avec A(t) € M, (C{t}).
I est bien connu (Cf [vdPS] et [Sab]) que ker(£ + A(t), C{t}) est de dimension
n et on montre ainsi 1’équivalence de catégories entre les connexions locales et
les espaces vectoriels de dimension finie. Pour la preuve de la proposition, on ne

considerera donc que les points singuliers de X.

3. Si P est un point multiple ordinaire, le résultat est clair. En effet, I'équation
différentielle vue comme une équation dans R se décompose en une somme di-
recte d’équations différentielles régulieres sur C{t¢;} pour tout i, chacune ayant
une unique solution s’annulant en 0. Cette équation a donc une unique solution
a coefficients dans

tC{t1} x .. xt,C{t,} € Op ={(f1,.., fr) € C{t1} x .. x C{t,.}/f1(0) = .. = f.(0)}.
On peut maintenant commencer la preuve du théoreme IV.1.13

Démonstration. Soit (M, V) une connexion de rang n sur X. On travaille localement en
un point singulier P de la courbe. On a vu dans les observations ci-dessus qu’il suffisait
de trouver une matrice fondamentale Y satisfaisant

Afin de garantir son inversibilité on cherche une telle matrice sous la forme Id + B ou
tous les coefficients de B sont dans mp. Si on trouve une telle matrice, une solution
est une combinaison linéaire des vecteurs colonnes donc ’ensemble des solutions est un
C-espace vectoriel de dimension n et on aura montré que le noyau ker(Vp, Mp) est
isomorphe a C". Par hypothese on a d(mp) = Qp donc il existe a;,; € mp tels que
w;j = d(aij), Vi, j. On note A = (aj;) et on est ramené a résoudre I’équation matricielle
suivante :

d(Id+ B) +dA.(1+ B).

On va d’abord montrer quune solution B a coefficients dans (’/);, le complété de Op
existe. Ceci découle des deux faits suivants :

1. By = —A satisfait
d(Id+ By) + dA(Id+ B;) =0 mod mpQp
2. Si la matrice B, a coefficients dans mp vérifie
d(Id+ Bs) + dA(Id+ Bs) =0 mod mpQp
alors il existe une matrice B’ & coefficients dans m3 telle que

d(Id+ B+ B') + dA(Id+ B, + B') =0 mod m3"'Qp
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Si on note B la limite inductive des B, alors B est clairement une solution formelle
du probleme. La preuve du premier fait est évidente. Montrons donc le deuxieme. On
cherche B’ telle que

d(B)+d(Bs) +d(A)(Id+ B, + B) =0 mod m5'Qp
ce qui est équivalent a
d(B') = —d(B;) — d(A)(Id+ B;) mod m3'Qp
puisque d(A)B’ € m%Qp. De plus

_C_i(Bs) - C_Z(A) (]d + Bs) S mi"QP

et par hypothese dm™ = m$Q, donc une telle matrice B’ existe. Ceci acheve la preuve

de l'existence de B. Cette matrice appartient a priori a Mn((’/);) Nous allons montrer
qu’elle appartient en réalité a M, (Op), c’est-a-dire que ses coefficients sont des séries
convergentes. On va utiliser le conducteur de I'anneau Op que l'on note C. On a vu
ci-dessus que si

Op C C{t;} x ... x C{t,},
le conducteur est de la forme
C=t'C{t1} x ... x torC{t,}
avec ¢; > 1. D’autre part, on a
mp C 6C{t:} x ... x t,C{t,}

donc pour k tel suffisamment grand, on a m% C C. On fixe un tel k et on note comme
ci-dessus By, la matrice & coefficients dans mp vérifiant dBy + dA(1 + By) € m%Qp. On
veut exhiber une matrice M a coeflicients dans C telle que

d(By + M) +dA(Id + By + M) =0

ce qui se réécrit

dM + dAM = —dBy, — dA(Id + By).

On écrit M = t{* My + ... 4+ t& M, ou les matrices M; sont a coefficients dans C{t;}. De
méme, on peut écrire A = Ay +...+ A, avec A; € M,,(C{t;}), Vi et le membre de droite
s’écrit Nit“'dty + ...+ N,t& avec N; € M, (C{t;}), Vi.

Pour tout facteur C{¢;} de Op, on obtient une équation

dt§ M; + dAit M; = Nyt dt;.
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En remplacant d par d%_ puis en divisant par ¢;’, on obtient

d 1 d .
Ces équations sont régulieres singulieres par conséquent, pour tout ¢, la solution formelle
M; est convergente ([vdPS]). Ceci acheve de montrer 'existence d'une matrice B €
M, (Op) telle que Id + B soit solution de I’équation ce qui permet de conclure que les
deux catégories sont équivalentes. O

IV.1.2 Cas d’une courbe non singuliere munie d’'une connexion sin-
guliere

On considere ici une courbe X non singuliere, irréductible et complete. Par le principe
GAGA (Cf [Ser2]), on sait que les notions algébriques developées dans cette section ont
un sens sur l'analytification de X. De ce fait, lorsque nous travaillons sur X, on ne
spécifiera pas si les objets sont algébriques ou analytiques. Cependant, lorsqu’on enleve
un nombre fini de points comme c’est le cas plus tard dans cette section, la courbe n’est
plus projective et nous devons donc distinguer les deux cas.

Un module différentiel sur C(X) est un espace vectoriel M de dimension finie sur
C(X) muni d’une application

satisfaisant la regle de Leibniz. On remarque que si l'on fait le choix d’une dérivation

non triviale D de C(X), alors § := Vp : M — M est un module différentiel au sens
ordinaire. On considére dans toute la suite des modules différentiels comme ci-dessus,
¢’est-a-dire sans fixer une dérivation.

Soit (M, V) un module différentiel sur C(X). On dira qu’il est régulier singulier
sur un sous-ensemble 7" de X si pour tout point P € T, il existe une base (ey,...,e,) de
M (ou de maniere équivalente une base locale de M ® C({t}) ou M & C((t))) telle que

a/. N X
Vie;) = Z %dt ®e; Vi
J
ou t est un parametre local en P et a;; € Ox p. Ainsi, pour tout élément f € M, on a

f=>_, fiei donc

i

V() = U0 + 5 et e,

d
ce qui se réécrit sous forme matricielle V 4= + 7 On notera ker(M, V) le faisceau
t

défini par
ker(V, M)(U) = ker(V, (Mer(U) ®c(x) M))
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ou Mer(U) désigne les fonctions méromorphes sur U.

Remarque 1V.1.14.
St A est a coefficients dans mp, la connexion est réguliere en P.

Lemme IV.1.15. Soit (M,V) un module différentiel singulier régulier en S, alors en
tout point P € S, on peut trouver une base (e1,...,e,) de M ®c(x) C({t}) (ou M Rc(x)
C((t))) telle que Vi V(e;) = 3, tdt @ ej ot t est un paramétre local en P et a;; € C.

(Cf [vdPS])
On supposera donc dorénavant que pour la base choisie, la matrice est a coefficients
constants.

Définition IV.1.16. Un systeme local a singularités régulieres en T', ou T est un
sous-ensemble fini de | X|, est un faisceau de C-espace vectoriel E sur X tel que
— Elx\r est localement isomorphe a C" sur X \'T

~ VP € T il existe un voisinage connexe U de P tel que E(U) = E(U\{P})(i.e. la
restriction est un isomorphisme de C-espaces vectoriels).

On veut également travailler avec le langage des connexions :

Définition IV.1.17. Une connezion (V,V) sur X est dite a singularités réguliéres
en'T siV est un faisceau de Ox-module localement libre et

V:V— QI(T) ®0X 1%
vérifie la régle de Leibniz.

On considere ici ’ensemble 7' comme un diviseur positif sur X. Pour une différentielle
non nulle w sur la courbe X, on définit son diviseur, comme pour les fonctions, de la

(W)=Y vew)P]

Pe|X|

maniere suivante :

Pour tout ouvert U C X, on définit Q(7T)(U) comme P'ensemble des différentielles non
nulles w telles que (w) > T sur U. En d’autres termes, w doit vérifier vp(w) > vp(T')
pour tout P € U. Ceci définit un faisceau sur X que 'on note Q!(T).

On a la proposition suivante :

Proposition IV.1.18. La restriction a X \ T est un foncteur essentiellement surjectif
entre les catégories suivantes :

1. Connexions (V,V) de rang n sur X, avec singularités réquliéres en T c’est-a-dire
satisfaisant V : V — Q% (T) @ V.
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2. Connexions analytiques de rang n sur X \ T.

Remarque 1V.1.19. Etant donnée une connezion analytique sur X \ T, il n’est pas
clair que l’on obtienne une connexion algébrique sur X \T et nous nous restreignons par
conséquent auzx connexions analytiques sur X \ T.

Démonstration. On rappelle que d’apres la section 1.1 la catégorie des connexions sur
X\ T est équivalente a celle des représentations w1 (X \T') — GL(V), ou V est un espace
vectoriel de dimension finie sur C. Soit maintenant (V, V) un connexion sur X \ 7. Elle
correspond donc a une représentation

p:m(X\T)— GL(V)

On peut étendre V a un faisceau Vsur X , localement libre de rang n. On veut maintenant
étendre V. Pour cela on se place en un point s; de T'. On note 7; un lacet tournant une
fois autour de s; dans le sens positif et tel que 7;([0,1]) € X \ T. De plus, on suppose
qu'il n’y a aucun point de 7" & part s; a l'intérieur du lacet. On a ainsi [y;] € m(X)
ou [;] désigne la classe d’homotopie contenant ;. On a p([y;]) € GL,(C) et on choisit
a; € M,(R) tel que p([y;]) = €*™. On définit localement

~ d a;

V:

dﬂ'i U

ou m; est une uniformisante locale n’ayant pas d’autre singularité que s; dans I'ouvert
sur lequel on travaille. On recolle ensuite ces connexions afin d’obtenir une connexion
(V,V) sur X telle que

V:V - Q(T) V.
Ceci acheve la preuve de la proposition. O

On se restreint maintenant au cas des connexions de rang 1. On considere deux
les catégories précédentes comme des groupes, la loi de groupe étant donnée par le
produit tensoriel en quotientant par les relations d’équivalence. De maniere similaire au
cas régulier, deux connexions (L1, V1) et (Lo, Va) singulieres régulieres en T sont dites
équivalentes s’il existe un isomorphisme ¢ : £; = Ly tel que le diagramme suivant
commute :

L2 L0 QYT) .

sot Jiere

Lo~ £, @ QYT)

On a le résultat suivant :
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Proposition IV.1.20. On a un homomorphisme surjectif de groupe entre

{ Connexions de rang 1, singulieres régulieres en 7'} /N

et
{ Connexions analytiques de rang 1 sur X \ T}/,

et le noyau est composé des connexions (équivalentes a des connexions ) de la forme

(Ox(D),d) avec Supp(D) C S.

Démonstration. La surjectivité découle de la proposition précédente. Montrons que I'en-
semble des objets dont la restriction est une connexion triviale est I’ensemble

{(Ox(D),d)/ Supp(D) C 5}

On va préciser le sens de (Ox(D),d). Soit D un diviseur a support dans T’ et montrons
que l'on peut définir une connexion sur Ox (D) avec poles. On se place localement en
s; € T, on note t un parametre local en s;. Soit f € Ox(D)s,, alors

f= Z apt” si v, (D) = n;.

k>n;

On a donc

dt
df = > kapt* 't = kaktIC?

k>n; k>n;

avec Y, kapt® € Ox (D), et 4 ¢ Q(T),, donc en recollant on obtient une connexion
que 1’on note encore d telle que

d: Ox(D) — QYT) ® Ox(D)

On rappelle que deux connexions (L1, V1) et (L2, Va) sont équivalentes s’il existe un
morphisme ¢ de Ox-modules commutant avec V;. Voyons comment ceci se traduit sur
les objets de {(Ox(D),d)/ Supp(D) C T}. Soient (Ox(Dy),d) et (Ox(Ds),d) deux
éléments équivalents, alors il existe f € C(X)* telle que Dy = Dy + (f) et

Ox (D) &l Ox(Ds)

d Ja

OL(S) ® Ox(D1) 22L 01(S) @ Ox(Ds)

et la commutativité du diagramme impose f € C* donc D; = D,. On vient donc de
montrer que deux tels objets équivalents sont en réalité égaux. Par construction, de tels
objets sont dans le noyau du foncteur. Soit maintenant une connexion (£, V) telle que

(L, V)Ix\r = (Ox\1, d)
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et V: L — L ®QNT). Montrons qu'il existe un diviseur D tel que Supp(D) C T et
(L,V) ~ (Ox(D),d). Par hypotheése on a

ker(V, Mer ®o L)|x\r = ker(d, Mer ®o Ox\r) = C.1

donc il existe f € HY(X \T, Mer @ L) telle que ker(V, Mer ® £)|x\s = Cf. Elle est non
nulle et vérifie V(f) = 0 donc ne s’annule pas sur X \ 7' et comme V est régulicre sur
X\ T, fn'apas de poles sur X \ T. De plus, comme (L, V) est a singularités régulieres
en T, f peut se prolonger en une section globale (algébrique) de C(X) ® L. On associe
a f le diviseur a support dans T suivant :

D= Z ords,(f, L).s;

s; €T

ou ords,(f, L) désigne 'ordre de f en tant que section locale C(X) ® L (et pas en tant
qu’élément de C(X)). En d’autres termes, si L = Ox(L),on a D = (f)+ L. On considere
maintenant la connexion sur X singuliere réguliere en 7' :

(L,V) = (L£,V)® (Ox(=D),d)

On a L
ker(L,V)|x\r = ker(L, V)| x\r = Cf

et I'ordre de f en tant que section globale de Mer ® L est 0. En effet, si L = Ox (L), on
a

Ox(D) = Ox(L+(f))
done £ = Ox(—(f)). De plus, Ox(—(f)) C £ puisque f € H*(X, Mer ® £) donc

ker(V, Mer @ L) = Cf.

gependant, par construction, on a ords(f, Z) =0, Vs € T donc L= Ox f et comme
V(f) =0,on a (L,V) = (Ox,d) ce qui implique (£,V) ~ (Ox(D),d) et acheve la
preuve.

O
On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Proposition IV.1.21. Soit n € N*. Les catégories suivantes sont équivalentes

1. Modules différentiels de rang n sur X singuliers réquliers en T

2. systemes locaux de rang n a singularités réqulieres en T
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3. systemes locauz de rang n sur X \ T.
4. Homomorphismes p : m (X \ T) — GL,(C).

5. Connezions analytiques de rang n sur X \ T.

Remarque IV.1.22. On ne précise pas si les modules différentiels sont algébriques ou
analytiques puisque le principe GAGA s’applique. Pour les systemes locauzx, qu’ils soient
au-dessus de X ou de X \ T, nous ne nous intéressons qu’aux analytiques. De méme,
pour les représentations, on travaille avec le groupe fondamental topologique et pas celui
algébrique.

Démonstration. 3 < 4 < 5 est connu, voir par exemple [Dell| et [vdPS].

On prouve ensuite I’équivalence entre la catégorie (2) et (3) qui ne prend que quelques
lignes.

23

Etant donné un systeme local a singularités régulieres, sa restriction donne un systeme
local sur X \T'. Réciproquement, soit £ un systeme local sur X\T et notons i : X\7T — X
Iinclusion. Montrons que 7, FE est un systeme local sur X a singularités régulieres. La
restriction de i, E a X \ T est E, ¢’est donc un faisceau localement constant sur X \ 7.
De plus, pour un ouvert U de X contenant s; € T' et aucun autre point de 7', on a

LEU) = E(UN(X\T)) = E(U\{si}) = . B(U\ {s:}) = E(U\ {s:})

donc la restriction est un isomorphisme puisque c’est 'application identité. Ainsi, les
catégories sont bien équivalentes.
12:

Soit (M, V) un module différentiel singulier régulier et on pose F (M, V) = ker(M, V).
On note E := ker(M, V) et on vérifie que E est un systeme local a singularités régulieres.
En effet, sur X \ 7" la connexion est réguliere donc son noyau est localement isomorphe
a C". Ainsi, le faisceau vérifie bien la premiere propriété. Il reste & montrer qu’autour
de chaque point P de T, on peut trouver un voisinage connexe U tel que ker(V,U) =~
ker(V,U\{P}). Pour tout f € ker(V,U\T) on a une monodromie triviale et la connexion
étant a singularités régulieres, f se prolonge en une fonction méromorphe en P donc
méromorphe sur tout U (Cf [Dell, thm 1.19])

Montrons maintenant que F est un foncteur. On se donne un morphisme ¢ de
(My,Vq) vers (Ms, Va) c¢’est-a-dire que le morphisme ¢ : M7 — M, est C(X)-linéaire et
tel que le diagramme suivant est commutatif :
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My 2> Qb ) @ My

| e

My —~ Ot ® My

On veut que F(¢) soit un morphisme de ker(M;, V1) dans ker(Ms, V5), c’est-a-dire
que l'on ait un morphisme ker(My, V1)(U) — ker(Ma, V3)(U) pour tout ouvert U et que
les morphismes se recollent en un morphisme de faisceaux. On a

ker(My, V1)(U) = {f € Mer(U) ®c(x) M1, V1f = 0}.

et
F(p)(ker(My, Vi)(U)) = {(Id@¢)(f) € Mer(U) ®c(x) My, V1f =0}

= {9 € Mer(U) ®c(x) Mz, Vag = 0}

par commutativité du diagramme

Mer(U) @ My —> Qb ) ® Mer(U) @ M, .
1d®ep 1d®ep

Mer(U) ® M, TQ>Q(%:(X) ® Mer(U) ® My

ce qui acheve de montrer que F est un foncteur.

Montrons que c¢’est une équivalence de catégorie. Soit (M, V) un module différentiel
singulier régulier en T, montrons que

Hom(1,(M,V)) ~ Hom(C, F(M,V))

(isomorphisme de C-espaces vectoriels). Ici 1 désigne le module différentiel trivial C(X)e
muni de la connexion triviale vérifiant V(e) = 0. Le systeme local trivial considéré dans
le membre de droite est le faisceau globalement constant C. Nous allons montrer que
chaque membre est isomorphe a ker(M, V)(X). On commence par le membre de gauche.
Un élément 6 de Hom(1, (M,V)) est déterminé par I'image de e et puisque c’est un
morphisme de modules différentiels, on doit avoir le diagramme commutatif suivant :

C(X)e—2 M

N g

1
C(X)e® Vs M ©
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Ce dernier impose V(#(e)) = 0 donc
Hom(1, (M, V)) ~ ker(V, M)(X).

Maintenant, pour le membre de droite, on observe qu'un morphisme de C est déterminé
par 'image de la section globale 1 de C et par construction, cette image est un élément
de ker(V, M)(X) et ceci montre I'isomorphism.

Il reste & montrer que pour tout systeme local E singulier régulier, il existe (M, V) tel
que F(M,V) = E. Le faisceau E|x\r est localement constant de rang n, il correspond
donc a une unique connexion (V, V) sur X \7T. Par ailleurs, d’apres la proposition IV.1.18,
nous savons qu’il existe une connexion (17, 6) sur X a singularités régulieres en 7" donc
la restriction & X \ T est (V, V).

On a ker(V, £) = E. En effet, les faisceaux coincident sur X \ T et dans les deux cas,
sur un ouvert suffisamment petit autour de s; € T, la restriction est un isomorphisme.
Enfin, on pose (M,V) := (£,V),, la fibre au point générique ce qui nous donne un
module différentiel avec ker(M,V) = E et (M, V) ne dépend pas des choix faits lors de
la définition de V. En effet, un choix différent de logarithme ne change pas le systeme
local. Ceci acheve de montrer I’équivalence entre les deux premieres catégories et termine
la preuve de la proposition. O

En fait on a un résultat plus fort que I’on ne souhaite pas montrer. Avant de I’énoncer,
on rapelle la définition suivante :

Définition IV.1.23.
Une catégorie C est dite une catégorie tannakienne neutre sur k si :

1. Elle est munie d’un produit tensoriel c¢’est-a-dire que pour tout objet x,y € Obj(C)
il existe un objet x @ y qui dépend fonctoriellement de x et y. Le produit ten-
soriel est associatif, commutatif et muni d’un élément neutre noté 1 vérifiant

r®1~x Yre Obj(C).
2. Elle a des homomorphismes internes.
3. Elle est abélienne.

4. Un isomorphisme entre End(1) et k est donné.

5. Iy a un foncteur fibre Q' : C — Vecty,.

Définition IV.1.24. Une catégorie est tannakienne si dans la définition précédente
on remplace 5. par
5. Il existe un foncteur fibre Q' : C — Vectg ou K est une extension de corps de k.
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(cf [vdPS] ou [Del2]).
On a alors le résultat suivant :

Proposition IV.1.25. Les catégories tannakiennes suivantes sont équivalentes

1. Modules différentiels de dimension finie sur C(X), singuliers réguliers en T
2. systemes locaux de rang fini a singularités régulieres en T'.
3. systemes locauz de rang fini sur X \ T.

4. Homomorphismes p : m (X \T) — GL(V) o0 V est un C-espace vectoriel de di-
mension finie. (on parle aussi de m (X \ T'))-module sur C).

5. Connexions analytiques de rang fini sur X \ T.
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IV.2 Connexions avec structure de niveau sur la norma-
lisée

On rappelle qu’un systeme local de rang n sur X est la donnée d'un faisceau de C-
espace vectoriel F ainsi qu'un recouvrement {U;} de X et des isomorphismes E(U;) ~ C".
On considere une courbe X irréductible, projective et singuliere. On demande de plus
que la courbe n’ait que des points multiples ordinaires. Ces singularités étant faibles,
d’apres le théoreme IV.1.13, on a une équivalence de catégories entre les systemes locaux
sur X et les connexions sur X. B

On note X la normalisée de X et s : X — X la désingularisation. Soit F' un systeme
local sur X, alors s*F' est un systeme local sur X. De plus, s, F' est muni d’isomorphismes
aux fibres qui sont canoniques. Réciproquement, a quelle condition un systeme local sur
X donne-t-il un systeme local sur X 7 Au dessus de chaque point singulier @; de X, on
a un ensemble S; de points de X avec #S; > 2. Etant donné un systeme local E sur
X ona (s,E)g, = Ep,, ®...® Ep,, sionnote Py,...,F, les éléments de S;. Pour
avoir un systeme local, on doit donc fixer des isomorphismes entre les Ep, ; qui doivent
satisfaire une propriété de transitivité. Plus précisément, on se donne une collection
d’isomorphismes de C-espaces vectoriels

;k : EPM = EPM VP;;, Py € S; tels que ?/J;k = wli,k o w;,z Vi, j, k, L.

De maniere équivalente, cette collection est déterminée par la donnée des isomorphismes
% ip1 ce qui justifie la définition suivante :

Définition IV.2.1.

Un systéme local sur X muni d’une structure de niveau (en (Sy,...,S,) est
la donnée d’un systeme local E sur X et d’une collection d’isomorphismes de C-espaces
vectoriels

¢ij 1 Ep; — Ep, .,

avec S; = { P, ;}j>1 pour tout i. On notera (E, {p;;}) un tel objet.

On définit la catégorie des systemes locaux sur X munis d’une structure de niveau. Un
morphisme entre deux systemes locaux sur X munis d'une structure de niveau (E, {¢;;})
et (F,{¢i;}) est un morphisme de faisceaux § qui commute avec la structure de niveau
c’est-a-dire tel que le diagramme suivant commute pour tout i, j

0
Ep; ——Fp,

%‘jl ldh’j

Ep ;4

B Epijn

ol on note encore 6 le morphisme induit aux fibres.
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Voyons maintenant comment cela se traduit en terme de connexions. Etant donné un
systeme local (E, {p;;}) sur X muni d’une structure de niveau, on peut lui associer une
connexion (M, V) sur X en posant

M:E(X)QO;(.

On considere les isomorphismes associés aux points de S;. Pour tout a,b € S;, I'isomor-
phisme E, — FEj induit un isomorphisme de O g-modules :

M, — M,
puis un isomorphisme de C-espaces vectoriels :

Ma/ M, (~[a)) — Mb/My(~[b])

ou on note [a] le diviseur réduit au point a. Ces isomorphismes vérifient encore une
propriété de transitivité similaire a celle ci-dessus.

Définition IV.2.2. Une connexion sur X munie d’une structure de niveau sur
(S1,...,S;) est la donnée d'une connezxion (M,V) et d’isomorphismes de C-espaces
vectoriels

Mro/ M, (<1P5]) — MM (<[Piga)]
avec S; = { P, ;}j>1 pour tout i. On notera (M, V,{p;;}) un tel objet.

Remarque 1V.2.3. Etant donné un point P de X et un faisceau M localement libre
sur X, M(—[P]) est par définition M @ Ox(—[P]). Si on note mp l'idéal mazimal de
O)?,P on a MP/MP<_[P]) = MP/TTLPMP'

On introduit la catégorie des connexions sur X munies d’une structure de niveau en
(S1,...,5r). Un morphisme de (M, V,{g;;}) vers (M', V', {¢;;}) est un morphisme de
connexion 6 : M — M’ qui rend le diagramme suivant commutatif pour tout i, j :

0

M/ Mb, (~[Py)

Me,/Mp, (- [Py)
Pij ©i;

J+1/MP [PZ]+1]) MI U+1/MP,J+1 [Pij+1])

J+1

Le morphisme ] désigne le morphisme induit par 6 sur les quotients. Cette catégorie est
équivalente a celle introduite précédemment :
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Lemme IV.2.4. La catégorie des systémes locauzr sur X munis d’une structure de niveau
est équivalente avec la catégorie des connexions sur X munies d’une structure de niveau.

Démonstration. On a vu ci-dessus comment obtenir une connexion avec structure de
niveau a partir d’un systeme local avec structure de niveau. Réciproquement, a partir
d’une connexion (M, V,{y;;}), on obtient un systeme local sur X en posant E :=
ker(M, V). Montrons maintenant comment obtenir les isomorphismes. Pour simplifier
les notations, on fixe 7 et on se donne deux points a,b € S;. On sait que 'on a un
isomorphisme

@ MafMo(~la)) = Mo/My(~[)
Par ailleurs, on a E, = ker(M,,V) C M, et M, se surjecte dans Ma/Ma(_[a]).
L’application naturelle induite F, — Ma/ My (—[a]) est un isomorphisme naturel entre

E, et Ma/ M, (—[a))- Il est en de méme pour b et ces deux isomorphismes naturels
composés avec ¢ nous permettent de définir un isomorphisme

E, > E,

Pour montrer que les catégories sont équivalentes, il reste a montrer que les mor-
phismes sont compatibles ce qui est clair. O

On introduit les diviseurs D; 1= ) i [P, ;]. On a alors la définition équivalente suivante

Définition IV.2.5. Une connexion sur X munie d’une structure de niveau est
la donnée d’une connexion (M, V) et d’une collection d’isomorphismes de O g-modules
définis a multiplication par un scalaire non nul pres.

vi: O%/0¢(-D;) = M/M(-D,)

Montrons que cette définition est bien équivalente a la précédente. On se donne une
collection d’isomorphismes de O g-modules comme ci-dessus :

vi 2 O%/05(~Di) = M/M(-Dy) = @ MIM(~[Py))

L’image par ¢; de la classe d’équivalence de O )?/O)?(_ D;) contenant 1 est un r;-uplet
(@i1,...,a;r) et puisque ¢; est un isomorphisme, chaque a@;; est non nul. On définit
donc des isomorphismes locaux

Pij - Mpi’j/MPi,j(_[PLj]) - MPi’j+1/MPi,j+1(_[Pi,j-i-l])

en posant ¢;;(a; ;) = a;;+1. Montrons que ceci est bien défini bien que l'isomorphisme
; soit défini a multiplication scalaire pres pour tout ¢. Si I'image de la classe de 1 est
(A, - .., Aai,,). On voit alors que I'on définit le méme morphisme en posant ¢;;(Aa; ;) =
Aalv]"‘l'
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Réciproquement, on se donne une collection de morphismes de C-espaces vectoriels
{¢i;} et on veut construire des morphismes {¢;} de Og-modules. Pour cela, on choisit
pour tout ¢ un isomorphisme C — M/M(—[R]) On pose ensuite a;; = 60;(1), Vi puis

SO(T) = (ai,h 901'1(&@',1)7 ©i2 © 901',1((%,1)7 .. )

Ceci définit bien un isomorphisme et puisqu’il dépend du choix de 6;, il est bien défini a
multiplication scalaire pres.

Explicitons maintenant quels sont les morphismes pour cette définition. Un mor-
phisme entre deux connexions (M, V,{¢;}) et (M', V', {¢!}) munies d'une structure de
niveau est une collection de morphismes de connexions {f;} de (M, V) vers (M', V')

qui commutent avec la structure de niveau. Plus précisément, si f; désigne 'application
induite sur les quotients, le diagramme suivant doit étre commutatif.

O)?/O)?(_Di)

l <
Pi

Ml/Ml(_Di) i’ M2/M2(_Di)

L’intérét d’introduire ces structures de niveau est que cela permet de travailler sur la
normalisée d'une courbe singuliere au lieu de celle-ci comme le montre la proposition
suivante :

Proposition IV.2.6. Les catégories suivantes sont équivalentes :

1. Connexions de rang n sur X.
2. Systemes locauzr de rang n sur X.

3. Systémes locaur de rang n sur X munis d’une structure de niveau sur

S=(S1,....8S,), #8; > 2.

4. Connezxions de rang n sur X munies d’une structure de niveau sur S = (Si,...,S,),

#5S; > 2.

Cette proposition nous permettra dans la section suivante d’établir la correspondance
de Hecke pour une courbe singuliere en travaillant sur une courbe non singuliere, sa
désingularisée.

Démonstration. L’équivalence des deux premieres catégories est donnée par le théoreme
IV.1.13 puisque X ne possede que des singularités faibles.

On veut montrer I’équivalence entre les catégories 2 et 3. On définit un foncteur F
qui & un systeme local F sur X associe (s*F, can) ou can désigne la structure de niveau
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canonique. Ceci définit clairement un foncteur entre les deux catégories. Montrons qu’il
est essentiellement surjectif. Soit (F, {¢;}) un systeme local sur X de rang n. On cherche
un systeme local £ sur X tel que (s*E,can) ~ (F,{pi;}) c’est-a-dire que l'on cherche
un morphisme ¢ : s*E — F tel que pour tout P;; € S;, le diagramme suivant est
commutatif.

Yp, .
* 2,7
(S E)Pi,j FPi,j
can Pi,j
*
(8 E)Pi,j+1 VP FPz’,j+1
i3

ou can désigne I'isomorphisme canonique induit par les isomorphismes
(s"E)p,; ~ Ep, pour tout P ; € S;.

On définit un tel faisceau localement constant E en posant E(U) = F(s™1(U) N X \
{P,;,j # 1}) pour tout ouvert U de X. Ceci définit bien un faisceau localement constant
de rang n et on a Ep, = Fp,, pour tout i, donc (s*E,can) ~ (F,{p;}) et on bien
’essentielle surjectivité.

Montrons enfin qu’étant donnés deux systemes locaux E; et Fs sur X, on a
Hom(FEy, Ey) ~ Hom(F(E), F(Es)).

L’injectivité est claire, montrons la surjectivité. Soit 6 : (s*Ey, can) — (s*Es,can) un
morphisme dans cette catégorie, on a donc un morphisme 6 : s*E; — s*Ej tel que 0p, . =
0p, ., pour tout 4, j. On veut définir un morphisme v entre £ et Ey en posant ¢,y = 0, :
E s(z) — Ea s(z). Ceci définit bien un morphisme a chaque fibre et nous devons montrer
qu’on peut définir un morphisme sur chaque ouvert. Soit {U; ;} un recouvrement de X
avec U;; C X\ {Prk, (l,k) # (i,7)} et on suppose que ses ouverts sont suffisamment

petits pour rendre commutatif le diagramme suivant :

S*El(Ui,j> BLA 5*E1<Ui,j+1)
0(Us,5) 0(Ui,j+1)

3*E2(Ui,j> 7 5*E2<Ui,j+1)

De plus, on peut restreindre encore les U, ; pour avoir s(U; ;) = s(U;),pour tout j,k.
On pose U; := s(U; ;) pour tout j ce qui implique s*E;(U; ;) = E1(U;). On pose alors
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Y(U;) == 6(U;;) et ceci définit bien un morphisme entre les faisceaux E; et E, ce qui
acheve de montrer la surjectivité.

On a donc montré ’équivalence entre les catégories 2 et 3. Celle entre les catégories 3
et 4 a été montrée dans la proposition précédente, on a donc montré la proposition. [

IV.3 Faisceaux localement libres munis d’une structure
de niveau

IV.3.1 Définitions

On consideére une courbe projective non singuliere irréductible Y sur C et on se donne
.« . r; “ e
r diviseurs Dy,..., D, avec D; = Zj'zl n;; P;; et les supports sont disjoints.

Définition IV.3.1. un faisceau localement libre de rang 1 sur Y munis d’une
structure de niveau sur Dy,..., D, est un couple (L,{pi}i_;) ot L est un faisceau de
Oy -module localement libre de rang 1 sur'Y et

i Ov/oy(-Dy) = £/c(-Dy)
un isomorphisme de Oy -module défini a multiplication scalaire pres pour tout i.

On définit la catégorie des faisceaux munis d’une structure de niveau en demandant que
les morphismes commutent avec la structure de niveau. Plus précisément, un morphisme
entre deux objets (L, {p;},¥) et (L', {¢}}) est la donnée de morphismes 0; : L — L' tel
que pour tout 7, le diagramme suivant soit commutatif :

Ov /0y (-D;)

]S

L/r(-Dy) S L/r(-Dy)

ot 0; désigne 'application induite par 6; sur les quotients. On observe que ces isomor-
phismes 6; sont égaux a multiplication scalaire pres. De maniere équivalente, on peut
donc demander 'existence d’un morphisme 6 : £ — L’ et de scalaires oy, . .., «, tels que
le diagramme suivant

Ov/0y(-D;) == Ov/0y (- D)

gazl ls@é

L/r(—Dy) —2— L/ (-Dy)

commute.
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Définition IV.3.2. Deux éléments (L, {p;}) et (L', {pi}) sont équivalents s’il existe
des isomorphismes de Oy -module 0; : L = L' tel que pour tout i, le diagramme suivant
soit commutatif :

Ov/oy(-Dy)

|

0i
/e(-p)——~£/c(-D))
ot 0; désigne Uapplication induite par 0; sur les quotients.

On note [£, {p;}] la classe d’équivalence contenant (L, {y;}) et F(Dy,...,D,) l'en-
semble des classes d’équivalence. On va montrer que l'on peut munir cet ensemble
d’une structure de groupe commutatif. Soient deux éléments [L, {p;}] et [F,{u;}] de
F(Dy,...,D,). On considere naturellement le faisceau £ ® F et on veut le munir d’une
structure de niveau, c’est--dire construire une collection d’isomorphismes que ’on notera
@i x1; de Oy [0, (—D;) vers (L ® f)/(g ® F(—D,)), pour tout i = 1...7. On va utiliser
I'isomorphisme canonique qui existe entre E//:(_Dl.)@)]:/}“(_pl.) et (£L® 7:)/(5 ® F(=D;))-
L’existence de cet isomorphisme est clair en rappelant que F(—D) := F @ Oy (—D).

De plus, pour tout ¢, on a un isomorphisme de Oy-modules, lui aussi canonique entre
Oy /o, (=D;) et Oy /o, (—D;) ® Oy /0, (—D;) donné par h — h® 1. On notera p; * 1;

I'isomorphisme obtenu comme suit :

can 7 w’b
Ov /oy (=Di) ** Oy /o, (~Di) ® Ovjo,(~Di) *=
L/e(=Di) @ F/r(=Di) =5 LOF/r @ F(—m)
On pose [£, {pi}] * [F, {¢i}] = [L @ F, {pi * ¥i}].
Montrons que cette application est bien définie, ¢’est-a-dire que cela ne dépend pas

du choix du représentant de la classe. Supposons donc que l'on a [£,{y;}] = [£',{¢}}]
et [F,{v:}] = [F',{¢}], et montrons que

On sait qu’il existe des morphismes £ O pret F 2 F tels que les diagrammes

OY/OY(_Di) et OY/OY(_Di)

l K l 4
Pi i

L/e(-p)y—~L/e(-p)  F/F(-D)—~F/F(-D,)

commutent pour tout ¢ = 1 ce qui implique
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OY/OY(_Di) = OY/OY(_Di)
1doId
Ov/oy(-D;) ® Ov/0y (~D;) —— Ov/0y(~D;) ® Ov /0, (-D;)
0P ;Y]
0; RN\

(LOF) Lo F o0y (-Dy)) (L@ F)/(c'® F @ Oy(~Dy))

donc on a bien

et ceci définit une loi de groupe sur

F(Dlv : "7D7") = {[»C,{(Pi}],@i : E/E(—DZ) = OY/Oy(—DZ)}

dont le neutre est [Oy, {Id};]. Elle est commutative car la multiplication dans Oy, donc
dans OY/(’)Y(_DZ.), I'est pour tout i.

On a un morphisme surjectif naturel F'(Dy, ..., D,) — PicY et il est clair que c’est un
homomorphisme de groupe. Nous allons maintenant déterminer son noyau. On montrera
plus tard que ce groupe a en réalité un structure de groupe algébrique.

Pour déterminer le noyau de cette application, on doit déterminer dans quels cas on
a [Oy,{¢:}] = [Oy,{¢:}]. Par définition, il existe des automorphismes de Oy, donné
par la multiplication par un élément f; € C(X)*. Puisque 1 est une section globale du
faisceau Oy, f; doit étre un élément inversible de H°(X, Oy ) c’est-a-dire une constante
non nulle ;. Ainsi, la commutativité du diagramme impose ; = «;.¢, pour tout i.

On veut maintenant déterminer ’ensemble {[Oy, {¢;}]}. Pour cela, on va montrer que
chaque morphisme ¢; est défini par un élément de (C*)"~1 x C2iMis=Y ce qui montrera
quun élément [Oy, {¢;}] est déterminé par un élément de (C*)E7)-1 x (C)%ws(mi=b,
olt D; = 370 nij[ Pyl

Pour montrer cela, il nous suffit de montrer que chaque isomorphisme ¢; est déterminé
localement (en P;;) par la donnée d'un élément inversible de Oy,p,. On considere un
recouvrement U de Y tel que pour tout P;; il existe U € U et une uniformisante locale
mi; en P;; qui n’ait pas d’autre singularité que F;; sur U. L’isomorphisme ¢; est alors
déterminé sur U par I'image de 1. Cette derniere est de la forme ag+a;7m+. . .+ap, 7"~
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et comme c’est un élément inversible, on doit avoir ayg € C*. Comme de plus, chaque
isomorphisme ¢; est déterminé a multiplication par un scalaire non nul pres, on a montré
que chaque ¢; est déterminé par la donnée d'un élément de

[1;(C) x €™ = (C) 7 x C=stm™D
donc la structure de niveau est déterminée par un élément de
H(@*)Tﬁl x Cxi(mia=l) — (C*)Zalri=l) 5 C2igmis—!

et on a

{[OY, {SOZ‘}],QDZ‘ : OY/OY(_Di) ~ OY/O)/(—DZ)} ~ (C*)Z(m—l) % ((C)Z(nij—l)'

Ceci donne une suite exacte courte
0 — (C*)%ii=Y) x Cxi"i= F(Dy, ..., D,) — PicY — 0.

On veut maintenant montrer le lien entre les faisceaux localement libres sur X munis
d’'une structure de niveau et les faisceaux localement libres sur X. Pour cela, on va
rappeler la construction d’une courbe singuliere associée a une collection de diviseurs
puis expliciter sa jacobienne Jp, . p,. On montrera ensuite que 'ensemble F/(Dy,..., D,)
des classes d’équivalence de faisceaux munis de structure de niveau est en bijection avec
Jpy,...D,-

IV.3.2 Courbes spéciales singuliéres et jacobiennes généralisées
Rappels sur les courbes singuliere associées a un ensemble de diviseurs

On suppose que I'on a une courbe Y lisse projective et irréductible sur C et on se donne
une collection de diviseurs effectifs D; = Z;’Zl ni;[P;;] sur Y a supports disjoints. On veut
construire un courbe singuliére associée a cet ensemble de diviseurs. Pour tout ¢, on fixe
un point @); de chaque support S; := supp(D;). On note S = U;S; et S" = {Q1,...,Q,}.
On sait que I'on peut définir une courbe, que I'on note Yp, p. ou Y’ quand il n’y a pas
de confusion, dont I’ensemble des points est |Y \ U;S;| U{Q1,...,Q,}. On la construit

en posant
(’) _{OY SiP%{Qh"')QT}
Y',.P =

C+ ﬂjmgjj si P = (Q; pour un certain ¢
ol mp désigne I'idéal maximal de Oy p (Cf [Ser2, IV.3]). On montre que cela définit une

courbe, singuliere en les ();, et dont la désingularisée est la courbe de départ Y.

On rappelle qu'une courbe spéciale singuliere est une courbe telle que, en tout point
singulier, le conducteur de I’anneau local (dans sa normalisation) est égal a I'idéal maxi-
mal. On remarque que la courbe construite ci-dessus est spéciale singuliere et n’admet
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donc que des singularités faibles. On remarque de plus que les courbes de la forme
Yp,. .p,, lorsque D; et r varient, sont toutes les courbes spéciales singulieres admettant
Y pour normalisée.

Soit M un diviseur étranger a .S, on peut alors définir un faisceau localement libre
sur Y/ en posant :

Oy/(M)p = { Ov(M)p st Pg Q... Q)

Oy p si P = (); pour un certain ¢

Le faisceau ainsi construit étant cohérent, les groupes de cohomologie H°(Y’, Oy (M))
et H'(Y’,Oy/(M)) sont de dimension finie. On note respectivement h°(Y’, Oy (M)) et
(Y’ Oy+(M)) leurs dimensions. On a

Théoréme 1V.3.3 (théoréme de Riemann-Roch généralisé).
Pour tout diviseur M étranger a S, on a

W (Y, Oy(M)) = hO(Y', Oyr(M)) = deg M +1—g— Y degD; +r.

(Cf [Ser2, thm 1 IV.6)).

De plus, on peut définir le faisceau des différentielles régulieres sur Y’ :

Définition IV.3.4. Soit w une forme différentielle sur Y. On dit que w est réguliere
en (Q; si on a
E ReSPij (fw) =0, Vf € Oy,

J

On note € T'ensemble des différentielles régulieres en un point @ de I'ensemble
S ={Q1,...,Q,}. On définit ainsi un faisceau cohérent sur Y’ que 'on note Qy+. Si M
est un diviseur de Y étranger a .S, on pose

0 /(M> _ QY(M)P SiP¢{Q17'-'7QT}
Y P Qy psi P=(); pour un certain ¢
ce qui définit un faisceau Qy+ (M) sur Y. On a un théoreme de dualité comme dans le

cas classique :

Théoréme IV.3.5 (Théoréme de dualité). Pour tout diviseur M étranger a S, l’es-
pace vectoriel H(Y', Qy:(M)) est canoniquement isomorphe au dual de H'(Y', Oy (M)).
On a donc h*(Y', Oy:(M)) = dim Qy+(M).

(Cf [Ser2))

Corollaire 1V.3.6. Soit M un diviseur sur'Y étranger a S et tel que deg M > 2g — 2,
alors
h'(Y', 04 (M)) =0
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Démonstration. Par le théoreme de dualité, on a H(Y, Oy (M)) = H°(Y,Qy(M)) donc
pour deg M > 2g — 2, on a H'(Y, Oy (M)) = 0. Or, par construction on a

H(Y',Oy/(M)) C H(Y,OM))

d’ott HY(Y',Qy+(M)) = 0 et on conclut la preuve du corollaire grace au théoreme de
dualité.
U

On veut maintenant étudier les fibrés en droite sur Y’. On introduit pour cela une
relation d’équivalence sur les diviseurs étrangers a Dy, ..., D,.

Relation d’équivalence associée a une collection de diviseurs effectifs

On adapte la preuve connue du cas ou il n’y a qu'un seul diviseur (cf par exemple
[Ser2] pour la construction détaillée dans le cas ou il n’y a qu’un diviseur).

Définition IV.3.7. On consideére la relation d’équivalence suivante pour deuzx diviseurs
My, My de Y, tous deux étrangers a S :

My ~ My < 3f € C(X)", My = My+(f) et f =«; mod D; avec ; € C*Vi=1...r

On rappelle que [ = o; mod D; signifie vp, (f — ;) > ny;;Vj = 1...7. On note M la
classe d’équivalence modulo la D+, ... D,-équivalence contenant M.

On note Jp, . p, I'ensemble des classes d’équivalence de diviseur étrangers a S (Cet
ensemble correspond & C'p avec les notations de [Ser2, chp V] lorsque l'on a r = 1).

Cet ensemble a clairement une structure de groupe. On veut maintenant déterminer
I’ensemble des diviseurs effectifs équivalents a un diviseur donné, pour la relation définie
en IV.3.7. On a

Proposition IV.3.8. Soit M un diviseur sur'Y étranger a S. L’ensemble des diviseurs
effectifs équivalents a M est en bijection avec PH(Y', Oy (M)) \ PH’(Y, Oy (M)).

Démonstration. On se donne un diviseur M sur Y étranger a S et on veut déterminer
I’ensemble des diviseurs M’ effectifs équivalents a M. Cela revient a déterminer I’ensemble
des fonctions g qui vérifient (¢g)+M > 0 en dehors de S et ¢ = «; pour un certain a € C*,
Vi =1...r. Une telle fonction g appartient aux anneaux locaux Oy q,, Vi. On rappelle
que Q; est le point de Y’ sur lequel tous les points du support de D; sont envoyés. On
a donc g € HY(Y',Oy/(M)). Réciproquement, si g € H(Y' Oy:(M)) et ne s’annule
par sur S’ = {Q1,...,Q.}, alors le diviseur M’ := M + (g) est équivalent & M pour la
relation IV.3.8. Les fonctions de H°(Y”’, Oy+(M)) qui s’annulent en S’ sont exactement
les éléments de H(Y, Oy (M — 37, D;)) d’ou le résultat.

Remarque IV.3.9. Cet ensemble peut étre identifié a l’ensemble des éléments h non
nuls de H°(Y, Oy (M)) tels que h(P;j) = a; Vi, j avec a; € C*.
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On a le corollaire suivant :
Corollaire 1V.3.10. Soit M un diviseur de Y étranger a S et de degré
deg M >2g — 2+ ZdegDi,
alors il eziste un diviseur effectif équivalent a M (pour la relation d’équivalence IV.5.7).
Démonstration. D’apres le théoreme précédent, il suffit de montrer que I’ensemble
PH(Y', Oy/(M)) \ PH'(Y, Oy (M))

est non vide. Pour cela on va calculer les dimensions en utilisant les théoremes de
Riemann-Roch et Riemann-Roch généralisé qui nous donnent :

hO(Y', Oy (M)) — h'(Y', Oyi(M)) = deg M +1— (g+ > _degD; — 1)

hO(Y, Oy (M =) D)) = B'(Y,0p (M = > D;)) = (deg M — Y deg D;) + 1 —g
On suppose degM > 2g — 2 + > deg D;, ce qui implique deg(M — > D;) > 2g —
2 = 0 puisque M est étranger & S. On a donc h*(Y, Oy (M — deg D;)). De plus, les

diviseurs D; étant effectifs, on a deg M > 2g — 2 donc par le corollaire IV.3.6, on obtient
(Y, Oy+(M)) = 0. On a donc

RO(Y' Oy (M)) =degM + 147 —g— ZdegDi

et
h(X,0x(M =Y D;))=deg(M —> D;)+1—g=degM+1—g—» degD;
On a donc

RO(Y', Oy(M)) — h°(X,0x(M =Y D;))=7r>0

ce qui montre que I'ensemble est non vide donc qu’il existe un diviseur effectif équivalent

a M. U
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IV.3.3 Lien avec les faisceaux localement libres sur X
Identification de F'(D,,...,D,) a Jp, _p,

Dans cette section, nous allons montrer que l'ensemble F(Dy, ..., D,) des classes
d’équivalence de fibrés en droite avec structure de niveau peut étre identifié de maniere
naturelle a Jp, . p,. L'identification est donnée par

JDi,Dr — F(Dl,...,Dr)
M = [(Oy(M),{p(M):})]

ot1 pour tout i, ¢(M); désigne I'isomorphisme canonique entre Oy (M) /@Y( M — D;) et
Oy /o, (—D;) donné par l'identité aux fibres en P;; pour tout j (M est étranger & D;
par définition donc les fibres des faisceaux sont identiques en les P;;). Cette application
est bien définie. En effet, si M = M’ il existe f € C(X)*, f = a; mod D; pour des
scalaires non nuls «; et f est telle que M’ = M + (f). Le diagramme suivant est alors
commutatif :

Ov /0y (-D;)

M’);
p(M); e)

ot

Ov(M)/o, (1 - D) —L—~ Ov(M)Jo, (M - D)

ot .a; ' f désigne la multiplication par 'image de a; ' f (dans les quotients). La commu-
tativité provient du fait que p(M); et p(M’); sont définis comme l'identité aux fibres et
onaa;'f=1mod D;. L’application est donc bien définie. On montre facilement qu’elle
est injective. En effet, si

[Oy (M), {p(M);}] = [Oy (M), {e(M"):}],

on sait qu’il existe des isomorphismes donnés par des éléments f; € C(X)* tels que le
diagramme suivant est commutatif pour tout ¢ :

OY/Oy<_Di)
W(M)il
Ov(M)Jo, (M — D;) —2> Ov(M) o, (M - D)

o(M');

Ceci impose f; =1 mod D;, pour tout 7. On fixe le premier isomorphism f; € C(X)*. On
sait qu'il existe des élément a; € C(X)* pour i =2...r tels que f; = a;fy, Yi=2...r1.
On a donc f; = a; mod D; pour tout i = 2...r et f; =1 mod D;. Comme par ailleurs, on
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a M’ = M+ (f1), on a bien que les deux diviseurs sont équivalents donc que l'application
est injective.

Montrons maintenant la surjectivité. On veut montrer que pour tout élément (L, {®;}],
il existe un diviseur M étranger a S tel que l'on ait [£, {p}] = [Oy (M), {e(M);}]. Il est
facile de montrer que pour tout £ il existe un diviseur L étranger a S tel que £ ~ Oy (L).
Il suffit donc de montrer que pour tout élément [Oy (L), {¢;}] il existe un diviseur M
étranger a S tel que
Oy (L), {}] = [Oy (M), {p (M)}

Lorsque deg L > 29 — 2+ ). deg D;, il existe par le corollaire IV.3.10 un diviseur M,
effectif et équivalent & L (donc étranger & S lui aussi). On note {©%} la structure de
niveau telle que [Oy (L), {p;}] = [Oy(My), {£°}] et on cherche f € C(X)* satisfaisant
Oy (My), {p?} = [Oy (M), {p(M);}] et M = My—(f) étranger & D. Le faisceau Oy (M)
admet 1 pour section globale puisque M est effectif. On prend alors f € C(X)* telle
que [ = ¢{(1) € Ov/0y (—D,)(X), pour tout i = 1...r. C’est une fonction sans zéro ni
pole en S et elle satisfait :

Ov/oy (-D)
Oy (M)/oy (M — D) —2= Ov(Mo)Jo, (M, - D)

puisque en chaque point F;; on a
(0v/oy(-Dy)
P,

lm \

(OY<M>/<9Y< M- Di)> I (OY(MO)/Oy(Mo - D@->)

Py P;j

De plus, comme f n’a pas de singularité en S, M est étranger a S et nous avons le
résultat souhaité.

Dans le cas ou L est un diviseur de degré quelconque, on se donne un point Py hors
de S et on pose

k:2g—2+ZdegDi—degL.

D’apres ce qui précede, on sait qu'il existe un diviseur M tel que

[Oy (L), {pi}] * [Oy (k[Fo]), {0 (k[Fo]0:}] = [Oy (M), {p(M)}]

ce qui implique

[Oy (L), {¢i}] = [Oy (M), {o(M);}] * [Oy (=k[Ro]), { (k[ Fo]):}]
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et on vérifie facilement que

[Oy (M), {p(M):}] * [Oy (—k[Po]), {e(—=k[Fo])i}] = [Oy (M — E[R]), {o(M — k[F))i}]

ce qui nous donne le résultat. On a donc montré que ’ensemble des faisceaux inversibles
munis d'une structure de niveau était en bijection avec Jp, . p,. Par ailleurs il est clair
que application est un morphisme de groupe.

-----

Approche fonctorielle

On définit un foncteur de la catégorie des schémas sur C vers celle des groupes abéliens
en posant

JT(T) = {(Ea {Qpi})>ﬁsur Y X¢ T}/N

ou L est un faisceau inversible sur Y x¢ T et

i+ Ovuer/Oy (=D R Or — L/(Oy(~D) R O7) ® L)

est un isomorphisme de Oy, r-modules pour tout ¢ = 1...7. On quotiente par la relation
d’équivalence suivante :

(L {pi}) ~ (L {¢l}) =
il existe M faisceau inversible sur T, L = L' @ pyM et p; = ¢} x (M), Vi=1...r

ol py désigne la deuxieme projection de Y x¢ T vers T. On va préciser ce que 'on entend
par * et par p(M);.
On note Zp, := Oy (—D;) K Or le faisceau sur Oy .. On a

Ip, @psM— (Oy(=Dy) K Op) @ (Oy KM) — Oy(=D;) B M’
On note ¢(M); 'isomorphisme canonique de Oy y .r-modules

Ox®M  Oyer
Oy (—D;) X M Zp

7

Vi

obtenu en tensorisant par (Oy K M)~!. L’isomorphisme ¢} * o(M); est obtenu comme
suit :

E’ ®p§M (ﬂ@ El & p; ¢;®¢(M)i OYXCT 2 OYXCT ﬂl OYXCT
Ip, @ (L'@psM)  Ip, @ L ~ Ip @psM Tp, In, Tp.

7 7 7

On note [L, ¢] la classe d’équivalence contenant (L, ). Pour tout schémas 7', on pose

Picy (T) := {[L£], £ faisceau inversible sur Y x¢ T'}
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ou [£] désigne la classe d’équivalence contenant £ pour la relation suivante :
Ly ~ Ly <= il existe M inversible sur T tel que £; = Lo ® p3M
On a l'application naturelle suivante :

F(T) — Picy(T)
L] — L]

qui est clairement surjective et dont le noyau est

M(T) = {[OyXCT, {@i}], avec p; : OYXCT/IDZ_ = OYXCT/IDi}

On a donc la suite exacte suivante :
0— M(T)— F(T) — Picx(T) — 0

pour tout schéma 7.
Pour montrer que le foncteur F est représentable, on va considérer un foncteur

équivalent défini en utilisant la rigidification. On se restreint au cas d’'un unique diviseur
D := Dy (et r=1).

Définition IV.3.11. On fixe un point Py en dehors du support de D. On appelle fibré
en droite rigidifié avec structure de niveau un triplet (L, p, 1) ot L est un fibré en
droite sur'Y, ¢ est une structure de niveau c’est-a-dire un isomorphisme de Oy -module

Ov/oy(-D) = £/c(-D)
et ¢ est isomorphisme de C-espace vectoriel
v:C— L/r(—[R))

Deux triplets (£, p, 1) et (L', ¢',7') sont équivalents s’il existe un isomorphisme
0 : L — L' faisant commuter les deux diagrammes suivants :

Ov /oy (D) C

wl X wl MA
< , et i .
Llp—py—tsLlp—py  FLER) = FL(-[R)
ot on note comme d’habitude 6 I’application induite par # sur les quotients.

Ceci nous permet de définir un foncteur ¢ de la catégorie des schémas sur C' vers
celle des groupes abéliens. Par définition, G(T') est ’ensemble des classes d’équivalence
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de triplets (£, ¢,%) ou L est un fibré en droite sur Y x¢ T, ¢ est un isomorphisme de
Oy xr-module

¢ Ovxer/Oy, (=D x T) = £/L(—=D x T)

et ¢ un isomorphisme de Opr-module
b:O0r — LIr(—[R] x T)

Précisons ce que 'on entend par —D x T. On a D = > n;[P] et on note —D x T
le diviseur ) ,(—n;){P;} x T'de Y X¢ T. La relation d’équivalence est similaire a celle
définie ci-dessus en remplagant Y par Y x¢ T. Il est clair que I’ensemble des classes
d’équivalence est munie d’une structure de groupe. En effet, comme précédemment, on
considere le produit tensoriel des fibrés en droite et on utilise les applications naturelles
Oy xer @ Oy o — Oyxer et Op X Op — Op. 1l est clair que le groupe obtenu ainsi est
abélien.

On rappelle maintenant que le foncteur de Picard, représenté par la variété de Picard,
peut étre défini comme suit : Soit 7" un schéma sur C, on note Picy (7) 'ensemble des
classes d’équivalence des fibrés en droite rigidifiés c’est-a-dire les couples (L, 1)) ou L est
un fibré en droite sur Y x¢ T et v une rigidification. On a clairement un morphisme
de foncteur G — Picy qui est le foncteur oubli. Ceci va nous permettre de montrer la
représentabilité de G en utilisant celle de Picy. On a le résultat suivant :

Proposition IV.3.12. Le foncteur G est représentable par un schéma en groupe abélien
J(D) de type fini sur C. De plus, on a une suile exacte de schémas en groupes abéliens :

1 — (C)" x C=Mi=Y — J(D) — Picy — 1
avec D =% n;[P)].

Démonstration. On note (U, 1y) le fibré en droite rigidifié sur Y x PicY qui est 'objet
universel du foncteur G. On considere le faisceau

Isom <0Yxpicy/oYXpicy(—D x PicY)s UlU(~D x PicY)) ,

ou Isom signifie 'ensemble des isomorphismes au-dessus de Oy ypicy. On note py la
deuxieme projection ps : Y x PicY — PicY. Soit

A= D2« OYXPiCY/OyXPiCy(—D X PlCY)
et
B = ps.UJyy(—D x PicY)

On remarque que A est un faisceau cohérent de Op;.y-algebres commutatives sur PicY'.
Plus explicitement, A est isomorphe & Opiey @c H(Y, OY/(’)Y<_ D)) De plus, le schéma
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sur PicY associé au faisceau Isomo,,., (A, A) est égal au produit en tant que schéma en
groupe abélien PicY x ((C*)" x CX(mi—1)),

L’image directe B de U /u(_ D x PicY) est un faisceau sur PicY localement (pour
la topologie de Zariski) isomorphe a A. Posons S = Isomo,,., (A, B) et montrons que
c’est localement le produit Aut(H°(Ov /0, (—p))) = (C*)" x C="~Y et d’'un ouvert
de PicY. On choisit une trivialisation de B. Elle est donnée par un recouvrement ouvert
{Z;} de PicY et un ensemble de O|z;-isomorphismes

Q; ZA|Zj — B|Zj-

La restriction S|z, de S = Isomoy,., (A, B) & Z; est isomorphe a Isomo,,., (Alz;, Alz,)
par «; et ce dernier est égal & ((C*)" x C=(~1) x Z;. Ces schémas se recollent au-dessus
de Z; N Z), par les isomorphismes

(C)" x C=MY) % (7,10 Z3) — ((C) x C=V) % (7,1 Z,)

de la forme (m, z) — (a; ' - m, ). Notons J(D) — PicY le fibré géométrique corres-
pondant & S. Alors cette application est une fibration de fibre (C*) x C=(=1),

La construction de J(D) implique que J(D) est un schéma abélien. La suite exacte
de la proposition est également claire. Il reste a montrer que J(D) représente G. Pour
un élément (L, p,1) € G(T') on trouve un unique morphisme g : T — PicY tel que
g* (U, 1y ) soit isomorphe (de maniere unique) a (£,1). On veut maintenant construire
une application " — J(D) en utilisant la structure de niveau ¢. On commence par choisir
un raffinement de {Z;}, disons {W;}, qui trivialise le fibré universel ¢. Pour tout ouvert
W;, on fixe un isomorphism ¢; : U /u(_ D x PicY)- Soit T; := g 1 (W;) et considérons le
pullback g|7.1;. Pour tout ¢t € Tj, les deux isomorphismes ¢; et (g|7.9;); sont égaux a
multiplication par un élément a;(t) de Aut(H°(X, Oy /0, (—D))). On définit ainsi une
application

T; — Wi x Aut(H°(X, Oy /o, (-D)))

donnée par t — (g(t), a;(t)) et il est clair que 1'on peut recoller ces fonctions locales pour
obtenir une application 7" — J(D). Ceci prouve la représentabilité du foncteur G et ceci

acheve la preuve de la proposition. O
Corollaire IV.3.13. Le morphisme J(D) — PicY est une fibration de fibre (C*)" x
C2(ni=1),

Démonstration. Le résultat est clair par la construction de J(D) donnée dans la preuve
précédente. O

Remarque 1V.3.14.

1. On aurait pu aussi considérer une relation d’équivalence différente en disant que
deuz triplets (L, p, ) et (L', ¢ 1) sont équivalents s’il existe un isomorphisme
fiL— L tel quey = fop et ¢ =B.fop avec § € C*. Le foncteur associé a
cette relation d’équivalence est J(D)/C*.
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2. De plus, on montre facilement que l'on a Jp =~ J(D)/(C*, ot Jp est l'ensemble des
classes d’équivalence des fibrés en droite avec structure de niveau sur un unique
diviseur D, comme défini dans la sous-section IV.3.2. En effet, le choix d’une
rigidification est déterminé par un élément de C* et le noyau de 'application de
J(D) vers Jp donnée par (L, p,1) — (L, ) est donc C*.

3. On remarque aussi que 'on a J(D) ~ Jpyp,. En d’autres termes, la rigidification
est équivalente a ajouter un point donné au support du diviseur.

4. On suppose maintenant que 'on a une collection de diviseurs positifs Dy, ..., D,
avec comme avant D; = Y7 ni;[Py] et les supports disjoints. Soit D =) i, D;.
On a clairement une application de J(D) vers Jp, . p,. Elle est obtenue en 'di-
visant’ la structure de niveau @ d’un triplet (L, ¢,1) en r structures de niveau
w; pour chaque diviseur D;. L’application est clairement surjective et le noyau est
(C*)". Ainsi, on a

Jpy...D, = JDy+ ...+ DT’)/(C*)T

et le foncteur F associé aux fibrés en droite avec structure de niveau est donc
représenté par Jp, . p,.

5. De maniére générale, on peut fizer un sous-groupe algébrique H de (C*)" x CX(—1)
et on observe que J(D)/H represente les fibrés en droite rigidifiés avec structure
de nweau et pour la relation d’équivalence associée a H.

Jacobienne d’une courbe singuliere

On commence par montrer le résultat suivant :

Proposition 1V.3.15. La variété de Picard de la courbe singuliere Xp, . p, est cano-
niquement isomorphe a Jp, . p,.

Démonstration. Notons s : Y — Yp, p,. la normalisation de la courbe. Par facilité, on
se restreint aux fibrés en droite sur Yp,  p, (au lieu des familles). Nous allons construire
une bijection entre I'ensemble des classes d’équivalence des fibrés en droite sur Yp,  p,
et I’ensemble Jp, p, des classes d’équivalence des fibrés en droite sur Y avec structure
de niveau.

On se donne un fibré en droite £ sur Yp, . p,. On considere le pullback M = s*L
de L et nous voulons construire une structure de niveau. Soit (); le point singulier de
Yp,...p, qui correspond a D; et on choisit un voisinage ouvert U; de (); qui ne contienne
pas d’autre singularité et tel que L|y, = Op,e pour un certain élément e. Alors e est
unique & multiplication par un élément de Oy, (U;)* pres. On pose V; = s71(U;), et M|y,
est alors engendré par e sur Oy,. Le générateur e induit un isomorphisme

i : Ov/Oy(—D;) = OviJoy. (—D;) = M/M(-D;)
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de Oy-modules, qui est unique a un élément de C* pres. Les isomorphismes ¢; nous donne
une structure de niveau sur £ et on envoie la classe [£] de £ sur la classe d’équivalence
contenant (M, {¢;}).

Cette application est bien définie. En effet, supposons qu’on a [£] = [£'] et on note
M et M’ les pullbacks de £ et £'. Par hypothese, il existe un isomorphisme 6 : £ = £’ et
de ce fait un isomorphisme entre les restrictions L|y, et L]y, qui induit un isomorphisme
entre M|y, et M’|y,. Par construction on a

Ov/0y(-D;)

l &
Pi

M/pM(—D;) —= M/~ D))

ce qui montre que [M, {¢;}] = [M, {¢}].
On veut maintenant construire une application inverse. On se donne un fibré en droite
M sur Y muni d’une structure de niveau

vi: OvJoy(-D,) = M/M(~D))

On définit un fibré en droite £ C s, M sur Yp,  p, de la maniere suivante. La restriction
de £ au lieu régulier de Yp, p, (qui est |Yp, p,. \ S| = [Y \ S|) est simplement la
restriction de s,M au méme ouvert, c¢’est-a-dire Y\ S|. Pour un point singulier @); on
choisit un voisinage ouvert U; suffisamment petit et on impose que le générateur de L|y,
au-dessus de Op, soit 'image ¢;(1) € M/M(_Di)(s_l(Ui)) de la section 1 poussée en
avant par s, sur Yp,  p,.. Ce choix d'un générateur est fait modulo Oy, (U;)*. Montrons
que cette application est bien définie. On suppose que 'on a [M, {p;}] = [M’, {¢}] et on
note £ et L' les fibrés en droite sur Yp, p, construit comme ci-dessus. Par hypothese,
il existe des isomorphismes 6; : M — M/’ tels que le diagramme suivant commute pour
tout ¢ :

Oy /0y (-D;)

l g
Pi

M/p(~Dy) ="~ M/pm(-D,)

On a donc ¢;(1) = 6; o ¢}(1) ce qui implique L]y, ~ L'|y, pour tout i et les fibrés en
droite sont donc isomorphes. Ce qui précede montre que le foncteur associé aux fibrés en
droite sur Xp,  p, est isomorphe a celui associ¢ a Jp, . p,. I

Remarque 1V.3.16. La proposition IV.3.15 justifie l'introduction de fibrés vectoriels
sur X munis d’une structure de niveau en les points au-dessus des points singuliers de

X.
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Ce résultat combiné avec I’approximation de toute courbe singuliere par une courbe
singuliere speciale (Cf remarque IV.1.7) permet d’obtenir une description explicite de la
variété de Picard d'une courbe singuliere.

Corollaire I'V.3.17. Soit X une courbe singulicre et X sa normalisée. Alors il existe un
diviseur effectif D de X (étranger aux relevés des points singuliers de X ) et un groupe
algébrique H de (C*)" x C=i(™=1 tels que le foncteur associé aux fibrés en droite sur X
soit représenté par J(D)/H

Démonstration. Ceci se déduit de la proposition IV.3.15 et du fait qu’il existe un mor-
phisme birationnel fini
Y — Yp,,.p.

Exmple :

Soient Dy,..., D, des diviseurs effectifs a support disjoint et tels que D; = Zj [P
(i.e. toutes les multiplicités égales a 1) et de degré au moins 2. Ceci est équivalent a
demander que la courbe Yp,  p, n’ait que r points singuliers, chacun multiple ordinaire.
Alors, la variété de Picard Jp, . p, de Yp, . p, est un extension de PicX par G, avec

t=(>_,degD;) —r.

IV.4 Correspondance de Hecke

IV.4.1 Enoncé

On rappelle que 'on s’est donné une courbe X singuliere sur C mais n’ayant que des
points multiples ordinaires. On a noté X sa normalisée et on a montré que la catégorie
des systemes locaux sur X est équivalente a celle des systemes locaux sur X munis d'une
structure de niveau. On a montré le méme résultat pour les connexions. les structures
de niveau dans ce cas correspondent a des diviseurs n’ayant que des multiplicités égales
a 1. On les note comme auparavant Dy, ..., D, avec D; = 71 [Py].

On note S = U;supp(D;) et Jp, . p, désigne comme avant 'ensemble des classes
d’équivalences de faisceaux localement libres de rang 1 sur X munis d'une structure de
niveau associée a ces diviseurs. C’est sur cet ensemble que 'on veut établir la corres-
pondance de Hecke. On note Hecke;(T') 'ensemble des triplets ((£,{¢:}), (L', {¥}}), x)
ot z € (X \ S) et £,£ sont des fibrés en droite sur X x¢ T munis d'une struc-
ture de niveau et satisfaisant L£/pr ~ O;(XCT/@XX o(—[z]) et {pi} = {¥;}. Nous ne

C

considererons que les C-points de ce champ et I'isomorphisme O)?/O)?(—[x]) impose
(L' {i}) = (L(=[z]), {pi}). Précisons le sens de 'égalité {p;} = {¢}}. Les faisceaux £
et L(—[z]) ont méme fibre en tous les points de S puisque = n’appartient pas a S. Cela
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a donc un sens de demander que les isomorphismes aux fibres soient égaux aux fibres.
On a
Heckey

N

()? \ §) x Jpy,...D. il Jp.,...D,
ot H(z, (L, {p:})) = (L([z]),{w:})-

Théoreme IV.4.1. Soit (V,V,{p;}) une connezxion de rang 1 sur Y avec structure
de niveau. Il existe une connexion (IKC,V) de rang 1 sur Jp, . p, qui satisfait H*IC ~
Viy\s XK (isomorphisme de connexions)

Pour tout entier k € Z, on note J 11317___7 p, I'ensemble des classes d’équivalence de fibrés
en droite de degré k et on note Hy la restriction

Hy, : (55 \ §) x Jf)l,...,Dr - Jf)ir}..,Dr

IV.4.2 Preuve du théoreme IV.4.1 en utilisant le cas G,,
On a vu que l'on a la suite exacte suivante
0— (CHN — Jpy,..Dy = PicX — 0

ot N :=>",(r; —1). On note F := (C*)" pour alléger les notations. On commence par
oublier la structure de niveau et ne considérer que la connexion (V, V). D’apres le cas
G,, sans singularités (Cf section I11.2), on sait qu'il existe une connexion (M, V r() sur
PicX telle que M =V X M ou

h: X x PicX — PicX, (z,[V]) — [V([z])].

On a donc
hiM = V\(;(\S) X M

ou hy = h|( \9)xpicx- Cette connexion correspond a une (unique) représentation
pa s T (PicX) — C*

satisfaisant

P 0 hy = ppa @ py
ol y désigne la représentation associée a (V, V)‘ s et 71‘ est I'application induite par

h entre les 7;. On note p%, la représentation de Wl(PiijZ ) induite par paq. 1l est clair
qu'une telle représentation vérifie

Pt ol = ply®p
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oll on note encore h| I'application A : (X \ ) x Pic*X — Pic"1X.

D’autre part, on a une représentation naturelle sur F donnée par la structure de
niveau. En effet, il existe un diviseur A étranger a Dy,..., D, et tel que V ~ O%(A)
et on peut trouver une structure de niveau {¢;} telle que (V,{¢;}) ~ (Ox(A), {¢i}).
La structure de niveau 1 sur O%(A) donne une structure de niveau sur Og que l'on
note encore 1. Le faisceau avec structure de niveau (O, {1}) est dans le noyau de
Jpy...D, = Pic)?, il correspond donc a un unique élément (ay,...,ay) € F. On définit
une représentation en posant

pr T ((CYN) = ZN — C* Yu((ny,...,ny)) = af* ... afy
Nous pouvons maintenant définir une représentation n* de 7 (J f)l,___, p,). On remarque

tout d’abord que la fibration Jp, . p, — PicX (Cf Corollary IV.3.13) restreinte aux
diviseurs de degré 0 nous donne la suite exacte courte suivante

0—F — Jlo)l,...,Dr — Pic®X — 0

Par le théoreme B.0.9, la suite précédente induit une suite exacte longue d’homotopie
et puisque 7o(F) et m(Pic’X) sont tous les deux triviaux, on obtient une suite exacte
courte : _

0 — m(F) = m(Jp,, . p,) — m(Pic"X) — 0

De plus, pour tout entier k, on a m(Jp,  p ) ~m(Jp,  p) et 1 (Pic®X) ~ 1 (Pick X)
donc pour tout k£ on a

0 — mi(F) — m(J5, p) — m(PicFX) — 0

Observons maintenant que 71(F) ~ Z" et m (Pic*X) = m1(X)a = Z%9 ot g est le genre
de X ce qui implique

0—-7ZN — 71 (Jy) — Z* — 0
Puisque 7y (J gl,__., p,) est abélien, la suite précédente se scinde et on obtient 7y (J gm D,) =
Z**N_ On peut donc construire facilement une représentation de 7 (J5 \...D,) & partir

d'une représentation de 71 (F) et d'une de m (Pic*X) en prenant leur produit. On pose

n* = pr @ pk, et on vérifie que cette représentation satisfait

o B~y

ot on note H I'application induite par H sur les 7 (et par abus de langage on note encore
H Tapplication restreinte aux fibrés de degré k). En posant 7 = (n*)rez on obtient une
représentation de 71 (Jp, . p,)* qui vérifie

ke H ~ nemn.

On note (K, Vi) la connection sur Jp, . p, correspondant a n. Il est clair que cette
connexion vérifie la propriété requise ce qui acheve la preuve du théoreme.
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A.1 La correspondance en caractéristique positive

Dans toute cette section, on reprend l'article de E. Frenkel [Fre] en donnant plus
de détails. On se réfere régulierement au livre 'introduction to the Langlands program’

BC].

A.1.1 La théorie du corps des classes

Soit F' un corps global c¢’est-a-dire un corps de nombre ou le corps des fonctions d’une
courbe lisse projective (géométriquement irréductible) sur un corps fini. La théorie du
corps de classe abélien décrit le groupe de galois Gal( F ab/ F) de lextension maximale
abélienne d’un corps global en fonction du quotient F*\A} ou Ar (ou A quand il n’y a pas
d’ambiguité ) désigne 'anneau des adeles de F'. Plus précisément, le groupe Gal( F “b/ F)
est en bijection avec le complété profini de F*\A}km Le groupe Gal(F ab/ F) est le quotient
maximal abélien de Gal(ﬁ/ F) ou I est la cloture séparable de F. Un tel quotient est

déterminé par les représentations de dimension 1 de Gal (f/ F). On peut donc reformuler
la théorie du corps de classe abélien en disant que les représentations de dimension 1 de
Gal(F / F) sont 'presque’ en bijection avec celles du groupe abélien A%, qui proviennent

d’une action sur ’espace des fonctions sur F*\A; = GLy( F)\GLI(AF).

Robert Langlands a conjecturé que ceci se généralise aux représentations de dimension
n. La correspondance de Langlands est plus qu'une simple bijection puisqu’elle relie
également les valeurs propres des classes de conjugaison du Frobenius du coté galoisien
aux valeurs propres de Hecke du coté automorphe. On va se restreindre au cas des corps
de fonctions puisque c’est le cas qui nous intéressera par la suite. On se donne donc une
courbe X lisse projective sur un corps fini F, et on note X = X Xgpec r, Spec F, ou
F, désigne une cloture algébrique de F,. On suppose que X est irréductible (autrement
dit que X est géométriquement irréductible ). On note F' le corps de fonctions de
X, F sa cloture séparable et G := Gal( F / F) le groupe de Galois. On se restreint aux
représentations irréductibles de rang n de G r. Toute représentation de G peut s’écrire
comme le produit tensoriel d'une représentation de rang 1 et d’une représentation dont
le déterminant est d’ordre fini. De méme, toute représentation de GL, (Ar) peut s’écrire
comme le produit tensoriel d’une représentation de rang 1 et d’une représentation dont
le caractere central est d’ordre fini. La théorie du corps de classe abélien nous permet
donc de nous restreindre aux représentations de G et de GL,,(Af) dont le déterminant,
respectivement le caractere central, est d’ordre fini.

On va maintenant expliciter les objets que 1'on considere de chaque c6té afin d’énoncer
la correspondance de Langlands.
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A.1.2 Le co6té galoisien :

On considere un ”"point T de F au-dessus d’un point x € |X|”. Le corps F n’est pas
le corps de fonctions d’une courbe, on n’a donc pas la notion de points fermés. Par abus
de langage, on appelera un point T au dessus de x € | X| la donnée d’une valuation vz
de I qui étend celle correspondant a z. On note O = {y € F, vz(y) > 0}.

Définition A.1.1. On appelle groupe de décomposition le sous-groupe de G qui
préserve T soit D, == {1 € Gp/7(Oz) = Oz}. Un choiz différent de T donne un sous-
groupe conjugué. De plus, on a D, ~ Gal(Fm/Fx), avec F, := Frac O,.

On note k, le corps résiduel en x et k, sa cloture algébrique. On a donc k, = Ogc/mm

ou m, désigne I'idéal maximal de O,.

Définition A.1.2. Le sous-groupe d’inertie I, est le noyau de l’homomorphisme
naturel D, — Gal(kz/k,). On a donc I, = {g € D, (g — 1)y € m,, Yy € F,}

On note ¢, = ¢%#®. On a alors k, = Fg,. On note F'r, le Frobenius défini comme
I'inverse de l'automorphisme y — y9 de k,.

Définition A.1.3. Un homomorphisme continu de groupe o : Gp — H est dit non
ramifié en x si son noyau contient I,. Cette définition est indépendante du choix de T.

Lorsque I'homomorphisme est non-ramifié, on peut choisir un antécédent du Frobe-
nius par application D, — Gal( kx/kx> et considérer son image par o. Celle-ci ne dépend
pas du choix de I'antécédent puisque I, C ker 0. On note o(F'r,) la classe de conjugaison
dans H de cet élément.

On se donne un nombre premier [ qui ne divise pas ¢ et on note Q; le corps des
nombres [-adiques. On peut maintenant définir les objets qui nous intéressent :

Définition A.1.4. On appelle représentation [-adique de G de rang n un homo-
morphisme o : Gp — GL,(Q,) qui satisfait les conditions suivantes :
— 11 existe une extension finie E C Q, de Q; telle que o se factorise en un homo-
morphisme Gr — GL,(F), qui est continu pour la topologie de Krull de G et la
topologie l-adique sur GL,(E).

— L’homomorphisme est non ramifié en presque tous les points x € | X|.

On note G, I'ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles [-
adiques de G de rang n dont le déterminant est d’ordre fini. Etant donnée une telle
représentation o et un point fermé x en lequel o est non ramifié, on peut considérer
'ensemble des classes de conjugaison du Frobenius {o(Fr,)} dans GL,(Q,;). On note
0y = 0(Fry) et (z1(0z), -+, 2n(0,)) ensemble, défini & permutation pres, de ses valeurs
propres comptées avec multiplicité. Le théoreme de densité de Chebotarev implique le
résultat suivant :
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Proposition A.1.5. Soient deux représentations l-adiques semi-simples ayant des en-
sembles de classes de conjugaison du Frobenius identiques pour presque tout point x €
| X |, alors ces deux représentations sont équivalentes.

A.1.3 Le coté automorphe

On commence par rappeler quelques faits généraux sur les représentations.

Définition A.1.6. Soit 7 : G — GI(E) une représentation provenant de l'action d’un
groupe topologique réductif G sur un espace vectoriel E. Elle est dite est irréductible sl
elle ne contient pas de sous-représentations non-triviales. On dira qu’elle est admissible
si le stabilisateur Stab(v) de chaque élément v de E est ouvert et si pour toul sous-groupe
ouvert K C G le sous espace vectoriel E¥ des vecteurs fivés par K est de dimension finie.

On se place maintenant dans le cas ot 'on a G = GL,(F,), © € |X| et 7 est une
représentation irréductible et admissible. La représentation sera dite non-ramifiée ou
sphérique si 'ensemble de vecteurs fixés par GL,,(0,) est non nul. Dans ce cas, on peut
montrer qu’il est de dimension un. On a le résultat suivant :

Proposition A.1.7.

1. Pour tout x € | X| on se donne une représentation admissible irréductible (m,, V)
de GL,(F,). Pour presque tout z, on suppose que 7, est non ramifiée et on fize
un vecteur non-nul v, € VxGL”(@Z). On considére la limite directe V := ®; V., des
espaces Vg = @Q,cq Ve 0ot S est un sous-ensemble fini de |X| contenant toutes
les places ramifiées et linclusion Vg — Vp lorsque S C T est donnée par xg —
s ® (®zer\5)Vz). Alors la représentation (m,V) = (®&'m,,V) de GL,(Ap) est
wrréductible et admissible.

2. Réciproquement, soit (m,V') est une représentation admissible et irréductible de
GL,(AF), alors il existe une collection de représentations (7, V) comme ci-dessus
et un 1somorphisme de représentations

(1, V) 5 (@70, Q) Vo).

(cf [God, thm2 chp3.7] ou [BG, thm2.5 chp7]) Par définition, un élément de ®;6|X‘ Vi
est une somme d’éléments de la forme ®w, avec w, € 7, et w, = v, pour presque tout
x e |X]\S.

On va maintenant s’intéresser aux représentations provenant d’une action sur ’en-
semble des formes paraboliques automorphes. On considere le groupe GL,,(Ar) munie
d’une mesure de Haar notée d que 'on normalise pour avoir d(GL,(Q)) = 1. De plus,
sur chaque composante en x, on a une mesure que l'on note p que I’on normalise pour
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avoir ;1(GL,(0,)) = 1 Vz € |X|. On note P,, ,, le groupe parabolique standard associé
a la partition n = nq + ny c’est a -dire I’ensemble

{n1% ((? ;) € M,(F),n1+ny =n et QGGLM(F),Z':LQ}

Ny = { " % (Iod ]*d) € M,(F),ni+ng = n} C Py

Définition A.1.8. Une fonction ¢ : GL,(A) — Q, est une forme automorphe para-
bolique (cuspidal en anglais) si elle satisfait les conditions suivantes :

1. Elle est invariante a gauche par GL, (F).
2. Elle est invariante a droite par un sous groupe ouvert de GL,(Ar).
3. Il existe un élément a € A* de degré non nul tel que p(ag) = ¢(g), Yg € GL,(A).

! anl,@(F)\an,ng(A) #lug) g (Ap)
Remarque A.1.9. La somme a lieu sur un ensemble compact, c¢’est donc une somme

finie et l'intégrale est donc bien définie.

On note V T'espace vectoriel des formes automorphes paraboliques sur GL,(Ag).
Le groupe GL,(Afr) agit sur V. L’action est (g,¢)(h) = p(hg), Yg,h € GL,(Ar) et
¢ € V. Montrons que I'action est bien définie. Soit g € GL,(A). On a g = (gs)ac|x| avec
9. € GL,(F,), Vx et g, € GL,(0,) pour presque tout x. L’action de GL,(A) sur V est
donc définie coordonnée par coordonnée par g, * w, = w,(g,.). Pour presque tout x, on
a w, = v, et v, étant invariant sous GL,(0,), on a g, * w, = w, pour presque tout x.
Cela montre que 'action est bien définie. On note 7 la représentation de GL,,(Ar) dans
GI(V) induite par cette action. Elle se décompose en une somme de représentations ad-
missibles irréductibles que 'on appelle représentations automorphes irréductibles
paraboliques de GL, (Ar). Les représentations apparaissent avec une multiplicité un
dans cette décomposition, d’apres un théoreme de Piatetski-Shapiro et Shalika. On note
A, Tensemble des classes d’équivalence de ces représentations.

Remarque A.1.10. La troisiéme condition est équivalente a la finitude de ['ordre du
caractere central de la représentation .

Soit 7 une représentation automorphe irréductible parabolique de GL, (A). En appli-
quant la proposition A.1.7, on sait que 7 s’écrit comme un produit tensoriel restreint de
représentations admissibles irréductibles 7, de GL,(F,) dans GI(V,) avec V = &' V.



A.1. La correspondance en caractéristique positive 171

De plus, on sait qu'il existe un sous-ensemble fini S C | X| tel que 7, est non ramifiée,

pour tout z € |X|\ S et pour ces points z, on fixe v, € V, un vecteur non-nul stable
sous GL,(0,).

On note H, 'ensemble des fonctions de GL, (A) a support compact et bi-invariantes
sous GL,(0,). C’est une algebre pour le produit de convolution

Fx alg) = / o Bl B

appelée algebre sphérique de Hecke. L’élement neutre est la fonction caractéristique
de GL,(O,).

Lemme A.1.11. On a
Hm - @l[Hl,m7 ey Hn,:vu (Hn,:v>71]

ou H;, € H, est la fonction caractéristique de M, , = GL,(0,)D;,GL,(0,) ot D, ,
désigne la matrice diag(t,, ..., t:,1,...,1) avec t, un parametre local en x.
~——

i fois
Démonstration. On note z; les fonctions sur Z™ définies par

{1 sia=(0,...,0,1,0,...,0)

0 sinon

0 sinon

1(a>:{1 sia=(0,...,0,—1,0,...,0)

Les fonctions sur Z" localement compactes sont munies du produit de convolution défini
par fxg(a) =, ., f(b)g(c). On vérifie que pour ce produit de convolution on a bien
2 * z;l = 1z». On va montrer que l'on a

Hy ~ @l[zlila ce Zil]Gn = @I[Hl,arv ooy Hy s Hrj:alc]

n

ou T; , sont les fonctions symétriques en les z; c’est-a-dire

Ty = E Zj .. 2t =1...n

1<j1<...<ji<n

Observons tout d’abord que l'on a

GL,(0,)\GLn(F2) /L, (0,) ~ Z"/s,
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En effet, si ¢, désigne une uniformisante en z, pour tout élément A € GL,(F},), il

existe (mq,...,my) € Z" (définis & permutation pres) tels que
t™ 0
A € GL,(0,) GL,(0,).
0 tmn

Les fonctions sur GL,(F}) bi-invariantes sous GL,(Q,) peuvent donc étre considérées
comme des fonctions sur 4" /Gn- Soit f € H,, elle induit une fonction sur le double quo-
tient qui est localement compacte sur un ensemble discret donc non nulle en un nombre
fini de points. Cette fonction sur Z"/g,, se releve en une fonction sur Z", constante sur
les orbites et qui appartient donc & @[z, ..., 25]®". Une telle fonction peut s’écrire
comme un polynome en les fonctions symétriques, en inversant le produit 7, ; des z;. De
plus cette écriture est unique, I'application de H, vers Q,[H, ..., H,, H; ' est donc bien
définie et envoie H;, sur T;,. On montre facilement que cette application est bijective.

Il reste a montrer que c¢’est un morphisme d’algebre. On a d’une part
TiwxTjola) = Y Tia®Tjule) = Y Tizla—c)
b+c=a cEGpxe;
ou S, xe; ={ox*(0,...,1,...,0),0 € G, }. D’autre part, on a
Hoox Hyola) = [ Hiaah ) Hyu) = [ Hialah ()
GLn (F) Mo
et la structure d’algebre est transportée par I'isomorphisme. O

L’algebre de Hecke H, agit naturellement sur toute représentation irréductible non
ramifiée 7, de GL,(F,) par

(Hia-f)(g) = » flgh)p(h),Vf € Vo, g € GL,(Fy).

On a le résultat suivant :

Lemme A.1.12. Soit w, une représentation irréductible non ramifiée de GL,,(F,). Alors

tout élément de [’algebre sphérique de Hecke H, préserve le sous espace WEL"(@Z).

Démonstration. Soient v € WSL"(Q“), f € 'H, et montrons que f.v € 75t @2) Soit b un

élément de GL,(0,), on a

m(h)(fv) = / 72 (h)(f(9)72(9)(v))u(g) = /G ) (F)f(g)m(gh)(v)u(g)

GLn (Fz)
— [ sehmauto) = [ fEmEu)
GL (F2) GLn (Fy)

car la mesure de Haar est normalisée avec u(GL,(Q,)) = 1.

O
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On peut donc définir une action de H, sur les fonctions définies sur

GL,(F)\GLn(A) /oL, (0)

On revient au cas d'une représentation irréductible admissible 7 = ®'r, de GL,(A). On
. . s , GLn (O
vient de montrer que pour tout z ou m, est non ramifiée H, préserve l'espace w5 n(0s)
engendré par le vecteur v,. C’est un espace vectoriel de dimension 1 sur Q; donc pour

tout f € H,, on a f.v, € Qu,. Il existe donc \i(m,) € Q;, Vi =1,...,n tels que
Hz’,m-vm = )\i(’ﬂ'x)vm, Vi = 1, o, .

On appelle valeurs propres de Hecke de 7 en  les racines (2, (7,), . . ., z.(7,)) € Q) du
polynéme Z?:_Ol(—l)i)\i(ﬂ'x)X *. Ces scalaires sont définis & permutation pres et les \;(7,)
sont les fonctions symétriques en les z;(7,). On sait que A, est non nul puisque 7, , est
inversible et puisque A, = [, zi(7,), ces valeurs propres sont non nulles. De plus, on peut
montrer que pour tout x ou elles sont définies, ces valeurs propres de Hecke déterminent la
représentation 7,. En effet, toute représentation 7, irréductible admissible non ramifiée
de GL,(F,) peut étre obtenue comme une représentation induite d’une représentation
du groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures. Une telle représentation 7,
est déterminée par n caracteres x;, : F) — @j satisfaisant

aq *

= Xl,a:(afl) oo Xn,a:(a'n)
(079

Chaque caractere se factorise par la valuation discrete de F) et est donc déterminé par
I'image de ¢, (parametre local en « fixé pour définir H;,). On a x;.(t,) = z(m,:) ce qui
montre que les z;(m,) déterminent la représentation .

On a donc montré qu’a toute représentation automorphe parabolique irréductible 7,
on peut attacher une collection de valeurs propres {(z1(7z), . - ., 2n(72)) }ae|x)\s dites de
Hecke et définies a permutation pres. On ade plus le résultat suivant :

Proposition A.1.13 (Théoréme fort de la multiplicité un, [Pia]).
Soient deux représentations automorphes irréductibles paraboliques m et ' de GL,,(A)
telles que T, ~ 7, pour presque tout x, alors les représentations 7 et ' sont isomorphes.

Le théoreme montre donc que la collection des valeurs propres de Hecke détermine
la représentation a isomorphisme pres. On peut maintenant énoncer la conjecture de
Langlands pour GL,(Q;) dans le cas des corps de fonctions. Elle a été prouvée par
Drinfeld [Dril] pour n = 2 et par Lafforgue [Laf] pour n > 2.

Théoréme A.1.14. On a une bijection entre les ensembles A, et G, définit ci-dessus
qui vérifie la condition suivante : Si m € A, correspond a un élément o € G, alors les
représentations sont non ramifiées en les mémes points et pour tout tel x, il existe une
permutation T € G, telle que

(21(72)s -y 20 (T2)) = (2 (1) (02), - - -, 2e(m) (02)).
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A.2 La correspondance de Langlands géometrique

A.2.1 Des représentations galoisiennes aux systémes locaux

Soit X une courbe algébrique irréductible et lisse sur F, et [ un premier ne divisant
pas q.

Définition A.2.1. Un Z,-faisceau sur X de rang n est un systéme projectif {Fu, }m>1
ot chaque F,, est un faisceau de Z/lmz-module localement libre de rang n sur X munie
de la topologie étale.

Par abus de notations, si F = {F,,} est un Z;-faisceau, on notera
HY(X,F) = liinHi(X, Fom)-
Définition A.2.2. Un Q;-faisceau F sur X est un faisceau défini par
HO(U,F) = Qi @z, H'(U, F)
ou F est un 7, -faisceau et U un ouvert de X.

Le fait de tensoriser par QQ; permet d’éliminer la torsion dans les groupes de cohomolo-
gie. De maniere similaire, on définit la catégorie des E-faisceaux ot E est une extension
finie de ;. Enfin, on considere la limite directe des catégories de E-faisceaux sur X
(c’est-a-dire 'union croissante). Les objets de cette catégorie sont appelés faisceaux
[-adiques lisses sur X ou systémes locaux [-adiques. Le fait de prendre cette limite
directe permet de travailler avec des systemes locaux sur une extension finie de Q;, sans
préciser 'extension. On a le lemme suivant :

Lemme A.2.3. A un systéme local l-adique de rang n sur X \ N, ou N est un sous-
ensemble fini de |X|, on peut associer une représentation l-adique de dimension n de
G, non-ramifiée partout sur X \ N et réciproquement.

Démonstration. On commence par se donner un Q;-faisceau. On sait qu’il est obtenu en
tensorisant un Z;-faisceau F := {F,,} de rang n sur X \ N par Q; (Cf ci-dessus). Pour
tout m, F,, est donc un faisceau de Z/lmz—module localement libre de rang n sur X \ S.
Pour chaque m, il existe donc un revétement étale fini et galoisien Y,, de X \ N sur
lequel F,, est constant. En d’autres termes, le pullback de F,, sur Y,, est isomorphe au

faisceau constant (Z/lmz) . Le groupe de Galois Gal(Ym/ X\ N) agit sur les sections
globales de ce faisceau ce qui nous donne une représentation

pm  Gal(Ym/X \ N) — GLa(Z/pm7)
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On prend la limite directe p := lim p,,, ce qui nous donne une représentation
p:lim Gal(Ym/x \ N) — GLn(Z))

Cette limite directe ne prend en compte que certains revétements étales finis, on a donc
une application surjective

(X \ N) — lim Gal(Yin/X \ N)
et une application surjective Gp — (X \ N) ce qui nous donne par composition une
1
représentation

GF - GLn(Zl)

Montrons maintenant que cette représentation est non ramifiée en dehors de N. Le
groupe arithmétique fondamental 7% (X \ N) correspond a l'extension maximale étale
non ramifiée de X \ N. Pour tout point z de X \ IV, le groupe d’inertie I, est donc envoyé
sur 1 dans W?lg (X'\ V) donc est contenu dans le noyau de la représentation ce qui montre

que celle-ci est non ramifiée en dehors de N.

Réciproquement, on se donne une représentation continue p : Gp — GL,(Q;), non
ramifiée en dehors de N. Comme G est compact, son image 'est aussi donc elle est
contenue dans le sous-groupe ouvert compact maximal GL,(%Z;). De plus, puisque cette
représentation est non-ramifiée en dehors de N, elle se factorise par 7{(X \ N) qui
correspond a l'extension étale non ramifiée maximale de X \ N. De plus, on a une
application surjective de GL,,(Z;) vers GLn(Z/lmz), pour tout m et chaque application
nous donne par composition une représentation

al
Pm T g(X \ N) - GLn(Z/lmZ)
avec p = lim p,,. Pour tout m, on considere le revétement étale fini f,, : V,, — X\ N
dont le groupe de Galois H,, correspond a l'image de p,,. Puisque 1'on a p = lim p,,, on

a Imp,, < ppm41 done Y41 est une extension de Y,,. On considere le faisceau constant
n

(Z/ZMZ> sur Y,,. Le groupe H,, agit sur ses sections. Pour tout ouvert U de X \ N, on
pose

n Hm
FulU) = H° (£ ), (Z)m7)")
ce qui définit un faisceau de Z/lmz—modules localement libre de rang n. On obtient
un collection de faisceau de Z/lmz—faisceaux. Ceci nous donne un systeme projectif du
fait que les extensions Y,, de X sont emboitées. En tensorisant par (Q;, on obtient un
Q;-faisceau.

De maniere similaire, pour une extension finie £ de @Q;, on obtient un FE-faisceau
sur X \ N en partant d’une représentation Gr — GL,(FE) non ramifiée sur X \ N et
réciproquement.

O
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Le lemme précédent permet d’interpréter les représentations galoisiennes de maniere
géométrique : ce sont des systemes locaux [-adiques et cette notion a encore un sens
lorsque X est définie sur C par exemple.

A.2.2 Des représentations automorphes aux faisceaux pervers

On veut maintenant interpréter géométriquement les représentations automorphes.
On se restreint aux représentations paraboliques non ramifiées et irréductibles de GL,,(A).
A une telle représentation 7, on a vu qu’on pouvait associer un vecteur v = ®w, avec
w, = v, presque partout. Rappelons que pour tout x ou m, est non ramifiée, on a fixé
un vecteur v, tel que rotn(02) = Quv,. Ce vecteur v, est défini & multiplication scalaire
pres, puisqu’un nombre fini de w, ne sont pas fixés. Il peut étre vu comme une fonction
fr sur

GL,(F)\GLa(A) [oL, (0)

Cette fonction est elle aussi définie a scalaire pres et comme v, est vecteur propre des
générateurs H,;, de l'algebre de Hecke H,, pour presque tout x € |X|, cette fonction
détermine la représentation m a isomorphisme pres. Au lieu de considérer les classes
d’équivalence des représentations non-ramifiées, on peut donc considérer ’ensemble des
fonctions automorphes non ramifiées qui leur sont associées (définies a multiplication
scalaire pres).

Le lien avec les fibrés vectoriels apparait grace au lemme suivant du a A. Weil

Lemme A.2.4. L’ensemble

GL,(F)\GLn(A) [aL, (0)

est en bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphismes des fibrés vectoriels de rang
n sur X.

On a donc une application surjective de ’ensemble des Fy-points du champ Bun,, x
des fibrés vectoriels de rang n vers ce double quotient. On pourra donc considérer une
fonction automorphe comme une fonction sur 'ensemble Bun,, x(F,) des fibrés vectoriels
de rang n sur X, constante sur les classes d’isomorphismes.

Il nous reste a interpréter l'algebre 'H = ®xe| X ‘H, de Hecke. Elle agit naturel-

lement sur l'espace des fonctions sur GL,( F)\GLn(A) /GLn((O))- On rappelle l'isomor-
phisme d’algebres H, ~ Qi[Hy ., ..., Hpo, H, }]. L’action est définie par

(Hio x f)(g9) = f(gh)pu(h).

Mo

Cette action préserve les sous-espaces Q; frx de dimension 1 des éléments GL,(Q,)-
invariants. On va considérer un systéme projectif sur X c’est-a-dire une collection {F,,}
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de Z/lmz—faisceaux sur X, chacun constructible ce qui signifie qu’il existe une stratifica-
tion de X telle que la restriction a chaque strate soit localement constante. Soient F un tel
faisceau et  un IF, -point de X ol ¢, = ¢4°%. Alors la classe de conjugaison Fr, du fro-
benius agit sur la fibre F, de F en z. On peut définir une fonction F,, (F) sur I'ensemble
X(F,,) des F, -points de X, dont la valeur en = est T'r(F'r,, F,). Ceci a un sens parce que
les fibres sont des modules libres de rang fini. Plus généralement, on peut associer une
fonction F,, () & un complexe K de faisceaux [-adiques en prenant la somme alternée des
traces de F'r, sur les cohomologies aux fibres de IC en x. En d’autres termes, on associe
a K la fonction dont la valeur en z, pour x € X(F,,) est Y ,o(—=i)"Tr(Fry, H(K,)).
L’application K — {F,,(K)}4>1 commute avec les opérations naturelles c’est-a-dire que
le pullback d’un faisceau correspond au pullback d'une fonction et le pushforward d’un
faisceau a support compact correspond a l'intégration le long d’une fibre. Ceci découle
de la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz. (Cf [Gro3])

On considere la catégorie des faisceaux pervers dans la catégorie dérivée des faisceaux
l-adiques. Cette catégorie abélienne rend 'application K — F,, () injective. Un exemple
de faisceaux pervers est un complexe partout nul sauf en -1 o1 on a un systeme local
sur X. Une propriété remarquable est le fait qu'un faisceau pervers irréductible est
déterminé par sa restriction a un ouvert dense des lors que celle-ci est non nulle. De plus,
cette catégorie est stable par la dualité de Verdier, contrairement a celle des faisceaux
[-adiques.

A.2.3 Enoncé de la correspondance géométrique pour les corps de
fonctions

On note comme précédemment X/IF, une courbe lisse, projective de genre g > 0 et
telle que X x I, soit irréductible. L’ensemble des F,-points du champ des fibrés vectoriels
de rang n sur X est noté Bun, x(F,). Pour ¢ = 1..n, on définit le champ suivant :
Pour T" un schéma sur F,, Hecke;(T) désigne l'ensemble des triplets (M, M’ x) ou
r € |X| et M, M’ sont des fibrés vectoriels de rang n sur X xp, T avec M' C M et

M/ = (OXXFqT/OXxFqT(—{x} X T)>Z'

La i-éme correspondance de Hecke est alors donnée par :

Hecke;
/V wﬁ
Bun,, x X x Bun, x

ou h“ (M, M z) = (M), A= (M, M, z) = M’ et supp(M, M, xz) = z. Soit = € |X|
et notons Hecke; , = supp(x). Ceci donne une correspondence entre {z} x Bun,, x et
Bun,, x. Par le lemme A.2.4, on définit ainsi un opérateur sur '’espace des fonctions sur
GL,( F)\GLn<A) /GLn(@)- Puisque les opérations naturelles commutent avec ’applica-
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tion IC — F,(K) définie dans la section préc&ente, on sait que cet opérateur associe a une
fonction f la fonction h;” ((h)* f). L'opérateur h;~ désigne I'intégration le long des fibres
de h™. On vérifie que cet opérateur est précisément le i-eme opérateur H, ,. Les faisceaux
(pervers) correspondants aux fonctions associées aux représentations automorphes sont
donc des faisceaux propres (eigensheaves) pour la correspondance de Hecke.

Soit K un faisceau pervers sur Bun, x et posons H;(K) = (supp, h~)h*(K). On rap-
pelle qu'étant donnée une application continue f : X — Y et un faisceau F sur X,
on définie I'image directe a support compact comme le foncteur qui au faisceau F
associe

FFWV) ={s e D(f~'(V,F)), flsupp(s) : supp(s) — V est propre}

(Cf [Dim, p.36]).

On ne veut pas rappeler la définition de morphisme propre qui demande d’autres notions
comme celles de morphismes séparés ou universellement fermés. Une définition précise
est donnée dans [Har, p.100]. On remarque que l'image directe a support compact est
simplement I'image directe lorsque f est propre. Le faisceau H;(K) est encore un faisceau
pervers sur Bun, y. La correspondance de Langlands pour les corps de fonctions, sous
forme géométrique peut alors s’écrire :

Théoreme A.2.5. Pour chaque systéme local irréductible E sur X de rang n, il existe
un faisceau pervers K sur Bun, x, irréductible sur chaque composante connexe Bunfu x
tel que Vi = 1..n, on ait H;(K) ~ (NE)XK K

(Cf [Lau] et [Fre]).
Il y a beaucoup plus que cette appendice dans l'article de Frenkel, notamment la

correspondance géométrique de Langlands pour d’autres groupes que GL,, (cf [BD] pour
plus de détails).
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Définition B.0.6. On appelle fibration une application p : A — B entre deux es-
paces topologiques telle que pour tout x € B, il existe un voisinage ouvert U de x et
un homéomorphisme ¢y : p~1(U) = U x F, ou F est un espace topologique, tel que le
diagramme suivant commute :

p'(U)—=UXxF

|

U

Une telle application satisfait la propriété de ’relevement des homotopies’ definie
comme suit :

Définition B.0.7. Etant donnés une application continue p : A — B et un espace
topologique X, on dit que p satisfait la propriété de relevement des homotopies
par rapport a X st

— Pour toute homotopie f : X x [0,1] — B,

— Pour tout relévement fo: X — A de fo = [lxxqoy i-e. tel que fo = pfo

il existe une homotopie X x [0,1] — A qui reléve f autrement dit, telle que f = f
avec fo = flxxgoy- En termes de diagrammes, cela s’écrit :

AT,

X—=B 7 X x[0,1]—

Définition B.0.8. Une application est appelée une fibration de Serre si elle satisfait la
propriété de relevement des homotopies pour des espaces topologiques particuliers appelés
CW-complezes.

On peut montrer qu'une fibration définie comme précédemment est une fibration de
Serre (Cf par exemple [Hat]). On a le résultat suivant :

Théoréme B.0.9. Soit p: A — B une fibration de Serre et a un point de A au-dessus
d’un point b donné de B, alors on a la suite exacte longue suivante :

.= my(B,b) = m(F,a) = m(A,a) 2 m(B,b) — m(F) — mo(A) — mo(B)
ou ; sont les groupes d’homotopie d’ordre superieur.

(Cf [Hat).
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Index

A
Admissible
représentation, 169
stratification, 11
Algebre de Hecke, 171
automorphe
forme, 170

C
Cartésien, 21
Catégorie
dérivée, 11
fibrée en groupoides, 21
tannakienne, 140
Champ, 32
connexe, 75
des connexions, 87
des fibrés vectoriels, 64
des représentations, 93
des systemes locaux, 96
dimension d’un, 41
dimension pure d’un, 41
espace tangent d’un, 74
groupe fondamental d’un, 40
lisse, 73
point d’un, 40
produit fibré, 36
revetement d’un, 38
revétement universel d’un, 39
simplement connexe, 38, 39
sous-champ d’un, 38
présentation d’un, 40
Cohomologie
faisceaux de, 12
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foncteurs d'un complexe, 10
Complexes homotopes, 11
Conducteur d'un anneau, 122
Connexion, 7
a singularités régulieres, 134
avec structure de niveau, 143
champs des, 87
sur une courbe singuliere, 130
Constructible, 12
faiblement, 12
Courbe singuliere
associé a des diviseurs effectifs, 150
faisceau des différentielles d’une, 119
spéciale, 124

D

Diagramme cartésien, 21
Différentielle réguliere, 151
Dimension

d’un champ, 41

pure, 41

relative d’'un morphisme, 40
Donnée de descente, 32

effective, 32

E
Espace tangent d’un champ, 74
Etale
morphisme, 14
recouvrement, 15

F
Faible
singularité, 121
Faiblement constructible, 12
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Faisceau
avec structure de niveau, 147
des différentielles régulieres, 151

des différentielles sur une courbe sin-

guliere, 119

Faisceaux

de cohomologie, 12
Faisceaux pervers, 12
Famille couvrante, 15
Fibré

en groupoides, 21
Fibré vectoriel

champ des, 64

rigidifié, 157

stable, 83

semi-stable, 83
Fibration de Serre, 181
Fidelement plat, 14
Forme automorphe parabolique, 170
Frobenius

morphisme de, 168

valeurs propres de, 168

G

Géométriquement irréductible, 167
Groupe

d’inertie, 168

de décomposition, 168

réductif, 86
Groupe fondamental d’un champ, 40
Groupoide, 21

H
Hecke
algebre de, 171
valeurs propres de, 173
Homotope, 11

I
Image directe a support compact, 178
Irréductible
représentation, 169

L
Lisse
champ, 73
morphisme, 38
schéma, 72
Localement compact, 25

M

Matrice fondamentale, 130
Module

fidelement plat, 14

plat, 14
Module différentiel, 133

régulier singulier, 133
Morphisme

de Frobenius, 168

de présentation finie , 14

étale, 14

fidelement plat, 14

lisse, 38

plat, 14

représentable, 37

dimension relative d’un, 40

N
Non-ramifié
homomorphisme, 168
représentation, 168

P

Plat, 14
Point d'un champ, 40
Préchamp, 31
Présentation d’un champ, 40
Produit fibré

dans une catégorie, 21

de champs, 36
Puissance extérieure

d’un faisceau, 8

d’un module, 8

Pushforward a support compact, 99
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Q connexion avec, 143
Quasi-isomorphisme, 11 fibré en droite avec, 147
systeme local avec, 142

R Systeme local, 7
RédUCtif, 86 l-adique, 174
Recouvrement a singularités régulicres, 134
ctale, 15 avec structure de niveau, 142
galoisien, 16 champs des, 96
Relation d’équivalence définie par un en-
semble de diviseurs, 152 T
Représentable Tannakienne
morphisme, 37 catégorie, 140
Représentation Torseur, 23

l[-adique, 168, 174

admissible, 169

champ des, 93

irréductible, 169

non-ramifiée, 168
Revéetement

d’un champ, 38

trivial d’un champ, 38

universel d’'un champ, 39
Rigidifié

fibré vectoriel, 157

A
Valeurs propres de
Frobenius, 168
Hecke, 173

S

Schéma lisse, 72
Semi-stable

fibré vectoriel, 83
Simplement connexe

champ, 38
Singularité faible, 121
Site, 17

étale, 15
Sous-champ, 38

fermé, 38

ouvert, 38
Stable

fibré vectoriel, 83
Stratification, 11

admissible, 11
Structure de niveau
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Summary

R.Langlands conjectured the existence of a bridge between two parts of number
theory. This correspondence, called 'Langlands conjecture’ was proved by L. Lafforgue
who obtained a Fields medal for his work. G. Laumon gave a geometric translation of a
part of the theorem, called 'geometric Langlands correspondence’. The latter was proved
by E. Frenkel, D. Gaitsgory and K. Vilonen for the case of finite fields and the group GL,,
of invertible matrices. A statement and a proof of the complex case should be obtained
by mimicking the proof for finite fields. However, it does not appear anywhere in the
literature.

In this thesis, we chose a different approach. Our first aim was to make a correct
statement and proof for simple cases. More precisely, we deal with cases where the two
difficult objects "stacks” and ”perverse sheaves”, which appear in the original statement,
are not involved. We also state and prove the correspondence in a new context, namely
the case of singular curves.

A large part of the thesis is devoted to making the objects appearing in the geome-
tric statement, such as stacks, more explicit. These objects are categories with glueing
properties. They are now widely used but references are rare and often difficult to read.
We thus give numerous examples of stacks and treat in detail explicit ones. We chose for
instance to work on the case of triangles in order to get a better understanding of the
interest of stacks. Another important example is the stack Bun,, x of vector bundles or
rank n over a curve X. This is an interesting stack which plays an important role in the
geometric Langlands correspondence.






Résumé

R. Langlands a conjecturé 'existence d'un pont entre deux parties de la théorie des
nombres. Cette correspondance, appelée “ conjecture de Langlands”, a été prouvée par
L. Lafforgue qui a obtenu la médaille Fields pour ses travaux. G. Laumon a donné une
traduction géométrique d’une partie du théoreme, appelée “correspondance de Langlands
géométrique”. Cette derniere a été prouvée par E. Frenkel, D. Gaitsgory et K. Vilonen
pour le cas des corps finis et du groupe GL,, des matrices inversibles. Un énoncé et une
preuve du cas complexe devraient pouvoir étre obtenus en imitant le résultat pour les
corps finis. Cependant, ceci n’apparait nulle part dans la littérature.

Dans cette these, on choisit un angle d’approche différent. Notre premier objectif
est de donner un énoncé et une preuve de la correspondance de Langlands géométrique
pour des cas simples. Plus précisément, nous avons traité des cas ou les “champs” et les
“faisceaux pervers” ne sont pas utilisés. Ces deux objets, qui apparaissent dans I’énoncé
original, sont difficiles a définir et a comprendre et en les remplacant par des objets
plus simples, il est possible de donner une preuve ’simple’ de la correspondance. On
montre également que la correspondance est satisfaite dans un contexte différent, celui
des courbes singulieres.

Une grande partie de la these est consacrée a rendre plus explicites les objets, tels
que les champs, impliqués dans I'énoncé géométrique. Les champs sont des catégories
possédant des propriétés de recollement. Ils sont maintenant largement utilisés mais les
références sont rares et souvent difficiles a lire. Nous donnons donc de nombreux exemples
et traitons en détail des champs explicites. Nous avons choisi par exemple de travailler
sur le champ des triangles qui nous permet de comprendre l'intéret de ces objets. Un
autre exemple est le champ Bun, x des fibrés vectoriels de rang n sur une courbe X.
Ce champ, qui possede de nombreuses propriétés, joue un role tres important dans la
correspondance géométrique.
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