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Résumé

Nous considérons une méthode par éléments finis mixte pour le probleme de contact en élasticité qui fournit des
champs approchés (déplacements et contraintes) satisfaisant les conditions de signe du probléme continu. Nous
montrons que la méthode vérifie des estimations a priori de 'erreur identiques a la méthode standard. Pour citer
cet article : A. Nom1, A. Nom2, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 840 (2005).

Abstract

A positivity preserving mixed finite element method for the contact problem in elasticity. We
consider a mixed finite element method for the contact problem in elasticity that furnishes approximated fields
(displacements and constraints) satisfying the sign conditions of the continuous problem. We prove that the
method verifies similar a priori error estimates as the standard method. To cite this article: A. Nom1, A. Nom2,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 840 (2005).

1. Introduction

Les méthodes par éléments finis sont couramment utilisées dans I'approximation numérique des problemes
de contact (voir [5,6,9,10,12]) et il est d’usage d’adopter des formulations sous forme mixte ot les incon-
nues sont le déplacement u dans le solide et la contrainte normale o, (u) sur la zone de contact. Une
particularité du probleme de contact réside dans la condition unilatérale liant, sur la zone de contact I'¢,
le déplacement normal u,, et le multiplicateur de Lagrange A = —a,,(u) : u, <0, A > 0, Au,, =0 sur T'¢c.
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La méthode par éléments finis que nous considérons, initialement introduite dans [7], fournit un
déplacement normal approché uy, et un multiplicateur approché \;, vérifiant :

Upn < 0, Ap >0 sur ['c, An Uy =0 aux noeuds de I'c.

Une telle approche comprend trois aspects intéressants en comparaison avec la méthode standard dans
laquelle le multiplicateur est seulement positif en un sens faible (voir [2,4,8]) :
— le multiplicateur positif est plus représentatif du point de vue mécanique,
— le multiplicateur s’annule lorsque 'objet décolle (le multiplicateur de I'approche standard incorpore
souvent des oscillations ”artificielles” sur la zone de séparation),
— cette approche permet de définir un estimateur d’erreur a posteriori simple dont I’analyse numérique
est meilleure que pour l'estimateur d’erreur a posteriori issu de la méthode standard (voir [7]).
Le but de cette note est de montrer que la méthode proposée est convergente et d’obtenir des estimations
a priori de I'erreur similaires a celles de la méthode standard. Par ailleurs, notons qu’il existe d’autres
approches donnant des estimations d’erreur a priori ou le multiplicateur approché est positif mais ou le
déplacement normal ne vérifie pas la condition de signe (voir [2,6,11]).

2. Le probléeme de contact en élasticité et son approximation par éléments finis

Considérons la déformation d'un corps élastique représenté par I'ouvert borné polygonal Q dans R?
de frontiere 99 = T'p UTx U T, ou les ouverts I'p,I'y,I'¢ sont disjoints deux a deux et vérifient
mes(T'¢) > 0 et mes(I'p) > 0. Le corps €, soumis & des forces volumiques f, est encastré sur I'p,
soumis a des densités de forces surfaciques g sur 'y et en contact sans frottement avec un socle rigide
indéformable sur le segment de droite I'c (pour simplifier). Le probléeme de contact consiste & trouver le
champ de déplacements u : Q — R? vérifiant (1)—(2) :

divo(u)+f=0, o(u)=Ce(u) dansQ, u=0 swIp, o(un=g surly. (1)

La notation o(u) (resp. e(u) = (Vu + V7 u)/2) désigne le tenseur d’ordre deux des contraintes (resp.
déformations), C représente le tenseur d’ordre quatre symétrique et elliptique de 1’élasticité et n est la
normale unitaire extérieure & 2. Etant donné un champ de déplacements v sur §2, on adopte les notations
suivantes sur 9 : v = v,n + vt et o(v)n = o, (v)n + 04 (v)t, ot t désigne un vecteur unitaire tangent
a €. Finalement les conditions de contact sans frottement sur I'c s’écrivent :

un, <0, op(u) <0, op(u)u, =0, o¢(u)=0. (2)

Soient (H*(.))?, s € R, d = 1,2 les espaces de Sobolev en dimension un et deux; la norme usuelle (duale
si s < 0) de (H*(D))¢ (voir [1]) est notée || - ||s,p pour d = 1 ou d = 2. Pour tous u and v dans
V={ve(H(Q)?:v=0surp} et udans H 3 (T'c), on pose :

a(u,v):/ﬂa(u):e(v) dq, b(,u,v):</¢,vn>_%,%,rc, L(v):/Qf-de—i—/F g-vdl,

N

ou (.,.) représente le crochet de dualité entre H =2 (I'¢) et Hz (I'¢). On définit le convexe des mul-

-1.3iTrc

tiplicateurs : M+ = {u € H_%(FC) : <,u,1p>7l 1re > (0 pour tout ¢ € H%(Fc)ﬂﬁ >0 p.p.sur FC} .
2:2>

La formulation mixte du probléme de contact (1)—(2) consiste & trouver u € Vet A € M tels que :

a(u,v) + b\, v) = L(v), Vvev,

(3)
b — A,u) <0, VueMt.



Le probléme (3) admet une unique solution (A, u) (voir [6]) et A = —oy,(u). Une autre formulation faible
de (1)—(2) consiste a trouver u e K ={v e V: v, <0sur I'c} tel que a(u,v—u) > L(v—u), Vv e K.
On munit 2 d’une famille réguliere de triangulations T} formées d’éléments de diametre inférieur a h
(voir [3]) et I'on suppose que la triangulation ”1D” induite sur I'¢ est uniformément réguliere. On suppose
pour des raisons techniques que I'c NT'p = (). L’espace d’éléments finis de degré un approchant V est :

Vh = {Vh S (O(ﬁ))z : VH € Th’ Vhln € (Pl(li))27 Vh‘FD - 0}

et on pose : Wy, = {,uh € C(T¢): Ivy € Vi, t.q. Vi - = iy, sur I‘C}J/V+ ={pun € Wy : up, > 0}.
Le probleme discret approchant (3) est : trouver uy, € Vj, et A\, € W};" tels que :

a(u;“vh) —|—/ Ih()\hvhn) dl’ = L(Vh), Vv € Vp,
Fe (4)
/ In((pn — An)unn) dU <0, Youn € Wy,
Te

ou I, désigne l'opérateur d’interpolation de Lagrange de degré un aux noeuds sur I'¢.

Proposition 2.1 (i) Le probleme (4) admet une unique solution (An,up,) € W, x Vy,

(ii) On a upy < 0, A > 0 sur ;s Ap upy, = 0 aux noeuds de T'e,

(iii) Le champ de déplacements uy, solution de (4) est 'unique solution du probléeme : trouver u, € Kj, =

{vh € Vp : vpy, <0 sur T} tel que a(up, vy, —up) > L(vy, —ug), Vv € Kp.

L’approche ”classique” (voir [2,4,8]) consiste & considérer le probléeme discret suivant (admettant une

unique solution) : trouver wy € Vy, et ), € M,j ={up € Wy : ch ppthp dU >0, Vapy, € W,j} tels que :
a(w;“vh) + b(9h7vh) = L(Vh), Vv € Vp,
b(pn — O, wp) <0, Voun € M.

(5)

Remarque 1 On a W,m C M+ et W,F ¢ M, ¢ M™.

Proposition 2.2 Les solutions (Ap,up) et (0n, wp) des problémes (4) et (5) vérifient :

(l) up = Wy,

(ii) Ap, = mp0, ol 7y, est opérateur de quasi-interpolation défini pour toute fonction v dans L*(I'¢) par :
TRV = ZzENh a,(v)1,, ot N, désigne I'ensemble des nceuds de T'c, v, est la fonction de base de W,

- -1
(définie sur I') au noeud x vérifiant ¢, (z') = 6, pour tout ' € Ny et o, (v) = ( ch m/)x> ( ch 7/13:) )

Remarque 2 L’opérateur linéaire mp, conserve non seulement la positivité mais vérifie ﬂh(M,j_) = W;L"
c’est a dire qu’il rend positives les fonctions qui verifient une condition de positivité affaiblie.

3. Estimation d’erreur a priori

Siue (H3(Q)2(0 < v < 1/2), notons v, = {z € T'¢ : up(x) = 0} et 75 = ['c: \ Ye. Soit Ihypothése :

le nombre de points dans v, N 75 est fini. (6)

Rappelons le résultat établi dans [8], concernant ’approche standard (5), dont nous faisons usage.
Théoreme 3.1 [8] Soit (A, u) la solution de (3) et soit (On,uy) la solution de (5). Supposons que (6) ait
lieu et que u € (H2(Q))2 avec 0 < v < 1/2. Alors il existe C > 0 indépendante de h telle que :

1
lu—wnllig + 1A= Oall s ro < ChE*|lulls 0
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On en déduit immédiatement le lemme suivant par inégalité triangulaire.
Lemme 3.2 Soit (A u) la solution de (3), soit (Ap,up) la solution de (4) et soit (Op,up) la solution
de (5). Supposons que (6) ait lieu et que u € (H2T(Q))2 avec 0 < v < 1/2. Alors il existe C > 0
indépendante de h telle que :

1
[a—unflio+ A= Aull_1p. < ChZ—H/Hu”ngu,Q +An = Onll -1 ro

Lemme 3.3 Sous les hypotheses du Lemme 3.2, il existe C > 0 indépendante de h telle que :

o,rc) .

L’étape essentielle pour démontrer ce lemme consiste a établir que [[Ap — 051

1An = Oy < C (A3l 40+ B3 — O]

re < Ch2|IA=Aulore
ot A désigne la projection au sens de L? sur I'espace des fonctions constantes par morceaux. Ce résultat est
obtenu par l'utilisation d’une condition inf-sup sur b(.,.), le fait que b(0y,vy) = ch I, (Anvnn), Vv, € Vi,
et par les majorations [, Ayvnn — In(Anvnn) < ChE|(Apvpn)”| < ChEIN, v, | < CREIN, o]V o, =
ChEN = A llo, 8|0}, ll0,2 < ChuslIAn = Mlo,gllvh,llo.2 < Chi*|[An = Allo, & [[Vall1x pour toute aréte £
(de longueur hg) d’un triangle K située sur I'c.

Les deux lemmes suivants concernent les propriétés de stabilité et d’approximation de 7, dans L2.
Lemme 3.4 Soit Ey, la trace de la triangulation Ty, sur To (les arétes E constituant Ej, sont supposées
relativement fermées). Il existe une constante C indépendante de h telle que pour tous v € L*(T¢) et
EeFE,ona:

IThvllo,e < Cllvlloys 0% YE = Utrer,:Fne20} F-

Lemme 3.5 Il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que pour tousv € H”(T'¢), 0 <v <1,
et E € Ey, :

[v = mpvllo,e < CRY||v]]1 -
Lemme 3.6 Sous les hypotheses du Lemme 3.2, il existe C > 0 indépendante de h telle que :
[An = Onllo,re < CR"[[allz, 0

Ce lemme est obtenu par application des Lemmes 3.4, 3.5 et du Théoreme 3.1 en remarquant que
IAn — Onllore < [(On — A) — T (6 — Mlo,re + |A — TrAllo,re - Finalement on a :
Théoreme 3.7 Soit (\,u) la solution de (3) et soit (A, up) la solution de (4). Supposons que (6) ait
lieu et que u € (H2(2))2 avec 0 < v < 1/2. Alors il existe C > 0 indépendante de h telle que :

1
= wnllsg+ A=Ay re < OB ully 0

Remarque 8 L’hypothése (6) est relative a la finitude des points de transition entre zones de contact et
zones de décollement. Sans cette hypothése dont on ne sait pas établir qu’elle est vérifiée en pratique, on
peut quand méme montrer la convergence de la méthode (4) avec un tauz non optimal.
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