C. R. Acad. Sci. Paris, Sér I, t. 330, 12331236, 1998
Analyse Numérique/ Numerical Analysis

A propos d’approximation par éléments finis optimale
pour les problemes de contact unilatéral

PATRICK HILD

Résumé. On considere deux opérateurs, I'un de type interpolation, 'autre de type projection,
appliqués a des fonctions continues, a valeurs dans un ensemble de fonctions de type éléments finis
et conservant la positivité. On montre sur un contre-exemple que les deux opérateurs ne vérifient
pas des propriétés d’approximation optimales relativement & une norme duale. Ce contre-exemple
établit plusieurs résultats pressentis concernant ’optimalité de la méthode de joints et des analyses
par éléments finis pour les problemes de contact unilatéral.

On optimal finite element approximation for unilateral contact problems.

Abstract. We consider a interpolation type operator and a projection type operator with values in
a finite element function set, defined for continuous functions and keeping positiveness. We prove
with an counter-example that the two operators do not verify optimal approximation results with
respect to a dual norm. This counter-example yields some predicted results concerning optimality
of the mortar element method and finite element analysis for unilateral contact problems.

1. Introduction et motivation

L’analyse par éléments finis des problemes de contact unilatéral entre solides, avec maillages
compatibles sur la zone de contact, fait apparaitre un défaut d’optimalité sous les hypotheses
classiques (voir [8]). Dans un premier temps, nous montrons sur un contre-exemple que ce défaut
est bien di au choix de 'opérateur intervenant dans ’approximation de la condition unilatérale. Sur
ce méme contre-exemple, nous montrons que l'utilisation d’un autre opérateur, de type projection
sur cone convexe, ne permettrait pas d’atteindre non plus I'optimalité. Dans un deuxieme temps,
nous considérons le cas de maillages incompatibles sur la zone de contact et comparons deux
manieres différentes de poser le probleme discret. Dans ce nouveau contexte, le contre-exemple
précédent permet d’établir la supériorité d’une approche sur 'autre.

2. Le contre-exemple

Considérons l'intervalle I =]0, 1] divisé en 1/h = 2p (p € N) intervalles de longueur h et notons
TIr, Dopérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un correspondant a cette subdivision. Soit
7r;1r l'opérateur de projection pour la norme de L?(I) sur le cone convexe des fonctions positives,
continues et affines par morceaux sur la subdivision. Il est clair que 'opérateur Z;, comme 772',
conserve la positivité, & 'inverse de I'opérateur de projection 7, au sens de L? sur I’espace des
fonctions continues affines par morceaux sur la subdivision.
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Soit ¢ une fonction continue sur [0, 1]. Dans ce cas, la norme duale ||.H(H%(I)), de ¢ est
1
el 1% oy = sup e dx, Ve e €([0,1)). (2.1)
(H3 (1)) . )
YeH2Z ()19l 1 <1
H2 (I
Nous nous intéressons aux propriétés d’approximation (en norme ||.|| b (I)),) des opérateurs Z;, et

7, pour les fonctions positives de H 2(I) (voir [1], Théoréme 7.48, pour la définition des normes
dans les espaces de Sobolev H*(I),s > 0).

PROPOSITION - Soit € > 0. Il n’existe pas de constante C' > 0 indépendante de h telle que pour
tout u € H2(I), u> 0, on ait (2.2) ou (2.3).

Ju=Tl 3, < chﬁanunm(, (22)
Hu_ﬂ-h u||(H2(I))’ — Ch’2+€||uH (23)

Preuve. On construit une famille de fonctions u(h) que 'on définit comme suit:

u(h)(z) Z{ 0 sur [0,%}; (x — 5) sur [g%]’ —(z—h)?+ % sur [%

Pour x € [h,2h], on pose u(h)(xz) = u(h)(2h — ), puis on choisit u(h) de période 2h sur I. Le
calcul de 7 u(h) est effectué a l'aide d'un logiciel de calcul formel. On montre que 7; u(h) est
périodique de période 2h, (m;fu(h))(z) = 41hx/512 sur [0,h] et (7 u(h))(z) = (7 u(h))(2h — )
pour x € [h,2h]. D’autre part, on démontre que ||u(h)||(H%(I)) < CVh ot C est indépendant de

h. En choisissant ¢ = —1 sur I dans (2.1), on assure 'existence de Cy indépendant de h tel que

it h].

1 h2
- 1 - - > 3
) = Tl 3, > | Trnlh) =) do = 55 = Cob ulhl 5,

1 2
lu(h) = mf w3 0 / miu(h) —u(h) de = 0> o u(h) 3,
Les deux minorations précédentes permettent d’établir la proposition par I’absurde.]
Remarque. Par “approximation optimale”, on sous-entend I’existence d’une constante C' indépendante
de h telle que 'on ait une majoration par C’hQHuHH 1) dans (2.2) ou (2.3).

3. Le probléme de contact unilatéral entre solides élastiques

On considere le probleme de contact unilatéral entre les ouverts bornés polygonaux du plan !
et Q2. initialement en contact sur le segment de droite T',. Les solides élastiques ¢, ¢ = 1,2, sont
soumis & des chargements f* € (L2(Q))2, g € (L? (I‘é))2 et encastrés sur I',, on T'%,, I‘é, I, forment
une partition de la frontiere 9Q° (les lettres en gras correspondent & des quantités vectorielles). Le
probléme consiste & trouver un champ de déplacements w défini sur Q' U Q2 vérifiant:

ue K, F(u) =min F(v), (3.1)
veK
avec

l\D\»—t

2 2
Z/ Cle(v 4 dot — Z ff.vf o’ — Z/ gt vt drt.
—1 /9 =177



Convergence par éléments finis optimale pour le contact 3

On a noté v’ = v|ye et désigné par K le convexe des déplacements admissibles défini par
K ={v=(v'v?) e V(Q') x V(Q?), vin!' +02n® <0swr T},

ot V(Qf) = {v' € (HY(Q%))?, »* = 0surT',}, n’ est le vecteur normal unitaire sortant de
Qf e(v?) = (Vol + (VoH)T)/2 et C* = (ij,kh) désigne l'opérateur d’élasticité symétrique et
coercif. Pour v = (v',v?) € V(Q) x V(Q?), on notera |[v|| = [[v}||(g1 1))z + [0 (a1 (02))2- Le
probléme de minimisation (3.1) admet une solution w unique (voir [8],[11]). On notera op(u) =
(Cle(ul))nt.n! = (C? e(u?))n?.n? la contrainte normale sur la zone de contact.

On munit chaque solide Q¢ d’une famille régulicre de discrétisations T,f formées de triangles k,
dont le diametre ne dépasse pas hy et 'on note h = (hy, ha). Il s’ensuit deux familles ’Tc‘ih (supposées
uniformément régulieres) de traces de triangulations différentes sur I'.. Pour des raisons d’ordre
technique, on suppose que les nceuds extrémes a; et ay de I', appartiennent aux deux maillages et
que hq/hg est borné. Soit P;(k) 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a4 1 sur x . On
pose (voir [7]):

=t
V(@) = {v, € (€(Q))% VeeT,, vl € (Pi(k)? gl =0}

On définit les espaces W (T'c) = {v}|r..nf, v}, € V() } et les espaces M} (T'.) constitués des
fonctions de W (I'.) constantes sur les deux mailles extrémes de 7,. On note 7j, P'opérateur de

projection sur W/ (T'.) s’appliquant & ¢ € €(I'.). L’opérateur w§, vérifie

ﬂ'f;g@(ai) =p(a;), i=1,2, et / (p— ﬂflgo)qh dl' =0, Vq, € Mf;(FC).

c

On désigne par If; lopérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un correspondant au maillage
de Qf sur T'.. Nous définissons alors deux convexes d’approximation de K:

K}, = {v), = (v;,v}) € Vi (') x V,,(2?), vp.n' + 7 (vin®) <O0sur I}, (3.2)

K} = {v, = (v},v;) € VR(Q") x V,(Q%),  vp.n' + I} (vi.n®) <0sur T} (3.3)

Dans le cas de maillages incompatibles, le convexe K introduit en [3], traduit une condition de
contact globale et correspond & I’application de la méthode des éléments finis avec joints (voir [5])
a l'inéquation variationnelle du contact unilatéral (voir [4] pour ’étude détaillée). Notons que cette
définition s’applique avec succés a I’étude de problemes de contact avec frottement (voir [2],[10]). Le
convexe K’ décrit dans le cas incompatible une condition de contact locale de type nceud-segment.
Dans le cas de maillages compatibles, K} = K’ traduit la condition de non-interpénétration point
par point (voir [8]). Le probleme discrétisé consiste & trouver wy, vérifiant

uy, € Ky, F(up)= min  F(vp), (3.4)
v €Ky
avec K = Kj ou K} = K. Le probleme (3.4) admet une solution unique (voir [8],[11]).

Pour des hypotheéses du type u’ € (H?(Q%))2, ¢ = 1,2, 'approximation (en norme duale)
de la fonction positive —(ul.n' + u?n?) € H %(FC) par une fonction positive continue affine
par morceaux intervient dans l’estimation de ||u — uy|| dans le cas de maillages compatibles et
incompatibles (voir [3],[8]). Dans ces références, le défaut d’optimalité (la convergence est de I’ordre
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de h%) provient du manque de propriétés d’approximation établi dans le cadre de la proposition
précédente. Le recours a des hypotheses supplémentaires (voir [6]) permet d’obtenir la convergence
optimale pour des maillages compatibles (voir [8]) et incompatibles lorsque K = Kj:
THEOREME — Supposons que la solution w de (3.1) vérifie u* € (H*(Q%))?, u*.n’ € Wh>=(T,),
£=1,2 et op(u) € L®(T,). Supposons que I'ensemble des points de T'. pour lesquels on passe de
uln! +u?n? <0 aul.n® +u?n? =0 soit fini. Soit uy, la solution de (3.4). Alors,

lu —un|| < C(u)(hy + he), lorsque K, = K, (3.5)
u —up| < Cw)(Vhi + ha), lorsque K, = K.
h

Le défaut d’optimalité en (3.6) provient du choix de l'opérateur d’interpolation de Lagrange en
(3.3) et de ses propriétés d’approximation non optimales mises en évidence dans la proposition.
Par ailleurs, les tests numériques (voir [9]) confirment la nette supériorité de la condition figurant
dans (3.2) sur 'approche locale (3.3).
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