Un invariant birationnel des variétés de dimension 3 sur un corps fini.
Gilles Lachaud, Marc Perret.

Résumé. Nous prouvons que le nombre de points rationnels sur F, modulo q est un
mvariant birationnel des variétés algébriques projectives irréductibles lisses de dimension
3 définies sur F.

Abstract. We prove that the number of F,-rational points modulo q is a birational
invariant of smooth irreducible projective algebraic 3-folds defined over F,.

C’est un probleme classique de géométrie algébrique que de demander si toute ap-
plication birationnelle entre deux varietés algébriques projectives irréductibles lisses (de
dimension quelconque), définies sur un corps k, peut étre factorisée, apreés un nombre fini
d’éclatements de centres des sous-variétés lisses définies sur k et de leurs inverses, en un
isomorphisme sur k (voir [8], page 149). C’est évidemment vrai pour les courbes (puisque
les classes d’équivalence birationnelle correspondent aux classes d’isomorphismes), et c’est
bien connu pour les surfaces (voir par exemple [13], page 256). Cette question reste ouverte
en dimension supérieure, excepté dans le cas des variétés toriques ou elle a été résolue par
Vaffirmative (voir [12] et [14]). Une réponse affirmative en un sens local a été donnée par
Cutkosky dans le cas de la caractéristique zéro et de la dimension 3 dans [4], et trois preuves
ont été récemment annoncées en toute dimension et en caractéristique zéro dans [3], [9] et
[15]. Supposons la réponse affirmative sur le corps fini £ = F; & ¢ éléments, et soient X et
Y deux telles variétés birationnellement équivalentes sur F,. Si X’ est I'éclatement de X
le long d’une sous-variété fermée lisse Z de codimension d, alors les fibres du morphisme
X" — X au dessus des points rationnels sur F, de Z sont des espaces projectifs Pszl.
En particulier,

ﬁX/(Fq) = (ﬁX(Fq) - ﬂZ(Fq)) + (qd_l Tt gt 1)ﬁZ(Fq) = ﬁX(Fq) mod q.

Ainsi, la question (lorsque k = F,) nous mene a la question plus faible suivante, posée par
J. Kollar dans une conférence au congres de Santa-Cruz en 1995 :

Question. Si X et Y sont deux varietés algébriques projectives irréductibles lisses
définies sur F, birationnellement équivalentes sur ¥, est-il vrai qu’alors

1Y (F,) = X (F,) mod q?

Notons que la situation est totalement différente en caractéristique nulle. Considérons
par exemple une surface projective lisse X définie sur le corps Q des rationnels, ayant un
unique point rationnel. Alors I’éclatement Y de X en ce point rationnel posséde un P!
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rationnel (la fibre exceptionnelle), donc une infinité de points rationnels. L’objet du présent
article est de prouver le théoreme suivant :

Théoreme. Soient X et Y deux varietés algébriques projectives irréductibles lisses
de dimension 3 définies sur F,, birationnellement équivalentes sur F,. Alors

tY (F,) = X (F,) mod q.

La preuve utilise trois ingrédients. D’abord, les théoréemes de Grothendieck et de
Deligne, donnant le nombre de points rationnels sur F,» dune variété projective lisse
définie sur F,. Ensuite, le théoreme d’Abhyankar de résolution des surfaces plongées sur
F,. Enfin, un lemme diophantien sera d’un usage constant. On conjecture (c’est la conjec-
ture (EMB) de [10]) que le théoreme de résolution des variétés de dimension n — 1 plongées
en dimension m > n est vrai en caractéristique positive. En suivant notre méthode, nous
pouvons démontrer notre théoréme pour les variétés de dimension quelconque (et par la
méme répondre par affirmative a la question de Kollar) en supposant que cette conjecture
(EMB) est vraie. La démonstration généralise les calculs combinatoires que nous allons
effectuer ici. Cela conforte ’espoir que la réponse au probleme de factorisation des appli-
cations birationnelles par des éclatements de centres lisses et de leurs inverses soit encore
affirmative en caractéristique positive.

Lemme Diophantien. Soient ay,---,ap et ay,---,a;, des nombres complexes de
module commun q, ot o > 0. Pour tout entier n, on note

b b’
A(n) = Za? — Za’?.
i=1 i=1

On suppose qu’il existe deux constantes C' > 0 et € > 0, telles que pour tout n € N, on ait
| A(n) |< Cql@=9™. Alors A(n) = 0 pour tout n.

Démonstration du lemme. Supposons par ’absurde qu’il existe un entier ng, et un
d > 0, pour lesquels | A(ng) |[> dg@™. Il existe une infinité d’entiers n pour lesquels on ait
simultanément pour tout 1 <i < b et tout 1 < j < b’ les majorations

ar 0
| ——1 |S TR
qom 4b
m
a; 0
| —L —1|< —.
qom 4b/
C’est en effet trivial si tous les quotients 3—;’ et % sont des racines de I'unité dans C, et

c’est la version exponentielle d’un théoreme de Dirichlet (théoreme 200 de [6]) dans le cas
ou au moins 'un de ces quotients n’est pas une racine de I'unité. Ainsi,

5qa(n+n0)
4b ’

n+tno _ anazﬁo |S

| a;



et de méme pour les a;-. On obtient, pour une infinité de n,

5 —€e){nrn
SAC < g Alno) | — | Al + 1) = g™ Alno) | <] Almo + ) |< Cqlem I,

ce qui est une contradiction.

Notons que les formules de Newton prouvent alors que b = V' et que les ensembles
ai,---,ap et al,-- -, ap sont égaux avec multiplicité, mais ce ne sera pas utile dans la suite.

Démonstration du théoréme. Soient X et Y deux varietés de dimension 3 algébriques
projectives geométriquement irréductibles lisses définie sur F,, birationnellement équi-
valentes sur F,. On se propose de montrer qu’alors

1X(F,) =Y (F,) mod q.

Si V désigne I'une de ces deux variétés X ou Y, on note V =V XF, Fq I’extension de V
a la cloture algébrique F, de F, et b;(V) = dimq,H.,(V,Qy) le i-itme nombre de Betti
de V' (ou ¢ désigne un nombre premier distinct de la caractéristique de F,). Le théoreme
de Grothendieck (voir [11]) affirme que le nombre de points rationnels sur Fyn de V est
donné par

ﬁV(Fq") =
bs (V) ba(V) b3 (V) ba (V) by (V)
=S e+ Y o) - v+ Y s - Y an(v)+ 1.
i=1 j=1 k=1 =1 m=1

Dans cette formule, les a,,(V), Bi(V), 7(V), 6;(V) et (V) désignent respectivement
les valeurs propres inverses de I’endomorphisme de Frobénius agissant sur le groupe de
cohomologie (-adique H?,(V,Qg) pour i = 1,---,5. Elles ont (par le théoréme de Deligne,
voir [5]) pour modules | o;(V) |= /g, | Bi(V) |= ¢, | %(V) |= ay/q, | 6:(V) |= ¢* et
| €i(V) |= ¢*\/q. Le théoréme de dualité de Poincaré (voir [11], page 276) implique que
b1 (V) = bs(V), que ba(V) = by(V), et qu’a permutation pres, ¢ 15;(V) = ¢=26;(V) et
¢ 205(V) =q 3¢(V), cest a dire 6;(V) = ¢8;(V) et (V) = ¢%a;(V). Ainsi, si on pose

bi(Y) b1(X)

Ai(n) =q " As(n) = ) af(Y) = Y ai(X),
i=1 i=1
b2 (Y) ba(X)

Aop(n) =q "Ag(n) = > BRHY) = > BHX),
=1 =1

et



ba(Y) ba (X)

As(n) = Z YY) — Z YHX),

on obtient

(1) 1Y (Fgn) — X (Fgn) = —¢™" A1 (n) + ¢"Da(n) — As(n) + Aa(n) — Ar(n).

Notons que ces quantités étant, par le théoreme de Deligne, des sommes d’entiers
algébriques conjugués, on a A, (n) € Z pour tout « € {1,---,5}. 1l s’agit donc de prouver
que Ai(n), Ag(n) et Az(n) sont des multiples entiers de ¢". Soient U et V des ouverts
denses de X et Y respectivement, ou ’application birationnelle est biréguliere. Notons F
et F' leurs complémentaires respectifs :

F—X—U
ol
Fl—Y «—V
de sorte que pour tout n > 1,
(2) ﬂY(Fq”) - ﬁX(Fq"> = ﬂF/(Fq”) - ﬁF(Fq”)-

Lemme 2. Il existe un morphisme birationnel mx : X' — X, composé d’un nombre
fint d’éclatements de centres des sous-variétés lisses, et un morphisme birationnel Ty :
Y' — Y du méme type, tels que les transformées totales 5" (F) et wy " (F') soient des
diviseurs a croisements normaux dans X' et Y’ respectivement.

Démonstration du lemme 2. 11 suffit bien str de prouver 'assertion pour X seule-
ment. Notons {P,---, P,} les composantes irréductibles sur F, de F' qui sont des points,
{C4,---,Cp} celles qui sont des courbes et {Sy,---,Sp} celles qui sont des surfaces. Con-
sidérons d’abord la composée de n éclatements

Tn Tn—1 1
X,— X1 — - — X1 —Xg=X

Y

oum; : X; — X,;_1 est I’éclatement de X;_; de centre le point 77;_110- . ow{lowfl(Pi). La
transformée de chaque P; par la composée m,0---omeom; est un plan projectif. Ensuite,
notons Cy, ; (pour 1 < j < n) la courbe transformée de C; dans X,. Par résolution
des singularités des courbes plongées, il y a une suite finie d’éclatements centrés en des
points, dont la composée sera notée m,, 1 : X,,+1 — X,,, dans laquelle la transformée stricte
Cp+1,1 de €y, 1 est une courbe lisse. La transformée totale de C), ; dans X,,11 n’a donc pour
composantes irréductibles que des plans projectifs (les fibres exceptionnelles), et la courbe
lisse Cp41,1. La transformée C o1 de Cpy1,1 dans I'éclatement 7,40 @ X420 — Xy
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de X,,+1 le long de la sous-variété lisse (41,1 étant une surface, il en résulte que la
transformée totale de C; dans X,, 42 n’a pour composantes irréductibles que des surfaces.
Continuant ce procédé pour les transformées strictes Cj 42 ; des C,, ; dans X, o pour
2 < j < m, on obtient, apres un nombre fini d’éclatements centrés en des points ou en des
courbes lisses, un morphisme composée d’éclatements (avec des notations évidentes)

Tn42m0 - 0T :Xn+2m — HXO:X,

ou la transformée totale de chaque composante irréductible de F' n’a pour composantes
irréductibles que des surfaces. Enfin, considérons le diviseur

n m 0
D= (Tny2mo---om) " (P)+ Z(Wn+2m0' coom1) "HC) + > (Tngamo- - om) ().

=1 7=1 k=1

Le théoréeme de désingularisation des surfaces plongées d’Abhyankar (voir [1] ou [2], ou
encore [10]) affirme qu’il existe une suite finie d’éclatements de centres des sous-variétés
lisses dont la composée sera notée m,19m+1 @ Xntom+1 — Xntom, telle que la transformée
totale de D dans X,, 2,41 soit un diviseur a croisements normaux, ce qui prouve le lemme
2 avec Tx = Mptom+10Tniomo---omy et X' = X, 1omiq.

D’apres l'introduction, on a §X'(F,) = tX(F,) mod q et §Y'(F,) = Y (F,) mod q.
Ainsi, le lemme 2 permet de se ramener au cas ou I et F’ sont des diviseurs & croise-

ments normaux. Cela signifie (voir [7], page 391) que si Z3,--, Z, sont r composantes
irréductibles de F' se rencontrant en un point P de X d’idéal maximal Mp, alors les
équations locales fi,---, f. de Z1,---,Z, en P sont linéairement indépendantes dans le

quotient Mp/M%. En particulier :

- chaque composante irréductible de F' est une surface lisse ;

- au plus trois composantes se coupent en chaque point ;

- les intersections deux-a-deux des composantes irréductibles de F' sont des courbes
lisses ;

- les intersections trois-a-trois des composantes irréductibles de F' sont des points,
et de méme pour F’. Notons que les composantes de ces intersections ne sont pas nécéssai-
rement irréductibles sur Fq. Nous aurons donc besoin du lemme suivant :

Lemme 3. Soit V une variété projective irréductible lisse de dimension d définie sur
F,, non nécessairement irréductible sur F,. Alors

1) On a

ﬁV(Fqn) = hgd(n) — hgd_l(n) + - —hy (n) + ho(n),

&
2

ot les ho(n) sont des sommes de puissances n-iémes d’entiers algébriques de modules q= ,
et 0l hag—_o(n) = ¢ hy(n).
2) L’entier ho(n) = ]”daEf) est somme de puissances n-iémes de racines de ['unité.



Démonstration du lemme 3. Notons Fym la plus petite extension de F, ou V soit une
union de sous-variétés absolument irréductibles. Puisque V' est définie sur F, le groupe
de Galois Gal(Fn /F,) agit sur I’ensemble des composantes irréductibles de V' xp, Fgm.
Cette action est transitive (puisque l'union des termes d’une orbite est définie sur F,, ou
V est irreductible), et simple par minimalité de m : sinon, les composantes irréductibles
seraient définies sur le sous-corps fixe de Fym par le stabilisateur (commun puisque le
groupe agissant est abélien) de 'action. Il y a donc exactement § Gal(F,m /F,) = m telles
composantes irréductibles, conjuguées sous Gal(Fym /F,).

Soit maintenant F,» une extension de F,, telle que §V(Fyn) # 0. Si P € V(Fyn),
alors @y (P) = P, ou ¢, est le morphisme de Frobénius sur F,. Mais P est sur une
unique composante irréductible de V', puisque celles-ci sont disjointes par lissité de V. Le
morphisme de Frobenius agissant transitivement sur les m composantes irréductibles de
V par le paragraphe précédent, il s’ensuit que m divise n. Réciproquement, si n € mZ,
alors chacune des m composantes irréductibles de V' xg_ F;m a le méme nombre de points
rationnel sur Fy» (puisqu’elles sont conjuguées sous ¢, ), et donc §V (Fgn) = mgVy(Fyn), ot
V1 est I'une d’elles. Les théoremes de Deligne, de Grothendieck, et la dualité de Poincaré,
appliqués & Vi sur Fym C Fn, jointes & 'identité m1,,z(n) = > i, (i (ou G = exp(mﬁ),
et 1,,z est la fonction indicatrice de mZ), prouvent le lemme 3.

Achevons maintenant la démonstration du théoreme. Nous allons montrer succéssi-
vement que A (n) = 0, puis que Ay(n) et Ag(n) sont des multiples entiers de ¢™. Puisque
F et F’ sont deux surfaces, on a, avec une certaine constante C' > 0 :

| ﬁF(Fq”) - ﬂF/(Fq"> < Can’

ce qui, joint aux égalités (1) et (2), montre que | As(n) |< C’'¢?", donc Az(n) =0 = A;(n)
par le lemme Diophantien pour a = % et 0 < e < % Le lemme 3, appliqué a chaque
composante irréductible de F' et de F’ (qui sont des surfaces lisses), ainsi qu’a chaque
composante irréductible des intersections deux-a-deux (respectivement trois-a-trois) des
composantes irréductibles de F' et de F’, qui sont des courbes lisses (respectivement des

points), montre que

(3) ﬂF(Fq") - ﬁF/(Fq”) =

{a(n)g®™ = d3(n) + d2(n) = 61(n) + a(n)} = {B(n)q" — di(n) + B(n)} + {7(n)},

ou a(n), B(n) et v(n) sont des différences de sommes de puissances n-iemes de racines de
I'unité, et d,(n) et d,(n) sont des différences de sommes de puissances n-iemes de nombres
algébriques de modules ¢2. On déduit alors de (1), (2), (3) et de la premiere étape, que

(As(n) = a(n)g®™) = (Asz(n) = d3(n)) + (Az(n) — d2(n) + B(n)q")
—(=01(n) +di(n)) + (a(n) — B(n) +v(n)) = 0.

Par applications successives du lemme Diophantien, on obtient A4(n) = a(n)¢*", puis
Az(n) = 63(n). La premiere égalité donne Ay(n) € ¢*"Z. Par dualité de Poincaré pour
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X et Y, on obtient Ay(n) = ¢ "A4(n) € ¢"Z. Enfin, la seconde égalité, jointe a la
dualité de Poincaré pour chaque composante irréductible des surfaces F' et F’, donne
As(n) = d03(n) = q"61(n) € ¢"Z, ce qui acheve la preuve du théoréme.
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