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The number A(q) is the upper limit of the maximum number of points of a curve 
defined over F,, divided by the genus. A lower bound was established by Serre, 
using unramitied Hilbert class field towers. In this paper, the author gives a 
conditional criterion of infinitude of ramitied class field towers, and applies this 
result in order to obtain some better lower bounds for A(q). Moreover, the author 
obtains some slightly weaker unconditional results. c 1991 Academic Press. Inc. 

INTRODUCTION 

Soit q une puissance d’un nombre premier p et F, le corps fmi a q 

elements. On designe par N(g, q) le nombre maximum de points rationnels 
sur F, dune courbe algebrique lisse irrtductible de genre g definie sur F,. 
Weil a montre dans [ 161 que 

Cette majoration n’est pas optimale, sauf pour les petites valeurs de g. 
Afin d’etudier N( g, q) pour les grandes valeurs de g, on pose 

Ng, 4) 
A(q) = lim sup ~ 

n - K g 

L’inegalite de Weil montre que A(q) < 2 &. Drinfeld et Vladut ont 
montre (cf. [2], en utilisant des formules explicites-disc&es-de Weil) 
que A(q) < & - 1. D’autre part, Ihara, ainsi que Tsfasman, Vladut, et 
Zink, ont montre (dans [4, 151, en utilisant des courbes de Shimura) que 
,4(q*) = q - 1. Enfin, Serre a montre (non publie) l’existence d’une 
constante c > 0 telle que, pour tout q, on ait A(q) > c log q. Nous reprenons 
ici la methode de Serre pour donner, pour certaines valeurs de q, une 
meilleure minoration de A(q); la methode repose sur la construction de 
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tours intinies de corps de classes de Hilbert. En generalisant ce pro&de a 
des tours ramiliees de corps de classes, on peut, modulo une conjecture 
portant sur un critere de non linitude de telles tours, montrer l’existence 
pour tout nombre premier p d’une constante c(p) telle que, si q est une 
puissance p, on ait 

On montre aussi une minoration non conditionnelle, c’est-a-dire indepen- 
dante de toute conjecture : si P est un nombre premier, et si q = 1 modulo L, 
alors 

A(qo>Jl(q-u-2~ 
k-1 

La methode est la suivante: on assimile une courbe algebrique lisse 
definie sur F, a son corps de fonctions, qui est une extension de degre de 
transcendance 1 de F, (c’est-a-dire un corps global de caracteristique p), 
Un point rationnel sur F, de la courbe correspond a une place de degre 1 
de son corps de fonctions, et le genre de la courbe est le genre de ce corps. 
Afin de minorer A(q), il faut done trouver une suite inlinie de corps globaux 
de caracteristique p ayant asymptotiquement beaucoup de places de degrt 
1 par rapport au genre. Pour cela, on se donne un tel corps k, un ensemble 
fini non vide S de places de k, un module m sur k, ttranger a S, ainsi qu’un 
nombre premier l. On construit alors une /-tour de corps de classes (k,, 
S,, m,, e ), et on cherche un critere de non linitude de cette d-tour; un tel 
critere sera conjecture dans le cas general, et demontrt dans le cas oti 
m = 0, c’est-a-dire dans le cas ou la tour consideree est la L-tour de corps 
de classes de Hilbert de k. 11 faut ensuite exhiber explicitement un triplet 
(k, S, m) repondant a ce critere, pour lequel on sache Cvaluer le genre et le 
nombre de places de degre 1. La minoration de A(q) s’en suit aidment. 

On construira au $1 la tour (k,, S,, m,, t ) pour un corps global de 
caracteristique quelconque, et on bornera le degre du discriminant de k,/k, 
par une expression lintaire en le degre [k, : k,] (Thtoreme 1). Au $11, 
on conjecturera un critere de non-linitude de la e-tour (k,, S,, m,, L) 
(Conjecture l), ainsi qu’une condition entrainant cette conjecture, la 
condition etant verifiee si m = 0 (Theoreme 2). Le $111 est consacre aux 
minorations de A(q) que l’on peut Ctablir en admettant la Conjecture 1 
pour les corps globaux de caracttristique finie. Ces minorations reposent 
sur les extensions dArtin-Schreier de FY( T); les resultats sur ces extensions 
qui nous seront utiles sont rappel& dans la section III, 1. On obtiendra 2 
minorations de ,4(q) (Theoremes 3 et 4), qui impliquent le resultat plus 
agreable A(q) 3 c( p)(& - 1) (Corollaire 1). Lorsque la conjecture 1 est 



302 MARC PERRET 

demontree, c’est-a-dire pour les tours non ramitiees, on peut tout de m&me 
donner, du moins pour certaines valeurs de q, des minorations de A(y) 
meilleures que celle de Serre (la “minoration non conditionnelle”); c’est 
l’objet du §IV. Enfin on donnera au §V des applications de ces resultats a 
la Theorie des Codes Correcteurs d’Erreurs, puis a la Theorie des Reseaux 
(empilements de spheres). 

Cet article a tte en partie annonce par une note aux Comptes Rendus de 
1’Academie des Sciences de Paris ( [9] ). 

I. LA TOUR RAMIFIkE DE CORPS DE CLASSES 

1. Le corps de classes de rayon 

Soit k un corps global de caracteristique quelconque. On se donne un 
ensemble tini R de places de k, et pour toute place p de R, un entier mP > 0; 
on dispose ainsi d’un module m Porte par R 

m= C mPp. 
PER 

Posons 

W,==k*x n U~X n U,. 
PER P4R 

Le groupe W,,, est un sous groupe ouvert d’indice fini du groupe Jk des 
ideles de k (cf. [6, 8)). I1 dtfinit done par la Theorie du corps de classes 
une extension abelienne k, de k, qui n’est ramitiee qu’en les places p E R; 
k, est appelt le corps de classes de rayon m de k. Par exemple, si R est 
vide, alors m = 0, et k, n’est autre que le corps de classes de Hilbert de k. 

Soit L une extension abelienne de k. Puisque 

il existe un plus petit module f, tel que L c k,. Ce module f est appek le 
conducteur de L/k (voir [6, 81). Le conducteur de L/k divise m si et seule- 
ment si kcLck,. 

2. Discriminant d’une extension de conducteur divisant m 

Si L/K est une extension abklienne, et si p est une place de K, on note 
‘$ une place quelconque de L divisant p. Dans ce paragraphe, on utilisera 
librement les resultats de [ 11, ainsi que ceux de [ 133. 
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PROPOSITION 1. Soit L/k une extension abtlienne et m = Cps R m,p un 
module SW k. Alors le conducteur de L/k divise m si et seulement si les 
groupes de ramification Gal(L,/k,) mp sent triviaux pour toute place p de k. 

Remargue. Si mp = 0, le groupe de ramification Gal(Lo/k,)’ n’est autre 
que le groupe d’inertie D, de L/K en ‘$3. Celui-ci est trivial si et seulement 
si la place ‘$3 est non ramiliee dans l’extension L/K. 

Preuve. Soient p une place de k, et tip l’application locale de reciprocite 
de L,/k, ; notons f le conducteur de L/K. Puisque 

on a 

N kt,s,k,(k~p) = NL,,k,(Gd = KerWp). 

Mais (cf. [6]), 

U”’ c N P ~v,&$) * us’= k*N,,,(Jd, 
ou UF’ designe le groupe des i-unites de k, : Ur) = {x E k,, vp(x - 1) > i} 
(on a note v, la valuation de k, associee a p). 

Ainsi, Uk”‘p’c Ker(lC/,). Comme de plus +,(Uk”‘p’) = G+, ces derniers 
groupes sont nuls pour toute place p de k si et settlement si f divise m. 1 

PROPOSITION 2. Soit m = C, E R m,p un module sur k, et LJk une extension 
abPlienne de conducteur divisant m. Alors le discriminant b(L/k) de L/k 
&vise npeR pmp(CW’~l-1). 

Preuve. Le probleme est local, puisque 

b(W)= n W&&J. 

Soit done p une place de R et G = Gal(L,/k,). La Fuhrerdiskriminanten- 
produktformuln aftirme que 

W&/k,)= n f(x)> 
x E ~,rr(G) 

ou X,,,(G) est l’ensemble des caracteres irreductibles de G, et ou f(x) 
designe le conducteur de x. Notons que, G Ctant abelien, Xi,,(G) est 
l’ensemble des caracteres de degre 1 de G, et qu’il y a Card G = [L,/k,] 
tels caracteres. Si x est trivial, alors f(x) = (1). Soit x un caractere non 
trivial de G, de degre 1, et Ker(X) son noyau. 11 lui correspond par la 
Theorie de Galois une extension intermediaire L,,/k,, de groupe de 
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Galois G/Ker(X). Puisque L,$\,,/k, est cyclique, son conducteur f(x) est 
donne par 

avec f(x) = c + 1, c etant l’unique entier tel que les groupes de ramification 
superieurs satisfassent G”+ ’ = { 1 )-, et G” # { 1 } (c’est le dernier saut de la 
filtration de G form&e des groupes de ramification suptrieurs { GP},,2 ,). 
Cet entier c + 1 est inferieur ou egal a mp d’apres la proposition 1. 1 

3. Construction de la tour de corps de classes 

On se place dans la situation du paragraphe 1, et on se donne de plus 
un ensemble fini non vide S de places de k, contenant les places archime- 
diennes si k est de caracteristique nulle, disjoint de R, ainsi qu’un nombre 
premier e. 

On note k, la plus grande extension abelienne de k, d’exposant 1 ou C, 
ou les places de S se dtcomposent totalement, et de conducteur divisant m. 
On pose alors S, (resp. R,) l’ensemble des places de k, au-dessus de S (resp. 
RL et ma=CptR C‘U,PmpY=C’lltR,m,p% avec q,=m, si VIP. 

En it&rant cette construction, on obtient: 

- une suite d’extensions 

k,=k, 

k, = W,, - 11, pour ~221; 

pour chaque corps k,, deux ensembles finis disjoints de places 

s,=s, R,=R, 

S,,=(Sn-IL R,,=(L,L pour n>l; 

- un module Porte par R, 

m,=m. 

mn=(mn- ,Ja pour n>l. 

Remarque. Si k est de caracttristique tinie p, si / = p, et si m = 0 ou 
bien m = p pour une place p de k, alors k, = k. En effet, supposons que 
m = p. L’indice de Gal(k,.,Jk,)’ dans le groupe d’inertie Gal(k,,,/k,)‘, 
(qui est un p-groupe), est premier a p; ces groupes sont done tgaux, et la 
nullite de Gal(k,,/k,)’ implique la nullitt de Gal(k,,,a/k,)‘, ce qui revient 
au choix m = 0. Dans ce cas, k,,/k est une p-extension non ramiliee, ce qui 
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n’est possible que si k, = k. En effet, si k, # k, il existe une extension 
d’Artin-Shreier K intermediaire entre k et k,, necessairement ramiliee 
(cf. C71). 

PROPOSITION 3. Pour tout entier n > 1, I’extension k,,/k, est galoisienne. 

Preuve. Elle se fait par recurrence sur n E N*. Pour n = 1, c’est trivial 
puisque k,/k, est abelienne. Supposons que k,_ Jk,, soit galoisienne. 
L’extension k,/k, est alors separable puisque k, ~ ,/k, et k,/k, ~ , le sont (la 
premiere est galoisienne par hypothese de recurrence, et la seconde est 
abtlienne par construction). 

Pour montrer que k,/k, est normale, soit kc une cloture algebrique de 
k,, contenant k,, et 

un kO plongement de k, dans k;f”; il s’agit de montrer que a(k,) = k,. 
Le morphisme cr induit par restriction un k, plongement de k,- , dans 

k;;‘; l’extension k,- 1 /k, ttant supposte normale par hypothese de 
recurrence, on a done a(k,- ,) = k, _ i. On est done en presence dune 
extension a(k,)/k, ~ 1, qui est abelienne, d’exposant 1 ou e, oti les places de 
S n-1 se decomposent totalement, et de conducteur divisant m, ~, . II s’en 
suit par maximalite de k, vis-a-vis de ces proprietes que o(k,) c k,, ce qui 
prouve la Proposition 3. 1 

On peut done poser 

G, = Gal(k,/k) pour n21, 

km= u km 
?TbO 

G = Gal(k,/k) = hm G,. 
n 

G, est un groupe de type (d, . . . . 10), les G,, n 2 1, sont des C-groupes, et 
G est un pro-e-groupe. De plus, G, = Gab/(Gab)‘, puisque k, est la plus 
grande extension abelienne de k, contenue dans k,, d’exposant 1 ou e. 

Remarque. fitudions les groupes Gal(k,+ ,/k,). Soit n E N*. La plus 
grande extension abtlienne de k,, oh les places de S, se decomposent 
totalement, et de conducteur divisant m, est le corps de classes i;, du 
groupe de norme (cf. [6]) 
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Soit Im P, l’image de P, dans le groupe des classes d’ideles C,, de k,,. 
Puisque k,,, , est la plus grande extension abelienne d’exposant divisant / 
de k,, on peut Ccrire 

c’est-a-dire 

GaW,,, A) = G(i;,lk,)/(G(K,Ik,,))‘, 

GW,. ,lk,) = (C,/Im f’,)/(C,,/Im PA“. 
On en deduit immediatement que l’extension k,/k est fit-tie si et seulement 

si il existe n E N *, tel que le groupe (C,/Im P,) soit d’ordre premier a t. 

4. Le discriminant de k,/k, 

On suppose maintenant que pour tout n E N*, les places de R, sont 
totalement ramiliees dans k, + 1. On se propose alors de majorer le degre du 
discriminant de k,/k,. Les resultats qui suivent sont classiques; rappelons 
tout d’abord que si Kc L c A4 est une tour de corps, alors: 

- Le discriminant relatif b(M/K) est donne par 

b(M/K) = NLIK(b(M/L)) . (b(L/K))c”‘“‘; 

- Si up est la valuation associee a la place p de K, le degre du 
discriminant de L/K est dtfini par 

deg WLIK) = 1 u,(W/K)) ’ deg P ; 

- Si p est une place de K, en notant ‘$ les places de L divisant p, 

Up(NL,KWWL)) = c fWP) %.o(~/L))~ 
VIP 

oti le degre residue1 f(‘$3/p) est le degre de l’extension Es/R, des corps 
residuels. 

Nous sommes alors en mesure de prouver le Thtortme suivant: 

THBORI~ME 1. Si, pour tout n, les places de R, se ramifient totalement 
dans k, + , , alors 

deg b(k,/k,) d ([k, : k,] - 1) deg tn. 

Remarque. Ce Theo&me est bon car en general, on ne peut majorer le 
degre du discriminant que. par un terme de l’ordre de [k,: k,] log[k,: k,]. 
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Preuve. Puisque les ramifications sont totales, les degres residuels en les 
places ramilites valent 1, et pour chaque place p de Rip 1, il n’y a qu’une 
seule place ‘Q de ki au-dessus de p. Les rappels ci-dessus permettent d’ecrire 

deg b(ki/k,) = [ki: ki- 1] deg b(k;_ ,/k,) + 1 o,(b(ki: k,.- 1)) deg 0,. 
PER,-1 

D’apres la Proposition 2, 

d’oii, puisque deg m = C, E R0 mp deg up, 
deg b(k;/k,) + deg m < [ki: ki- ,](deg b(k,- ,/k,) + deg m). 

En sommant ces inegalites pour 1 < i < n, on obtient le resultat annonce. 1 

Voici un cas particulier qui nous sera utile, pour lequel l’hypothese du 
Theo&me 1 est veriliee: 

PROPOSITION 4. Si R, est rPduit ci une unique place et si & = p est la 
caractbistique de k,, alors pour tout n > 0, R, est rtduit tr une unique place, 
et les ramifications sont totales. 

Preuve. L’extension k,/k, &ant d’exposant p, c’est une extension 
d’Artin-Schreier, ramiliee en une unique place; la ramification est done 
totale (voir [7]). R, est done reduit a une unique place, et la Proposition 
en dtcoule par recurrence. 1 

II. CRIT&RE DE NON-FINITUDE 

1. G&Prateurs et relations dans un p-groupe 

a. Le Thtoreme de Golod et Shafarevich 

Pour plus de details sur cette partie, voir [ 121. Soit G un groupe note 
multiplicativement, et p un nombre premier. On note Gab l’abelianise de G, 
et G/p = Gab/(Gab)” le plus grand quotient abtlien de G d’exposant 1 ou p. 
Ainsi, G/p est un F, espace vectoriel; on pose 

d,(G) = dim, G/p = dimFp Gab/(Gab)p. 

Le nombre d,(G) peut etre lini ou inlini, c’est le p-rang de G. Si e est un 
nombre premier, et si G est un pro-/-groupe, alors d,(G) = 0 pour p # e, et 
on pose d(G) = df (G) si aucune confusion n’est possible. Dans ce cas, d(G) 
est le nombre minimum de generateurs de G. Puisque G/e = H’(G, F,), et 
puisque H’(G, F,) et H,(G, F, ) ont meme F,-rang, on peut ecrire 

d(G) = dim,,H’(G, F,) = dim,,H,(G, F,). 
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De m&me, si G est un pro-/-groupe, le nombre minimum r(G) de relations 
entre d(G) gentrateurs de G definissant G comme pro-/-groupe peut etre 
obtenu par la formule 

r(G) = dim,, H’( G, F, ) = dim,, H,( G, F, ). 

Dans le cas oti G est lini, c’est-d-dire si G est un (-groupe, on dispose de 
minorations de r(G) en fonction de d(G) : Golod et Shafarevich ont montre 
dans [3] que si G est lini, et si d(G) 3 1, alors 

r(G) > (d(G) - 1 )‘/4. 

Nous utiliserons dans la suite une amelioration de ce resultat, due a 
Gaschiitz et Vinberg, dont on trouvera la preuve dans [ 11. 

PROPOSITION 5. Si G est un /-groupe fini, et si d(G) 3 1, alors 
r(G) > d( G)‘/4. 

Remarque. Pour tout nombre premier P, et pour tout entier da 1, on 
sait construire un 6-groupe lini ayant d gentrateurs et d(d - 1)/Z relations. 

b. Le e-rang d’un sous groupe et d’un quotient 

PROPOSITION 6. Soit A -+ B L C une suite exacte de groupes aMiens. 
L’inPgalitP 

d,(B)dd,(A)+d,(C) 

est vraie duns les deux cas suivants: 

(1) f est surjective; 
(2) C est un groupe ah&lien de typefini. 

Preuve. Le premier cas est connu: c’est la suite inflation-restriction; le 
morphisme BA Imf ttant le surjectif, le second cas se ram&e au 
premier puisque d,(Im f) d d,(C). Pour voir ce dernier point, soit G un 
groupe abelien de type fmi, et H un sous groupe de G; il s’agit de montrer 
que dp (H) d d,(G). 11 existe un morphisme surjectif 

Z”L G/t- 1, 

avec dp (G) = dy (G/P) = d. Ainsi, Q ~ ‘(H/C) est un sous Z-module de Z”, qui 
est done un Z-module de rang lini d’ < d. On deduit alors du morphisme 
surjectif 

que d,(H/b)<d,(G/f). I 
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2. Le critPre de non finitude 

Soit (k,, S,, m,, t) la P-tour de corps de classes ramiliee construite 
en I, 53. On note 

d = d( (G) ( = d/ (G, ) puisque G, est l’abelianise de G), 

r=r,(G). 

Conjecture 1. Si d + # S < d2/4, alors l’extension k,/k est inlinie. 

Supposons que k,/k soit linie. D’apres la remarque de I, 53, cela signifie 
qu’il existe n E N * tel que le groupe F= (C,/Im P,) (ou C, est le groupe des 
classes d’ideles de k,, et ou P, a tte d&i en I, $3) soit d’ordre premier a P. 

LEMME 1. Soit n I’entier dkfini ci-dessus. Pour tout q E Z, on a des 
isomorphismes de groupes 

i@(G, Im P,) z fiyp2(G, Z). 

Preuve. Puisque G est un L-groupe et F est d’ordre premier a P, les 
groupes fiq(G, F) sont triviaux pour tout q. La suite exacte courte 

l+ImP,+C,,+F+l 

induit done des isomorphismes fiq(G, Im P,) z @(G, C,). Mais le 
cup-produit par un generateur de fi2(G, C,) donne des isomorphismes 
fiq(G, C,,)zfiA4-‘(G, Z); voir par exemple [l, 6, 8, ou 131. 1 

Soit E, = Esn(m,) le groupe des S, unites de k, congrues A 1 mod* m,, 
c’est-a-dire l’ensemble des elements x E k,, tels que v,(x) = 0 pour p 4 S,, et 
v,(x-l)>m, pour PER,. 

LEMME 2. fi’(G, E,) est un groupe abelien de type fini, et df (fi’(G, E,)) 
< #S. 

Preuve. Par definition, fi’(G, E,) = (En)G/Nk,,ko(En). 11 est facile de voir 
que (E,)G= E,,(m’), avec m’=&.RO [m&k,: ko]lp (rx] designant la 
partie entiere par exds du nombre reel x, c’est-a-dire le plus petit entier 
n 2 x). Le groupe (E,)G est un sous groupe de E,, qui est, par le theortme 
des unites de Dirichlet (cf. [17]), un groupe abelien de type tini de rang 
inferieur ou &gal a #S. Le groupe abelien (E,)G est done de type Iini, de 
e-rang inferieur ou tgal a # S par la Proposition 6. 11 en est de mCme pour 
F?“(G, E,) en tant que quotient de (E,)‘. 1 
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Remarque. La preuve ci-dessus montre en fait que d, (fi”(G, E,,)) < 
# S - 6, avec 6 = 0 si E,, contient le groupe des racines /-ibmes de knit&, 
et S = -1 sinon (si k = p = char(k), alors 6 = - 1). Par conskquent, on peut 
formuler la Conjecture suivante: si d+ #S - 6 < d2/4, alors l’extension 
k,/k est intinie. 

La suite exacte courte 

l-E,-P,LImP,,-1 

induit la suite exacte 
^ 

HP’(G, P,) “, H ̂ -‘(G, Im P,) 5 fi’(G, E,), 

d’oti la suite exacte 

1 --+ k’(G, P,)/Ker ~2 &‘(G, Im P,) --% Im 6 -+ 1. 

Ainsi, Im 6 % k’(G, Im P,)/[&‘(G, P,)/Ker ~1, d’oti la relation 

d,(Im6)<d,(&‘(G, Im P,,))=d,(fip3(G, Z)) 

d’aprks le Lemme 1 

Conjecture 1’. Si k, =k,, alors 

d,(fip3(G, Z))=d,(Im 6). 

TH~OR~ME 2. (i) La Conjecture 1’ implique la Conjecture 1. 
(ii) Si R, est vide, alors la Conjecture 1’ est vraie. 

Preuve. (i) Si k, = k,, et si dt(fi-3(G, Z)) = d,(Im 6), alors d’aprks le 
Lemme2etlefaitqued,(k3(G,Z))=r-d(voir [5]),ona:r<d+#S, 
et done, d’aprks le Thkorkme de Gaschiitz et Vinberg, d + #S > r > d2/4. 
Cela prouve la premikre partie du Thkorkme 2. 

(ii) La suite exacte courte 

l--+E,+P,+ImP,+l 

induit la suite exacte 
1 

H-‘(G, P,) - H “-‘(G, Im P,) 6, fi’(G, E,)---+ fi’(G, P,). 

D’apr6s Ie Lemme 1, k ‘(G, Im P,) x &,(G, Z). Les places p E S, Ctant 
totalement dkcomposkes le G-module npss, k,*. p est induit, done 
cohomologiquement trivial. De m&me, Ies places p $ S, u R, &ant non 
ramifikes (cf. [l] ou [13]), &,,,R. U,,, est cohomologiquement trivial. 



TOURSDECORPSDECLASSES 311 

Ainsi, fiq(G, P,) z fiq(G, npE R, U;,I~) = 1 si R est vide. Dam ce cas, la 
suite exacte ci-dessus montre que H,(G, Z) z fi’(G, E,), d’oti la seconde 
partie du Thtoreme 2. 1 

III. MINORATION DE A(q) sous LA CONJECTURE 1 

1. Extensions d’Artin-Schreier de Fq( T) 

Pour un expose complet de ce qui suit, voir [7]. Soient q une puissance 
dun nombre premier p, k. une extension linie de F,(T) et f un Clement de 
k,, tel que f#hP-h pour tout hEko. On considere l’tquation dArtin- 
Schreier 

Yp- Y=f(T), 

qui d&kit une extension k = k,(y) de k,, cyclique, de degre p. 
Si u est une place de ko, et si 0, est l’anneau des fonctions rtgulihes en 

U, on delinit 

v,(f) = 0 si fEO,, 

v,(f) = ordre du pole de fen u si f4 O,, 

et 

Le nombre v,*(f) est l’ordre reduit de f en U, et peut &tre calcule par 
l’algorithme dArtin. Nous allons enoncer les resultats sur ces extensions 
dont nous aurons besoin. On note U*(f) l’ensemble des places u de ko, 
pour lesquelles v,*(f) > 0. Si u est une place de k, et si f = h + gp - g avec 
h E O,, on note Tr,*(f) = Trk,,(u),F,,(h(u)). 

PROPOSITION 7. Avec les notations preddentes, l’extension k/k, est 
cyclique de degre p. Les places de k, ram@es duns k sont celles de U*( f ); 
en chacune de ces places, la ramt$cation est totale et sauvage. Soit 
u $ U*( f ). Si Tr,*( f) # 0, la place u a un degre residue1 Pgal a p. Si 
Tr:(f) = 0, la place u se decompose totalement duns k; c’est le cas en 
particulier si u est un zero de f Si go est le genre de k,, le genre g de k est 
don& par la formule 

2g-2=p(2go-2)+(p-1) 1 (v,*(f)+l)degu. 
Ufz U’(f) 
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2. Constructiotl d’un triplet (K, S, tn). 

Soient A, B deux parties disjointes de F,, # A = a 3 2, # B = h 2 p; on 
suppose que b est une puissance de p. On pose k, = FY( T), et on considkre 
les extensions K = k,(y), oti 

yp- 

et K,=K(y,) pour crEA, od 

Y,“-.Y,= n (T-B) /rte ( &+$, (T-:yP). 
On pose 

So = S = {places de K au-dessus de ( T - fl), b E B), 

R,=R= laplacedeKau-dessusdei 
T I 

= (pm}, 

m,=m=2p,, 

de sorte que #S = p #B = pb et #R = 1 (la place A l’inhi l/T de k, se 
ramifiant dans K, elle se remonte en une unique place p no de K, de degre 1 ), 
et on considhe la p-tour de corps (K,, S,, m,,,) au-dessus de (K, S, m). 

l?nonqons tout d’abord un lemme. 

LEMME 3. Soit K/k une extension abPlienne; supposons qu’il existe n 
extensions intermkdiaires k,, . . . . k, cycliques de degrP p, aucune n’t!tant 
contenue dans le compositum des n - 1 autres; alors d,(Gal(K/k)) b n. 

Preuve. Puisque les extensions k, , . . . . k, sont telles qu’aucune n’est dans 
le compositum des n - 1 autres, le p-groupe abelien Gal(K/k) contient au 
moins n sous groupes isomorphes A Z/pZ; il a done au moins n facteurs 
cycliques distincts, et s’ecrit done sous la forme 

Gal( K/k) = W x Z/p”Z x . x Z/p+Z, 

oti West un p-groupe, et d,(Gal(K/k)) = n + d,,( W) b n. m 

PROPOSITION 8. d,,(Gal(K,/K)) > a - 1. 

Preuve. En vertu du lemme 3, il suffit de prouver que les K,, lorsque c1 
decrit A sauf un Clement, sont des extensions cycliques de degre p, oh les 
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places au-dessus de (T- /I), /I E B, se dtcomposent totalement, de conducteur 
divisant m, et que K, n’est pas contenue dans le compositum JJ,, E A,Ir + 1 K,. . 
Seules les deux dernieres assertions ne sont pas triviales. 

On peut ecrire K, = K(z,), avec 2% = y - yI, satisfaisant 

Posons 

Le membre de droite de l’equation precedente s’ecrit 

Le polynome h n’ayant pas de pole aux places distinctes de l’intini, la 
relation ci-dessus montre que l’ordre reduit de fen les places de K divisant 
(T- a’) est nul; ces places ne se ramifient done pas dans K, ; il n’y a done 
ramification qu’en la place a l’infini p, de K. De plus, le conducteur des 
extensions KJK est f(K,/K) = vz(f,) + 1 = 2 (voir [7]), ce qui prouve la 
premiere assertion a dtmontrer. 

La derniere assertion decoule du fait que les places de K au-dessus 
de (T- CI) se decomposent totalement dans K, par la Proposition 7 
puisque Tr;CTpaj(fo,) =O, et sont inertes dans K,. si CI’ # cc puisque 
Tri+- df,,) Z 0. I 

11 nous reste a calculer le genre de K. 

PROPOSITION 9. Soit g, le genre de K. Si b est de la forme b = p”, n 2 1, 
alors 

go- 1 =a(p- 1)-p. 

Preuve. Appliquons la proposition 7 avec k, = F,(T) et k = K. Les 
seules places de k,, ramiliees dans K, sont les places U, = (T-cc), c( E A. 
Puisque b est une puissance de p, on a, par l’algorithme d’Artin [7], 

La proposition 9 decoule alors de la proposition 7. 1 
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3. Minorations de A(q) 

a. Premihe minoration 

TH~OR~ME 3. Sous la Conjecture 1, si q= p”. p premier, n 2 2, et q 
distinct de 4, 8, 9, et 16, alors 

A(q)>J=2 
2(P-1) . 

Preuve. Soit B c F,, avec #B = b = p” ’ = q/p. La plus petite valeur 
de a telle que 

est a, = 3 + r2 ml. Cette inegalite, d’apres la Conjecture 1 et la 
proposition 8, assure la non fmitude de la p-tour de corps au-dessus de 
(K, S, m) construite en I, 93 des que a - 1 > 2. Si 

c’est-a-dire sous les hypotheses du theoreme, on peut choisir un ensemble 
A dans F,, disjoint de B, tel que #A = a,. Dans ce cas, le genre g, de K, 
est donnt par la formule de Hurwitz (cf. [ 171) 

2g, - 2 = CL: &1(&, - 1) + deg(~(Kl&)). 
D’apres le Theoreme 1 et la Proposition 4, deg(b( K,/K,,)) 6 ([KJK,] - 1) 
deg m, d’ou 

Ainsi, 

A(q)> lim { nombre de places de degrt 1 de K, } , lim # S, 
, 

n-m gfl n - ‘X g,, 

> lim CK,:KoI #So- #So 
‘n-ra CKn:Kolgo go 

pb 4 
=a(P-l1)-p=(3+r2~l)(p-i)-p 

>J q+l-2 
2(P-1) . 

Cela demontre le theoreme 3. 1 
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Remarque. q/((3+r2Jq+li)(p-l)-~)-(Jq+l-2)/2(p-l)est 
petit, de l’ordre de quelques unites. 

b. Seconde minoration 

THBOR~ME 4. Sous la Conjecture 1, si q = p”, p impair, n >, 2 et q distinct 
de 9, 25, 27, 49, 81, 121, et de 169, alors 

A(q)>JP4+1-2 
4(P-1) . 

Preuve. Choisissons un ensemble A’c F,, tel que pour tout CI EA’, 
T2 - CI soit irreductible sur Fy[ T]. Cela est possible si p est impair, et si 
#A’ = a 6 (q - 1)/2. On construit alors K = k,(y), oti 

P-Y= n (T-LU2 
DEB’ 

avec B’=Fq, et K,=K(y,) pour EEA’, oti 

Y,“-Y,= n (T-P)’ 
On construit la p-tour de corps au-dessus de (K, S, m), ou S est l’ensemble 

des places de K au-dessus de toutes les places (T- p), /? E B’, et m = 2p,. 
Ainsi, #S= pq. Le mCme raisonnement que precedemment permet de 
montrer que le genre g, de K est donne par 

et que l’on a 

go- 1=2a(p- 1)-p, 

d,(Gal( K,/K)) > a - 1. 

La plus petite valeur de a telle que 

est a = 3 + r2 ,,/pq + 11; les hypotheses du theoreme impliquent que cette 
valeur est inferieure a (q - 1)/2. On minore alors A(q) de la mCme 
facon. 1 

Remarques. (1) La minoration du Thtoreme 4 est meilleure que celle 
du Theoreme 3 pour toutes les valeurs de p distinctes de 2 et 3. 

(2) On pourait donner une autre minoration de ,4(q) pour p = 2 en 
considerant des places irreductibles de la forme ( T2 - T- a). 
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COROLLAIRE 1. Sous la Corzjecture 1, pour tout nomhre premier p, ii 
existe une constantr c(p) telle que, pour toute puissance q de p, on ait (say/ 
pour q=4, 8, 9, 16, 25, 27, 49, 81, 121, et 169) 

A(qMp)(& I). 

On peut prendre c(p) = 1/4(p- 1) si p est impair, et c(2)= l/3. 

Preuue. Le Thtoreme 4 prouve le Corollaire pour p impair, et le 
Thtoreme 3 pour p = 2. m 

Remarque. Puisque A(q) > c log q > 0 pour tout q (Serre, non publie), 
le Corollaire 1 implique 

COROLLAIRE 2. Sous la Conjecture 1, il existe pour tout p une constante 
c’(p) telle que pour tout q puissance de p, on ait 

A(9) 3 C’(P)(& 1). 

Rappelons la conjecture usuelle: 

Conjecture 2. Pour tout q, A(q)=& 1. 

IV. MINORATIONS DE A(q) NON CONDITIONNELLES 

1. La f-tour de corps de classes de Hilbert 

Le resultat de cette partie a ete annonce dans [9]. On pose k, = FY( T), 
et on suppose que q E 1 (mod / ). Soient A et B deux parties non vides et 
disjointes de F,. On considere le corps K, = k,( U), oti 

u’= n (T-cc), 
SE/l 

ainsi que le corps K, = k,( U,), oti 

U;= T-E, pour MEA. 

On pose 

On suppose que pour tout o! E A et tout b E B, /3 - c1 est une puissance 
f-i&me dans F,, ce que Ton note 

B-AcF*‘. Y 
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On note enfin So l’ensemble des places de K, au-dessus des places (T- /I) 
de k,, pour tout /I E B; on a IS,, = ( 1 BI ; toute place de S, est de degre 1. 

PROPOSITION 10. Supposons q = 1 (mod / ) et ( IA 1, P ) = 1. Les corps K, , 
oti c( parcourt tous les PlPments de A sauf un, sont des extensions cycliques 
de degrP r/ de K,, indkpendantes et non ram@es, 06 les Gments de S, se 
dkcomposent totalement. De plus 

d,(G)=d,(G,)>, IAI - 1. 

Preuve. Le principe est le m&me que pour la Proposition 8. 1 

2. Minorations de A(q) 

PROPOSITION 11. Soit C un nombre premier tel que q z 1 (mod e ). Si on 
peut trouver deux parties disjointes A et B de F,, telles que IAJ = a 2 2, 
IBI = b 3 1, et 

(a) B-AcF,*‘, 
(b) a+ebd(a- 1)‘/4, 
(c) (a, a) = 1. 

Alors 

2be 
A(q)Z (a- I)({- 1)’ 

Preuve. On construit le couple (K,, S,) a partir des ensembles A et B. 
La condition (b) de T&once permet d’aflirmer, via la Proposition 10 et le 
Theoreme 2, que la e-tour de corps de classes de Hilbert au-dessus de 
(K,, S,) est infinie. Ainsi, 

A(q) 2 lim 
+n+aa {nombre de places de degre 1 de K,}/g, 2 lim s,I. 

n-= gn 

Or, l’extension K,,/K,, est non ramifiee, done 2g, - 2 = [K, : K,](2g, - 2). 
Par suite, 

CK: &I l&l 
AO’n% [K,,: K,](g,-1)+ 1 

I&I Pb =-=- 
go-1 ‘e-1’ 
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puisque lim,, _ ,~ [K, : K,] = +m. La formule de Hurwitz appliqute a 
K,/k, oti k, = F,(T). montre que 

Ro-l=(U+l)(~--l)_/<(u--l!(/-l) 
2 2 

Cela resulte de ce que l’indice de ramification e, d’une place ( T- a), oti 
c( E A, divise [K,: k,] = t’; ces places sont done totalement ramilites. De 
m&me, l’hypothese (a, /) = 1 implique que l’indice de ramification e, de la 
place a l’inlini est egal a r; les ramifications sont moderees car l’hypothbe 
q = 1 (mod C) implique (/, q) = 1; cela montre la Proposition 10. 1 

En particulier : 

COROLLAIRE. Si Q est une puissance de q, si Q = 1 (mod e), et si 
F, c FG, alors 

A(Q)>&w)--2~ , P-l ’ 

pourpeu que q>4S+l. 

Preuve. On applique la Proposition 11 pour un couple A et B formant 
une partition de F,. On calcule alors la plus petite valeur de a (resp. la plus 
grande valeur de b) vtriliant la condition b) de la Proposition 11, ainsi 
que la relation a + b = q. 11 faut s’assurer que (a, & ) = 1, ce qui n’est pas 
toujours vrai pour cette valeur de a, c’est pourquoi on augmente a (resp. 
diminue b) d’une unite. La Proposition 11 donne alors une minoration 
compliquee de A(q), elle-mCme minoree par celle du corollaire. La condition 
q > 4e + 1 implique les conditions a 2 2 et b > 1. 1 

TH~OR~ME 5. Supposons que q > 4& + 1. Soit k un entier non nuf et sup- 
posons que q soit une rucine primitive k-Gme de I’unitt! duns F, . Si k = 1 (i.e., 
si q = 1 (mod t )), ulors 

si k 3 2, ulors 

,(,,)>&F 1)-2[ , P-l ; 

A(q”)>Jww / P-l . 

EXEMPLES. (1) Si q est impair, q > 9, le Thtoreme 5 donne A(q’) 2 
$ a- 4, ce qui est moins bon que la borne A(q*) = q - 1 de 
Tsfasman, Vladut, et Zink citee dans [ 151. 
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(2) Si q E 1 (mod 3) (resp. si q E 2 ou 4 (mod 7)), aiors 

fi A(q3bT&-3 pour q> 13 

(resp. 

A(q3)+/&; ,/‘? pour q > 29). 

Signalons que Zink a montre le resultat meilleur A(q3) b 2(q2 - l)/(q + 2). 
(3) De m&me, si q= 1 (mod 5) (resp. qs4, 5, 8, ou 9 (mod ll)), 

alors 

Nq’) 2 (J5/4) Jq-l- (5/2) pour q>21 

(resp. 

A(q5) Z (g’$lO) ,hi= (1W) pour q > 45). 

Preuve. Le theoreme 5 decciufe du corollaire de la Proposition 11 et des 
deux remarques suivantes: 

(1) si q G 1 (mod e), tous les elements de F, sont des puissances 
e-ibmes dans F,c. 

(2) si (8, q - 1) = 1, tous les elements de F, sont des puissances 
e-itmes dans F,, done aussi dans Fyk. 

L’hypothese q racine primitive k-ieme de l’unitt dans F, signifie que 
Q = qk = 1 (mod e), ce qui est une hypothese primordiale du corollaire 1. m 

Remarque. Le theoreme 5 donne des rtsultats meilleurs que celui de 
Serre (A(q) > clog q) lorsque Ton se restreint a des familles de q veritiant 
certaines relations de congruences. Malheureusement, il y a des valeurs de 
q pour lesquelles le Theoreme 5 ne donne aucun renseignements, par exemple 
si q est premier; on ne peut done deduire du Theo&me 5 une minoration 
de A(q) valable pour tout q, meilleure que celle de Serre. 

V. APPLICATIONS 

1. Codes correcteurs d’erreurs 

Pour des justifications de ce qui suit, voir [lo] ou [ 141. Les Thtoremes 3 
et 4 permettent &affirmer que sous la Conjecture 1, si q = p”, n > 1, q 
distinct de certaines valeurs, et si 

2(P-1) 2q-1 
J3-p”g4q 
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ou bien si p # 2, q distinct de certaines valeurs, et si 

4(P - 1) zy- 1 

Jpyfl-2 
< log, - 

9 ’ 

alors il existe une famille de codes sur F, ayant un point d’accumulation 
au-dessus de la borne de Varshamov-Gilbert. 

TH~OR~ME 6. Sous la Conjecture 1, si p est premier, et si q = p”, il existe 
une famille de codes sur F, ayant un point dhccumulation au-dessus de la 
borne de Varshamov-Gilbert dans chacun des cas suivants: 

(1) n32 et p> 11683 
(2) n33 et p379 
(3) n34 et pb17 
(4) nd5 et ~37 
(5) n>6 et pb5 
(6) n 2 8 et p quelconque. 

Remarque. Compte tenu du fait que la conclusion du Theoreme 6 est 
vraie si q est un carre suptrieur a 49 (cf. [ 15]), on en dtduit 

COROLLAIRE. Sous la Conjecture 1, si p est premier, et si q = p”, il existe 
une famille de codes sur F, ayant un point d’accumulation au-dessus de la 
borne de Varshamov-Gilbert dans chacun des cas suivants: 

(1) n>2 et p>79 
(2) n>4 et pa7 
(3) na6 et p35 
(4) n > 8 et p quelconque. 

De meme, le Theoreme 5 montre le Theoreme suivant, annonce dans [9] 
et explicite dans [lo]. 

TH~OR~ME 7. Sous les hypotheses et notations du theoreme 5, si 

F-1 2q/ - 1 

Jo-2P 
< log,/ ~ 

d ’ 
(resp., si 

P-l 2qk- 1 
J2po-22r 

< log,& 7 )3 
4 

alors il existe une famille de codes sur F,I (resp. F,r), d&passant la borne de 
Varshamov-Gilbert. 
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Par exemple, si q est impair, cela montre l’existence de familles de codes 
sur Fg2 depassant la borne de Varshamov-Gilbert pour q> 191, ce qui 
est moins bon que le resultat annonce dans [ 151. De m&me, si q > 1657, 
et si q - 1 (mod 3), cela donne de telles familles sur F,,; si q > 16,981 et si 
q = 1 (mod 5) on a la m&me conclusion sur F,,s. 

2. RPseaux 

Nous suivons ici Rosenbloom et Tsfasman [ 11, 143. Si L est un reseau 
de RN, on d&it sa densite 

A = d(L) = lim sup volume (S n B,) 
C'S volume B,. ’ 

oh B, est la boule centree a l’origine, de rayon c, et 

S= {x~R~;d(x,L)<d/2), 
avec 

d=Min{lu-ol;u,vEL,u#v}. 

L’exposant de densite A(L) de L est dtfmi par 

I(L)= -~log,4(L). 

Si {L,} est une famille de reseaux de RN, on pose 

A( (Ln) ) = lim sup A(L,). 
“--rCC 

Rosenbloom et Tsfasman ont montrt (cf. [ 11, 141) que si A est une 
minoration de A(q), alors il existe une famille de courbes sur F, donnant 
naissance a une famille (L,} de reseaux de RN, avec 

d’oti les Theoremes: 

TH~OR~ME 8. Sous la Conjecture 1, pour tout q pour lequel le Thhorgme 3 
(resp. le ThPorGme 4) est valable, il existe une famille de courbes sur F, 
donnant naissance ci une famille (L,) de rkseaux de RN, avec 

Wn))< -logJne+logJq+l+ 4(P- 1) 
45-2 

lodl + Ji,, 



322 MARC PERRET 

(respectivement, avet 

A((L,})< -logJ&+log&Ti+ 8(P- 1) 

Jpq+l-2 
log(l + Jh 

De mCme, les minorations non conditionnelles montrent: 

TH~OR~~ME 9. Pour tout q tel que le Thkortime 5 soit valable, il existe une 
famille de courbes sur F,/ (resp. sur F,k), donnant naissance d une famille 
{ L, } de rPseaux de RN, avec 

n((L,,))6 -logJG+log&z+ 
2(t - 1) 

Jpo - 2L 
la 1 + &I. 
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