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D.3. Le groupöıde d’une variété à coins (non plongés) 21
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– Membre du Comité d’Initiative et de Proposi-
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CHAPITRE 1

Synthèse des travaux

A. Contexte scientifique

La physique quantique, en faisant de la notion d’opérateur le centre de
son développement mathématique, a engendré de nombreux problèmes
d’indices.
Dans sa forme la plus simple, l’indice d’un opérateur est un nombre.
C’est la différence entre la dimension de l’espace des solutions de l’équa-
tion associée à cet opérateur, et les restrictions qu’elle impose à l’espace
des images de cet opérateur :

ind(P ) = dim kerP − dim cokerP

Ceci n’a de sens que si les dimensions en question sont finies, auquel
cas l’opérateur est dit de Fredholm.
De nombreuses quantités des mathématiques, de la physique et de la
chimie s’identifient à l’indice d’un opérateur. Ainsi le nombre d’élec-
trons occupant un certain niveau d’énergie correspond à l’indice d’un
certain opérateur ; le nombre de solutions de l’équation de Dirac est
également fortement lié à l’indice de l’opérateur de Dirac.
La théorie de l’indice est un lieu de rencontre de plusieurs branches des
mathématiques, en analyse, topologie et géométrie. Un des résultats les
plus marquants est le théorème de l’indice d’Atiyah-Singer, qui donne
une formule topologique pour l’indice de nombreux opérateurs, et a
eu un impact remarquable sur de nombreux domaines mathématiques
(topologie, géométrie, équations aux dérivées partielles), ainsi qu’en
physique théorique. Ce théorème s’inscrit dans le cadre des variétés
compactes, sans bord. Pour celles-ci, un opérateur est de Fredholm si et
seulement si il est elliptique, c’est-à-dire que son symbole est inversible.
Le problème de son extension aux variétés “singulières” a été étudié
par de nombreux chercheurs depuis les années 70, à la suite du travail
d’Atiyah, Patodi et Singer ([2]) pour le cas des variétés à bord. Ce
problème est fondamental pour les applications car il apparâıt dans de
nombreux domaines par le biais d’équations aux dérivées partielles sur
des variétés non-compactes. Une des difficultés techniques réside dans
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10 Synthèse des travaux

le fait qu’un opérateur elliptique n’est plus nécessairement de Fred-
holm. Cela ouvre la voie à des développements importants en analyse
fonctionnelle, K-théorie, géométrie non-commutative.
Parmi les variétés singulières que nous examinerons, on trouve tout
particulièrement les variétés à coins, les domaines polyhédraux.
Les approches ont généralement été profondément analytiques, cen-
trées sur l’étude du calcul pseudo-différentiel, avec des auteurs comme
Richard Melrose pour le cas des variétés à coins, Boutet de Monvel,
Schulze pour les variétés à singularités coniques. Toutefois elles n’ont
pas permis d’établir pour le moment un théorème de l’indice aussi sa-
tisfaisant que celui d’Atiyah-Patodi-Singer.
L’introduction de la géométrie non-commutative par Alain Connes,
dans les années 80, a fourni de nouveaux outils pour l’étude de ces
problèmes à travers une approche géométrique ([8]). En étudiant des
espaces “pathologiques” qui apparaissent comme des modèles dans cer-
taines parties de la physique théorique, tel l’espace des feuilles d’un
feuilletage, A. Connes a montré comment définir une algèbre d’opé-
rateurs pseudo-différentiels adaptée au problème, comment généraliser
l’indice analytique ainsi que la notion d’opérateur régularisant. Dans le
cas lisse, un opérateur régularisant, i.e. un opérateur de symbole nul, est
compact ; dans le cas d’un feuilletage si le symbole est nul l’opérateur
vit dans une C∗-algèbre caractérisée par Connes comme la C∗-algèbre
du “graphe du feuilletage”, plus précisément le groupöıde d’holonomie
du feuilletage (voir [7]). Avec Georges Skandalis, il a démontré une
formule de l’indice pour les feuilletages où la structure de groupöıde
est présente ([9]). Ce fut la première apparition dans le contexte de
l’analyse globale des objets définis et étudiés par C. Ehresmann et J.
Pradines, les groupöıdes et algébröıdes de Lie ([34]). Cette théorie a été
insérée dans celle des algèbres d’opérateurs grâce à la forte contribution
de Jean Renault, qui a explicité le cadre des C∗-algèbres de groupöıdes
([36, 31] par exemple).
Dans [8], A. Connes a également donné une preuve très élégante et pro-
fonde du théorème de l’indice (sur les variétés sans bord) à l’aide de dé-
formations par quantification de groupöıdes, utilisant ainsi pleinement
la géométrie non-commutative. Il a identifié le rôle central que jouent
les groupöıdes dans la théorie de l’indice ; cette nouvelle approche a ou-
vert des perspectives d’étude des problèmes d’indice pour les variétés
singulières, et également d’extension de leur domaine d’application.
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B Résumé des travaux 11

B. Résumé des travaux

Nous avons étudié, dans nos travaux, jusqu’où cette nouvelle approche
peut conduire, en quoi elle apporte une contribution intéressante, et
comment l’appliquer sur des exemples précis.
Ainsi, un premier objectif a été d’étendre les constructions de Connes,
réalisées essentiellement pour les feuilletages, à des cas plus généraux.
Le problème était de parvenir à définir des outils indépendants des cas
particuliers d’applications. Ainsi, alors qu’en analyse globale chaque
calcul pseudo-différentiel est défini dans le contexte d’un type donné
de variétés, nous souhaitions pouvoir définir une fois pour toutes le
calcul pseudo-différentiel sur un groupöıde afin de ne plus avoir qu’à
définir le groupöıde adapté au type de variété considéré (voir la section
C.1, et [30, 26, 27, 25, 28]). Notons que nos premiers travaux ont
été faits parallèlement et indépendamment de ceux de V. Nistor, A.
Weinstein et P. Xu ([32]). Cela a ouvert la voie à une collaboration
avec V. Nistor.
Nous avons essayé de trouver le cadre le plus général de groupöıdes
adaptés aux variétés singulières ; les continuous family groupoids (qui
sont des généralisations du groupöıde d’un feuilletage C∞,0) semblent de
bons candidats(voir la section C.2). Ce travail a été fait dans [15, 14].
Nous avons obtenu des résultats généraux comme la définition de l’in-
dice analytique, la suite exacte d’Atiyah-Singer généralisée, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur soit de Fredholm (voir
la section C.4) ou encore des résultats d’invariance spectrale (voir C.5).
Parallèlement, nous avons construit dans [30, 26, 28] des groupöıdes
adaptés au cas des variétés à coins. Celles-ci apparaissent tout natu-
rellement dans des problèmes d’équations aux dérivées partielles avec
conditions aux limites. Elles peuvent être traitées sous l’angle d’Atiyah-
Patodi-Singer (b-calcul, cusp-calcul...) ou de celui de Boutet de Monvel.
Nous avons pu retrouver des calculs pseudo-différentiels connus, comme
le b-calcul (voir la section D.2), et nous avons montré dans [25, 28]
qu’il était dès lors possible de les étendre à des classes plus grandes
de variétés (section D.3. Ce contexte plus général a des atouts car il
conduit à considérer un indice analytique à valeurs dans un groupe de
K-théorie qui ne dépend que de la codimension de la variété, groupe
que nous avons identifié dans [16] (voir section D.4 Dans le cas du cal-
cul de Boutet de Monvel, nous avons commencé à montrer qu’il peut
s’intégrer dans notre cadre [1], voir la section D.7.
Un autre enjeu était de mieux comprendre l’indice topologique, et de
l’étendre au cas des variétés à coins, ce que nous avons fait dans [29]
(section D.5).

11



12 Synthèse des travaux

Dans ce résumé de nos travaux nous avons choisi de présenter d’abord
les outils généraux que nous avons construits, comme le calcul pseudo-
différentiel sur un groupöıde ou l’indice analytique, puis les applications
aux variétés à coins. Cette répartition ne suit donc pas la chronologie.

C. Outils non-commutatifs de l’analyse globale

C.1. Calcul pseudo-différentiel sur les groupöıdes

Afin de comprendre le rôle que jouent les groupöıdes dans le calcul
pseudo-différentiel, considérons un exemple simple.
Soit X une variété lisse, compacte. Soit G = X × X, et κ ∈ C∞

c (G).
Alors on peut définir un opérateur P : L2(X) → L2(X) par

Pf(x) =

∫
X

κ(x, y)f(y)dy.

Ici κ est le noyau de Schwartz de P .
Deux opérateurs ainsi définis peuvent être composés, en considérent
la convolution de leurs noyaux de Schwartz. On peut étendre cela en
supposant que κ n’est plus une fonction mais une distribution vérifiant
certaines conditions, et L. Hörmander a montré comment définir les
opérateurs pseudo-differentiels sur une variété lisse compacte de cette
manière, en caractérisant leurs noyaux de Schwartz qui sont des distri-
butions sur X × X, lisses en dehors de la diagonale.
A. Connes a montré que dans ce cas le groupöıde pertinent est jus-
tement X × X. Rappelons qu’un groupöıde est une petite catégorie
dont tous les morphismes sont inversibles, c’est donc la donnée de deux
ensembles, G et G(0) (l’espace des unités), et d’applications source et
but, s, r : G → G(0). Deux éléments γ1, γ2 ∈ G sont composables si et
seulement si r(γ2) = s(γ1). Dans le cas qui nous intéresse, on a :

r(γ′)
s(γ′) = r(γ)

γ′ ◦ γ

γ′

γ

s(γ)

Fig. 1. Composition dans un groupöıde
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C Outils non-commutatifs de l’analyse globale 13

G = X × X, G(0) = X, r(x, y) = x, s(x, y) = y,

(x, y) ◦ (y, z) = (x, z), (x, y)−1 = (y, x).

C’est donc tout à fait adapté à la convolution des fonctions.
La notion de groupöıde de Lie, introduite par C. Ehresmann, ajoute
à la définition précédente des conditions de différentiabilité des objets
concernés : G et G(0) doivent être des variétés lisses, les applications
source et but, ainsi que d’autres applications naturelles doivent être de
classe C∞.
On peut donc définir, un peu artificiellement, l’algèbre des opérateurs
pseudo-différentiels sur X à travers les distributions sur le groupöıde
G = X × X, lisses en dehors de la “diagonale” de G, i.e. l’espace des
unités G(0) = X. En réalité, nous avons montré dans [25] que cette
définition peut s’étendre à n’importe quel groupöıde de Lie.
Une autre définition de l’algèbre des opérateurs pseudo-différentiels sur
un groupöıde de Lie, et qui s’inspire fortement de celle de Connes dans
le cadre des feuilletages, consiste à considérer des familles d’opérateurs
sur les fibres du groupöıde. Si x ∈ G(0), notons Gx = s−1(x) la s-fibre
de X. Comme G est un groupöıde de Lie, Gx est une variété lisse, on
peut donc considérer un opérateur pseudo-différentiel Px sur chaque
fibre. Naturellement, le groupöıde G agit sur les fibres, ce qui induit un
opérateur

Ug : C∞(Gs(g)) → C∞(Gr(g))
(Ugf)(g′) = f(g′g)

Définition 1.
Un opérateur pseudo-différentiel sur G est une famille lisse d’opéra-
teurs pseudo-différentiels sur les s-fibres, équivariante par rapport à
l’action de G.

Cette définition fut obtenue en collaboration avec F. Pierrot dans [30].
Parallèlement et indépendamment, V. Nistor, A. Weinstein et P. Xu
ont établi une définition analogue dans [32].
Les opérateurs pseudo-différentiels forment une algèbre (de convolu-
tion) en imposant des conditions de support, par exemple que leurs
noyaux de Schwartz soient à support compact. L’algèbre des opéra-
teurs pseudo-différentiels d’ordre 0 est une sous-algèbre de l’algèbre des
multiplicateurs de C∗(G), il est donc possible d’en prendre la clôture

normique, pour obtenir une C∗-algèbre notée Ψ0(G)1.

1Les groupöıdes que nous considérerons seront toujours moyennables, nous ne
ferons donc pas de distinction entre les C∗-algèbres max et min.
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14 Synthèse des travaux

C.2. Des groupöıdes adaptés aux variétés singulières

Le problème des groupöıdes de Lie, c’est qu’ils ne conviennent pas
pour des variétés singulières, par définition. Une première possiblité,
est d’élargir cette notion pour l’adapter au cas de certaines variétés
singulières particulières. C’est ce que nous avons fait dans [25, 26, 28],
en considérant en lieu et place des groupöıdes de Lie des groupöıdes
longitudinalement lisses, i.e. des groupöıdes dont les fibres sont lisses,
et l’espace des unités est une variété à coins. Ce dont nous avons en
effet besoin est que les fibres soient lisses, afin de pouvoir définir des
opérateurs pseudo-différentiels sur les fibres.
Toutefois cette notion n’est pas suffisante, il fallait l’étendre pour qu’elle
puisse convenir pour d’autres types de variétés singulières. Les variétés
à coins ne forment pas une catégorie intéressante, puisqu’elles ne sont
même pas stables par restriction au bord (le bord d’un carré n’est pas
une variété à coins...). L’objet du travail avec R. Lauter et V. Nistor
([15]) a été en partie de construire les objets et les résultats dans un
cadre qui nous semble le plus général pour le contexte singulier, les
continuous family groupoids, introduits par A. Paterson ([33]).
Un continuous family groupoid est essentiellement un groupöıde dont
l’espace des unités est un espace topologique, dont les s-fibres et les
r-fibres sont des variétés lisses, et tel que le groupöıde est une famille
continue de s-fibres ou de r-fibres. Cela généralise le cas du groupöıde
d’holonomie d’un feuilletage C∞,0 introduit par A. Connes.
Plus précisément, un continuous family groupoid est un groupöıde to-
pologique localement compact G possédant un recouvrement en ouverts
Ω tel que :
– chaque carte Ω est homéomorphe à deux ouverts de R

k ×G(0), T ×U
et T ′ × U ′ et le diagramme suivant est commutatif :

T ′ × U ′

�����������
Ω

���

r����
���

��
��

� ��

d ����
��

��
��

� T × U

����
��

��
��

�

U ′ r(Ω)
=�� d(Ω)

= �� U

– chaque changement de coordonnées est donné par (t, u) �→ (φ(t, u), u)
où φ est de classe C∞,0, i.e. u �→ φ(., u) est une application continue
de U vers C∞(T, T ′).

De plus, la composition et l’inversion doivent être C∞,0.
Nous avons montré dans [15] que l’on peut définir une algèbre d’opé-
rateurs pseudo-différentiels pour tout continuous family groupoid. Par
la suite les groupöıdes considérés seront toujours des continuous family
groupoids.
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C Outils non-commutatifs de l’analyse globale 15

C.3. Suite exacte d’Atiyah-Singer, indice analytique et grou-
pöıde tangent

Comme dans le cas classique, un opérateur pseudo-différentiel possède
un symbole. Plus précisément, chaque opérateur Px a un symbole prin-
cipal dans C(S∗Gx). Or la réunion des espaces tangents des fibres de
G est l’algébröıde de Lie de G, A(G), dont le fibré en sphères est noté
S(G). Le symbole principal est donc une application

σ : Ψ0(G) → C(S∗(G)).

Quant au noyau du symbole, il se réduit à C∗(G). On obtient donc une
suite exacte que nous appellerons suite exacte d’Atiyah-Singer car elle
généralise celle obtenue dans le cas d’une variété lisse :

0 → C∗(G) → Ψ0(G) → C(S∗(G)) → 0.

Notons que si X est une variété lisse, et G = X ×X, alors C∗(G) = K
et S∗(G) = S∗(X).
Cette suite exacte d’Atiyah-Singer permet de définir l’indice analytique,
inda : K1(S

∗(G)) → K0(C
∗(G)). Pour autant, il existe une définition

alternative, obtenue sans recourir à l’algèbre des opérateurs pseudo-
différentiels stricto sensu, grâce à une généralisation du groupöıde tan-
gent de Connes.
Soit G un groupöıde de Lie, son algébröıde est en fait le normal de l’es-
pace des unités G(0) dans G. Le groupöıde tangent de G, noté TG, est
obtenu en recollant A(G)×{0} à G× (0, 1], grâce à une exponentielle.
Cette construction généralise celle de Connes, elle repose essentielle-
ment sur les travaux de M. Hilsum et G. Skandalis dans [12].
L’intérêt de cette construction réside dans la décomposition de C∗(TG) :

0 → C∗(G × (0, 1]) → C∗(TG)
e0→ C0(A

∗(G)).

En effet, K∗(C∗(G × (0, 1])) = 0 donc le morphisme de K-théorie e0,∗
est un isomorphisme, et si on compose son inverse avec e1,∗ on obtient
un morphisme dont on prouve qu’il est égal à l’indice analytique :

(1) inda = e1,∗ ◦ e−1
0,∗ : K0(A(G)) → K1(C

∗(G)).

Remarque. On peut également considérer la restriction de TG à [0, 1),

adG = TGG(0)×[0,1).

Ce groupöıde est appelé groupöıde adiabatique, et permet également de
définir l’indice analytique à travers une flèche de bord.

15



16 Synthèse des travaux

C.4. Ellipticité totale

Comme on le voit, l’indice analytique ainsi défini n’est pas un indice de
Fredholm, il ne prend pas ses valeurs dans Z. L’ellipticité d’un opérateur
(le fait que son symbole soit inversible) n’étant pas suffisante pour
rendre celui-ci de Fredholm, il faut trouver d’autres conditions.
Le fait que l’ellipticité soit suffisante dans le cas d’une variété sans
bord vient du fait que quand G = X × X, la C∗-algèbre de G est
l’algèbre des opérateurs compacts. Si X n’est plus lisse, on ne peut
plus prendre X × X car ses fibres ne seraient pas lisses, empêchant
ainsi de définir des familles d’opérateurs pseudo-différentiels sur les
fibres. Les groupöıdes adaptés seront donc plus complexes. Toutefois,
il est légitime de considérer que si on a un groupöıde G sur une variété
singulière X, alors la partie régulière U sera un ouvert saturé de G
(c’est-à-dire stable par l’action de G), et la restriction de G à U , GU

sera simplement le groupöıde des couples U × U . Autrement dit, on
suppose qu’un calcul pseudo-différentiel sur une variété singulière se
réduit au calcul classique sur la partie régulière de la variété.
Notons F = X\U , il existe un morphisme de restriction InF : Ψ0(G) →
Ψ0(GF ) ; la restriction de P à F est définie par InF (P ).
Cela conduit au résultat suivant :

Théorème 2 ([25, 15]).
Soit G un groupöıde de Lie, X son espace des unités, et U un ouvert sa-
turé de G(0) tel que GU = U×U . Alors un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre 0 sur G est de Fredholm si et seulement si son symbole est in-
versible ainsi que sa restriction au complémentaire de U .

Ce résultat, qui donne une condition générale d’“ellipticité totale”, a
comme corollaire des théorèmes prouvés dans des contextes particu-
liers, comme le b-calcul par exemple. Dans ce cas, il est prouvé qu’un
opérateur est de Fredholm si et seulement si il est elliptique et ses
familles indicielles sont inversibles, or ces dernières correspondent pré-
cisément à la restriction d’un opérateur au bord.

Remarque.

Ce théorème se démontre grâce à l’introduction des groupöıdes. C’est
en fait une conséquence du diagramme commutatif suivant :
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C Outils non-commutatifs de l’analyse globale 17

0

��
C∗(GU)

��
0 �� C∗(G) ��

��

Ψ0(G)
σ0 ��

InF

��

C(S∗G) ��

��

0

0 �� C∗(GF ) ��

��

Ψ0(GF ) �� C0(S
∗GF ) ��

��

0

0 0

qui induit la suite exacte :

0 → C∗(GU) � K → Ψ0(G) → C0(S
∗G) ×C0(S∗GF ) Ψ0(GF ).

Nous avons donc deux types de problèmes d’indice : les problèmes d’in-
dice analytique, à valeurs dans K∗(C∗(G)) (qui pourront eux-mêmes
être distingués en fonction du groupöıde G, plusieurs choix pouvant
être offerts), et les problèmes d’indice de Fredholm, à valeurs dans Z.

C.5. Invariance spectrale

Toutefois, du point de vue de l’analyse globale il n’est pas satisfaisant de
raisonner exclusivement au niveau des C∗-algèbres. Un des problèmes
qui se posent est donc de construire des algèbres d’opérateurs pseudo-
différentiels contenant les opérateurs dont le noyau de Schwartz est à
support compact, mais qui vérifient des propriétés spectrales particu-
lières. On attend en effet d’une telle algèbre qu’elle se comporte correc-
tement vis-à-vis des parametrix. Plus précisément, si un opérateur P
est de Fredholm, i.e. s’il est inversible modulo l’algèbre des opérateurs
compacts, il possède un quasi-inverse, ou parametrix, Q tel que PQ−Id
et QP−Id sont compacts. On souhaite naturellement que la parametrix
appartienne aussi à l’algèbre d’opérateurs pseudo-différentiels.
Ce problème est résolu lorsque l’algèbre est stable par calcul fonctionnel
holomorphe. Cela a pour conséquence, en particulier, que sa K-théorie
est la même que celle de sa clôture normique, c’est-à-dire que la K-thé-
orie ne fait pas de différence entre la C∗-algèbre et sa sous-algèbre.
L’article [14] est entièrement consacré à ces questions. Nous y ex-
plicitons des constructions d’algèbres stables par calcul fonctionnel
holomorphe, ou plus précisément nous construisons des sous-algèbres
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18 Synthèse des travaux

stables par calcul fonctionnel holomorphe J ⊂ C∗(G), et nous mon-
trons que A := Ψ0(G) + J est elle-même stable par calcul fonctionnel
holomorphe. Nous donnons différents types de constructions pour J .
La première repose sur l’utilisation de commutateurs, et aboutit à la
construction d’une algèbre contenant Ψ0(G) comme sous-algèbre dense,
et telle que ses éléments sont des opérateurs pseudo-différentiels sur G
(et pas seulement des limites d’opérateurs pseudo-différentiels).
Une autre construction repose sur une généralisation des espaces de
Schwartz de fonctions à décroissance rapide. Il est nécessaire dans ce
cas de disposer d’une fonction longueur à croissance polynomiale sur G,
et nous prouvons que l’espace de Schwartz sur G relatif à cette fonction
longueur est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C∗(G).
Ces techniques sont également appliquées dans le cas des variétés à
coins, voir plus loin.

D. Application aux variétés à coins

Nous avons maintenant un ensemble d’outils disponibles pour tout
continuous family groupoid. Dès lors, pour étudier l’analyse globale
sur une variété singulière, il suffit de construire un groupöıde adapté à
ce contexte.
L’analyse globale sur les variétés à coins a été étudiée par R. Melrose
et ses collaborateurs ( [21, 22, 24, 17, 20], dans la lignée du travail
d’Atiyah, Patodi et Singer pour les variétés à bord ([2, 3, 4, 5]). R.
Melrose a développé le b-calcul, et étudié sa structure. Toutefois, sa
définition l’a contraint à restreindre quelque peu l’éventail de variétés
à coins admissibles pour son calcul, et d’autre part le petit b-calcul
n’est pas stable par calcul fonctionnel holomorphe.

Nous avons montré dans [25, 28] comment construire un groupöıde
pour le b-calcul dans le cas des variétés à coins, sans restriction, et
comment construire une algèbre d’opérateurs stable par calcul fonc-
tionnel holomorphe. Nous avons aussi construit des groupöıdes pour
les cusp calculi dans [14].
Ces constructions permettent de simplifier l’analyse des propriétés de
ces algèbres d’opérateurs, en utilisant les outils généraux de la géomé-
trie non-commutative. Elles permettent également d’étudier de nou-
veaux problèmes d’indice.
Parallèlement, une approche du calcul pseudo-différentiel sur les varié-
tés à bord a été développée par L. Boutet de Monvel, et étudiée par
E. Schrohe et B.W. Schulze. Dans un travail en collaboration avec J.

18



D Application aux variétés à coins 19

Aastrup, S. T. Melo et E. Schrohe ([1]) nous avons montré comment
identifier l’algèbre des opérateurs régularisants du calcul de Boutet de
Monvel, les Singular Green Operators, à un idéal d’une algèbre de grou-
pöıde (voir la section D.7).

D.1. Les variétés à coins

Rappelons qu’une variété à coins est une variété modelée sur (R+)n,
qui sera noté R

n
+ par la suite2. Chaque point admet un voisinage dif-

féomorphe à (R+)k × R
n−k où k est la codimension, ou profondeur de

x. L’ensemble des points de même profondeur se décompose en une
réunion de composantes connexes appelées faces ouvertes. Les faces
fermées sont les clôtures des faces ouvertes.
R. Melrose ajoute une condition supplémentaire pour définir le b-calcul,
à savoir que chaque hyperface (face ouverte de codimension 1) de la va-
riété est plongée dans la variété, ou de manière équivalente, que chaque
hyperface H admette une fonction de définition, à savoir une fonction
lisse ρ : X → R+ qui s’annule sur H et seulement sur H , et dont
la différentielle soit non-nulle sur H . Nous appellerons variété à coins
plongés une telle variété. Voici plusieurs exemples de variétés à coins :
Ici la goutte à un coin n’est pas une variété à coins plongés, car sa
seule hyperface se recoupe. En revanche la goutte à deux coins est bien
une variété à coins plongés. Le tore carré avec torsion de π/4 n’est pas
non plus une variété à coins plongés, il possède une seule hyperface.
En revanche le tore carré avec torsion de π/2 est une variété à coins
plongés, qui a deux hyperfaces.

D.2. Le groupöıde d’une variété à coins plongés

Nous avons montré dans [25, 26] qu’on peut définir un groupöıde
dont le calcul pseudo-différentiel correspond essentiellement au b-calcul.
Dans le cas d’une variété à coins plongés X munie d’une famille (ρ1, . . . , ρN)
de fonctions de définition des faces, une définition non-canonique mais
simple de ce groupöıde est la suivante :

Définition 3.
Soit X une variété à coins plongés. Soit

Γ̃(X) := {(x, y, λ1, . . . , λN) ∈ X×X×R
∗
+

N , ρi(x) = λiρi(y), pour tout i}.

2Contrairement à une notation parfois utilisée pour laquelle R
n
+ = R

n−1 × R+

est un demi-espace. Par ailleurs R+ = [0, +∞), R
∗
+ = (0, +∞).
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20 Synthèse des travaux

Fig. 2. La
goutte à un coin

Fig. 3. La
goutte à deux
coins

Fig. 4. Le tore
carré avec torsion
de π/4

Fig. 5. Le tore
carré avec torsion
de π/2

Alors le groupöıde du b-calcul, noté Γ(X), est la composante s-connexe

de Γ̃(X)3.

Notons qu’il est possible de donner une définition canonique de ce grou-
pöıde : Γ(X) est l’ensemble des triplets (x, y, α) où x et y sont dans une
même face ouverte F et α est un isomorphisme entre le normal en y
de F dans X, NyF , et NxF . Notons pour faire le lien avec la définition
non-canonique qu’une fonction de définition induit une trivialisation de
NyF et NxF , qui sont isomorphes à R

k
+ où k est la codimension de F ;

l’isomorphisme α se réduit alors à un élément de R
∗
+

k. Voir [26] pour
la définition complète.
On a alors le résultat :

Théorème 4.
L’algèbre des opérateurs pseudo-différentiels sur Γ(X) dont le noyau

3la composante s-connexe est le plus grand ouvert contenant X
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D Application aux variétés à coins 21

de Schwartz est à support compact est égale au b-calcul proprement
supporté.

Comme nous l’avons déjà dit, le b-calcul n’est pas stable par calcul
fonctionnel holomorphe. Nous avons étudié ses opérateurs régularisants,
et leurs conditions de décroissance. Cela nous a conduit à définir dans
[25] une fonction longueur sur le groupöıde Γ(X), induisant ainsi un
espace de Schwartz un peu plus gros que l’algèbre des régularisants
du b-calcul, mais stable par calcul fonctionnel holomorphe ([14]). Nous
avons pu caractériser l’obstruction pour le b-calcul à être stable par
calcul fonctionnel holomorphe par le fait que ses régularisants sont à
décroissance exponentielle, et non polynomiale comme ceux de l’espace
de Schwartz.

Dans la même famille de calculs pseudo-différentiels on trouve le cusp
calculus, et plus généralement les cn-calculi, introduits par R. Melrose
et ses collaborateurs (voir [17, 23] par exemple). Dans [14], nous avons
construit des groupöıdes pour ces calculs. Pour simplifier considérons
une variété à bord munie d’une fonction de définition ρ, et le groupöıde

Γn(X) � {(u, v, μ) ∈ X×X×R |μρ(u)n−1ρ(v)n−1 = ρ(u)n−1−ρ(v)n−1}
(où n ≥ 2).Ce groupöıde induit le cn-calcul. Il est homéomorphe à
G(X), mais ne lui est pas difféomorphe. Cela implique que les calculs
pseudo-différentiels soient différents, mais pour autant lorsqu’on consi-
dère la clôture normique on obtient des C∗-algèbres isomorphes.
Dans ce contexte de cn-calcul, nous avons défini des algèbres stables par
calcul fonctionnel holomorphe, par exemple en considérant une fonction
longueur induisant un espace de Schwartz, mais nous avons également
montré comment construire des algèbres stables par calcul fonctionnel
holomorphe pour les cusp-calculi, où les noyaux sont lisses (ce qui n’est
pas le cas pour l’espace de Schwartz du b-calcul).

D.3. Le groupöıde d’une variété à coins (non plongés)

Dans le cas d’une variété à coins où les hyperfaces ne sont pas plongées,
on ne dispose pas de fonctions de définition des faces et la définition
“non-canonique” de Γ(X) n’est plus valide. Toutefois, celle qui utilise
les isomorphismes peut être adaptée, et on considère alors le groupo-
ı̈de G(X) comme ensemble des triplés (x, y, α) où x et y sont de même

codimension (ils peuvent être dans des faces différentes), et α : NyFy
�→

NxFx est n’importe quel isomorphisme.
Dans le cas d’une variété à coins plongés, le groupöıde du b-calcul, Γ(X)
est la composante s-connexe de G(X).
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22 Synthèse des travaux

Ce groupöıde possède des propriétés intéressantes, bien que sa com-
plexité soit plus grande (notamment, il n’est pas de Hausdorff dès que
la variété est de codimension supérieure à 2) :

Théorème 5.
Soient X et X ′ deux variétés de même codimension maximale. Alors
les groupöıdes G(X) et G(Y ) sont équivalents, donc

K∗(C∗(G(X))) = K∗(C∗(G(Y ))).

Ce résultat est satisfaisant, car K∗(C∗(G(X))) est le réceptacle de l’in-
dice analytique, il dit donc que si l’on considère le groupöıde“universel”
G, l’indice analytique prend ses valeurs dans un groupe qui ne dépend
que de la codimension de la variété. C’est un résultat familier dans le
cas des variétés lisses, où l’indice analytique prend toujours ses valeurs
dans Z.

D.4. L’algèbre indicielle d’une variété à coins

Une étape importante dans l’étude de l’indice analytique est de calcu-
ler le groupe dans lequel il prend ses valeurs. Deux cas se présentent,
suivant que l’on considère le“groupöıde universel” d’une variété à coins,
ou le groupöıde du b-calcul.
Nous venons de voir que dans le cas du groupöıde universel le groupe
réceptacle de l’indice ne dépend que de la codimension. Avec P.Y. Le
Gall nous avons identifié ces groupes dans [16]. Ce travail repose sur
une identification du rôle joué dans G(X) par les groupes R

n
� Sn,

où Sn est le groupe symétrique agissant sur R
n par permutation des

coordonnées.
En effet, en considérant la définition de G(X), un élément est de la

forme (x, y, α), avec α : NyFy
∼→ NxFx un isomorphisme. Or si y est

de profondeur k, on a une trivialisation NyFy � R
k
+. Notons que dans

le cas d’une variété à coins plongés, on peut obtenir une trivialisation
globale du fibré normal d’une face donnée.

Remarque. Ce n’est pas le cas en général, car les hyperfaces locales
peuvent se confondre globalement, comme dans le cas de la bouteille
de Klein dont la section est une goutte : il s’agit de la variété obtenue
en recollant les deux extrêmités d’un cylindre de section carrée, en
identifiant les points par symétrie axiale relativement à la diagonale.
Plus précisément, c’est ([0, 1] × [0, 1] × R)/Z, où l’action de Z est la
réflexion par rapport à une diagonale sur [0, 1]× [0, 1], et la translation
par 1 sur R : 1 · (a, b, t) = (b, a, t + 1).
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D Application aux variétés à coins 23

L’isomorphisme α, à travers ces trivialisations locales, s’identifie au
produit d’une matrice diagonale à termes strictement positifs, et d’une
matrice de permutation, c’est-à-dire à un élément de R

∗
+

k
� Sk.

Nous avons pu mettre en évidence une relation de récurrence :

0 → K∗(C∗(Gn)) → K∗(C∗(R∗
+

n
� Sn)) → K1−∗(C∗(Gn−1)) → 0

Dès lors le calcul des groupes de l’algèbre indicielle repose sur celui
de K∗(C∗(R∗

+
n

� Sn)). Or ces groupes de K-théorie sont sans torsion,
ce qui fut établi par M. Karoubi dans son article motivé par nos tra-
vaux, [13]. Les groupes de K-théorie peuvent donc être calculés grâce
à l’isomorphisme de Chern pour les groupes discrets, en se ramenant
au calcul des groupes d’homologie.
Cela nous a conduits au résultat suivant :

Théorème 6.
K0(C

∗(Gn)) est de la forme Z
�n et K1(C

∗(Gn)) est de la forme Z
mn, où


n et mn sont des entiers définis par des relations de récurrence.

Ne frustrons pas plus longtemps le lecteur, le 100ème groupe est :

K0(C
∗(G100)) = Z

115826, K1(C
∗(G100)) = Z

115825.

Toutefois on peut aussi considérer un indice analytique à valeurs dans
le groupe du groupöıde du b-calcul. Comme Γ(X) est un sous-groupöıde
ouvert de G(X), on a la factorisation suivante :

K∗(C∗(G(X)))

K∗(A∗(G))

inda

��������������

inda ��������������

K∗(C∗(Γ(X)))

		

Il est donc pertinent de connâıtre l’indice analytique à valeurs dans
K∗(C∗(Γ(X))).

D.5. Théorème de l’indice topologique pour les variétés à
coins plongés

Dans le cas des variétés à coins plongés, nous avons établi un théorème
permettant de généraliser le théorème de l’indice topologique d’Atiyah-
Singer. Ce résultat permet notamment de calculer plus facilement les
algèbres indicielles du b-calcul.
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24 Synthèse des travaux

Rappelons que le théorème de l’indice topologique d’Atiyah-Singer re-
pose sur le fait qu’on peut plonger toute variété lisse M dans un espace
euclidien R

n, et si l’on note ι ce plongement il existe une application
ι! : K0(T ∗M) → K0(T ∗

R
n) dite application de Gysin. On peut alors dé-

finir l’indice topologique comme la composée indR
n

a ◦ι! : K0(T ∗M) → Z

(où indR
n

a est en fait un isomorphisme). Le théorème d’indice topolo-
gique donne l’égalité de l’indice analytique et de l’indice topologique.
Il peut être utile de représenter ce résultat à travers le diagramme sui-
vant :

Z Z

K0(T ∗M)

indM
a

		

ι! �� K0(T ∗
R

n).

indR
n

a

		

Le théorème de l’indice indique que ce diagramme est commutatif.
Une question naturelle est la suivante : dans le cas d’une variété à coins
plongés M , comment généraliser ce résultat ?
Plus précisément, on souhaite prouver que si on dispose d’un plon-
gement de variétés à coins plongés ι : M ↪→ X, il existe aussi un
diagramme commutatif comme le précédent :

(2)

K∗(C∗(Γ(M))) −−−→ K∗(C∗(Γ(X)))

indM
a

�⏐⏐ �⏐⏐indX
a

K0(A∗
M)

ι!−−−→ K0(A∗
X),

Au-delà de la commutativité du diagramme, on souhaite construire une
variété à coins plongés X telle que
– M se plonge dedans,
– les algèbres indicielles K∗(C∗(Γ(M))) et K∗(C∗(Γ(X))) soient iso-

morphes,
– l’indice analytique de X soit un isomorphisme.
En effet, cela signifiera que l’indice analytique de M repose en fait sur
l’application ι!, qui est topologique. On appelle une variété à coins X
satisfaisant ces propriétés un espace classifiant de M .

Nous avons montré dans [29] que le diagramme commute, et comment
construire de telles variétés. On peut donner des conditions suffisantes
pour la variété X afin qu’elle satisfasse les conditions ci-dessus :
– les faces de M doivent être les traces sur M des faces de X,
– les faces doivent être en bijection,
– enfin les faces ouvertes de X doivent être des espaces euclidiens.
Les deux premières conditions conduisent au fait que les groupöıdes
Γ(M) et Γ(X) sont équivalents, ce qui implique que leurs C∗-algèbres
sont Morita équivalentes, et in fine leurs algèbres indicielles sont iso-
morphes.
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D Application aux variétés à coins 25

Par ailleurs, le fait que les faces ouvertes soient des espaces euclidiens
conduit à ce que l’indice analytique de X soit un isomorphisme.

La commutativité du diagramme pose des difficultés a priori, car les
flèches horizontales du diagramme ne sont a priori pas de même na-
ture. Pour assurer la commutativité, nous avons donc évité de raison-
ner séparément sur ces applications, et cela a été rendu possible grâce
au groupöıde tangent, qui permet de définir l’indice analytique (voir
l’égalité (1) page 15).
Plus précisément, comme dans le théorème d’Atiyah-Singer, nous dé-
composons le plongement ι en considérant un voisinage tubulaire U de
M dans X. Nous avons alors à considérer un diagramme relatif à une
fibration U → M , et un second relatif à l’inclusion U → X. Cette
technique a aussi été utilisée dans le cas des groupöıdes étales par M.
Hilsum et G. Skandalis dans [12].
Le second diagramme est naturellement commutatif, mais pour le pre-
mier il faut utiliser une double déformation, c’est-à-dire une déforma-
tion du groupöıde tangent de U4. Voici comment définir schématique-
ment cette double déformation : G := G1 
 G2 
 G3 où

G1 := AU × {0} × [0, 1], G2 := AM ×M U ×M U × (0, 1] × {0},
G3 := G(U) × (0, 1] × (0, 1].

t

sAU

G 1
=

A
U

×
[0

,
1
]

G(U)

G2 = AM×M U ×M U × (0, 1]

Fig. 6. Le groupöıde G
On peut définir plusieurs applications d’évaluation, en s = s0, t = t0, et
nous prouvons que les applications induites en K-théorie e1,0 et e0,0 sont
des isomorphismes. Dès lors, il est possible de considérer indU

a comme
la composée e1,1 ◦ e−1

0,0 (on peut le visualiser sur la diagonale du carré
ci-dessus) , et on peut également décomposer cette application le long
des côtés inférieur et droit du carré (en t = 0 et s = 1). Modulo une

4qui est lui-même une déformation
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26 Synthèse des travaux

équivalence de Morita, cela fournit les applications de Gysin et l’indice
analytique de M , et la commutativité est directe.

Remarque . Bien que cela ne soit pas traité dans [29], notons qu’il
est possible de généraliser le théorème qui assure la commutativité du
diagramme au cas des continuous family groupoids tels que G(U) =
G(M) ×M×M (U×U).

En ce qui concerne l’existence d’une variété à coins plongés vérifiant
les conditions énoncées précédemment, nous en proposons une construc-
tion. Celle-ci repose sur un plongement ϕ de M dans un espace R

n et
sur la donnée de fonctions de définition des faces ρ1, . . . , ρp. Le plonge-
ment est un raffinement de celui obtenu en considérant ϕ × ∏

i=1..n ρi.

D.6. L’indice de Fredholm pour les variétés à coins plongés

Nous avons évoqué jusque-là l’indice analytique pour les variétés à
coins, qui n’est pas un indice de Fredholm car les opérateurs régulari-
sants ne sont pas compacts. Comme nous l’avons vu dans le théorème
2 page 16, un opérateur d’ordre 0 est totalement elliptique s’il est ellip-
tique et sa restriciton au bord, appelée opérateur indiciel dans le cadre
du b-calcul, est inversible. Dans ce cas, il est possible de considérer l’in-
dice de Fredholm grâce à un groupöıde, comme dans la proposition 3
de [15].
Nous allons en donner une version légèrement différente, reposant sur le
groupöıde tangent plutôt que sur le groupöıde adiabatique, puis mon-
trer comme le théorème d’indice topologique se traduit dans ce cadre.
Soit G un continuous family groupoid, et TG = A(G) ∪ G × (0, 1]
son groupöıde tangent. On suppose, comme dans le théorème 2, qu’il
existe un ouvert saturé U de G(0) tel que GU = U × U ; soit F le
complémentaire de U . Donc

TG = A(G) ∪ GF × (0, 1] ∪ U × U × (0, 1].

Considérons le sous-groupöıde ouvert

G′ = A(G) ∪ GF × (0, 1) ∪ U × U × (0, 1]

(on a enlevé GF × {1}). Notons G1 = A(G) ∪ GF × (0, 1).
Alors U × U × (0, 1] est un sous-groupöıde ouvert de G′, dont la K-
théorie est nulle, donc il y a un isomorphisme α : K∗(C∗(G1)) →
K∗(C∗(G′)). Si on le compose avec l’évaluation en 1, on obtient une
application notée indf :

indf = e1 ◦ α : K∗(C∗(G1)) → K∗(C∗(U × U)) = Z.

Notons ρ l’application d’évaluation sur A(G) : ρ : C∗(G1) → C∗(A(G)).
Dans [15] nous avons montré qu’on peut associer à tout opérateur
différentiel de Fredholm P une classe canonique [P ] ∈ K0(C

∗(G1))
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D Application aux variétés à coins 27

telle que ρ∗([P ]) = [σ(P )], et indf ([P ]) est l’indice de Fredholm de P .
L’application indf est donc cruciale pour l’indice de Fredholm.

Remarque. On peut améliorer ce résultat (pour les variétés à bord
pour le moment) en utilisant les travaux de C. Debord et J.M. Lescure
([10]). En effet, le groupöıde G1 est KK-équivalent à leur “espace tan-
gent” ([10], remarque 4). Un opérateur pseudo-différentiel totalement
elliptique induit alors un élément de la K-homologie de la variété à
singularités côniques associée. Or la K-dualité indique que cette K-
homologie est isomorphe à la K-théorie de C∗(G1). On obtient donc
une classe [P ] ∈ K0(C

∗(G1)) comme auparavant.

Pour calculer indf , on peut utiliser une variante du théorème de l’in-
dice topologique. En effet, celui-ci repose sur une déformation du grou-
pöıde tangent, qui si on la restreint au sous-groupöıde G1 induit un
diagramme commutatif :

(3) Z Z

K0(C
∗(G1(M))))

indM
a

		

β �� K0(C
∗(G1(X))).

indX
a

		

Dans le cas où X est un espace classifiant de M , l’indice analytique de
X est un isomorphisme, donc le groupöıde adiabatique de X, adG(X) =
A(G) ∪ G × (0, 1) a une K-théorie nulle. Comme

G1 = adG(X) ∪ U × U × {1},
l’évaluation en 1 induit un isomorphisme en K-théorie. Donc l’applica-
tion indX

f est un isomorphisme, et on a le théorème :

Théorème 7.
Soit M une variété à coins plongés, et X un espace classifiant de M .
Alors indM

f = indX
f ◦ β, où indX

f est un isomorphisme.

Ce résultat sera développé dans un autre article.

D.7. Calcul de Boutet de Monvel et groupöıdes

Dans le cadre des variétés à bord, un autre type de calcul pseudo-
différentiel a été développé par L. Boutet de Monvel ([6]). Ce calcul est
adapté aux problèmes de valeurs au bord. Pour simplifier la question,
considérons Ω un ouvert borné de R

n, et ∂Ω son bord. Un problème de
valeurs au bord classique est le suivant :{

Δu = f

u|∂Ω = g
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L. Boutet de Monvel a développé un calcul pseudo-différentiel adapté
à ce type de problèmes. Ce calcul lui permet d’expliciter des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’un opérateur soit de Fredholm
(ellipticité totale), et impose des conditions au bord particulières pour
qu’un opérateur dans l’intérieur de la variété appartienne au calcul : la
propriété de transmission.
Un opérateur de Boutet de Monvel sur une variété X de bord Y est
une matrice

(4)

⎛
⎝ P+ + G K

T S

⎞
⎠ :

C∞(X)
⊕

C∞(Y )
−→

C∞(X)
⊕

C∞(Y )
,

où P est un opérateur pseudo-différentiel sur X avec la propriété de
transmission, S est un opérateur pseudo-différentiel sur Y , tandis que
G, K et T appartiennent à des classes d’opérateurs qu’il a définis
et nommés, respectivement, Singular Green Operators (opérateurs de
Green singuliers), de Poisson et trace. Pour des présentations détaillées,
voir [11, 35, 37].
Les opérateurs de symbole nul du calcul de Boutet de Monvel sont
les Singular Green Operators, leur algèbre est notée G, c’est un idéal
de l’algèbre A des opérateurs de Boutet de Monvel. Dans [18, 19]),
S.T. Melo, R. Nest et E. Schrohe ont calculé les groupes de K-théorie
impliqués dans le calcul de Boutet de Monvel. La collaboration avec
S.T. Melo nous a conduits à exposer leurs résultats sous la forme du
diagramme commutatif suivant :

0

��

0

��

0

��

0 ��
C∗(

◦
X ×

◦
X)

��

��

Ψ0(
◦

X ×
◦

X)
��

��

C0(S
∗(

◦
X)

��

��

0

0 �� G ��

��

A σ0 ��

γ

��

C(S∗X)/∼ ��

��

0

0 �� C(S∗Y )⊗K ��

��

C(S∗Y )⊗τ0⊕C(Y ) ��

��

C(S∗X|Y )/∼ ��

��

0

0 0 0

Notre objectif est de montrer comment définir le calcul de Boutet de
Monvel à l’aide de groupöıdes. Une première étape, réalisée dans [1],
est de définir l’algèbre G des opérateurs de Green singuliers à travers un
groupöıde. Pour ce faire, nous avons utilisé la théorie des extensions.
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Soit G = Y ×Y le groupöıde de la variété lisse Y , et adG son groupöıde
adiabatique :

adG = TY ∪ Y × Y × R
∗
+ .

On peut alors définir une action de R
∗
+ sur adG : soit λ ∈ R

∗
+ , λ ·(x, ξ) =

(x, ξ/λ), et λ · (γ, t) = (γ, λt). Cette action permet de définir le produit
semi-direct adG � R

∗
+ . On a alors la suite exacte

0 → C∗(G) ⊗ C0(R
∗
+) � R

∗
+ → C∗(adG) � R

∗
+ → C0(T

∗Y ) � R
∗
+ → 0.

Considérons alors l’évaluation en 0 e0 : C∗(adG)�R
∗
+ → C0(T

∗Y )�R
∗
+

et la restriction sur la section nulle C0(T
∗Y )�R

∗
+

r0→ C0(Y )�R
∗
+ . Soit

J le noyau de r0 ◦ e0 : c’est un idéal de C∗(adG) � R
∗
+ , qui satisfait la

suite exacte

0 → C∗(G) ⊗ C0(R
∗
+) � R

∗
+ → J → C0(T

∗Y \Y ) � R
∗
+ → 0.

Or C0(R
∗
+)�R

∗
+ � K, et C0(T

∗Y \Y )�R
∗
+ � C0(S

∗Y )⊗K. Par consé-
quent J est une extension de C0(S

∗Y )⊗K par K. On peut considérer

une extension analogue, Ψ0(G) ⊗ K, comme le montre la suite exacte
d’Atiyah-Singer.
Or C0(S

∗G)⊗K est séparable, et K est un idéal essentiel de Ψ0(G)⊗K
et de J , donc pour prouver que ces deux extensions sont unitairement
équivalentes il suffit de prouver qu’elles induisent le même élément dans
KK1(C0(S

∗G) ⊗ K,K). C’est le cas car l’élément de KK1 est en fait
l’indice analytique (à tensorisation par K près). Donc on a le résultat
suivant :

Théorème 8.
Ψ0(G) ⊗K est isomorphe à J .

Revenons aux opérateurs de Green singuliers. On peut identifier l’al-
gèbre G avec AY ⊗ K (ici AY est l’algèbre “classique” des opérateurs
pseudo-différentiels sur Y , c’est donc l’algèbre du groupöıde G = Y ×Y ,
Ψ0(G)).
En effet, l’algèbre G des opérateurs de Green singuliers sur M est iso-
morphe à celle définie sur un voisinage collier du bord Y (les opérateurs
de Green singuliers sont régularisants sur l’intérieur, donc la différence
entre deux opérateurs cöıncidant sur le collier est un opérateur com-
pact), et nous avons montré dans [1] que sur un voisinage collier on peut
décomposer l’algèbre des opérateurs de Green singuliers en AY ⊗K.
Comme d’après le théorème précédent AY ⊗ K � J , on a donc le
théorème :

Théorème 9.
Soit M une variété à bord, et Y son bord. Alors l’algèbre des opérateurs
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de Green singuliers G est isomorphe à l’algèbre des opérateurs pseudo-
différentiels sur Y tensorisée par l’agèbre des opérateurs compacts ; elle
est aussi isomorphe à un idéal de C∗(ad(Y × Y ) � R

∗
+).

Dans un travail en cours avec S.T. Melo nous étudions comment le
groupöıde introduit peut jouer un rôle dans la description de l’algèbre
de Boutet de Monvel elle-même.

E. Perspectives de recherche

Notre programme de recherche ouvre sur des perspectives naturelles,
déjà partiellement évoquées dans ce qui précède..

E.1. Indice topologique

En ce qui concerne les outils généraux de l’analyse globale, nous sou-
haitons étudier plus précisément comment l’indice topologique pourrait
être défini en toute généralité, et au moins dans un premier temps pour
les variétés à coins non-plongés. Dans ce dernier cas, il s’agit d’étendre
la construction de l’espace classifiant d’une variété à coins afin qu’elle
ne repose plus sur les fonctions de définition des faces.
Par ailleurs, nous avons indiqué dans la remarque page 25 que notre
théorème sur la commutativité du diagramme impliqué dans le théo-
rème de l’indice topologique pour les variétés à coins plongés peut
être étendu au cas des continuous family groupoids tels que G(U) =
G(M) ×M×M (U×U). Or cette condition est tout à fait naturelle, puis-
qu’elle signifie que si l’on a une fibration p : U → M , où les fibres sont
lisses, alors le groupöıde de U a les mêmes singularités que celui de M .
Cela constitue donc le départ de la définition d’un indice topologiqe
général.

E.2. Indice de Fredholm

Par ailleurs, en ce qui concerne les variétés à coins, nous souhaitons
approfondir l’étude de l’indice de Fredholm entamée dans ce manuscrit,
en lien avec J.M. Lescure et C. Debord, afin de pouvoir formuler en
termes de géométrie non-commutative le théorème d’Atiyah-Patodi-
Singer, et surtout l’étendre à des cas plus généraux.
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E.3. Equations au dérivées partielles, analyse numérique

V. Nistor a commencé à étudier les applications de nos travaux sur les
EDP et l’analyse numérique ([]) et cela ouvre des perspectives d’appli-
cations pertinentes et intéressantes.

E.4. Calcul de Boutet de Monvel

Enfin, nous continuons notre collaboration avec S.T. Melo dans le but
de caractériser le calcul de Boutet de Monvel à l’aide des groupöıdes.
La première étape (celle de la caractérisation des régularisants) ayant
été franchie, nous avons de bonnes perspectives pour caractériser com-
plètement l’algèbre de Boutet de Monvel.
Dès lors nous pourrons envisager la généralisation de ce calcul à des
classes plus larges de variétés singulières.
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C. Mémoires
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ting of AMS, DMV, and ÖMG”, Mainz, Germany, June 2005

– Groupoids and Index Theory in the Singular setting : “7th Confe-
rence on Geometry and Topology of Manifolds”, Bedlewo, Ba-
nach Center, Poland, May 2005

– A Atiyah-Singer type index theorem on manifolds with corners :
“French-Nordic Congress of Mathematicians”, Reykjavik, Ice-
land, January 2005

– A Atiyah-Singer type index theorem on manifolds with corners :
“First Joint Canada-France meeting of the mathematical
sciences”, Toulouse, France, July 2004

– A Atiyah-Singer type index theorem on manifolds with corners : “
Groupes quantiques localement compacts et symétries quan-
tiques”, Marseille, France, June 2004

– A Atiyah-Singer type index theorem on manifolds with corners :
“Second annual spring institute on noncommutative geo-
metry and operator algebras”, Vanderbilt University, USA, May
2004

– A Atiyah-Singer type index theorem on manifolds with corners :
“Workshop on index theory and operator algebras, Univer-
sity of São Paulo (Brazil), April 2004

36



D Contributions orales dans des conférences à comité de sélection 37
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Depuis 1998 je participe à des réseaux RTN de la Commission Euro-
péenne : “Geometric Analysis”, puis “Quantum Spaces and Noncom-
mutative Geometry”. Cela m’a permis notamment de collaborer avec
R. Lauter, et de nouer des contacts réguliers avec R. Nest, E. Schrohe,
B.W. Schulze, N. Teleman entre autres.
Par ailleurs depuis 2003 je fais partie d’un accord franco-brésilien CAPES-
COFECUB, dont le responsable français est J. Renault, et le respon-
sable brésilien S. T. Melo. C’est ce programme qui nous a permis de
réaliser nos travaux communs.
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V. Nistor.
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Boullet, qui effectua son mémoire sur le thème : “K-théorie algébri-
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David Pires Dias, de l’université de São Paulo, sur le thème “ The
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de doctorants et de financements de thèse ne m’a pas permis d’y contri-
buer autant que je le souhaitais. J’ai toutefois pu le faire de manière
indirecte en étant chargé de mission à la Direction de la Recherche
du Ministère de la Recherche pendant 3 ans, où j’étais en charge des
dossiers concernant les jeunes chercheurs (incluant les doctorants).
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