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Contexte et motivations

Un code CFD "industriel":

e Stabilité des schémas, indépendamment des pas d’espace et de temps.
e Précisison pour les écoulements incompressibles ET compressibles ?

/A  Discrétisation temporelle par algorithme a pas fractionnaire, méthode de
correction de pression.

/\  Discrétisation spatiale sur grilles décalées (mais pas forcément structurées).

Les méthodes décrites ici sont mises en cevre dans le logiciel libre CALIF3S, fondé sur la
librairie PELICANS.




Plan de 1’exposé

e Schémas colocalisés v.s. schémas sur grilles décalées
e Asymptotique bas Mach: le probleme continu
e Asymptotique bas Mach pour un schéma sur grilles décalées

e Conclusion et perspectives




Schémas précis a tout nombre de Mach

Compressible

y

, Faiblement dilatable

N\
Incompressible

\

1 1 >
’ : 1 M
EDP paraboliques avec contrainte EDP hyperboliques/paraboliques
pression = multiplicateur de Lagrange pression: loi d’état

Difficultés:
e Des méthodes numériques différentes pour des EDP différentes.
e Des contraintes de discrétisation différentes (oscillations de pression, CFL,...).

But: Concevoir des schémas numériques valables a tout nombre de Mach.




Schémas colocalisés pour le compressible

dtp + div(pu) =0,

ot (pu) + div(pu @ u) —divt(u) + Vp(p) = 0.

Avantages:
e Deux inconnues (p,u): il est plus simple de les discrétiser au méme endroit.
e Techniques de Volumes Finis classiques (solveurs de Riemann...).
e Inégalités d’energie cinétique et d’entropie discretes faciles a démontrer.
e Relations de saut au niveau discret: les chocs sont approchés correctement.

Difficultés: (¢ = nombre de Mach)
e Vitesses de propagation: u —u/e, u, u +u/e.

e Sischéma explicite = schéma instable car CFL trop restrictive: 5t < e(dx + 6x* /).

e Perte de précision lorsque le nombre de Mach est petit:

1
5t ((pu)n+l — (ou)") +div(p"u" @ u" ) centrs + Vp' 4+ — Au" = 0.

N’ &

di ) N e’
radient centre . v, , .
9 viscosité numerique




Schémas sur grilles décalées pour 1I’incompressible

divu =0,
diviu@u) — uAu+ Vp = f.

Une seule inconnue u et un multiplicateur de Lagrange p associé a la contrainte de
divergence nulle.

Les discrétisations sur grilles décalées permettent d’assurer une version discréete de
la propriété inf-sup :
/ p divo

Il existe p > 0 t.q. 1nf sup > B.
pel? 7]EHl HPHLZHUHHl

Autrement dit, pour tout p € L*(Q) tel que [, p = 0, il existe v € Hj tel que :

di
/Qp ivo

> Bl
ol ~ PP

Donc si Vp € H™! alors [|p[li2 < 3| Vply-1-




Schémas sur grilles décalées pour 1I’incompressible

Or, au niveau discret, on peut donner un sens précis au calcul suivant:
divu =0,

Vp=f+uAu—div(u®@u)

. 2
— | [ pdivo| < Ifllzllollz + rllullg ol + 1312l

= /QPdivv < C(lfall, 1AL 5 ol

e Sion contréle ||u|| on peut contdler || Vp|/-1 et donc ||p||;2 gréce a la condition
inf-sup discrete.

e Les schémas sur grilles décalées sont naturellement stables pour I'incompressible.

e Difficulté: Etendre ces schémas pour simuler des écoulements fortement
compressibles.




Schémas précis a tout nombre de Mach

Stratégie usuelle: Stabiliser les méthodes numériques pour les modeles compressibles
(souvent colocalisées) dans le régime bas Mach:

e Préconditionnement.

e Solveur de Godunov a flux numérigues modifiés.

e Implicitation des termes raides dus a I'acoustique.

e Terme de diffusion dans la conservation de la masse.

Stratégie adoptée: Etendre aux modeles compressibles les méthodes numériques
existantes pour les modeéles incompressibles.

e Discrétisation spatiale sur grilles décalées
Condition inf-sup discréte =—> stabilité de la pression

e Discrétisation temporelle par méthode de projection adaptée au compressible.
e Discrétisation hybride volumes finis / éléments finis.




Equations de Navier-Stokes compressibles 1sentropiques

e Deux équations de bilan:

dio + div(pu) =0,

dt(ou) + div(pu @ u) — divt + Vp(p) = 0.

e Onimpose u = 0 sur 9Q).

e Les schémas numériques décrits ici s’étendent (plus ou moins facilement) a d’autres
modeles:

e Equations de Navier-Stokes compressibles avec énergie, modéle bas Mach de
Majda-Sethian.

e Equations d’évolution pour des espéces chimiques.

e Modele diphasique de Baer-Nunziato.

e Autres conditions aux limites ...




Discrétisation spatiale

e Maillage primal : M = {ensemble de volumes de contréle K}. K quadrilatére convexe
en 2D, hexaédre convexe en 3D.

e Variables scalaires aux centrex des cellules du maillage primal: (ox)kem, (PK)kem-
e Vitesse aux interfaces : (uy)c¢-
e Maillage dual: D = (D, ),ce = {ensemble des mailles duales}.




Discrétisation spatiale

Notations :




Un schéma implicite

e Conservation de la masse: (Volumes Finis sur la maillage primal)

1
5 (0K = k) + div(p" " =0, KeM,
. 1 up
avec div(pu)x = I Y Fxo, et Fxo=|o|ps s nge,
ce&(K)

0, = approximation upwind de o sur les faces ¢ de K.

e Quantité de mouvement : (Hybride VF/ EF sur le maillage dual )

1
E [ngrl ungl . pgug] I+ div(pn+1un+1 ® un+1)a + (div T)g+1 + (VP)ngl —0,

avec div(pu®u), =

uc approximation upwind ou centrée de u sur les faces € de D, .

S gint/




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Soit T € RetQ Cc RY, d € {1,2,3} un domaine borné.

e Probleme adimensionné: sur Q) x (0, T):
dip° + div(p*u®) =0,
91 (0°u) + divi(p'ut © u) — div() + 5 V()7 =0,
¢ = nombre de Mach, div(t®) = uAu® + (A + u)V(divu®).
e On impose u® = 0 sur JQ).
e Données initiales « mal préparees »:

1
5z + 15— Uiy < C.

e Données initiales « bien préparées »:

1, ,. 1
ol oyt + - ldivagllia) + 5 Moo = i) < €




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Soit T € RetQ Cc RY, d € {1,2,3} un domaine borné.
e Probleme adimensionné: sur Q) x (0, T):
dip° + div(p*u®) =0,
31 (0 1) + div(p°u’ ® uF) — div(Te) + ngV(ps)v _0,

Formellement, dans la limite ¢ — 0:
e On suppose p* — p et u® — wu.

e Vp(p*) = Vp(p)=0 — o =p(t) =S5 o = cste = 1.
e A lalimite, on obtient formellement:

div(u) =0,

dru+div(u@u) —div(t) + Vpy =0

avec po = lim & ((p)7 — 1),




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Pour les solutions faibles :

Principale difficulté : passage a la limite dans le terme non linéaire.
e Lions-Masmoudi '98: Q) = T?.
o Desjardins-Grenier 99 : () = R¥.

e Desjardins-Grenier-Lions-Masmoudi’02 : () borné et conditions de Dirichlet
homogenes.

e Fereisl-Novotny '09: Navier-Stokes-Fourier avec énergie et lois de pression ad hoc.

Pour les solutions fortes :
e Klainerman - Majda.
e Meétivier - Schochet.
e Hagstrom-Lorenz.
e Gallagher.
e Danchin.
e Alazard.




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Estimations a priori:
o Energie cinétique:
1
ut- dt(pu’) + div(p‘u® @ u*) — div(t®) + 8_2VPS =0,

1
— at(%peluﬂz) + div(%pe\uglzug) —div(t®) - u® + E—ZVpe cut = 0.

e I|dentité de renormalisation :
b’ (p°) x 9t + div(ptu®) =0,

— 9tb(p%) + div(b(p)u®) + (p°b'(p%) — b(p?)) div u = 0.

On choisit b t.q. sb’(s) — b(s) =57, i.e.:

b(s) = s7/(y—1) siy>1
]| slns siy=1.




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Estimations a priori:

e Energie cinétique et "énergie libre T1,":

2150 0 *) + oy (09)7) - div(e) -+ div(f) =0,
= AR+ () 1) — div(e) -t div(f) = .




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Estimations a priori:

e Energie cinétique et "énergie libre T1,":

(50 W) + oy (0)7) —div(e) - u +dlivi(f) =0,
=GP + () — 1) —div(r) -+ div(f) = .

Conservation de la masse :

(r _71)82_ X d(e” — 1) +div(pu’) = 0.
On somme:
1 €1,,612 C’Y € ; € € .
(507 [u°|7) + —39t(1Ly(p%)) — div(7") - u” + div(g) = 0.
avec

sT—1—v(s—1) siy>1 1 siy>1
T, (s) = r(s—1) > c = i
slns— (s —1) siy=1.




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Estimations a priori:

1 &l,,E C € . e € .
O (5% [*) + 0TIy (o)) — div(T*) - u° + div(g) =0,

La fonction IL, satisfait:

[y (o) = p(p) —p(1) —7rp'(1)(p—1)

1
= ‘P_lfz’Y/O (1+5s(p—1))""2(1 —s)ds.

Intégration sur Q) x (0,¢) + CL:

/2p PRdx+ &2 /HW dx+;4/ / (V| dxdt

c - €\2 €1,,612 Y €
+(/\—|—;4)/0 /Q(dlvu) dxdté/ﬂipo\uol dx—i—g—Z/QHV(pO)dx.




Asymptotique bas Mach: probleéme continu

Estimations a priori: Quels arguments a-t-on utilisés ?
(i) Energie cinétique:
. 1 |
u- [ (pu) +diviouu)| > 3 (5pluf?) +div(plulu).
(i) Identité de renormalisation : (pour b convexe)
b'(0) x 90 +div(pom)| > 3sb(p) + div(b(p)u) + (ob'(0) — b(p)) div .

(i) Dualité Gradient-Divergence

Vp-u+ pdivu = div(pu).
(iv) Conservativité globale:

u-n=0 suro} — /div(cpu)dx:O.
Q

(v) Coercivité du terme de diffusion:

—/ div(‘r)'udx>C/ | Vuf|? dx.
0 0




Un schéma implicite

e Conservation de la masse: (Volumes Finis sur le maillage primal)

1
5 (0K = pk) + div(p" ") =0, KeM,
avec dlv(pu = Z FK,U et Fx o = ‘0" ng Uy - NK o,
el (K

0, . approximation upwind de o sur les faces o de K.

e Quantité de mouvement : (Hybride VF/ EF sur le maillage dual )

1
~ [‘OZH oy ]+d1v(pn+1un+1®un+1) + (div )™ 4 (Vp)itl =0,

avec div(pu®u), =

u. approximation upwind ou centrée de u sur les faces € de D

S gint/




Identité de renormalisation discrete

K . u
% (e —pi)+ L lolug - nie ps =0.
ce&(K)

On suppose que :
e Les masses volumiques pgk et px sont positives

e la fonction b est convexe
e 0, estune approximation upwind de p sur ¢.

Alors : aprés multiplication par b’(px) on obtient:

K ) u
%(b(pK)—b(pK)H Y. lofue-nke b(ps")
ce&(K)

+ (pxb' (o) +b(px)) ), |olue-nge + Rx = 0.
ce&(K)

avec Rx = 0.




Dualité V — div discrete

Divergence discrete:

(diV U)K = ‘0” Uy - NK o -

1
Ty
’K’ ce&(K)

La dualité V — div attendue impose que :

pour ¢ = K|L, (Vp)e = D] (L — Pr)NK o

On obtient, pour toutes données discrétes (px)kem, (Ue)eeo:

Y K] px (divu)g = Y |K] px Tl Y. ol us - nke
KeM KeM ’ ’

= — ) _ |olus(pr — px)nk,e

ocec&

= = Z 1Dyl tts - (Vp)o.

ocec&




Energie cinétique discrete :

dtp + div(pu) =0,

dt(pu) + div(pu @ u) —divt + Vp = 0.

U
o (0tu+ Vuu) —divt+ Vp =0.




Energie cinétique discrete :

dtp + div(pu) =0,

dt(pu) + div(pu @ u) —divt + Vp = 0.

U
u- {p (0tu + Vuu) —divt + Vp = O.}




Energie cinétique discrete :

dtp +div(pu) =0,

Jt(pu) +div(pu ® u) —divt + Vp = 0.
U

2 2
p(@t%JrV%) —divt-u+Vp-u=0.




Energie cinétique discrete :

dip +div(pu) =0,

Jt(pu) +div(pu ® u) —divt + Vp = 0.

4

p(@t%—kvg) —divt-u+Vp-u=0.
4

atp’;"z +V‘0’§‘2 —divt-u+Vp-u=0.

e [équation de conservation de la masse a éte utilisée deux fois.




Energie cinétique discrete :

dtp +div(pu) =0,

Jt(pu) +div(pu ® u) —divt + Vp = 0.

4

p<8t%+vg) —divt-u+Vp-u=0.
4

atp’;"z +V‘0’Z‘2 —divt-u+Vp-u=0.

e Léquation de conservation de la masse a été utilisée deux fois.
e Les deux équations ne sont pas discretisées sur le méme maillage !

K
‘5t‘ (.OK — pK) Z FK,(T =0, K e M,
ce&(K)

1
57 (ootte — ppuy) +

’ ‘ Z Fg’eue d].VT)g' —|_ (Vp)g' — O, o c 811’1’['
Ul ecé (Do)




Energie cinétique discrete :

Théoreme (Herbin, Kheriji, Latché) :

e Supposons un bilan de masse vérifié sur les cellules du maillage dual :

D
‘ 5:‘ (0o — pz) + Z Foe =0, Vo € Eint.

ec&(Dy)

avec p, > 0 pour tout ¢ € Eipt.

e Alors une équation locale d’énergie cinétique discréte est vérifiee sur ce maillage :

1 1 :
— (pg ]ug\z — 05 \ué]z) 4+ —— Z Fretty -ty — (div T)g - tte + (Vp)o - 1y < 0.
26t 2[Dy| *

€€g(D0')

€:Dg’|D0./




Energie cinétique discrete :

On veut : Ona:
D . K X
‘55‘(,00_,00)4‘ 2 Fye = 0. %(PK_PK)+ Z Fxo =0,
ec&€(Dy) ce&(K)
L *
%(PL —01)+ )., F,=0.
ce&(L)




Energie cinétique discrete :

Ona:

K *

%(PK_PK)+ Z Fgo =0,
ce&(K)

L *

%(PL_PL)‘F Z Fr, =0.
ce&(L)

Soit w tel que divw = cste et pour toute face o de K:

/w -ng, = Fx,  (relevement des flux).
(o

On définitalors :  Fye = / W e
€




Energie cinétique discrete :

On veut
D
Deloe )+ T Fre=0
ec&€(Dy)
<
Fx o + Z Fae—/ w-n=
DK,U'

Ona:

K

‘ ‘(,0 _pK) Z FK,O':O/
ce&(K)

L

‘ ’(pL—pL) ), Fro=0
ce&(L)

Soit w tel que divw = cste et pour toute face o de K:

/w -ng, = Fx,  (relevement des flux).
(o

On définitalors :  Fye = / W e
€

divw = ’DKU’/dW ’DKU’ w-n
DKcr ’K’ oK
|Dx o | _ |Dkel K]
F _
K2 o0 = 7R o xR0




Energie cinétique discrete :

On veut :
D *
ec&€(Dy)

‘DK,O"
ot

(ox — k) + Fxo +

Ona:

K *

%(PK_PK)+ Z Fgo =0,
ce&(K)

L *

%(PL_PL)‘F Z Fr, =0.
ce&(L)

Soit w tel que divw = cste et pour toute face o de K:

/w -ng, = Fx,  (relevement des flux).
(o

On définitalors :  Fye = / W e
€

Z FO’,GZOI

ec&€(Dy)
eCK




Energie cinétique discrete :

On veut : Ona:
D K
Pl o)+ ¥ EBe=0 | Mot ¥ Re=o,
ec&€(Dy) ce&(K)
L
Moo+ X Fo=0.
ce&(L)
1 Soit w tel que divw = cste et pour toute face o de K:
e /w -ng, = Fx,  (relevement des flux).
(0
On définitalors :  Fye = / W e
€

‘l)pr
ot

D
(k-0 +Feo+ ¥ Foe=0, et 2l iR+ ¥ Re=o
ecE(Do) ec&(Dy)
eCK eCL




Energie cinétique discrete :

Ona:

K *

%(PK_PK)+ Z Fgo =0,
ce&(K)

L *

%(PL_PL)‘F Z Fr, =0.
ce&(L)

Soit w tel que divw = cste et pour toute face o de K:

/w -ng, = Fx,  (relevement des flux).
(o

On définitalors :  Fye = / W e
€

1
== (IDxolox + Deolpr ~|Diolok = IDrolpt) + 3 Fre =0.

Dy oo




Energie cinétique discrete :

D D
Fio+ ), Foe :/ w-n = divw = Do / divw = Do | w-n
' aDK,O’ DK,(T ‘ K

ec&(Dy) K K| Jak
eCK
D D K
Bl 5 g, =Bl B g
K] K| ot
Dy, | ce&(K)
avec &% = ’I@"’ indépendant de K et o.

N
LEfT

On résout le systéme linéaire :

Fko+ Y, Fe=C% Y. Fxo, Voe&(K).
ec&(Dy) ce&(K)
eCK

S\
M\
S8




Autres propriétés du schéma

e Coercivité du terme de diffusion :
Eléments finis de Rannacher-Turek:

- Z |De|(divT)s -ty > CH“H%,d-

ce&

e Condition inf-sup discréte : (via un opérteur de Fortin)

Z |K|pk (divo)k

inf sup KeM > B.

p:(pK) v:(ug) HPHLZ(Q)HUHLd

Pour tout p = (px) tel que L xen [K|px = 0, il existe v = (v, ) tel que ||v]|; 4 = 1 et:

Y IKlpk (divo)x = BlIpllzq)-
KeM




Asymptotique bas Mach

1 _
SO eI L R =0 KeM,
ce&(K)

1 1
[P?H ot £ DT Y B 4 (div )it 4 + 5 (V) =0, 0€&n
ec€(Dy)

Théoreme : On suppose que les conditions initiales sont mal préparées. Alors a maillage fixé,
lorsque e — 0:

e p. — 1commeeennormeL™((0,T),L7(Q)) pourtoutq € [1, min(2,y)].
o /ptut estborné dansL™((0,T);L2(Q)%) et u est borné dans L?((0, T); H}(Q)4).
o [I6p°llz =Nz (p* =1 J podx)ll, < C/ot.




Asymptotique bas Mach

1 _
SO eI L R =0 KeM,
ce&(K)

1 1
[pfi“ ot — ppu ]HDO—\ Oy Eow 4 (dive)gt + S (Vp)gt =0, 0 € Eine
ec€(Dy)

Théoreme : On suppose que les conditions initiales sont mal préparées. Alors a maillage fixé,
lorsque e — 0:

e p. — 1commeeennormeL™((0,T),L7(Q)) pourtoutq € [1, min(2,y)].
o /ptut estborné dansL™((0,T);L2(Q)%) et u est borné dans L?((0, T); H}(Q)4).
o [I6p°llz =Nz (p* =1 J podx)ll, < C/ot.

Pour toute sous-suite de (u®,ép®) qui converge vers (u, ) lorsque ¢ — 0, alors (u, ) est
solution d’'un schéma implicite stable pour Navier-Stokes incompressible:

K| ) u™ g, =0, KeM,
ce&(K)

1
5 (it —ul)+ Do) Y FR a4+ (dive)it + (V)i =0, 0 € Eine
ec&(Dy)




Asymptotique bas Mach

Estimations a priori discreétes :

1 n k12 C
5> X Dol pglugl®+ 3 otllutllig ++— Y} IK|TIy (o)
O'Eg'lnt k=1 KeM
1 C
< T DR+ S Y KT (o).
U'E(gint KeM

C

Par hypothése sur p® ona =1 Y |K|IL,(p}) < C.
& KeM

On en déduit que:

e p. — 1commeeennorme L*((0,T);L7(Q2)) pourtout g € [1, min(2,7)].
e /pfuf estborné dans L°((0, T);L%(Q)7) et uf est borné dans L2((0, T); H}(Q)%).
e De I'’équation de gdm, on obtient :

IV (6p%) |1 < C/6t avec &pt:= 812 <p€— ]Q]l/npedx).

e Par la condition inf-sup discréte, on obtient ||dp®||;2 < C/dt.




Asymptotique bas Mach

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (maillage fixé = dimension finie): il existe
une sous-suite de (u¢, dp®) qui converge vers (u, 77) et en passant a la limite dans le
schéma, on obtient:

div (u")g =0, K e M,

1
5 (™ — ) +div (" @ u", + (dive)" + (V) =0, o€ En.

Si la solution de ce systeme est unique, c’est toute la suite qui converge.
Le sous-systeme suivant est régulier (il existe une solution):

Trouver u™t! tel que:

v - [% ("™ — u) +div (" @ u"), + (div T)ZH}, Vwovtq.dive =0.

(o4

On peut donc remplacer la vitesse initiale uy par sa projection L? sur I'espace des
fonctions a divergence nulle.




Un schéma de correction de pression

e Re-scaling du gradient de pression:

- o\ 12
(Vp)e = <p501> (Vp)e o € Ent.
(0

o Etape de prédiction : Résoudre en & *!:

1 _
= [or it — o tut] + div(p"u @ )y + (div e (@))o + (Vp)i =0,

o Etape de correction: Résoudre en p™t1, p"*1 et u*1:

1 ) _
5 00 (g =i )+ (Vp)g™ = (Vp)p =0, 0 €&y

% (k" = o) + div(p" " )k =0, KeM,

P = (k)7 Ke M.

Stabilité inconditionnelle et asymptotique bas Mach similaire au cas implicite.
Difficulté: établir I'inégalité d’énergie cinétique discrete.

0 c gint/




Un schéma aussi explicite que possible

% (P = pk) +div(p" ")k =0, KeM,
% Pl — o ] div(p"u" @ u")o + (div T(u")o + (VP)ET =0, 0 € Em,
P = (o™, KeM,.

e En combinant les deux équations, on obtient un probleme elliptique sur la pression,
comme pour le schéma de correction de pression.

— schéma potentiellement efficace pour les probleémes faiblement visqueux (LES).

e Difficulté: stabilité avec un opérateur de convection explicite dans la gdm ?

On peut démontrer I'existence d’'une équation d’énergie cinétique discréte avec un
terme de reste positif si:
e La diffusion numérique est suffisante (upwinding)

e Sous une condition CFL.




Conclusion et perspectives

Conclusion : (comparaison avec les méthodes colocalisées)
e Lapreuve fonctionne pour u =0 == schéma AP pour Euler.
e Stabilisation en temps lorsque ¢ — 0:

e Implicitation de I'acoustique : Liou '98 (AUSM), Degond '11, Chalons '14
(Splitting ), Zakerzadeh 15, Dimarco...

e Méthode de correction de pression: Schémas sur grilles décalées mais aussi
schémas colocalisés (These de Chady Zaza).

e Correction de la précision lorsque ¢ — 0 sur maillage colocalisé: (Dellacherie '10)

_ Pj+1 ~ Pji—1 i W
(Vp); = — K(‘S)m(”ﬁl —2uj+uj1), Cj =

20x

En prenant x(e) = O(¢), la viscosité numérique est alors en O (K(S)%x) = O (6x).
Perspectives :
e Tests numériques.
e Autres limites “incompressibles® ?

e Schéma asymptotiguement stable vers un schéma pour un modele de congestion
(avec Charlotte Perrin)




Merci de votre attention.




	Contexte et motivations
	Plan de l'expos'e
	Sch'emas pr'ecis `a tout nombre de Mach
	Sch'emas colocalis'es pour le compressible
	Sch'emas sur grilles d'ecal'ees pour l'incompressible
	Sch'emas sur grilles d'ecal'ees pour l'incompressible
	Sch'emas pr'ecis `a tout nombre de Mach
	Equations de Navier-Stokes compressibles isentropiques
	Discr'etisation spatiale
	Discr'etisation spatiale
	Un sch'ema implicite
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Asymptotique bas Mach: probl`eme continu
	Un sch'ema implicite
	Identit'e de renormalisation discr`ete
	Dualit'e $
abla - dive $ discr`ete
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Energie cin'etique discr`ete~: 
	Autres propri'et'es du sch'ema
	Asymptotique bas Mach
	Asymptotique bas Mach
	Asymptotique bas Mach
	Asymptotique bas Mach
	Un sch'ema de correction de pression
	Un sch'ema aussi explicite que possible
	Conclusion et perspectives
	�igskip 

