Autour des schémas asymptotiquement préservant

Marie Héléne Vignal
IMT: Institut de Mathématiques de Toulouse.

Université Toulouse 3

Marseille le 8 février 2011

Collaboration avec

Claire Chainais-Hillairet (Université Lille 1)



Contexte général : probléemes multi-échelles

[0 Modéles mathématiques M, dépendant d'un parameétre A
0 A trés petit comparé a I'échelle de référence ;‘ -

[0 A de taille variable, plusieurs ordres de grandeur .

[0 Problémes multi-échelles : échelle microscopique (A)
et

échelle macroscopique (A ou échelle de référence)

(] Difficultés : Les schémas classiques explicites sont stables et consistants

ssi A est résolu par le maillage = co(t trop important
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Contexte général : probléemes multi-échelles

1% solution : utiliser le modéle asymptotique J

Mo = )I\imOM;\ = Maillage indépendant de A
—

O Problémes
[J Nécessité de conditions aux limites préparées  au régime asymptotique

[J On doit utiliser My laou A =0(1) = deux modéles

00 Reconnection de M, et M.
[0 Localisation de l'interface.

O Interface mobile : probléeme numérique difficile en 2D ou 3D.
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Contexte général : probléemes multi-échelles

Une autre solution : utiliser un schéma asymptotiquement préservant )

0 Utiliser le modele microscopique M), partout.

O Le discrétiser avec un schéma préservant I'asymptotique A — O
[0 Maillage indépendant de A : Stabilité asymptotique

00 On obtient une approximation de la solution de Mg quand A — O':
Consistance asymptotique.

Schéma asymptotiquement stable et consistant
=- Schéma asymptotiquement préservant (AP)
([S.Jin] cinétique — fluide)
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Applications physiques

0 Exemple 1 : expansion de plasma entre deux electrodes

[0 Diodes a forts courants,
Financé par le CEA/DAM.

[ Arcs sur les panneaux solaires des
satellites,

Financé par le CNES.

[J Schéma AP pour Euler-Poisson dans la limite quasineutre
Crispel, Degond, MHV, JCP 2007.

[0 Stabilité asymptotique : P. Degond, JG. Liu, MHV, SIAM 2008.

0 Couche limite : MHV, SIAM 2010.
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Applications physiques

0 Exemple 2 : ITER
Fusion du Deutérium-Tritium par confinement inertiel
Blanket and

U Financé par le CEA

Region1 |~
Core plasma |

[J Schémas AP dans la limite quasineutre ,

Region Il __
Plasma edge and
H-mode
confinement barrier

O Euler-Maxwell, 0O Vlasov-Poisson

Region Ill
Scrape-off layer

Divertor lasma, | O Limite de dérive et Bas Mach

Region v i I \/ :
NI~
Drertr % ~ O Euler-Lorentz, O Vlasov-Lorentz,

[J Collaborations avec : A.B. Sun, P. Degond, F. Deluzet,
S.Hirstoaga, L. Navoret, A. Sangam, D. Savelief
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Quelgues références sur les schémas AP

O Limites quasineutres
O Euler-Poisson :
O Vlasov-Poisson :

[0 Dérive-diffusion Poisson :

O Limites Bas Mach
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Quelgues références sur les schémas AP

0 Limites quasineutres

O Euler-Poisson :
- S. Fabre (1992),
- Ph. Colella, M.R. Dorr, D.D. Wake (1999),
- H.H. Choe, N.S. Yoon, S.S. Kim and D.I. Choi (2001),
- P. Crispel, P. Degond, M.H. Vignal (2007),
- P. Degond, J.G. Liu, M.H. Vignal (2008),
- M.H. Vignal (2010).

00 Vlasov-Poisson :
O Dérive-diffusion Poisson :

O Limites Bas Mach
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Quelgues références sur les schémas AP

O Limites quasineutres

00 Euler-Poisson :

0 Vlasov-Poisson :
- R.J. Mason (1981,1983),
- B.l. Cohen, A.B. Langdon, A. Friedman (1982,1983),
- P. Degond, F. Deluzet, L. Navoret (2006),
- R. Belaouar, N. Crouseilles, P. Degond, E. Sonnendriicker (2009),
- P. Degond, F. Deluzet, L. Navoret, A.B. Sun, M.H. Vignal (2010).

O Dérive-diffusion Poisson :

O Limites Bas Mach
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Quelgues références sur les schémas AP

[0 Limites quasineutres

00 Euler-Poisson :
[0 Vlasov-Poisson :

[J Dérive-diffusion Poisson :
- G. Lapenta, F. linoya, J.U. Brackbill (1995),
- PL.G. Ventzek, T.J. Sommerer, R.J. Hoekstra, M.J. Kushner, (1993),
- PL.G. Ventzek, R.J. Hoekstra, M.J. Kushner, (1994),
- C. Chainais-Hillairet, M.H. Vignal.

[J Limites Bas Mach
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Quelgues références sur les schémas AP

O Limites quasineutres

00 Euler-Poisson :
[0 Vlasov-Poisson :

O Dérive-diffusion Poisson :

0 Limites Bas Mach - R. Klein (1995),
- C.D. Munz, S. Roller, R. Klein, K.J. Geratz (2002),
- J.H. Park, C.D. Munz (2005),
- P. Degond, S. Jin and J.-G. Liu (2007),
- P. Degond, F. Deluzet et A. Sangam, M.H. Vignal (2009),
- S. Dellacherie (2010).
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e Contexte genéral : problemes multi-échelles

Q Le modele de dérive-diffusion et sa limite quasineutre
@ Le modéle de dérive diffusion adimensionné
@ La limite quasineutre formelle
@ Equilibre thermique et dissipation d’entropie
@ La limite quasineutre rigoureuse

a Les discrétisations asymptotiquement préservant
@ Le schéma implicite
@ Le schéma asymptotiquement préservant découplé

@ Résultats numériques
@ Données bien préparées
@ Couche limite en espace
@ Couche limite initiale
@ Résultats bidimensionnels

© Travaux en cours et perspectives
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Le modeéle de dérive diffusion adimensionné

0 Pour xe Q ¢ RY (d =1, 2 ou 3) borné, ett > 0
atN—D-<Dr(N)—NDqJ>:O,
(DD)» atP—D-(Dr(P)—i—PDLp):O, r(s)=¢, y>1
~NAp=P-N+C,

[0 N(x,t) = densité des électrons, P(x,t) = densité des trous,
W(X,t) = potentiel électrique, C(x) = dopage (préconcentration),

__Longueur de Debye
~ taille du domaine

= longueur de Debye adimensionnée < 1

[0 Existence, parfois unicité : -T. Seidman, G. Troianello (1985), -H. Gajewski (1985),
-P.A. Markowitch, C.A. Ringhofer, C. Schmeiser (1990).

[] Preuve basée sur estimations L%, L2(0, T;HY(Q)) et pt fixe de Schauder
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La limite quasineutre formelle

[J FormellementA — O:
N —0I- (Dr(N) ~N Dq;): 0,
(DD)oy aP—0- (Dr(P) + PDl]J): 0,
0=P-N+C.
[ On soustrait les égs. de masse
(P —N) — A(r(P) —r(N)) — O- ((P+ N)Dm):O.

O Contrainte de quasineutralité = équation explicite pour

0. ((P+ N) DljJ)ZA(I’(P) —r(N)).
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La limite quasineutre formelle

[0 A partir du modele microscopique
N — - (Dr(N) ~N le): 0,
(DD)x{ aP—D- (Dr(P) + PDqJ): 0,
—\°Ap=P—-N+C.

[J On soustrait les égs. de masse
3 (P—N) —A(r(P) —r(N))—O- ((P+ N) le): 0.

[J On utilise I'eq. de Poisson
N2 A — - ((P+ N) DlIJ): A(r(P) —r(N)).

[0 Présence d'oscillations en temps a la période A2,

O Les schémas explicites doivent résoudre cette échelle = At < A2,

Marie Héléne Vignal (Toulouse) Autour des schémas AP Marseille le 8 février 2011



La limite quasineutre rigoureuse

[ Références :
- I. Gasser (2001),
- I. Gasser, C.D. Levermore, PA. Markovich, C. Schmeiser (2001),
- A. Jingel, Y.J. Peng (2001),
- L. Xiao, P.A. Markowich, S. Wang (2002),
- C. Schmeiser, S. Wang (2003),
- L. Xiao, S. Wang (2003),
- S. Wang, X. Cai (2005),
- J. Ri, F. Huang (2009),
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La limite quasineutre rigoureuse

[ Références :
- I. Gasser (2001),
- I. Gasser, C.D. Levermore, PA. Markovich, C. Schmeiser (2001),
- A. Jungel, Y.J. Peng (2001),
- L. Xiao, P.A. Markowich, S. Wang (2002),
- C. Schmeiser, S. Wang (2003),
- L. Xiao, S. Wang (2003),
- S. Wang, X. Cai (2005),
- J. Ri, F. Huang (2009),
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Equilibre thermique et dissipation d’entropie

[0 Systéme stationnaire (Y= 1)

—D-(DNfNDlIJ)zo, —D(ND(In(N)—w)):O,
—D~<DP+PDL|J):O, & —D-(Pm(ln(P)+qJ))=o,
—NAP=P—-N+C. —N°Ap=P—-N+C.

[J Existence de I'éq. thermique (Ng, Pe,We) : PA. Markowitch, A. Unterreiter (1993)
IN(Ne) — e = an = cote,
IN(Pe) + We = ap = cste,

—\2APe = exp(ap — Ye) — explan + Ye) +C.

[] Quand t — +o0, convergence vers I'éq. thermique : A. Jingel (1995) (C = 0)
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Dissipation d’entropie

[0 Entropie (ou énergie) du systéme instationnaire
dUzLUﬂM—ng—mem—Ng
)\2
+H(P) —H(Pe) —In(Pe) (P —Pe) + = [0 — DqJe|2> dx >0,

ot H(s) = [{In(u)du = sIns— s+ 1 est convexe.

[J Dissipation d’entropie
de(t) / |DN—NDl]J|2+ |OP+POy|?
dt Q N P

[ Estimation uniforme en A

U WA(E

)dng.

OP+ POy
NG

2
i

2
) dxdt < e(0).
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La limite quasineutre rigoureuse

0 I. Gasser, C.D. Levermore, P.A. Markowich, C. Schmeiser (2001)
N — - (DN—NDqJ>:o,
(DD Y aP-D- (OP+POY)=0, X€QC RYt>0.
~NAp=P—-N+C,
[J Cond. aux limites quasineutres et compatibles avec I'équilibre thermique
-SurdQp: N=Np=npexpPp), P=Po=npexp(—lp), W=,
avec B,—Np,+C=0.
-SurdQn: (ON—NOg)-v=0, (OP+POY)-v=0, OY-v=0.
[J Conditions initiales quasineutres

Po—Ng+C=0.
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La limite quasineutre rigoureuse

Théoréme : (Gasser-Levermore-Markowich-Schmeiser)
Si -CeHYQ), - Po, No € L(Q) uniformément en A,
-N+P>C, - Entropie e(t = 0) est indépendante de A.

Alors N* P» — N,P dans L1([0,T] x Q) et Oy* — Oy dans L?(Q x [0, T]),
N — - (DN—NDqJ):o,

(DD)o{ oP—DI- (DP+ PDqJ): 0,

0=P—-N+C.

-Sur 0Qp: N=Np,, P=HR,, Y=y
-Sur 0Qn: (ON—NOw)-v=0, (OP+POY)-v=0.

Po—No+C=0.
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La limite quasineutre rigoureuse

00 En choisissant P+ N, P — N et ¢ comme inconnues
at(P+N)—D-(D(P+N)—CDl|J):0,
(DD)o = —D-(—DC+(P+N)D¢>:O,
P—-N=-C.
-SuroQp: P+N=F+Ny, P-N=F—Np=-C, Y=y
-SurdQn:  (O(P+N)—-COY)-v=0, (-0OC+ (P+N)Oy)-v=0.

[0 Preuve basée sur: [ la dissipation d’entropie,

[0 des injections de Sobolev.

(1 SiC =0, plus simple car estimations L et L?(0, T;H%(Q)) uniformes en A,
I. Gasser (2001).
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a Les discrétisations asymptotiquement préservant
@ Le schéma implicite
@ Le schéma asymptotiquement préservant découplé
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Le schéma implicite

0 Si N", P, y" sont des approximations connues au temps t"
Nn+1 _ Nn _AtO- (DNFH-I _ Nn+1 DLIJn-‘rl) -0
Pn+1 o PI’] —AtO- (Dpn+1 + PI’Prl DlIJn+l) -0

—)\ZAljJn+1 _ Pn+1 _ Nn+1 +C.

[J Schéma couplé =- non linéaire =- algorithme de Newton.
[ Schéma asymptotiquement stable et consistant.

[J Discrétisation en espace : Scharfetter-Gummel, décentré amont...
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Le schéma implicite, résultats

[J Existence unicité de la solution
(] Semi-discrétisé en temps : - estimations L%, L2(0, T;H(Q)),
- point fixe de Schauder.

[ Schéma espace-temps : - estimations L”, degré topologique,
(C. Chainais-Hillairet, J.G. Liu, Y.J. Peng, 2003,2004).

[) Pour C = 0, stabilité L* et L?(]0, T[;H1(Q)) uniformes en A.
[0 Dissipation discréte d’entropie (Marianne Chatard, a paraitre).

[0 Preuve de Gasser-Levermore-Markowich-Schmeiser passe pour
le schéma semi-discrétisé en temps.
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Le schéma asymptotiguement préservant découplé

[J Construction du schéma AP découplé

0 Termes de couplage implicites = stabilité uniforme en A
N NP AL (DN” ~N" DljJrH'l) -0, (1
Pl pn At (DP” +p" Dqﬁ‘“) -0, (2
_AquJnJrl — ptl_ NNt 1C, (3)

[ En éliminant P! et N™1, I'eq. (3) devient

N2AYT - ALD- ((N” +PY Dqﬁ“) =P"—N"4+C+At A(P"—N").
[J Equation de Poisson reformulée

0 (A2 +At(N"+P")) DY) = P~ N"--C+ At ACP" — ).
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Le schéma asymptotiguement préservant découplé

0 On remplace I'éq. de Poisson par I'eq. de Poisson reformulée dans le
schéma implicite

NI’H—l N AL (DNrH-l _ Nn+1 DllJn+1): 0
Pn+1 _ Pn —At0- (Dpn-‘rl + Pn+1 Dlpn-i-l) -0

0. (()\2 + A (N"+P”)) le”“): P"— N" 4+ C + At A(P" — N").

[0 Schéma découplé = linéaire.
[0 Schéma asymptotiquement stable et consistant (numériquement).

[J Discrétisation en espace : Scharfetter-Gummel, décentré amont...
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Le schéma AP, résultats

[0 Existence unicité de la solution : idem schéma implicite

[0 Formellement
O A = 0dans le schéma

Nn+1 o Nn —At0- (DNn-‘rl o Nn+1 Dwm—l) -0
Pn+1 o Pn —AtO- <Dpn+l + Pn+1 Dwn+1> — 0’
O ((At(N”+P”)) Dq;"“): P"— N"+C+ At A(P"— N").

[ Développement asymptotique en At

At°  —  laquasineutralité : P"—N"+C =0,
AtY —  discrétisation de I'eq. quasineutre du potentiel Y :

O (((N” n P”)) DqJ“H) — A(P"—N") = —AC.
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@ Résultats numériques
@ Données bien préparées
@ Couche limite en espace
@ Couche limite initiale
@ Résultats bidimensionnels

Marie Héléne Vignal (Toulouse) Autour des schémas AP Marseille le 8 février 2011 29/39



Cas test en dimension une

[J Domaine X €]0,1[, 100mailles uniformes.
0A2=10"10 At=1073

-1, forx<1/2,
+1, forx>1/2.

[J Profile de dopage non constant : C(X) = {
[J Conditions aux limites de Dirichlet
P(x=0,t) =Py, N(x=0,t) =Np, W(x=0,t)=Ty,
P(X: 1at) = ﬁ07 N(X: 17t) = Nl? llJ(X: 1at) = tpl'
[J Conditions quasineutres : I30,1 —No,l +C=0.
O Conditions non guasineutres : I5071 —No,1+C #0.
[] Conditions initiales : P(x,t = 0) =Py, N(x,t =0) = No.
O Conditions quasineutres : Po—Nog+C=0.
[0 Conditions non quasineutres : Py — Ny +C # 0.
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Conditions aux limites et initiales quasineutres

Temps CPU implicite : 1.5938 s.

1
Temps CPU AP : 0.5938 s. go,s
Gain ~ 2.7. 3
Erreurs rel. en norme L2 : %O'G A _NAP
sur N : 0.1077 }% o
sur P:0.1077, o
sur lIJ . 00623 = % 0.2 04 y 08 08 1

[
IS

0 ()
S =}
Qos | g,
- =
Bos —FP 3 W
© P o2 Ve
| —
g 0.4 )
0 =
c cl
8 02 5
O L
0 ao .
0 02 04 , 06 08 1 0 02 04 y 06 08 1
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Cond. init. quasineutres (QN) et cond. aux limites non QN

Temps CPU implicite : 1.6250s.
Temps CPU AP : 0.5938s.
Gain =~ 2.7.
Erreurs rel. en norme L? :

sur N : 0.1038

sur P:0.1038

1N o o
EN o © =

Densité d’électrons
o
N

o

sury:0.0614

o

0.2

0.4

[
IS

o
©
w

I o
> 22}
o

o
N
.

o

Densité des trous
o
Potentiel électrique

S
o
)
o
IS
=3
=
o
©
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0.6

0.8 1
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Conditions aux limites et initiales non quasineutres

<2 R \
1 !
e .
4 i icita i Bos ‘
Schéma implicite instable. o :
o =
Temps CPU AP : 0.6094 s. 5 0° [
Qo4 H A
@ :
50.2 !
Q oo ’
0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1
15
% goTTTnTEEET
............. 1 '
S ' g :
o ' = '
Sog ; © 0® ' —v
n ' —P o H oy
Los ! P o0 ' .
. . ]
Qs . = -05 :
k%) . S :
c ! Q :
CDO.Z ' "6 ]
D M e A peemeeme=eee- ’
0 -15
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 XOG 0.8 1
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Diode - Jonction PN

0Qp

C=-1 OA=1030ul01 At=510%

U Temps final T=0.5

C=1 [ Maillage en espace : 896triangles.

[J Conditions aux limites :

0 Sur 0Qp : conditions de Dirichlet quasineutres.
[ Ailleurs : conditions de Neumann homogeénes.

[J Conditions initiales quasineutres.
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Diode - Jonction PN, A2=103, At=510%

Schéma implicite Schéma AP
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Diode - Jonction PN, A2 =103,

At=510%

Schéma implicite Schéma AP

Yttimpl
YAP

-Temps CPU schéma implicite : 86.7656s. _
= gain ~5.3.
-Temps CPU schéma AP découplé : 16.5000s.

-Erreurs relatives en norme L2 : Sur N : 0.0532,

Sur P :0.0482,
Sur | : 0.0667.
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Diode - Jonction PN, A2=1010 At—=510+%

Schéma implicite instable

Marie Héléne Vignal (Toulouse)

Schéma AP découplé

01 02 03 04 o5 gf 07 08 o9 1 '
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© Travaux en cours et perspectives
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Travaux en cours et perspectives

[0 Convergence uniforme en A du schéma implicite en espace et en temps.
00 Convergence uniforme en A du schéma AP découplé.
[0 Etude des couches limites initiale et en espace.

[0 Comportement en temps long du schéma AP découplé
Schéma semi-implicite (C. Chainais-Hillairet, F. Filbet, 2010).

[0 Probléme de corrosion d’acier (C. Chainais-Hillairet, C. Bataillon)
eN—0- (DN—NDqJ):o,
aP—0- (DP+ PDq;): 0,

~NAp=P—-N+C.

Deux petits paramétres € et A, construire un schéma AP dans la double limite.
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