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2Contexte général : problèmes multi-échelles

➠ Modèles mathématiquesMλ dépendant d’un paramètreλ

➟ λ très petitcomparé à la taille du domaine

➟ λ de taille variableplusieurs ordres de grandeur
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➠ Multi-échelles : échelle microscopique(λ)

et

échelle macroscopique(λ ou taille de domaine)

➠ Difficultés : schémas classiques explicites stables et consistants

ssiλ est résolu par le maillage⇒ coût trop important
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3Contexte général : problèmes multi-échelles

1ère solution : utiliser un modèle asymptotique

M0 = lim
λ→0

Mλ. ⇒ Maillage indépendant deλ

➠ Conditions auxL imitespréparées au régime asymptotique

➠ Modèlevalide seulement dans les régions oùλ ≪ 1

➟ On doit utiliserMλ là oùλ = O(1).

➞ Localisation de l’interface.

➞ Reconnection deMλ etM0.

➞ Interface mobile : pb. numérique difficile en 2D ou 3D.
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4Contexte général : problèmes multi-échelles

2ème solution : utiliser un schéma Asympt. Préservant

➠ UtiliserMλ partout.

➠ Le discrétiser avec un schéma préservant l’asymptotiqueλ → 0

➟ Maillage indépendant deλ : Stabilité asympt.,

➟ On obtient une approx. de la solution deM0 quandλ → 0 :

Consistance asymptotique

➠ Si conditions aux limites mal préparées⇒ couche limite

Maillage redevient dépendant deλ
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5Problème de couche limite

Expansion d’une bulle de plasma entre deux électrodes
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injection
de particules

en déséquilibre

plasma à
l’équilibre

déséquilibres à
l’échelleλ ≪ 1

faible masse des électrons + pression⇒ accélération des électrons

charge d’espace (équilibre électrique)⇒ décélération des électrons

⇓
Conséquence :Oscillations à l’entrée du domaine
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6Problème de couche limite

Zone de transition entre le plasma en déséquilibre injecté et le

plasma interne à l’équilibre⇒ Couche limite de tailleλ

➠ Difficultés :
➟ Modèle asymptotiqueM0 = limλ→0Mλ

➞ Conditions aux limites cohérentes avecM0

➞ Valeurs en sortie de couche limite

➟ Schémas classique ou asymptotiquement préservant pourMλ

➞ Stables ssi la couche limite est résolue,

➞ Mailles de tailleλ ⇒ contraintes sur le maillage
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9Applications physiques

➠ Expansion d’une bulle de plasma entre 2 électrodes

Plasma

0

Volt
100

Voltsélectrons
➟ Diodes à forts courants,

Contrats CEA/DAM.

➟ Phémomènes d’arcs sur les panneaux solaires de satellites

Contrats CNES-Onera Toulouse.
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10Petite échelle d’espace dans un plasma

e−

e−

λD

qi

➠ Longueur de Debye

λD =

(
ε0kBT

e2n

)1/2

➟ Electrons sont attirés parqi > 0

➟ Un nuage de charges< 0 autour deqi
➟ Ecrantage deqi au delà de la distanceλD

➠ Déséquilibres de charges subsistent aux échelles≤ λD
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11Limite quasi-neutre

➠ Plasmas quasi-neutres: (très fréquent)

λ =
λD

L
≪ 1 ⇒

Déséquilibres de charges

négligeables

n+(x, t) ≈ n−(x, t)

L=Longueur caractéristique du problème

➠ Plasmas non quasi-neutres: (gaines, faisceaux, ...)

λ ∼ 1 ⇒
Déséquilibres de charges

d’ordre 1

n+(x, t) 6= n−(x, t)
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12Petite échelle de temps : oscillations plasma

➠ Plasma oscillations:

➟ Déséquilibres de charges
➟ Forces électriques de rappel
➟ Oscillations Electrons

Ions

Equilibre

Forces de rappel

Déséquilibre

➠ Période plasma (électronique)

τe =
(ε0me

e2n

)1/2



M.-H. Vignal - Un pb. de couche limite pour Euler-Poisson - Bordeaux, Dec. 09

13Période plasma et quasi-neutralité

➠ Dans le régime quasi-neutre :λ ≪ 1

τ :=
τe
t0

= O(λ)≪ 1

t0 = temps caractéristique du problème

➟ Etat quasi-neutre = moyenne sur un très grand
nombre de périodes plasma
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15Modèle d’Euler-Poisson

➠ Euler pour les ions et les électrons, Poisson pour le potentiel






∂tni +∂xqi = 0,

∂tqi +∂x

[
q2i
ni

+ pi

]

= −ni∂xφ,







∂tne +∂xqe = 0,

∂tqe +∂x

[
q2e
ne

+
pe
ε

]

=
ne

ε
∂xφ,

−λ2 ∂2
xxφ = ni − ne,

➠ ni,e = densités, qi,e = qtés de mvt, pi,e = pressions,

φ = potentiel électrique, ε =
massee−

masse ions
.

➠ λ =
λD

L
=

long. Debye

taille dispo.
, τ =

période plasma

temps final
=

τp
t0

=
√
ε λ
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16Limite quasi-neutre formelle

➠ λ → 0 dans Euler-Poisson






∂tni +∂xqi = 0,

∂tqi +∂x

[
q2i
ni

+ pi

]

= −ni∂xφ,







∂tne +∂xqe = 0,

∂tqe +∂x

[
q2e
ne

+
pe
ε

]

=
ne

ε
∂xφ,

ni = ne,

➠ φ = mult. de Lagrange de la contrainte de quasi-neutralité

ni = ne

➠ Reformulation nécessaire



M.-H. Vignal - Un pb. de couche limite pour Euler-Poisson - Bordeaux, Dec. 09

17Limite quasi-neutre formelle

➠ Reformulation de la limite

➟ Conservations de la charge et de la qté de mvt totale







∂t(ni − ne) +∂x(qi − qe) = 0,

∂t(qi − qe) +∂x(fi − fe)= −
(

ni +
ne

ε

)

∂xφ,

Quasi-neutralité

ni = ne

}

⇒ −∂x
((

ni +
ne

ε

)

∂xφ
)

= ∂2
xx(fi−fe),

➟ Equation elliptique pour le potentiel
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18Limite quasi-neutre formelle

➠ Résumé

λ → 0Euler-Poisson Euler quasi-neutre

Euler quasi-neutre

reformulé
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19Limite quasi-neutre formelle

➠ Où se cache la singularité enτ =
√
ελ ?

➠ Est-il possible de compléter le diagramme ?

λ → 0

λ → 0

Euler-Poisson

Euler-Poisson

Reformulé

Euler quasi-neutre

Euler quasi-neutre

reformulé
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20Système Euler-Poisson reformulé

➠ Mêmes manipulations sur Euler-Poisson⇒ Poisson reformulé

λ2 ε ∂2
tt(−∂2

xxφ)−∂x
((

ni +
ne

ε

)

∂xφ
)

= ∂2
xx(fi−fe),

➠ Eq. du pendulesur la chargeρ = ni − ne = −∂2
xxφ

➟ Schéma explicite⇒ stabilitéconditionnelle∆t ≤
√
ελ

S. Fabre[JCP92]

➟ Schéma AP⇒ stabilitéinconditionnelle∆t ≤
√
ελ

Crispel, Degond, MHV[JCP07]
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21Contraintes sur le maillage

➠ Système hyperbolique⇒ contrainte de C.F.L.

∂tU + ∂xF (U) = 0,

C.F.L. : ∆t ≤ ∆x

µ(U)
avecµ(U) valeurs propres deDF (U)

➟ Ici : µe(ne, qe) = qe/ne ±
√

p′e(ne)/ε

➠ Couche limite⇒ ∆x ≤ λ ⇒ ∆t ≤ C
√
ελ

On retrouve la contrainte qu’on vient de lever
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23Conditions aux limites

➠ Euler pour les ions et les électrons, Poisson pour le potentiel






∂tni +∂xqi = 0,

∂tqi +∂x

[
q2i
ni

+ pi

]

= −ni∂xφ,







∂tne +∂xqe = 0,

∂tqe +∂x

[
q2e
ne

+
pe
ε

]

=
ne

ε
∂xφ,

−λ2 ∂2
xxφ = ni − ne,

- Plasma interne :équilibre électrique (quasi-neutre)λ → 0 ⇒ ni = ne

- Plasma injecté :ni(x = 0, t) 6= ne(x = 0, t)

Ions

Electrons
couche limite

λ

cond. limites
préparées

0

(n0, q0)
(n0, q0)

(ni, qi)(x = 0)
(ne, qe)(x = 0)

(nin, qi,in)
(nin, qe,in)

x

But : Déterminer des cond. aux lim. bien préparées à l’équilibre



M.-H. Vignal - Un pb. de couche limite pour Euler-Poisson - Bordeaux, Dec. 09

24Conditions aux limites, problème de Riemann

➠ Solution de ∂tU +DF (U)∂xU = 0,

U(t = 0) =

{

Ug si x < 0

Ud si x > 0

➠ U est auto-similaireU = U(x/t).

Ug

Um

Ud

x

t

0

x/t = σ
x/t = µm

x/t = µd

➠ Deux valeurs propres

µ± = q/n±
√

p′(n)/ε

➠ Ici Ug est subsonique
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25Conditions aux limites

➠ Euler pour les ions et les électrons, Poisson pour le potentiel






∂tni +∂xqi = 0,

∂tqi +∂x

[
q2i
ni

+ pi

]

= −ni∂xφ,







∂tne +∂xqe = 0,

∂tqe +∂x

[
q2e
ne

+
pe
ε

]

=
ne

ε
∂xφ,

−λ2 ∂2
xxφ = ni − ne,

➠ Enx = 0 :
φ = 0, (ni, qi) = (ni0, qi0), (ne, qe) = (ne0, qe0).

(ne0, qe0) (ni0, qi0)

domainedomaine

tt IonsElectrons

00

(n0, q0) (n0, q0)

xx
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27Problème de couche limite

- Zoom sur la couche limite :y = x/λ

Développement asymptotique de la couche limite : pourf = ni,e, ui,e, φ

fλ(x, t) = f̄(x, t) + f̃(x/λ, t) + λ f̂λ(x, t)

⇒ f̄ état quasi-neutre et syst. diff. surf(y, t) = f̄(0, t) + f̃(y, t)

∂yqi = ∂yqe = 0, −∂2
yyφ̃ = ni − ne,

∂y

(
ε q2e
ne

+ pe(ne)

)

= ne ∂yφ̃, ∂y

(
q2i
ni

+ pi(ni)

)

= −ni ∂yφ̃,

pour touty > 0 et toutt > 0.
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28Problème de couche limite

Conditions aux limites du système différentiel

➠ Eny = 0 : fλ(0, t) = f̄(0, t) + f̃(0, t) + λ f̂λ(0, t)

➠ Eny = ∞ : Cvgence vers la sol. quasi-neutref̃(+∞, t) = 0

−φ̄(0)

Ions

Electrons

Potentiel

0

(n0, q0)
(n0, q0)

(ni0, qi0)
(ne0, qe0)

y

0

(n̄(0), q̄i(0))
(n̄(0), q̄e(0))

➠ On cherchēn(0), q̄e(0), q̄i(0), φ̄(0) connaissantn0, q0

➠ Originalité : On ne connait pasni0, qi0, qe0
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29Résolution de couche limite

➠ Idée pour des solutions régulières

∂yqi = 0, et ∂y

(
q2i
ni

+ pi(ni)

)

= −ni ∂yφ̃

⇓

qi = cste = qi0, et

(

−q2i0
n3
i

+
p′i(ni)

ni

)

︸ ︷︷ ︸

k′i(ni) = enthalpie totale

∂yni = −∂yφ̃

niS

➠ On part de l’∞, si n̄0 > niS

ni(y) = k−1
i,+(−φ(y) + ki(n̄0)) = ni[φ],

➟ ni[φ] décroissante
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30Résolution de la couche limite

➠ On reporte dans Poisson :∂yφ = E,

∂yE = ne[φ]− ni[φ], décroit.

(φ,E) = (0, 0) est un pt d’équilibre hyperbolique ou elliptique.

E

φ

E

φ

➠ Plusieurs raccords possibles avec les valeurs enx = 0

➠ Une seule admet des profils décroissants de densités
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31Résolution de la couche limite

➠ Résolution du système différentiel

couche limite λ0

Ions

Electrons

(n0, q0)

(n0, q0)

(ni0, qi0)

(ne0, qe0)

(n̄(0), q̄i(0))

(n̄(0), q̄e(0))

(nin, qi,in)

(nin, qe,in)

x

cond. limites préparées

➠ Critère de Bohm : Les ions en sortie de gaine sont
supersoniques

➠ Approximation :ε = 0 ⇒ n̄(0) explicite
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33Paramètres de simulations

➠ Au départ, domaine vide de plasma

➠ Conditions aux limites enx = 0, la cathode

ni|x<0 = ne|x<0 = 1 qi|x<0 = qe|x<0 = 1 φ|x=0 = 0

➠ D.D.P appliquée

φ|x=1 = 100

➠ Paramètres

ε = 10−4, λ = 10−4, τ = 10−6.
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34Discrétisation spatiale

➠ ∂tU + ∂xF (U) = S(n, φ)

cherché

xi−1/2 xi+3/2xi+1/20 = x1/2 x3/2 xN−1/2 xN+1/2 = L

connu
Ui Ui+1

connu

F (Ui+1/2) ≈: Fi+1/2

➠ Flux numérique

Fi+1/2 =
F (Ui) + F (Ui+1)

2
+M(Ui, Ui+1) (Ui − Ui+1)

flux centré matrice de viscosité
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35Discrétisation spatiale

➠ Solveurs de type Roe àmatrice de viscosité diagonale

➟ Lax Friedrichs modifié, Ruzanov,

➟ polynomial de degré0 (P0)(Degond, Peyrard, Villedieu)

➠ Solveurs généraux àmatrice de viscosité non diagonale

➟ Roe, HLLE, HLLC, polynomial de degré2, · · ·
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36Résolu :∆t ≤ τ = 10−6, ∆x ≤ λ = 10−4
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37non résolu en espace∆x = 10−2 > λ = 10−4
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38CL préparées,∆x = 10−2 > λ = 10−4
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. Class Riemann, résolu

AP P2 non résolu, CLP

Class P2 résolu temps, CLP

➠ Les conditions aux limites préparées stabilisent les
solveurs généraux

➠ Erreur< 20%, due à une résolution approchée
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➠ Régime transitoire non quasi-neutre et manque de précision
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➠ Pourquoi les solveurs à matrice de viscosité diagonale

restent stables sans résoudre la couche limite

➠ Un schéma AP pour la couche limite ?
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