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1. Introduction
On s'int�eresse ici �a l'�etude de sch�emas volumes �nis pour des �equations elliptiques ethyperboliques sur des domaines born�es. L'originalit�e de ce travail r�eside dans le trai-tement des conditions aux limites ainsi que dans le traitement du couplage elliptiquehyperbolique.Les sch�emas volumes �nis sont depuis longtemps utilis�es dans l'industrie, notammentdans l'industrie p�etroli�ere. Ils sont tout �a fait adapt�es �a la discr�etisation d'�equationsde conservation. En revanche l'�etude th�eorique de ces sch�emas n'est que tr�es r�ecente.En e�et, l'un des premiers r�esultats de convergence est celui de P.A. Forsyth et P. H.Sammon en 1988 (voir [19]) pour une �equation elliptique en dimension un.Le principe des sch�emas volumes �nis est le suivant. On se donne un ensemble demailles (ou volumes de contrôle). A chaque maille est associ�ee une inconnue, on ob-tient alors autant d'�equations que d'inconnues en int�egrant l'�equation �a discr�etisersur chaque volume de contrôle. Cette int�egration fait apparâ�tre des termes d'�echangeentre volumes de contrôle. On discr�etise ces derniers par di��erences �nies. Remar-quons qu'ici, par souci de clart�e, l'ensemble des volumes de contrôle est l'ensemble desmailles, ce qui n'est pas toujours le cas. Par exemple dans le chapitre 4, l'ensembledes volumes de contrôle est l'ensemble des mailles et des côt�es du maillage situ�es dansle bord du domaine.Les sch�emas volumes �nis sont souvent assimil�es �a des sch�emas di��erences �nies.Pourtant, d�eja en dimension un, sur un maillage �a pas d'espace variable, il est possiblede montrer que les sch�emas di��erences �nies et volumes �nis ne co��ncident pas danscertains cas (voir Introduction dans [16]). De plus, en dimension deux, il est facile deconstruire un sch�ema volumes �nis sur un maillage triangulaire, alors que les sch�emasdi��erences �nies sont plus di�cilement �etendus �a des maillages triangulaires.Pour �etablir la convergence de sch�emas volumes �nis appliqu�es �a des �equations ellip-tiques, deux classes de m�ethodes sont en g�en�eral employ�ees. La premi�ere, voir entreautres [1], [30], [36], [35], consiste �a utiliser la th�eorie (tr�es d�evelopp�ee) des �el�ements�nis mixtes et de voir, lorsque ceci est possible, les sch�emas volumes �nis comme dessch�emas �el�ements �nis mixtes. La deuxi�eme classe de m�ethodes, voir entre autres [11],



10 Introduction[16], [23], [27], consiste �a montrer directement la convergence des sch�emas volumes�nis sans utiliser les th�eories qui existent sur d'autres types de sch�emas.C'est ce dernier point de vue que l'on adopte ici.Dans le chapitre 2, on s'int�eresse �a la convergence d'un sch�ema volumes �nis pour unsyst�eme coupl�e elliptique-hyperbolique lin�eaire sur 
 ouvert born�e de IR2. Ce syst�emeest de la forme suivante :8>>>>>>><>>>>>>>: �P (x) = 0 x 2 
;ut(x; t)� div�rP (x)u(x; t)�= 0 (x; t) 2 
� IR+;rP (� ):n(� ) = g(� ) � 2 @
;u(�; t) = u(�; t) (�; t) 2 @
� IR+;u(x; 0) = u0(x) x 2 
;(1.1)o�u @
 est le bord de 
 et n est la normale unitaire �a @
 ext�erieure �a 
.On suppose que la solution P de l'�equation elliptique est dans C2(
) (on verra auchapitre 3 que l'on peut �etendre les r�esultats de convergence �a P seulement H2(
)).Notons que la solution P n'est pas unique mais que rP est unique. De plus, l'�equa-tion hyperbolique �etant lin�eaire, il n'est pas n�ecessaire de consid�erer les in�egalit�esd'entropie puisque la solution faible est unique. On note u 2 L1(
 � IR+) cettesolution faible.On consid�ere un maillage v�eri�ant certaines hypoth�eses de r�egularit�e. Les exemplesles plus classiques de tels maillages sont rectangulaires, triangulaires ou encore deVorono��. On se donne �egalement un pas de temps satisfaisant une condition de typeC.F.L. (Courant Friedrichs Lewy). On discr�etise alors l'�equation elliptique �a l'aided'un sch�ema volumes �nis \�a quatre points" et l'�equation hyperbolique avec unsch�ema volumes �nis d�ecentr�e vers l'amont de l'�ecoulement.On montre dans un premier temps la convergence de la solution approch�ee associ�ee�a l'�equation elliptique. Pour cela, on �etablit une estimation d'erreur en norme H1(
)discr�ete de l'ordre de h, o�u h repr�esente la taille du maillage, en �etendant les r�esultatsde [23] au probl�eme (1.1). Dans [23] la condition aux limites est de type Dirichlet alorsqu'ici, on consid�ere une condition de Neumann. Ainsi les estimations sont chang�eespar les termes de bords. En particulier, pour les estimations d'erreur sur P , il estn�ecessaire d'�etablir une in�egalit�e de Poincar�e Wirtinger discr�ete, alors que dans [23]il est possible d'�etablir une in�egalit�e de Poincar�e dans H10 discret puisqu'on contrôleP sur le bord du domaine.De plus, on �etablit des estimations d'erreurs en norme Lr(
) pour tout r tel que1 � r � +1.On montre alors des estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a l'�equation hy-perbolique : tout d'abord une estimation L1, qui permettra d'obtenir de la compacit�eL1 faible ?, puis une estimation faible sur les variations en temps et en espace de lasolution approch�ee. Ces estimations permettent de passer �a la limite dans le sch�ema.



11On �etablit ainsi la convergence de la solution approch�ee vers la solution faible del'�equation hyperbolique comme le font R. Eymard et T. Gallou�et dans [14] pour unsch�ema coupl�e �el�ements �nis - volumes �nis. En e�et, le syst�eme consid�er�e dans [14]est le même que (1.1) mais les auteurs utilisent un sch�ema coupl�e �el�ements �nis-volumes �nis ; les inconnues dicr�etes sont localis�ees aux sommets des mailles alorsqu'ici elles sont localis�ees aux centres des cellules. Le sch�ema utilis�e sur la pression,dans [14], est un sch�ema �el�ements �nis, ainsi la convergence de la solution approch�eeassoci�ee �a l'�equation elliptique r�esulte des travaux sur les �el�ements �nis.Ce chapitre est en partie publi�e dans M2AN (voir [41]).Dans le chapitre 3, on s'int�eresse �a la r�esolution d'un probl�eme issu de la mod�elisationd'un �ecoulement diphasique en milieu poreux. Ce travail a �et�e r�ealis�e en collaborationavec S. Verdi�ere (anciennement en th�ese �a l'Institut Fran�cais du P�etrole, aujourd'huiing�enieur chez Elf).On suppose que deux phases sont en pr�esence, une phase eau et une phase p�etrole.On cherche alors �a d�eterminer la saturation u de la phase eau et la pression P du
uide. Ce couple (u; P ) est solution d'un syst�eme coupl�e elliptique hyperbolique nonlin�eaire sur un domaine born�e 
 de IR2.Les param�etres p�etrophysiques, c'est �a dire la perm�eabilit�e absolue et les perm�eabi-lit�es relatives, sont donn�es par les g�eophysiciens comme des fonctions constantes surune grille �ne, qui peut être compos�ee de millions de cellules. La discr�etisation duprobl�eme elliptique conduit �a un syst�eme lin�eaire de la taille de cette grille �ne. Cesyst�eme �etant trop grand pour les capacit�es machine, il est n�ecessaire de r�eduire lenombre de cellules a�n de pouvoir e�ectuer des tests num�eriques.On �etudie ici, une m�ethode de double maillage, propos�ee par D. Gu�erillot, J.M. Tho-mas et S. Verdi�ere, qui permet de r�esoudre ces probl�emes en discr�etisant l'�equationelliptique sur le maillage grossier et l'�equation hyperbolique sur le maillage �n.L'�etape principale de l'algorithme de cette m�ethode est la reconstruction des gradientsde pression sur le maillage �n �a partir des valeurs connues sur le maillage grossier.On expose dans ce chapitre deux m�ethodes de reconstruction. La premi�ere, propos�eepar T. Gallou�et, consiste �a interpoler les 
ux �a l'aide des valeurs sur les côt�es dumaillage grossier.L'id�ee de la deuxi�eme m�ethode, propos�ee par D. Gu�erillot, J.M. Thomas et S. Ver-di�ere, est de r�esoudre une succession de probl�emes ind�ependants localement dans lesmailles grossi�eres.Dans une premi�ere partie, on donne des r�esultats de convergence pour un probl�emesimpli��e (probl�eme (1.1)). La solution P de l'�equation elliptique est suppos�ee ici seule-ment H2(
). On utilise des sch�emas volumes �nis pour discr�etiser ce probl�eme surdes maillages rectangulaires : un sch�ema �a cinq points pour l'�equation elliptique, unsch�ema d�ecentr�e vers l'amont de l'�ecoulement pour l'�equation hyperbolique. On pr�e-sente alors les deux m�ethodes de reconstruction des 
ux, puis on �etablit la convergence



12 Introductionde la solution approch�ee, donn�ee par le sch�ema num�erique, vers une solution exactedu probl�eme. Il est important de noter que seul le fait d'utiliser un double maillagenous a amen�ees �a utiliser une grille rectangulaire. Si l'on utilise un seul maillage cesd�emonstrations de convergence s'�etendent �a des maillages plus complexes comme desmaillages triangulaires ou de Vorono��. C'est �a dire que l'on peut �etendre les r�esultatsdu chapitre 2 au cas o�u P est seulement H2(
) et non pas C2(
).On pr�esente ensuite des r�esultats num�eriques, tout d'abord pour le probl�eme simpli��e�etudi�e pr�ec�edemment, puis pour des probl�emes physiques complexes. Ces r�esultatscon�rment la validit�e de la m�ethode de double maillage même dans le cas d'un milieuporeux h�et�erog�ene et d'un probl�eme non lin�eaire.Ce chapitre est accept�e pour publication dans Numerische Matematik (voir [40]).Dans le chapitre 4, on �etudie la convergence d'un sch�ema volumes �nis pour une�equation elliptique d�e�nie sur un ouvert born�e de IR2 avec une condition aux limitesde type Fourier. Le gradient de pression sur le bord du domaine n'�etant alors plusune donn�ee du probl�eme comme dans les chapitres 2 et 3, on introduit des inconnuessuppl�ementaires sur le bord du domaine. On montre, dans ce cas, des estimationsd'erreur en norme H1 discr�ete du domaine ainsi que L2 discr�ete du bord. On �etablitde plus des estimations en norme Lr pour tout r tel que 1 � r � +1.Dans le chapitre 5, on �etend les r�esultats du chapitre 2 �a un syst�eme coupl�e elliptique- hyperbolique non lin�eaire proche du probl�eme (1.1), o�u l'�equation hyperbolique estremplac�ee par ut � div (rP f(u)) = 0(1.2)sur un ouvert born�e, o�u f est une fonction croissante. Sur l'�equation elliptique, lesch�ema volumes �nis \�a quatre points", pr�esent�e dans le chapitre 2, est utilis�e. Pourdiscr�etiser l'�equation hyperbolique, on utilise un sch�ema d�ecentr�e vers l'amont del'�ecoulement.En utilisant les r�esultats de convergence, pour la solution approch�ee associ�ee �a l'�equa-tion elliptique, du chapitre 2, on montre la convergence de la solution approch�ee asso-ci�ee �a l'�equation hyperbolique vers la solution entropique de (1.2) ainsi que l'existenceet l'unicit�e de cette derni�ere. Pour cela on passe �a la limite dans les �equations discr�eti-s�ees, on montre alors que la solution approch�ee converge au sens non lin�eaire faible ?vers une solution processus entropique, voir [17] (ou une solution entropique �a valeurmesure, voir [12]) de l'�equation hyperbolique. Il reste �a montrer que cette solutionest en fait la solution entropique. Cette �etape, d�evelopp�ee dans [17] dans le cas o�u
 = IRd, se g�en�eralise au probl�eme consid�er�e ici malgr�e la di�cult�e suppl�ementaireintroduite par les conditions aux limites.De plus, en supposant la condition initiale �a variations born�ees, on �etablit, commececi est fait dans [15] dans le cas o�u 
 = IRd, une estimation d'erreur en norme L1,de l'ordre de h1=4 o�u h d�e�nit la taille du maillage. La di��erence essentielle entre [15]



13et ce travail provient des termes de bord qu'il faut contrôler, ceci est fait �a l'aide dela prise en compte des termes de bord l�a o�u le 
ux est \sortant" dans la formulationentropique.Ce chapitre est publi�e sous la forme d'un acte de congr�es avec comit�e de lecture (voir[42]).Dans le chapitre 6, on s'int�eresse �a une �equation hyperbolique non lin�eaire, de laforme suivante : ut + div�v f(u)�= 0sur un ouvert born�e, avec des conditions aux limites et une condition initiale, o�u vest une fonction vectorielle et f une fonction scalaire.On discr�etise ce probl�eme �a l'aide d'un sch�ema volumes �nis �a 
ux monotone, dontles exemples les plus classiques sont le sch�ema �a d�ecomposition de 
ux et le sch�emade Godunov 1-D par interface.On montre alors deux r�esultats. Le premier concerne le cas o�u f est croissante. Ensupposant les conditions aux limites et initiales dans L1, on �etablit la convergence dela solution approch�ee, donn�ee par le sch�ema, vers la solution entropique du probl�eme.Ce r�esultat donne �egalement l'existence et l'unicit�e de la solution entropique. Latechnique employ�ee est di��erente de celle utilis�ee dans le chapitre 5, elle permet demontrer la convergence de la solution approch�ee. même si v(x; t) 6= rP (x) et permetd'�eviter certaines hypoth�eses techniques n�ecessaires au chapitre pr�ec�edent. Toutefoison n'a pas dans ce cas d'estimations d'erreur.Le deuxi�eme r�esultat concerne f quelconque. On suppose dans ce cas les conditionsinitiales et aux limites plus r�eguli�eres que dans le cas f croissante a�n d'avoir l'exis-tence et l'unicit�e de la solution entropique, qui est �a variations born�ees (r�esultatdonn�e dans [2]). On montre alors la convergence de la solution approch�ee, donn�ee parle sch�ema num�erique, vers cette solution entropique.Pour �etablir ces deux r�esultats, on montre tout d'abord des estimations sur la solutionapproch�ee. La premi�ere est une estimation L1. Elle permet d'avoir de la \compacit�enon lin�eaire faible ?".La deuxi�eme estimation, dite estimation \BV faible", est une estimation faible sur lesvariations en temps et en espace de la solution approch�ee. On utilise pour cela unetechnique introduite dans [15], on doit toutefois traiter en plus les termes de bordabsents dans [15] puisque les auteurs s'int�eressent �a un probl�eme sans condition auxlimites (i.e. dans IRd � IR+).En�n la troisi�eme estimation est une estimation continue d'entropie. On montre quela solution approch�ee v�eri�e une in�egalit�e d'entropie similaire �a celle v�eri��ee par lasolution entropique avec en plus des termes d'erreur. Comme dans [15], ces termesd'erreurs s'expriment sous la forme de mesures que l'on peut contrôler �a l'aide del'estimation \BV faible".



14 IntroductionPour montrer la convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e vers la solutionentropique de l'�equation, on passe �a la limite dans l'in�egalit�e d'entropie continuev�eri��ee par la solution approch�ee. On montre alors que la solution approch�ee convergeau sens non lin�eaire faible ? vers une solution processus entropique (ou une solutionentropique �a valeur mesure) de l'�equation hyperbolique. On utilise dans cette �etapeune technique introduite dans [3] a�n de retrouver les \bons" termes de bords. Onmontre alors que cette solution est en fait la solution entropique. Pour cela, on proc�edecomme dans [34], o�u l'auteur s'int�eresse �a l'�equation ut + div(F (u)) = 0, o�u F ned�epend de x et t qu'�a travers u et montre que la solution �a valeurs mesure de ceprobl�eme est unique. Cette �etape n�ecessite de supposer u �a variations born�ees.Dans le cas o�u f est croissante, on montre de plus qu'il n'est pas n�ecessaire de supposeru �a variations born�ees.



2. Sch�emas volumes �nis pour un syst�emeelliptique - hyperbolique lin�eaire avec unecondition aux limites de type Neumann
On se propose dans ce chapitre d'�etudier la convergence d'un sch�ema volumes �nispour un syst�eme coupl�e elliptique - hyperbolique lin�eaire.Ce chapitre, hormis les estimations d'erreur en norme Lr de la section 2.3.3 page 35,est publi�e dans M2AN, voir [41].La condition aux limites du probl�eme elliptique consid�er�e est de type Neumann et onsuppose la solution P r�eguli�ere (C2), une extension de ces r�esultats au cas o�u P estseulement H2 est possible comme nous le verrons dans le chapitre 3.L'�equation hyperbolique consid�er�ee est lin�eaire, et on suppose la solution faible duprobl�eme u dans L1. L'�equation �etant lin�eaire la solution faible est unique ; il n'estdonc pas n�ecessaire de consid�erer les in�egalit�es d'entropie.Pour discr�etiser ces �equations, un sch�ema de type volumes �nis est utilis�e, puis lesr�esultats pr�esent�es par R. Eymard et T. Gallou�et dans [14] et R. Herbin dans [23] sontg�en�eralis�es. En e�et, le syst�eme consid�er�e dans [14] est le même que celui pr�esent�e icimais les auteurs utilisent un sch�ema coupl�e �el�ements �nis-volumes �nis ; les inconnuesdicr�etes sont ainsi localis�ees aux sommets des mailles alors qu'ici elles sont localis�eesaux centres des cellules. Pour ce sch�ema, ils montrent un r�esultat de convergencevers la solution du syst�eme consid�er�e. Le sch�ema utilis�e sur la pression est un sch�ema�el�ements �nis, ainsi la convergence de la solution approch�ee associ�ee �a l'�equation el-liptique r�esulte des travaux sur les �el�ements �nis. Ici, on utilise un sch�ema volumes�nis sur la pression, alors la d�emonstration de la convergence est donn�ee en g�en�era-lisant les r�esultats de [23]. On montre des estimations d'erreur en norme H1 discr�etede l'ordre de h, o�u h d�e�nit la taille du maillage. L'une des di��erences essentiellesprovient des conditions aux limites, puisque dans [23] la condition est de type Diri-chlet alors qu'ici on consid�ere une condition de Neumann. Les estimations sont doncchang�ees par les termes de bords. En particulier, pour �etablir les estimations d'erreursur P , il est n�ecessaire de montrer une in�egalit�e de Poincar�e Wirtinger discr�ete, ainsiil faut compter le nombre de mailles, qui sont \apr�es" une maille donn�ee, dans toutesles directions, alors que dans [23] une seule direction su�t pour �etablir une in�egalit�ede Poincar�e dans H10 discret.



16 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...De plus, dans [23] toutes les mailles doivent avoir une mesure du même ordre, alorsqu'ici les d�eformations de mailles sont permises, la convergence se fait alors �a la vitessede la taille de la plus grande maille.Pour l'�equation hyperbolique, un sch�ema volumes �nis d�ecentr�e vers l'amont del'�ecoulement est utilis�e, puis, sous une condition de stabilit�e, la convergence de lasolution approch�ee vers la solution de l'�equation hyperbolique est montr�ee. Pourmontrer ce r�esultat, on a besoin d'une estimation sur la variation de la solution ap-proch�ee, ceci utilise une estimation sur la norme H1 discr�ete de la solution approch�eede l'�equation elliptique, ce r�esultat dans [14] est donn�e par les travaux sur les �el�ements�nis.Des essais num�eriques sur la comparaison entre un sch�ema �el�ements �nis et unsch�ema volumes �nis, r�ealis�es dans [18] pour un probl�eme de conduction, et dans[24] pour un probl�eme de di�usion-convection, ont montr�e que l'approximation des
ux est meilleure pour le sch�ema volumes �nis. De plus, une comparaison, entre lesch�ema pr�esent�e ici et le sch�ema coupl�e de R. Eymard et T. Gallou�et, a aussi �et�efaite dans [18] sur un syst�eme plus g�en�eral que (2.1)-(2.5), o�u (2.1) est chang�ee pardiv�f(u(x; t))rP (x)�= 0, x 2 
, t 2 IR+. Les tests num�eriques montrent que lesch�ema present�e ici donne de meilleurs r�esultats que le sch�ema coupl�e. D'autres au-teurs se sont int�eress�es aux sch�emas volumes �nis sur des maillages triangulaires, voirpar exemple [37]. Dans [37], les r�esultats sont restreints �a des mailles particuli�eres,alors qu'ici, comme il a d�ej�a �et�e remarqu�e, les hypoth�eses sont plus g�en�erales.Plus r�ecemment R. Eymard, T. Gallou�et et R. Herbin ont montr�e, dans [16], quesi la solution exacte P du probl�eme elliptique �etait seulement H1(
), la solutionapproch�ee, donn�ee par un sch�ema volumes �nis, converge en norme L2(
) vers lasolution exacte.2.1 Pr�esentation du probl�emeLe probl�eme est le suivant : soit 
 un ouvert born�e polygonal connexe de IR2, on note@
 le bord de 
. On consid�ere alors le probl�eme d�e�ni par :�P (x) = 0; x 2 
;(2.1) ut(x; t)� div�u(x; t) rP (x)�= 0; x 2 
; t 2 IR+;(2.2)avec les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :rP (� ):n(� ) = g(� ); � 2 @
;(2.3) u(�; t) = u(�; t); � 2 @
+; t 2 IR+;(2.4) u(x; 0) = u0(x); x 2 
;(2.5)o�u n est la normale unitaire �a @
 ext�erieure �a 
 et o�u @
+ = f� 2 @
 ; g(� ) > 0g.



2.2 Discr�etisation 17On fait les hypoth�eses suivantes :8>>>>><>>>>>: g 2 L1(@
) v�eri�ant la relation de compatibilit�e :Z@
 g(� ) d� = 0; et telle que P solution de (2.1) et (2.3) soit C2(
):u0 2 L1(
) et u 2 L1(@
+ � IR+):(2.6)On cherche �a d�eterminer P dans C2(
) solution classique de (2.1), (2.3) et u dansL1(
� IR+) solution de (2.2), (2.4), (2.5) dans le sens faible suivant :Z
 ZIR+ u(x; t)'t(x; t) dx dt� Z
 ZIR+ u(x; t)rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx + Z@
+ ZIR+ u(�; t)'(�; t) g(� ) d� dt = 0pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+) avec 
+ = 
 [ @
+.Il est �a noter que les fonctions tests ' sont nulles sur @
� = f� 2 @
 ; g(� ) � 0gmais pas n�ecessairement sur @
+.2.2 Discr�etisationAvant de discr�etiser les �equations elliptique et hyperbolique, on commence par donnerles hypoth�eses sur le maillage.2.2.1 Hypoth�eses sur le maillageSoit T un maillage de 
. Soit p 2 T , on note hp le diam�etre de p, N(p) l'ensembledes voisins de p et �pq l'interface entre les mailles p et q. On suppose que T v�eri�eles hypoth�eses de r�egularit�e suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� L'intersection entre deux �el�ements de T est soit un point soit un segment,ce segment est alors un côt�e de chacune des deux mailles consid�er�ees.� Il existe une famille de points (xp)p2T telle que pour tout p 2 T ; xp 2 pet pour tout p 2 T et tout q 2 N(p); [xp; xq] est orthogonal �a �pq et[xp; xq] \ �pq 6= �:� Il existe � > 0 tel que pour tout p 2 T : d(xp; @p) � � hp� Il existe �1 > 0 tel que pour tout p 2 T et tout côt�e a de p :�1 hp � l(a) � hp(2.7)



18 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...o�u d(:; :) est la �stance Euclidienne de IR2 et l(a) est la longueur de a.On note alors h = maxp2T hp.Remarque 2.11. On peut consid�erer di��erents types de maillage. Par exemple des maillagesconstitu�es de rectangles ou de triangles. Un autre exemple classique est celuidu maillage de Vorono�� qui consiste �a se donner un ensemble de sommets (quideviendront les centres de mailles) puis �a reconstruire les mailles en prenantcertaines m�ediatrices des segments joignant les sommets. Ce maillage a�ecte �aun sommet tous les points situ�es plus pr�es de lui que des autres sommets.2. Dans le cas des triangles, pour que les deux derni�eres conditions soient v�eri��ees,il faut et il su�t qu'il existe �2 > 0 tel que, pour tout triangle du maillage ettout angle � de ce triangle : �2 � � � �2 � �23. Dans le cas des rectangles pour que les deux derni�eres conditions soit v�eri��ees,il faut et il su�t qu'il existe �2 > 0 tel que pour tout rectangle p du maillage,si l'on note lp la largeur de p et Lp sa longueur, alors :lp � �2 LpQuelques notations seront utiles pour d�ecrire le sch�ema num�erique :NOTATIONSText l'ensemble des mailles de T dont l'intersection avec @
 est non vide,Aext l'ensemble des côt�es du maillage qui sont inclus dans @
,Aint l'ensemble des côt�es du maillage qui sont dans 
,g+(� ) = max(g(� ); 0) et g�(� ) = (�g)+(� ) 8 � 2 @
.Pour tout p 2 T , on note :m(p) l'aire de p,l(a) la longueur de a côt�e de p,np la normale �a @p ext�erieure �a p,N(p) l'ensemble des voisins de p,Aext(p), l'ensemble des côt�es de p situ�es dans le bord de 
.



2.2 Discr�etisation 19Pour tout q 2 N(p), on note :�pq = @p \ @q,dpq = d(xp; xq), o�u d(�; �) , est la distance euclidienne de IR2,xpq le centre de �pq,npq la normale unitaire �a �pq dirig�ee de p vers q.Pour tout a 2 Aext(p), on note :g+a = 1l(a) Za g+(� ) d� ,g�a = 1l(a) Za g�(� ) d� ,ga = g+a � g�a = 1l(a) Za g(� ) d� .2.2.2 Discr�etisation de l'�equation elliptiqueLa solution approch�ee est constante par maille, elle est d�e�nie par :PT (x) = Pp si x 2 p; p 2 T :(2.8)Pour discr�etiser (2.1), on utilise un sch�ema volumes �nis ; le principe des sch�emasvolumes �nis (voir [16]) est d'associer �a chaque inconnue discr�ete Pp une �equation enint�egrant l'�equation continue sur le volume de contrôle associ�e �a l'inconnue consid�er�ee,ici la maille p. Ainsi, d'apr�es la formule de Green, on a :Z@prP (� ):np(� ) d� = Xq2N(p)Z�pq rP (� ):npq d� + Xa2Aext(p) ZarP (� ):n(� ) d� = 0Il faut alors discr�etiser le 
ux exact d�e�ni sur chaque interface �pq par :F p;q = 1l(�pq) Z�pq rP (� ):npq d�On approche ce 
ux exact par un 
ux approch�e, not�e Fp;q.A�n d'assurer la convergence du sch�ema, deux propri�et�es sont fondamentales :1. La premi�ere est une propri�et�e de conservativit�e, c'est �a dire :Fp;q = �Fq;p;2. la deuxi�eme est une propri�et�e de consistance des 
ux. Fp;q doit être une approxi-mation consistante de F p;q. Cette propri�et�e sera d�e�nie plus en d�etails dans lelemme 2.1.



20 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...L'�equation discr�etis�ee s'obtient alors en approchant le 
ux de P �a travers l'interfaceentre p et q par : Fp;q = Pq � PpdpqAinsi on a : Xq2N(p) l(�pq) Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p) l(a)ga = 0 pour tout p 2 T(2.9)avec la conventionX� = 0.On peut remarquer que sur la fronti�ere du domaine l'approximation du 
ux est exact.2.2.3 Discr�etisation de l'�equation hyperboliqueAvant de discr�etiser (2.2), on doit d�e�nir le pas de temps k. Soit donc T un maillagede 
 qui satisfait les hypoth�eses (2.7) et � 2 ]0; 1[, on choisit k 2 IR�+ qui satisfait lacondition suivante :km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA � 1 � � pour tout p 2 T :(2.10)On note alors tn = nk pour tout n 2 IN .On discr�etise tout d'abord la condition initiale et la condition aux limites. On d�e�nitu0p, pour tout p 2 T , par : u0p = 1m(p) Zp u0(x) dx(2.11)et una , pour tout a 2 Aext et tout n 2 IN , par :una = 1k l(a) Z tn+1tn Za u(�; t) d� dt(2.12)o�u u est prolong�ee par 0 �a �@
 n @
+��IR+.On approche alors u par uT ;k avec :uT ;k(x; t) = unp si x 2 p; p 2 T , et t 2 [tn; tn+1[; n 2 IN:(2.13)



2.2 Discr�etisation 21Pour discr�etiser (2.2), on utilise un sch�ema d'Euler explicite en temps, qui peut êtrevu comme l'int�egration de (2.2) sur un pas de temps. De plus comme pour l'�equationelliptique, on int�egre �egalement l'�equation sur chaque maille, on obtient :Zp u(x; tn+1)� u(x; tn)k dx� Z tn+1tn Z@p u(�; t) rP (� ):np d� dt = 0pour tout p 2 T et tout n 2 INOn a alors pour tout p 2 T et tout n 2 IN :Z@p u(�; t) rP (� ):np d� dt = Xq2N(p)Z�pq u(�; t) rP (� ):npq d� dt+ Xa2Aext(p) Za u(�; t) rP (� ):np d� dt:On approche le 
ux de P �a travers l'interface entre p et q par le 
ux Fp;q d�e�ni dans leparagraphe pr�ec�edent. Puis on choisit comme valeur de u aux interfaces des mailles,ainsi qu'au bord, une valeur discr�ete d�ecentr�ee vers l'amont de l'�ecoulement. Alors,l'�equation discretis�ee est donn�ee par :m(p) (un+1p �unp)�k Xq2N(p)unpq l(�pq) Pq � Ppdpq �k Xa2Aext(p) l(a) �una g+a �unp g�a �= 0(2.14)pour tout p 2 T et tout n 2 IN et o�u :unpq = 8>><>>: unp si Pp > Pq;unq sinon.Il sera plus facile de travailler, non pas sur (2.14), mais sur la formulation �equivalentesuivante :m(p) (un+1p �unp)+k Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) �unp�unq� Pq � Ppdpq +k Xa2Aext(p) l(a) �unp�una� g+a = 0pour tout p 2 T et tout n 2 IN ;(2:15)obtenue en remarquant qu'en utilisant le sch�ema sur l'�equation elliptique (2.9) :� Xq2N(p)Pq<Pp unp l(�pq) Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p)unp l(a) g�a = Xq2N(p)Pq>Pp unp l(�pq) Pq � Ppdpq+ Xa2Aext(p)unp l(a) g+apour tout p 2 T et tout n 2 IN .



22 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptiqueOn montre tout d'abord dans cette section l'existence et l'unicit�e �a une constante pr�esde la solution du sch�ema num�erique sur l'�equation elliptique (2.9). On �etablit alors laconvergence du sch�ema en montrant une estimation d'erreur en norme H1 discr�ete.En�n, on montre des estimations d'erreur en norme Lr pour tout 1 � r � +1.2.3.1 Existence et unicit�e de la pression approch�eeProposition 2.1 Soit 
 un ouvert born�e, polygonal et connexe de IR2. Soit T unmaillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7). Soit g 2 L1(@
) tel que Z@
 g(� ) d� = 0.Alors il existe une solution PT de (2.8) et (2.9), unique �a une constante pr�es.D�emonstration de la proposition 2.1On s'int�eresse tout d'abord au noyau de l'application lin�eaire d�e�nie par (2.9).Soit donc PT satisfaisant (2.8) et (2.9), on suppose queXa2Aext(p) l(a) ga = 0 8 p 2 T(2.16)et on va montrer que : Pp = Pq 8 p; q 2 T :Soit p0 2 T tel que Pp0 = minp2T Pp, d'apr�es le sch�ema sur l'�equation elliptique (2.9) et(2.16), on a : Xq2N(p0) l(�p0q) Pq � Pp0dp0q = 0et donc : Pq = Pp0 8 q 2 N(p0)Comme 
 est connexe, on obtient :Pp = Pq 8 p; q 2 T :(2.17)Ainsi le noyau de l'application lin�eaire d�e�nie par (2.9) est de dimension 1.Int�eressons nous alors �a l'image de cette application. Pour cela, supposons qu'il existePT satisfaisant (2.8) et (2.9) et sommons ces �equations on obtient :Xp2T Xa2Aext(p) l(a) ga = Z@
 g(� ) d� = 0



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 23Comme le noyau est de dimension 1, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, l'image de ce syst�emelin�eaire est l'ensemble des B 2 IRL, B = t(b1; b2; : : : ; bL) tels que LXj=1 bj = 0, o�uL = card(T ).Comme LXj=1 bj = Z@
 g(� ) d� = 0, il existe une solution PT de (2.8) et (2.9), et d'apr�es(2.17), elle est unique �a une constante pr�es.Ce qui termine la d�emonstration de la proposition 2.1.2.3.2 Estimation d'erreur en norme H1 discr�eteTh�eor�eme 2.1 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7). Soit g 2L1(@
), on note P (�) la solution de (2.1), (2.3) telle que Z
 P (x) dx = 0. On sup-pose g telle que P est dans C2(
). Soit PT satisfaisant (2.8) et (2.9) et telle quePp2T m(p)Pp = Pp2T m(p)P (xp) o�u xp est d�e�ni en (2.7). On d�e�nit l'erreur sur lamaille p par ep = Pp � P (xp) pour tout p 2 T .Alors il existe C, ne d�ependant que de �, �1, 
 et des d�eriv�ees secondes de P , telleque :  Xp2T Xq2N(p) (eq � ep)2dpq l(�pq)!1=2� C h(2.18)et  Xp2T m(p) jepj2!1=2� C h(2.19)Remarque 2.2 Remarquons que la premi�ere estimation peut être interpr�et�ee commeune estimation d'erreur en norme H10 (
) discr�ete. En e�et, le gradient discret del'erreur est d�e�ni sur chaque côt�e �pq par eq � epdpq , et donc peut être vu comme unefonction constante sur chaque maille duale Vpq = V+pq [V�pq qui est le quadrangle dontles sommets sont xp, xq et les deux sommets de �pq, voir �gure 2.1.Or m�Vpq�= 12 l(�pq) dpq, ainsi :Xp2T Xq2N(p) eq � epdpq !2 l(�pq) dpqest bien la norme L2(
) de la fonction constante sur chaque maille Vpq �egale �a eq � epdpq .La deuxi�eme estimation d'erreur �etant en norme L2(
), ce th�eor�eme donne bien uneestimation en norme H1(
) discr�ete.



24 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...
Vpqxp �pqq xq V�pqV+pq p
Fig. 2.1 - maillage dualA�n de d�emontrer ce r�esultat, on commence par �etablir la consistance du sch�ema ausens volumes �nis (voir [16]), et donc par d�e�nir l'erreur de consistance sur les 
ux.D�e�nition de l'erreur de consistance sur les 
uxComme il a d�ej�a �et�e remarqu�e dans la section 2.2.2, les 
ux sont exacts sur le borddu domaine, on ne d�e�nit donc l'erreur de consistance qu'aux interfaces des maillesc'est �a dire sur les côt�es int�erieurs au domaine.Soit p 2 T et q 2 N(p), le 
ux exact sur le côt�e �pq dans la direction de p vers q est :F p;q(P ) = 1l(�pq) Z�pq rP (� ):np;q(� ) d�et le 
ux approch�e sur le côt�e �pq dans la même direction est :Fp;q(P ) = Pq � PpdpqOn d�e�nit l'erreur de consistance sur le 
ux de pression, not�ee Rp;q(P ), sur le côt�e�pq pour tout p 2 T et tout q 2 N(p), par :Rp;q(P ) = F p;q(P )� P (xq)� P (xp)dpqOn peut remarquer que la conservativit�e des 
ux exacts et approch�es implique :Rp;q(P ) = �Rq;p(P )On montre alors le r�esultat suivant qui �etablit la consistance du sch�ema au sensvolumes �nis, c'est �a dire la consistance des 
ux :Lemme 2.1 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7).



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 25Soit g 2 L1(@
), on note P (�) la solution de (2.1), (2.3) telle que Z
 P (x) dx = 0.On suppose g telle que P est dans C2(
).Alors, il existe C, ne d�ependant que de �, �1 et des d�eriv�ees secondes de P , telle que :jRp;q(P )j � C h 8 p 2 T et 8 q 2 N(p)Preuve du lemme 2.1En utilisant un d�eveloppement de Taylor, on montre qu'il existe C1 > 0 et C2 > 0 ned�ependant que de �, �1 et des d�eriv�ees secondes de P telles que :jRp;q(P )j � ����� 1l(�pq) Z�pqrP:np;q d� �rP (xpq):np�����+�����rP (xpq):np;q � P (xq)� P (xp)dpq ������ C1:h+ C2:hD�emonstration du th�eor�eme 2.1On montre alors le premier r�esultat du th�eor�eme 2.1, i.e. l'estimation d'erreur ennorme H10 discr�ete.D�emonstration de l'estimation d'erreur en norme H10 discr�ete : (2.18)En int�egrant l'�equation (2.1) sur p 2 T et en utilisant la formule de Green, il vient :Xq2N(p) l(�pq) F p;q(P ) + Xa2Aext(p) l(a) ga = 0(2.20)On soustrait le sch�ema sur l'�equation elliptique (2.9) �a (2.20), on multiplie par ep, eton somme sur p 2 T , on obtient :Xp2T Xq2N(p)Rp;q(P ) l(�pq) ep �Xp2T Xq2N(p) l(�pq) eq � epdpq ep = 0alors en utilisant la conservativit�e des 
ux exacts et approch�es, on a :12 Xp2T Xq2N(p) l(�pq) �eq � ep�2dpq = 12 Xp2T Xq2N(p)Rp;q(P ) l(�pq) �eq � ep�et donc d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :0B@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) �eq � ep�2dpq 1CA1=2 � 0@Xp2T Xq2N(p)Rp;q(P )2 l(�pq) dpq1A1=2



26 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...On conclut en utilisant le lemme 2.1 et en remarquant que :Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq = 2Xp2T Xq2N(p)m(Vpq) = 2m(
)(2.21)on obtient : 0B@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) �eq � ep�2dpq 1CA1=2 � C hq2m(
)o�u m(
) est l'aire de 
 et o�u C ne d�epend que de �, �1 et des d�eriv�ees secondes deP .On termine alors la d�emonstration du th�eor�eme 2.1 en �etablissant la deuxi�eme esti-mation de ce dernier, i.e. l'estimation d'erreur en norme L2(
).D�emonstration de l'estimation d'erreur en norme L2(
) : (2.19)Cette estimation d'erreur est montr�ee en utilisant une in�egalit�e de Poincar�e-Wirtingerdiscr�ete, i.e. le r�esultat suivant :Lemme 2.2 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7). Soit e unefonction constante par maille sur T , i.e. e(x) = ep pour tout x 2 p, p 2 T .Il existe C > 0, ne d�ependant que de 
, telle que :Z
���e(x)�moy
(e)���2 dx � C Xp2T Xq2N(p) jeq � epj2dpq l(�pq)(2.22)o�u moy
(e) = 1m(
) Z
 e(x) dx = 1m(
) Xp2T m(p) ep,Ce r�esultat sera montr�e en quatre �etapes. Dans la premi�ere �etape on l'�etablit surun carr�e, dans la deuxi�eme on le montre sur un triangle rectangle. On l'�etend �a untriangle quelconque dans la troisi�eme �etape, en�n dans la derni�ere �etape, on termineen montrant cette propri�et�e sur une union �nie de triangles.Etape 1 :Soit C un carr�e inclus dans 
 et D1 et D2 les deux directions d�e�nies par C, voir�gure 2.2.On note d = jb� cj et on suppose d � 2h. On choisit comme syst�eme de coordonn�eesle syst�eme d�e�ni par un point quelconque de IR2 et les deux directions D1 et D2.On d�e�nit Aint;C l'ensemble des côt�es a de Aint tels que a \ C 6= �.Pour tout a 2 Aint, on note :{ 'a(x; z) pour tout x; z 2 IR2, la fonction qui vaut 1 si le segment [x; z] coupe aen un point, 0 sinon.



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 27
cb Cb cD2
D1CDBAFig. 2.2 -{ pa;+ et pa;� les deux mailles situ�ees de part et d'autre de a,{ ea;+ et ea;� les valeurs de e sur les mailles pa;+ et pa;�,{ da la distance entre xpa;+ et xpa;�, o�u xpa;+ et xpa;� sont d�e�nis en (2.7){ �a;1 l'angle entre a et D1 tel que �a;1 2 [0; �=2]Soient p et q dans T tels que p \ C 6= � et q \ C 6= �. Soient x = (x1; x2) 2 p \ C ety = (y1; y2) 2 q \ C. On int�egre alors le long d'un chemin joignant (x1; x2) �a (y1; y2),voir �gure 2.3. D2 (x1; x2) D1(x1; y2) (y1; y2)Fig. 2.3 -Alors, on a :���e(x)� e(y)���= ���ep � eq���� Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j 'a�(x1; x2); (x1; y2)�



28 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...+ Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j 'a�(x1; y2); (y1; y2)�p.p. y 2 C \ 
, 8 x 2 C \ 
.En int�egrant sur C \ 
 par rapport �a y, on obtient pour tout x 2 C \ 
 :d2 ���ep �moyC(e)���� d2 Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j 'a�(x1; b); (x1; c)�+d Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j Z cb 'a�(b; y2); (c; y2)� dy2o�u moyC(e) = 1m(C) ZC e(x) dx = 1m(C) Xp2T m(p \ C) ep.Remarquons alors que pour a 2 Aint;C �x�e l'ensemble des points y2 2 [b; c], tels que'a�(b; y2); (c; y2)�6= 0, est la projection de a sur D2 et donc un segment de longueurl(a) sin �a;1. Ainsi :d jep �moyC(e)j � d Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j 'a�(x1; b); (x1; c)�+ Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j l(a) sin �a;1En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on obtient :d2 jep �moyC(e)j2 � 20@ Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da l(a)1A0@ Xa2Aint;C l(a) da sin �a;11A+2 d2 0@ Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da cos �a;1 'a�(x1; b); (x1; c)�1A0@ Xa2Aint;C da cos �a;1'a�(x1; b); (x1; c)�1Aet donc :d2 jep �moyC(e)j2 � 4 �d+ 2h�20@ Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da l(a)1A+2 d2�d+ 2h�0@ Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da cos �a;1 'a�(x1; b); (x1; c)�1AOn int�egre alors par rapport �a x1 sur [b; c] et on obtient :Xp2T l �p \ h(b; x2); (c; x2)i� jep �moyC(e)j2 � 20 d Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da l(a)pour tout x2 2 [b; c]:(2:23)



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 29De la même fa�con, on montre :Xp2T l �p \ h(x1; b); (x1; c)i� jep �moyC(e)j2 � 20 d Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da l(a)pour tout x1 2 [b; c]:(2:24)Ces deux in�equations vont nous permettre de passer �a une union �nie de trianglesdans la derni�ere �etape.On conclut cette �etape en int�egrant (2.23) par rapport �a x2 2 [b; c] ou (2.24) parrapport �a x1 2 [b; c], il vient :Xp2T m(p \ C) jep �moyC(e)j2 � 20 d2 Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da l(a)(2.25)Etape 2 :Dans cette �etape on montre l'in�egalit�e (2.25) sur un triangle rectangle not�e T , ainsique des in�egalit�es similaires �a (2.23) et (2.24). On note H l'hypoth�enuse de T et I etJ les deux autres côt�es de T .On utilise la sym�etrie orthogonale par rapport �a l'hypoth�enuse H de T . On construite constant par morceaux sur C de la fa�con suivante :e(x) = ep si x appartient �a p \ T ou x appartient au sym�etrique orthogonal de p \ Tpar rapport �a l'hypoth�enuse de T , voir �gure 2.4.On est donc ramen�e au probl�eme de l'�etape 1, on obtient :Xp2T l�p \ I� jep �moyC(e)j2 � C Xa2Aint;C jea;+ � ea;�j2da l(a)= 2C Xa2Aint;T jea;+ � ea;�j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T .Remarquons alors que :moyC(e) = 1m(C) ZC e(x) dx = 12m(T ) ZT 2 e(x) dx = moyT (e)Donc d'apr�es (2.24) :Xp2T l�p \ I� jep �moyT (e)j2 � 2C Xa2Aint;T jea;+ � ea;�j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T .De même d'apr�es (2.23) :Xp2T l�p \ J� jep �moyT (e)j2 � 2C Xa2Aint;T jea;+ � ea;�j2da l(a)
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CT x1
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I p vp
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Fig. 2.4 -et d'apr�es (2.25) :Xp2T m(p \ T ) jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;+ � ea;�j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T .A�n d'obtenir l'estimation sur H, on proc�ede de la même fa�con en e�ectuant deuxsym�etries, une par rapport �a I et l'autre par rapport �a la droite portant J , il vient :Xp2T l�p \H� jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;+ � ea;�j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T . Ce qui termine l'�etape 2.Etape 3 :On �etend ces r�esultats �a un triangle quelconque T inclus dans 
.Pour cela, on d�ecompose T en deux triangles rectangles T1 et T2, voir �gure 2.5.



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 31I1 I2I1;2 H2H1 T2T1 Fig. 2.5 -On note H1 et H2 les deux côt�es de T inclus respectivement dans T 1 et T 2, et I lecôt�e de T ayant une partie dans T 1, que l'on note I1, et une partie dans T 2, que l'onnote I2. De plus, on note I1;2 l'interface entre T1 et T2.Remarquons que, commemoyT (e) = m(T1)moyT1(e) +m(T2)moyT2(e)m(T )on peut �ecrire :Xp2T m(p \ T1) jep �moyT (e)j2 � 2 0@Xp2T m(p \ T1) ���ep �moyT1(e)���2+m(T1) m(T2)m(T ) ���moyT2(e)�moyT1(e)���2!(2:26)D'apr�es l'�etape 3 on a :Xp2T m(p \ T1) ���ep �moyT1(e)���2 � C Xa2Aint;T1 jea;� � ea;+j2da l(a)(2.27)o�u C ne d�epend que de T1.Il ne reste donc plus qu'�a estimer la di��erence entre moyT2(e) et moyT1(e).Soit x = (x1; x2) 2 I1;2, alors :���moyT2(e)�moyT1(e)���2 � 2����e(x1; x2)�moyT2(e)���2 + ���e(x1; x2)�moyT1(e)���2�En int�egrant sur I1;2, il vient :l(I1;2) ���moyT2(e)�moyT1(e)���2 � 2 0@Xp2T l�p \ I1;2� ���ep �moyT1(e)���2+Xp2T l�p \ I1;2� ���ep �moyT2(e)���21A



32 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...D'apr�es l'�etape pr�ec�edente, on a :Xp2T l�p \ I1;2� ���ep �moyT1(e)���2 � C1 Xa2Aint;T1 jea;+ � ea;�j2da l(a)et Xp2T l�p \ I1;2� ���ep �moyT2(e)���2 � C2 Xa2Aint;T2 jea;+ � ea;�j2da l(a)o�u C1 ne d�epend que de T1 et ou C2 ne d�epend que de T2, donc :l(I1;2) ���moyT2(e)�moyT1(e)���2 � C 0@ Xa2Aint;T1 jea;� � ea;+j2da l(a)+ Xa2Aint;T2 jea;� � ea;+j2da l(a)1Ao�u C ne d�epend que de T1 et T2.En reportant ce r�esultat ainsi que (2.27) dans (2.26), on obtient :Xp2T m(p \ T1) jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T1 et T2.De la même fa�con, on montre que :Xp2T m(p \ T2) jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T1 et T2.Et donc : Xp2T m(p \ T ) jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a)(2.28)o�u C ne d�epend que de T1 et T2.De plus, on a :Xp2T l�p \H1� jep �moyT (e)j2 � 20@Xp2T l�p \H1� ���ep �moyT1(e)���2+ l(H1)m(T2)m(T ) ���moyT1(e)�moyT2(e)���!et donc, avec un raisonnement identique, on obtient :Xp2T l�p \H1� jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a)



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 33o�u C ne d�epend que de T1 et T2.De même : Xp2T l�p \H2� jep �moyT (e)j2 � C Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T1 et T2.EtXp2T l�p \ I� jep �moyT (e)j2 = Xp2T hl�p \ I1�+l�p \ I2�i jep �moyT (e)j2� C Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a)o�u C ne d�epend que de T1 et T2. Ceci termine l'�etape 3.Etape 4 :On proc�ede comme dans l'�etape 3, pour l'�etablissement de (2.28), a�n d'�etablir cettederni�ere sur une union �nie de triangles, c'est �a dire sur n'importe quel polygonede IR2.Ainsi : Xp2T m(p) jep �moy
(e)j2 � m(T )C Xa2Aint jea;� � ea;+j2da l(a)(2.29)o�u C ne d�epend que du nombre de triangles utilis�es dans la d�ecomposition de 
.Comme : Xa2Aint;T jea;� � ea;+j2da l(a) = 12 Xp2T Xq2N(p) jep � eqj2dpq l(�pq)(2.29) donne l'in�egalit�e de Poincar�e Wirtinger (2.22) annonc�ee dans le lemme 2.2.Ceci termine la d�emonstration de l'estimation d'erreur en norme L2(
) (2.19). Ene�et, on a suppos�e : Xp2T m(p)Pp = Xp2T m(p)P (xp)donc : moy
(e) = 1m(
) Xp2T m(p) ep = 0et donc d'apr�es (2.18) et (2.22), il vient :Xp2T m(p) e2p � C h2



34 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...o�u C ne d�epend que de �, �1, �2, 
 et des d�eriv�ees secondes de P .Remarque 2.3 Une autre d�emonstration de ce r�esultat est possible (communicationpersonnelle de M. Crouzeix). On suppose tout d'abord 
 convexe. On consid�ere alorsu de moyenne nulle et solution du probl�eme suivant :�u(x) = e(x)�moy
(e) x 2 
ru(� ):n(� ) = 0 � 2 @
On a alors :Z
 je(x)�moy
(e)j2 dx = Z
�u(x) (e(x)�moy
(e)) dx = Z
�u(x) e(x)dx= Xp2T ep Zp�u(x) dx = Xp2T Xq2N(p)ep Z�pq ru(� ):npq d�= 12 Xp2T Xq2N(p)(ep � eq) Z�pq ru(� ):npq d�� 12 0@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) (ep � eq)2dpq 1A1=2��0@Xp2T Xq2N(p) dpql(�pq) �����Z�pq ru(� ):npq d� �����21A1=2et comme d'apr�es (2.7) dpql(�pq) � 1�1 , il su�t donc de montrer qu'il existe C telle que :Xp2T Xq2N(p) �����Z�pq ru(� ):npq d� �����2 � C2 Z
 je(x)�moy
(e)j2 dxCeci r�esulte de la r�egularit�e H2(
) et de l'in�egalit�e suivante, que l'on �etablit parpassage �a un triangle de r�ef�erence,�����Z�pq ru(� ):npq d� �����2 � K 0@ZV+pq jru(x)j2 dx+  ZV+pq jD2u(x)j dx!21ACe qui termine la d�emonstration de l'in�egalit�e de Poincar�e Wirtinger discr�ete dansle cas o�u 
 est convexe.Si 
 n'est pas convexe, u est alors la somme d'une fonction r�eguli�ere et de fonctionssinguli�eres que l'on connait explicitement.Une autre d�emonstration simple, et qui de plus a�aiblit les hypoth�eses sur le maillage,est possible dans le cas o�u 
 est convexe, voir [16].



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 352.3.3 Estimation d'erreur en norme Lr pour tout 1 � r � +1On montre dans ce paragraphe le r�esultat suivant :Th�eor�eme 2.2 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7). Soit g 2L1(@
), on note P (�) la solution exacte de (2.1), (2.3) telle que Z
 P (x) dx = 0. Onsuppose de plus g telle que P soit dans C2(
). Soit (Pp)p2T satisfaisant (2.9) et telleque : Xp2T m(p)Pp = Xp2T m(p)P (xp)o�u l'on rappelle que xp est d�e�ni en (2.7). On d�e�nit e l'erreur par e(x) = ep =Pp � P (xp) si x 2 p, p 2 T .Alors, il existe C, ne d�ependant que de �, �1, 
 et des d�eriv�ees secondes de P , telleque : 0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � r C h(2.30)pour tout r tel que 1 � r < +1.De plus si T v�eri�e la propri�et�e suivante :Il existe �3 tel que pour tout p 2 T : m(p) � �3 h2(2.31)Alors, il existe C ne d�ependant que de �, �1, �3 et de 
, telle que :kek1 � C h j ln(h)jpour tout h tel que h � 1�3 exp��12 �.D�emonstration du th�eor�eme 2.2 :On utilise les notations introduites dans la d�emonstration du lemme 2.2 page 26. A�nd'�etablir ce r�esultat on utilise les deux lemmes suivants, que l'on d�emontrera par lasuite :Lemme 2.3 Soit T un maillage quelconque de 
. Soit v une fonction constante parmaille sur T , i.e. v(x) = vp pour tout x 2 p, p 2 T .Alors, il existe C ne d�ependant que de 
, telle que :kvkL2(
) = 0@Xp2T m(p) jvpj21A1=2 � C 24 Xa2Aint���va;+ � va;���� l(a) + Xp2T m(p) jvpj35(2.32)



36 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Lemme 2.4 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7). Soit e unefonction constante par maille sur T , i.e. e(x) = ep pour tout x 2 p, p 2 T .Alors il existe C ne d�ependant que de �, �1 et de 
, telle que :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r 2640@Xp2T Xq2N(p) jeq � epj2dpq l(�pq)1A1=2+0@Xp2T m(p) jepj21A1=2375(2:33)pour tout r tel que 1 � r < +1.On utilise le lemme 2.4 ainsi que l'estimation d'erreur en norme H1(
) discr�ete, onobtient : 0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r ho�u C ne d�epend que de �, �1, 
 et des d�eriv�ees secondes de P .Pour obtenir l'estimation en norme in�nie, on remarque que, d'apr�es l'hypoth�ese(2.31) et l'in�egalit�e (2.33), pour tout r tel que 1 � r < +1 :�1=r3 h2=r kek1 � 0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r ho�u C ne d�epend que de �, �1, 
 et des d�eriv�ees secondes de P .Donc : kek1 � C r ��3 h�1�2=ro�u C ne d�epend que de �, �3 et de 
.Il su�t d'�etudier la fonction r�eelle r 7! f(r) = r ��3 h�1�2=r.Cette fonction atteint son maximum en r = �2 ln(�3 h) d�es que ln(�3 h)� �12 (carr � 1).Donc il existe C ne d�ependant que de �, �1, �3 et de 
 telle quekek1 � C h j lnhjpour tout h tel que h � 1�3 exp��12 �.Ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme 2.2.Remarque 2.4L'estimation (2.32) donne l'injection discr�ete de W 1;1(
) dans L2(
) et l'estimation(2.33) donne l'injection discr�ete de H1(
) dans Lr(
) pour tout r tel que 1 � r <+1.Il reste alors �a d�emontrer les lemmes 2.3 et 2.4.



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 37D�emonstration du lemme 2.3 :Pour cela, on proc�ede en quatre �etapes comme pour l'in�egalit�e de Poincar�e Wirtingerdiscr�ete (lemme 2.2 page 26). On montre tout d'abord le r�esultat sur un carr�e inclusdans 
, puis sur un triangle rectangle. On l'�etend �a un triangle quelconque dansla troisi�eme �etape. En�n on conclut dans la derni�ere �etape sur une union �nie detriangles.Etape 1 :Soit C un carr�e inclus dans 
. On note d = jb� cj et on suppose d � 2h. On choisitcomme syst�eme de coordonn�ees celui d�e�ni par un point quelconque de IR2 et lesdeux directions D1 et D2 d�e�nies par C (voir �gure 2.2 page 27).Soient p et q dans T , tels que p \ C 6= � et q \ C 6= �. Soient x = (x1; x2) 2 p \ C ety = (y1; y2) 2 q \ C.Alors :jv(x)� v(y)j = jvp � vqj � Xa2Aint;C���va;+ � va;����'a�(x1; b); (x1; c)�+ Xa2Aint;C���va;+ � va;����'a�(b; y2); (c; y2)�et jv(x)� v(y)j � Xa2Aint;C���va;+ � va;����'a�(b; x2); (c; x2)�+ Xa2Aint;C���va;+ � va;����'a�(y1; b); (y1; c)�On int�egre ces deux in�equations sur C par rapport �a y, il vient :d2 ���vp �moyC(v)���� Z
���v(x)� v(y)���dy � d2 Xa2Aint;C���va;+ � va;����'a�(x1; b); (x1; c)�+d Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)etd2 ���vp �moyC(v)���� d2 Xa2Aint;C���va;+ � va;����'a�(b; x2); (c; x2)�+d Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)o�u moyC(v) = 1m(C) ZC v(x) dx.On multiplie alors ces deux in�egalit�es entre elles et on int�egre sur C par rapport �a x,on obtient :



38 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Xp2T m(p \ C) ���vp �moyC(v)���2� 0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;����Z cb 'a�(x1; b); (x1; c)� dx11A�0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;����Z cb 'a�(b; x2); (c; x2)� dx21A+0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;����Z cb 'a�(x1; b); (x1; c)�dx11A0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)1A+0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;����Z cb 'a�(b; x2); (c; x2)�dx21A0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)1A+0@ Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)1A2Ainsi, on a :Xp2T m(p \ C) ���vp �moyC(v)���2� 40@ Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)1A2(2.34)On remarque alors que :kvk2L2(C) = Xp2T m(p \ C) jvpj2 � 2 d2 �moyC(v)�2+2 kv �moyC(v)k2L2(C)Ainsi d'apr�es (2.34) :kvk2L2(C) � 2 d2 0@Xp2T m(p \ C) jvpj1A2 + 80@ Xa2Aint;C���va;+ � va;���� l (a \ C)1A2(2.35)Ce qui termine l'�etape 1Etape 2 :Soit T un triangle rectangle inclus dans 
, on suppose que T = (ABD) est la moiti�ede C (voir �gure 2.2 page 27). On construit v constant par morceaux sur C de la fa�consuivante :v(x) = vp si x appartient �a p\T ou x appartient au sym�etrique orthogonale de p\Tpar rapport �a l'hypoth�enuse de T , voir �gure 2.4 page 30.D'apr�es l'�etape pr�ec�edente :ZC jv(x)j2 dx = 2 ZT jv(x)j2 dx � 2 d2 �2 ZT jv(x)j dx�2+80@2 Xa2Aint;T ���va;+ � va;���� l (a \ T )1A2



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 39et donc :ZT jv(x)j2 dx � 4 d2 �ZT jv(x)j dx�2 + 320@ Xa2Aint;T ���va;+ � va;���� l (a \ T )1A2Ce qui termine l'�etape 2.Etape 3 :On �etend ce r�esultat �a un triangle quelconque T inclus dans 
.Pour cela, on d�ecompose T en deux triangles rectangles T1 et T2, voir �gure 2.5.D'apr�es l'�etape pr�ec�edente, on a :ZT1 jv(x)j2 dx � C1 264kvk2L1(T1) + 0@ Xa2Aint;T1 jva;+ � va;�j l(a \ T1)1A2375(2.36)o�u C1 ne d�epend que de T1.Et : ZT2 jv(x)j2 dx � C2 264kvk2L1(T2) + 0@ Xa2Aint;T2 jva;+ � va;�j l(a \ T2)1A2375(2.37)o�u C2 ne d�epend que de T2.Donc :ZT jv(x)j2 dx = ZT1 jv(x)j2 dx+ ZT2 jv(x)j2 dx� C1 264kvk2L1(T1) + 0@ Xa2Aint;T1 jva;+ � va;�j l(a \ T1)1A2375+C2 264kvk2L1(T2) + 0@ Xa2Aint;T2 jva;+ � va;�j l(a \ T2)1A2375Ainsi :ZT jv(x)j2 dx � max(C1; C2) 264kvk2L1(T ) + 0@ Xa2Aint;T jva;+ � va;�j l(a \ T )1A2375o�u C1 ne d�epend que de T1 et C2 que de T2.Ce qui termine l'�etape 3.



40 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Etape 4 :On �etend ce r�esultat �a une union �nie de triangles, et donc �a n'importe quel domainepolygonal de IR2, en utilisant le même raisonnement que dans l'�etape pr�ec�edente.Ceci termine la d�emonstration du lemme 2.3.On va maintenant d�emontrer (2.33) qui donne l'injection discr�ete de H1(
) dansLr(
) pour tout +1 > r � 1 (car on est en dimension 2).D�emonstration du lemme 2.4 :Remarquons tout d'abord que si 2 > r � 1, alors il su�t d'utiliser l'in�egalit�e deH�older :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � m(
)(2�r)=(2r)0@Xp2T m(p) jepj21A1=2� (1 +m(
))1=20@Xp2T m(p) jepj21A1=2(2:38)Montrons alors ce r�esultat lorsque +1 > r > 2.On applique l'estimation (2.32) �a v = jejj�1 e avec j > 1 :0@Xp2T m(p) jepj2 j1A1=2 � C 24 Xa2Aint���jea;+jj�1 ea;+ � jea;�jj�1 ea;���� l(a)+Xp2T m(p) jepjj�1 jepj35o�u C ne d�epend que de 
, et donc :0@Xp2T m(p) jepj2 j1A1=2 � C 24j Xa2Aintmax�jea;+jj�1; jea;�jj�1� ���ea;+ � ea;���� l(a)+Xp2T m(p) jepjj�1 jepj35En utilisant l'in�egalit�e de H�older, on a pour q tel que +1 > q > 1 et q0 tel que1q + 1q0 = 1 :0@Xp2T m(p) jepj2 j1A1=2 � C j 0@ Xa2Aintmax�jea;+jj�1; jea;�jj�1�q l(a) da;�1A1=q��0B@ Xa2Aint ���ea;+ � ea;����q0(da;�)q0�1 l(a)1CA1=q0 + C 0@Xp2T m(p) jepj(j�1) q1A1=q 0@Xp2T m(p)jepjq01A1=q0



2.3 Convergence du sch�ema pour l'�equation elliptique 41o�u da;� = d(xpa;+ ; a) si max�jea;+jj�1; jea;�jj�1�= jea;+jj�1 et d(xpa;�; a) sinon. Onrappelle que pa;+ et pa;� sont les deux mailles situ�ees de part et d'autre de a 2 Aint.Comme : Xa2Aintmax�jea;+jj�1; jea;�jj�1�q l(a) da;� � 2Xp2T e(j�1) qp m(p)on a :0@Xp2T m(p) jepj2 j1A1=2 � C 0@Xp2T e(j�1) qp m(p)1A1=q 26642 j 0B@ Xa2Aint ���ea;+ � ea;����q0(da;�)q0�1 l(a)1CA1=q0+0@Xp2T m(p) jepjq01A1=q0375o�u C ne d�epend que de 
.On choisit j tel que 2 j = r, on a donc bien j > 1 puisque r > 2, de plus on pose(j � 1) q = 2 j donc q = 2 jj � 1 > 2, on a alors 12 � 1q = 1r , et :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r0B@ Xa2Aint ���ea;+ � ea;����q0(da;�)q0�1 l(a)1CA1=q0 + C 0@Xp2T m(p) jepjq01A1=q0On utilise �a nouveau l'in�egalit�e de H�older avec s = 2q0 et donc s0 = 22 � q0 , il vient,pour tout r > 2 :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C 0@Xp2T m(p) jepjq0 s1A1=(q0 s) 0@Xp2T m(p)1A1=(q0 s0)+C r0B@ Xa2Aint ���ea;+ � ea;����q0 s(da;�) l(a)1CA1=(q0 s)0@ Xa2Aint l(a) ds0(1�q0+ 1s)a;� 1A1=(q0 s0)on a q0 s = 2 donc 1 � q0 + 1s = 2� q02 = 1s0 et 1q0 s0 = 2� q02 q0 = 1r , donc :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r �m(
)�1=r26640B@ Xa2Aint ���ea;+ � ea;����2(da;�) l(a)1CA1=2+0@Xp2T m(p) jepj21A1=2375o�u C ne d�epend que de 
.



42 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Puisque, d'apr�es (2.7), il existe C1 > 0, ne d�ependant que de � et �1, telle queda� � C1 da, il vient, pour tout r > 2 :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � �m(
) + 1�C r 26640B@ Xa2Aint ���ea;+ � ea;����2da l(a)1CA1=2+0@Xp2T m(p) jepj21A1=2375o�u C ne d�epend que de �, �1 et de 
.Ce qui termine la d�emonstration du lemme 2.4 et donc du th�eor�eme 2.2 puisque :Xa2Aint ���ea;+ � ea;����2da l(a) = 12 Xp2T Xq2N(p) jeq � epj2dpq l(�pq)2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperboliqueDans cette section on montre la convergence de la solution de (2.15) vers la solutionfaible du probl�eme (2.2), (2.4), (2.5), en �etablissant le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.3 Soit T un maillage de 
 qui satisfait la propri�et�e (2.7) et k un pasde temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (2.10).Soit uT ;k solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15).On note P (�) une solution de (2.1). On suppose les hypoth�eses (2.6) v�eri��ees. SoitPT satisfaisant (2.8) et (2.9).Alors, il existe u 2 L1(
� IR+) tels que :limh!0 uT ;k = udans L1(
� IR+) pour la topologie faible ?, c'est �a dire :limh!0 Z Z
�IR+ uT ;k(x; t)'(x; t) dx dt = Z Z
�IR+ u(x; t)'(x; t) dx dtpour tout ' 2 L1(
� IR+).De plus u est la solution faible du probl�eme (2.2), (2.4), (2.5), i.e. u 2 L1(
� IR+)v�eri�e :Z
 ZIR+ u(x; t)'t(x; t) dx dt� Z
 ZIR+ u(x; t)rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z@
 ZIR+ u(�; t)'(�; t) g+(� ) d� dt = 0pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+) avec 
+ = 
 [ @
+.



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 43A�n de d�emontrer ce th�eor�eme, on �etablit des estimations sur la solution approch�ee.La premi�ere est une estimation L1 pour avoir de la compacit�e. La deuxi�eme est uneestimation faible, dite \BV faible", sur les variations de la solution approch�ee.2.4.1 Estimation L1(
� IR+) sur la solution approch�eeLemme 2.5 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (2.7) et k 2 IR?+ unpas de temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (2.10).Soit uT ;k la solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15). On note P (�) une solution de(2.1), (2.3). On suppose les hypoth�eses (2.6) v�eri��ees. Soit PT satisfaisant (2.8) et(2.9).Alors : kuT ;kkL1(
�IR+) � max�ku0kL1(
); kukL1(@
�IR+)�D�emonstration du lemme 2.5Soit p 2 T et n 2 IN , alors l'�equation (2.15) peut encore s'�ecrire :un+1p = unp 26641� km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA3775+ km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) Pq � Ppdpq unq + Xa2Aext(p) l(a) g+a una1CCAdonc : un+1p = bp unp + Xq2N(p)Pq>Pp bpq unq + Xa2Aext(p) bpa unaAinsi un+1p est combinaison lin�eaire des unq ; q 2 T et una a 2 Aext.Remarquons alors que la somme des coe�cients de cette combinaison est �egale �a 1 etque :bpq � 0 et bpa � 0 pour tout q 2 N(p) tel que Pq > Pp et tout a 2 Aext(p)De plus, d'apr�es la condition de stabilit�e (2.10) :km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA � 1et donc bp � 0.



44 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...On a donc une combinaison convexe, et par r�ecurrence sur n, il vient :jun+1p j � max�supp2T junp j; supa2Aext juna j�� : : : � max�ku0kL1(
); kukL1(@
+�IR+)�pour tout n 2 IN et tout p 2 T .Ce qui termine la d�emonstration du lemme 2.5.2.4.2 Estimation \BV faible"Lemme 2.6 Soit T un maillage de 
 et k 2 IR�+ satisfaisant la propri�et�e (2.7) et lacondition de stabilit�e (2.10).Soit T > 0, on d�e�nit NT par NT = maxnn 2 IN ; (n� 1) k � To.Soit uT ;k la solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15). On note P (�) une solution de(2.1), (2.3). On suppose les hypoth�eses (2.6) v�eri��ees. Soit PT satisfaisant (2.8) et(2.9).On d�e�nit alors :EF1h(T ) = k NTXn=0 Xp2T hp0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq junp � unq j+ Xa2Aext(p) l(a) g+a junp � una j1Aet EF2h(T ) = NTXn=0 Xp2T km(p) jun+1p � unp jAlors il existe C > 0, ne d�ependant que de 
, �, g, P (solution exacte de (2.1),(2.3)), �, �1, T , u0 et u, telle que :EF1h(T ) � C h1=2 et EF2h(T ) � C k1=2D�emonstration du lemme 2.6On commence par montrer la premi�ere in�egalit�e.Soit n 2 IN , p 2 T , on multiplie (2.15) par unp et on somme sur n 2 n1; : : : ; NTo etp 2 T , il vient : B1 +B2 = 0(2.39)avec : B1 = NTXn=0 Xp2T m(p) �un+1p � unp�unp



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 45et :B2 = NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )unp + Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)unp3775Remarquons alors que :unp (un+1p � unp) = �12 (un+1p � unp )2 � 12 (unp)2 + 12 (un+1p )2donc :B1 = �12 NTXn=0 Xp2T m(p) (un+1p � unp)2�12 Xp2T m(p) �u0p�2 + 12 Xp2T m(p) �uNT+1p �2D'apr�es le sch�ema sur l'�equation hyperbolique (2.15), on a :NTXn=0 Xp2T m(p) (un+1p � unp )2= NTXn=0 Xp2T k2m(p) 2664 Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )+Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)352En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :B1 � �12 NTXn=0 Xp2T 2664 km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA3775��2664k Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )2+k Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)23775�12 Xp2T m(p) �u0p�2(2:40)Traitons alors le terme B2, et pour cela remarquons que :unp (unp � unq ) = 12(unp � unq )2 + 12(unp)2 � 12(unq )2de même : unp (unp � una) = 12(unp � una)2 + 12(unp)2 � 12(una)2



46 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...donc :B2 = 12 NTXn=0 Xp2T k0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )2+ Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)21CCA+12 NTXn=0 Xp2T k Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq h(unp)2 � (unq )2i+12 NTXn=0 Xp2T k Xa2Aext(p) l(a) g+a h(unp)2 � (una)2ior d'apr�es le sch�ema sur l'�equation elliptique (2.9) :NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq h(unp)2 � (unq )2i= NTXn=0 Xp2T Xq2N(p) l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp)2= � NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p) l(a) ga(unp)2ainsi :B2 = 12 NTXn=0 Xp2T k0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )2+ Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)21CCA+12 NTXn=0 Xp2T k Xa2Aext(p)hl(a) g�a (unp )2 � l(a) g+a (una)2iEn reportant ce r�esultat ainsi que (2.40) dans (2.39), il vient :NTXn=0 Xp2T k 26641 � km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA3775��0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )2+ Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)21CCA� Xp2T m(p) (u0p)2 + k NTXn=0 Xa2Aext l(a) g+a (una)2On utilise alors la condition de stabilit�e (2.10) :NTXn=0 Xp2T k0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp)dpq (unp � unq )2+ Xa2Aext(p) l(a) g+a (unp � una)21CCA� 1� �ku0k21m(
) + kuk21 T Z@
 g+(� ) d�� = K�(2:41)



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 47En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz et l'in�egalit�e pr�ec�edente, on a :EF1h(T ) � h1=2�K� �1=22664NTXn=0 Xp2T k 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp hp l(�pq) (Pp � Pq)dpq+ Xa2Aext(p)hp l(a) g+a 1A351=2Mais : k NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p)hp l(a) g+a � T h Z@
 g+(� ) d�En utilisant �a nouveau l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on obtient :Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp hp l(�pq) (Pp � Pq)dpq � 0BB@Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp h2p l(�pq)dpq 1CCA1=20@Xp2T Xq2N(p) l(�pq)dpq (Pp � Pq)21A1=2De plus, d'apr�es (2.7) :dpq = d(xp; �pq) + d(xq; �pq) � �hp + � hq � �hp + ��1 l(�pq) � � (�1 + 1)hp(2.42)ainsi :Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp h2p l(�pq)dpq � 1�1 �2 (�1 + 1)2 Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) dpq � 2�1 �2 (�1 + 1)2 m(
)Pour compl�eter la d�emonstration du lemme 2.6, on montre qu'il existe C > 0, ned�ependant que de g, �, �1, 
 et de P (solution exacte de (2.1), (2.3)), telle que :Xp2T Xq2N(p) l(�pq)dpq (Pp � Pq)2 � C(2.43)Ce r�esultat sera d�emontr�e en quatre �etapes (une autre d�emonstration est possible, enutilisant l'estimation d'erreur (2.18), voir remarque 2.5) :



48 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Etape 1 :On montre qu'il existe C1 > 0, ne d�ependant que de g et de 
, telle que :Xp2T Xq2N(p) (Pp � Pq)2dpq l(�pq) � C10@ Xp2Text Xa2Aext(p) l(a) (Pp)21A1=2(2.44)En multipliant le sch�ema sur l'�equation elliptique (2.9) par Pp et en sommant surp 2 T , on obtient :������Xp2T Xq2N(p) l(�pq) (Pq Pp � (Pp)2)dpq ������ = ������Xp2T Xa2Aext(p) l(a) ga Pp������Alors d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz :������Xp2T Xq2N(p) l(�pq) (Pq Pp � (Pp)2)dpq ������ � 0@ Xa2Aext l(a) jgaj21A1=20@ Xp2Text Xa2Aext(p) l(a) (Pp)21A1=2De plus on a :�����Xp2T Xq2N(p) l(�pq)dpq (Pq Pp � (Pp)2)�����= 12 Xp2T Xq2N(p) l(�pq)dpq (Pp � Pq)2et donc :Xp2T Xq2N(p) l(�pq)dpq (Pp � Pq)2 � 2 jjgjjL2(@
)0@ Xp2Text Xa2Aext(p) l(a) (Pp)21A1=2Etape 2 :On montre qu'il existe C2 > 0, ne d�ependant que de �, �1 et de 
, telle que :Xp2Text Xa2Aext(p) l(a) (Pp)2 � C20@Xp2T Xq2N(p) l(�pq)dpq (Pq � Pp)2 +Xp2T m(p) (Pp)21A(2.45)
 est un ouvert born�e polygonal de IR2, tout d'abord 
 sera suppos�e convexe. Dansce cas, on choisit deux directions D1 et D2 orthogonales et on d�ecompose la fronti�erede 
 en quatre parties, non n�ecessairement disjointes comme sur la �gure 2.6. Onnote �1 un vecteur directeur de D1 dont la norme euclidienne est plus grande grandeque le diam�etre de 
.
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D2D1 @
3@
1@
2 Fig. 2.6 -On note T@
1 (respectivement T@
2 , T@
3, T@
4) l'ensemble des mailles de T qui ontau moins un côt�e sur @
1 (respectivement sur @
2, @
3, @
4).Soit  2 C1(
) tel que 8 x 2 
; 0 �  (x) � 1,  (x) = 1 8 x 2 @
1, et  (x) = 08 x 2 @
3, on note  p =  (xp), pour tout p 2 T .Soit p 2 T@
1 et x 2 @p \ T@
1, alors :�PT (x)�2= (Pp)2 � j(Pp)2 � (Pp  p)2j+ Xa2Aint j(Pa;+  pa;+)2 � (Pa;�  pa;�)2j'a(x; x+ �1) + (Pp3x  p3x)2o�u p3x est l'�el�ement de T@
3 tel que [x; x+ �1] \ @
3 2 p3x, on rappelle de plus quepour tout a 2 Aint, on note :{ 'a(x; z) pour tout x; z 2 IR2, la fonction qui vaut 1 si le segment [x; z] coupe aen un point, 0 sinon.{ pa;+ et pa;� les deux mailles situ�ees de part et d'autre de a,{ Pa;+ et Pa;� les valeurs de PT sur les mailles pa;+ et pa;�,{ da la distance entre xpa;+ et xpa;�, o�u xpa;+ et xpa;� sont d�e�nis en (2.7)On int�egre sur @
1 par rapport �a x, il vient :Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) �Pp�2� Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) j(Pp)2 � (Pp  p)2j+ Xa2Aintj(Pa;+  pa;+)2 � (Pa;�  pa;�)2j l(a)+ Xp2T@
3 Xa2Aext(p) l(a) (Pp  p)2



50 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...ce qui s'�ecrit encore : :Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) �Pp�2� Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) j(Pp)2 � (Pp  p)2j+ Xa2Aint ���(Pa;+  pa;+)2 � (Pa;�  pa;+)2���+ ���(Pa;�  pa;+)2 � (Pa;�  pa;�)2��� ! l(a)+ Xp2T@
3 Xa2Aext(p) l(a) j(Pp  p)2 � (Pp � 0)2jMais, comme ' 2 C1(
; [0; 1]) :Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) �Pp�2� Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) d(xp; a) k 0kL1(
) (Pp)2+ Xa2Aint ���(Pa;+)2 � (Pa;�)2��� l(a) + Xa2Aint da k 0kL1(
) (Pa;�)2 l(a)+ Xp2T@
3 Xa2Aext(p) l(a) d(xp; a) k 0kL1(
) (Pp  p)2D'apr�es l'in�egalit�e de Young, il vient :Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) �Pp�2� 2Xp2T k 0kL1(
)m(p) (Pp)2 + Xa2Aint da k 0kL1(
) (Pa;�)2 l(a)+12 Xa2Aint (Pa;+ � Pa;�)2da l(a) + Xa2Aint ���(Pa;+)2 + (Pa;�)2��� l(a) daRemarquons alors que, d'apr�es (2.7), pour tout a 2 Aint :da � hpa;+ + hpa;� � 2�1 l(a) � 2��1 da;�ainsi, il existe C, ne d�ependant que de �, �1, de 
 et de  telle que :Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) �Pp�2� C 0@ Xa2Aint (Pa;+ � Pa;�)2da l(a) + Xp2T m(p) (Pp)21Aet donc :Xp2T@
1 Xa2Aext(p) l(a) �Pp�2� C 0@12 Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) + Xp2T m(p) (Pp)21ADe la même fa�con, on montrerait ce r�esultat pour T@
2, T@
3 et T@
4. Et en sommantces in�egalit�es, on obtient (2.45), ce qui termine la seconde �etape lorsque 
 est convexe.Si 
 n'est pas convexe alors on d�ecompose sa fronti�ere @
 en r parties (@
i)1�i�rdisjointes et pour tout i = 1; : : : ; r, on d�e�nit @
0i comme sur la �gure 2.7.On d�e�nit alors pour tout i = 1; : : : ; r,  (i) 2 C1(
) tel que 8 x 2 
; 0 �  (i)(x) � 1, (i)(� ) = 1 si � 2 @
i et  (i)(� ) = 0 si � 2 @
0i. Alors comme dans le cas convexe, onmontre (2.45).
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@
1 @
i�5@
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Fig. 2.7 -Etape 3 :On montre qu'il existe C3 > 0, ne d�ependant que de P (solution exacte de (2.1),(2.3)) et de 
, telle que :Xp2T m(p) (Pp)2 � C30@Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) + 11A(2.46)Pour cela remarquons tout d'abord que :Xp2T m(p) (Pp)2 � 2Xp2T m(p) jPp �moy
(PT )j2+2m(
) �moy
(PT )�2o�u : moy
(PT ) = 1m(
) Xp2T m(p)Ppor, par hypoth�ese : moy
(PT ) = 1m(
) Xp2T m(p)P (xp)De plus d'apr�es le lemme 2.2 page 26, il existe C, ne d�ependant que de 
, telle que :Xp2T m(p) jPp �moy
(PT )j2� CXp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq)et comme H2(
) s'injecte continument dans C(
), il vient :Xp2T m(p) (Pp)2 � 2C1 Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) + 2C2 kPkH2(
)o�u C1 et C2 ne d�ependent que de 
.Ce qui termine l'�etape 3.



52 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Etape 4 :On conclut, en remarquant que, d'apr�es (2.44), (2.45) et (2.46) :Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) � C10@(C2 + C3)Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) + C31A1=2o�u C1 ne d�epend que de g et de 
, C2 que de �, �1 et de 
 et C3 que de P et de 
.D'apr�es l'in�egalit�e de Young, on obtient :Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) � 12 Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) + 12 (C21 (C2 + C3))+C3et donc : Xp2T Xq2N(p) (Pq � Pp)2dpq l(�pq) � Co�u C ne d�epend que de g, �, �1, 
 et de P .Ceci termine la d�emonstration de l'in�egalit�e (2.43) et donc de la premi�ere in�egalit�edu lemme 2.6.Etablissons alors la deuxi�eme in�egalit�e de ce lemme.Pour cela remarquons que d'apr�esle sch�ema sur l'�equation hyperbolique (2.15), on a :EF2h = NTXn=0 Xp2T km(p) jun+1p � unp j � NTXn=0 Xp2T k20BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) junp � unq j Pq � Ppdpq+ Xa2Aext(p) l(a) junp � una j g+a 1AOn utilise alors l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :EF2h � k1=2 2664NTXn=0 kXp2T k 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA37751=2�2664NTXn=0 Xp2T k 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) junp � unq j2 Pq � Ppdpq + Xa2Aext(p) l(a) junp � una j2 g+a 1CCA37751=2et donc d'apr�es la condition de stabilit�e (2.10) et l'in�egalit�e (2.41), il vient :EF2h � k1=20@NTXn=0 kXp2T m(p) (1 � �)1A1=2 K� !1=2



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 53ainsi : EF2h � k1=2  T m(
) (1 � �) K� !1=2ce qui termine la d�emonstration du lemme 2.6.Remarque 2.5 Comme P est suppos�e dans C2(
), l'estimation (2.43) peut êtreaussi donn�ee par l'estimation d'erreur en norme H10 discr�ete (2.18), mais la d�emons-tration pr�ec�edente n'utilise pas la propri�et�e P 2 C2(
) et peut donc être �etendue �ades cas plus complexes.2.4.3 Convergence du sch�ema num�eriqueOn montre dans ce paragraphe le th�eor�eme de convergence pour le sch�ema num�eriqueappliqu�e �a l'�equation hyperbolique, c'est �a dire le th�eor�eme 2.3.Pour cela, on �etablit tout d'abord le lemme suivant :Lemme 2.7 Soit T un maillage de 
 et k 2 IR�+ satisfaisant la propri�et�e (2.7) etla condition de stabilit�e (2.10). Soit uT ;k solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15).On note P (�) une solution de (2.1), (2.3). On suppose les hypoth�eses (2.6) v�eri��ees.Soit PT solution de (2.8) et (2.9).Alors uT ;k v�eri�e l'�egalit�e suivante :Z Z
�IR+ uT ;k(x; t)�'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = E(k; h)pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR), avec 
+ = 
 [ @
+, o�u E(k; h) ne d�epend que deh, k, ', 
, u0, u, P , g, �, �1 et de �.De plus pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR) :limh!0 E(k; h) = 0D�emonstration du lemme 2.7 :Soit ' 2 C1c (
+ � IR+), on d�e�nit T tel que, 8 x 2 
+, supp('(x; :))� [0; T ]. Onnote alors NT = maxnn 2 IN ; (n� 1) k � To.On multiplie alors le sch�ema sur l'�equation hyperbolique (2.15) par1k m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dtet on somme sur p 2 T et n 2 n0; : : : ; NTo, on obtient :E1 + E2 = 0(2.47)



54 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...avec : E1 = NTXn=0 Xp2T (un+1p � unp) 1k Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dtetE2 = NTXn=0 Xp2T 0BB@ Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (unp � unq ) (Pq � Pp)dpq+ Xa2Aext(p) l(a) (unp � una) g+a 1A � 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dtDe plus, on note :E10 = Z Z
�IR+ uT ;k(x; t)'t(x; t) dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dxetE20 = � Z Z
�IR+ uT ;k(x; t)rP (x; t):r'(x; t) dx dt+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dtOn va alors comparer E1 et E10 ainsi que E2 et E20 a�n d'�etablir le r�esultat cherch�e.Comparaison de E1 et E10 :Remarquons que E10 s'�ecrit encore :E10 = NTXn=0 Xp2T unp Zp�'(x; tn+1)� '(x; tn)� dxet donc en reportant les di��erences sur uT ;k, il vient :E10 = � NTXn=0 Xp2T (un+1p � unp) Zp '(x; tn+1) dx�Xp2T u0p Zp '(x; 0) dxAinsi :jE1 + E10j � NTXn=0 Xp2T jun+1p � unp j Z tn+1tn Zpj't(x; t)jdx dt+ Z
 ju0T � u0(x)j j'(x; 0)j dxo�u u0T (x) = u0p = 1m(p) Zp u0(x) dx pour tout x 2 p; p 2 TComme u0 2 L1(
) : limh!0 Z
 ju0T (x)� u0(x)j j'(x; 0)j dx = 0(2.48)



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 55En e�et, comme 
 est born�e, il existe (uj)j2IN � C1c (
) telle que :limj!+1 kuj � u0kL1(
) = 0Alors :Z
 ju0T (x)� u0(x)j j'(x; 0)j dx � Z
 ju0T (x)� ujT (x)j j'(x; 0)j dx+ Z
 jujT (x)� uj(x)j j'(x; 0)j dx+ Z
 juj(x)� u0(x)j j'(x; 0)j dxpour tout j 2 IN et o�u ujT (x) = 1m(p) Zp uj(y) dy si x 2 p, p 2 T .Or : Z
 jujT (x)� uj(x)j j'(x; 0)j dx � k'k1 supx2
 jruj(x)jm(
)het Z
 ju0T (x)� ujT (x)j j'(x; 0)j dx � k'k1m(
) kuj � u0kL1(
)Donc, pour tout " > 0, il existe J 2 IN tel que :Z
 ju0T (x)� u0(x)j j'(x; 0)j dx � "2 + k'k1 supx2
 jruJ(x)jm(
)hAinsi, 8 " > 0, il existe H > 0, ne d�ependant que de J , ', 
 et de ", tel que pourtout h � H : Z
 ju0T (x)� u0(x)j j'(x; 0)j dx � "Ce qui termine la d�emonstration de (2.48).De plus, d'apr�es le lemme 2.6NTXn=0 Xp2T jun+1p � unp j Z tn+1tn Zpj't(x; t)jdx dt � k'tkL1(
�IR+)C k1=2o�u C ne d�epend que de 
, �, g, P , �, �1, T , u0 et u.Comme dans [16] (d�emonstration du th�eor�eme 7.1), on montre que k tend vers 0lorsque h tend vers 0.Remarquons tout d'abord que si g � 0 alors, d'apr�es le sch�ema sur l'�equation ellip-tique (2.9), on a : Xq2N(p) l(�pq) Pq � Ppdpq = 0pour tout p 2 T .Ainsi en choisissant tout d'abord p0 tel que Pp0 = minp2T Pp et en utilisant laconnexit�e de 
, on obtient :Pq = Pp pour tout p; q 2 T



56 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...et donc : un+1p = unp = u0p pour tout p 2 T et tout n 2 INet d'apr�es (2.48), uT ;k converge vers u0 dans L1 faible ?, u0 �etant dans ce cas l'uniquesolution faible de (2.2), (2.4), (2.5). Ainsi lorsque g � 0 la d�emonstration du th�eor�eme2.3 est termin�ee.On peut donc supposer g 6� 0. Soit y 2 IRd n f0g et w � 
, w compact tel qued(w;
c) � y o�u 
c est le compl�ementaire de 
. On montre alors, voir [16] (d�emons-tration du th�eor�eme 7.1), que :kPT (:+ y)� PT (:)kL1(w) � jyj Xp2T Xq2N(p) l(�pq) jPq � PpjRemarquons que, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :kPT � PkL1(
) � 0@m(
) Xp2T m(p) jepj21A1=2 + Xp2T Zp jP (xp)� P (x)j dxainsi d'apr�es la r�egularit�e de P et d'apr�es le th�eor�eme 2.1, il vient :limh!0 kPT � PkL1(
) = 0Donc, si limh!0 Xp2T Xq2N(p) l(�pq) jPq � Ppj = 0on a : kP (:+ y)� P (:)kL1(w) � 0et ainsi rP � 0, ce qui n'est pas possible puisque g 6� 0. Alors il existe une constanteA > 0 telle que :2Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp) = Xp2T Xq2N(p) l(�pq) jPq � Ppj � AEt donc, il existe p 2 T tel que :Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) (Pq � Pp) � m(p)A2m(
)Comme dpq � 2h, il vient :Xq2N(p)Pq>Pp l(�pq) Pq � Ppdpq � m(p)A4hm(
)D'apr�es (2.10), on obtient : k � 4hm(
)A(2.49)Ce qui montre que k tend vers 0 lorsque h tend 0.Ainsi limh!0 jE1 + E10j = 0(2.50)Traitons alors la di��erence entre E2 et E20.



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 57Comparaison entre E2 et E20 :On introduit pour cela le terme E21 d�e�ni par :E21 = NTXn=0 Xp2T 0BB@ Xq2N(P )Pq>Pp (unp � unq ) Pq � Ppdpq Z tn+1tn Z�pq '(�; t) d� dt+ Xa2Aext(p)(unp � una) Z tn+1tn Za '(�; t) g(� ) d� dt1Aalors :jE2 � E21j � sup(x;t)2
�IR+jr'(x; t)j NTXn=0 kXp2T hp 0BB@ Xq2N(P )Pq>Pp junp � unq j Pq � Ppdpq l(�pq)+ Xa2Aext(p) junp � una j g+a l(a)1AAinsi d'apr�es le lemme 2.6 :jE2 � E21j � sup(x;t)2
�IR+jr'(x; t)jC h1=2(2.51)o�u C ne d�epend que de 
, �, g, P , �, �1, T , u0 et u.Comparons alors les termes E21 et E20, et pour cela remarquons que E21 s'�ecritencore :E21 = NTXn=0 Xp2T 0@ Xq2N(p)unp Pq � Ppdpq Z tn+1tn Z�pq '(�; t) d� dt+ Xa2Aext(p)(unp � una) Z tn+1tn Za '(�; t) g(� ) d� dt1Ade même :E20 = NTXn=0 Xp2T  �unp Z tn+1tn ZprP (x):r'(x; t) dx dt+ Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za u(�; t) g+(� )'(�; t) d� dt1AComme P est solution de (2.1), (2.3), on obtient :E20 = NTXn=0 Xp2T 0@� Xq2N(p)unp Z tn+1tn Z�pq rP (� ):npq(� )'(�; t) d� dt� Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za�unp � u(�; t)� g+(� )'(�; t) d� dt1A



58 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...Ainsi : jE20 + E21j � E1(h; k) + E2(h; k)avec :E1(h; k) = ������NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)unp Z tn+1tn Z�pq  rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq !'(�; t) d� dt������et E2(h; k) = Z Z@
�IR+ ���uT ;k(�; t)� u(�; t)��� g+a (� ) j'(�; t)jd� dto�u uT ;k(�; t) = una si � 2 a, a 2 Aext, et t 2 [tn; tn+1[, n 2 IN .Comme u 2 L1(@
�IR+), en utilisant un raisonnement analogue �a celui utilis�e pour(2.48), on obtient :limh!0 E2(h; k) = limh!0 k'kL1(
�IR+) kgkL1(@
�IR+) Z Z@
�IR+���uT ;k(�; t)� u(�; t)��� d� dt = 0Remarquons alors que, comme P est solution de (2.1), (2.3) et que PT est solutionde (2.9), on a pour tout p 2 T :Xq2N(p)Z�pq rP (� ):npq(� ) d� = Xq2N(p) l(�pq) Pq � PpdpqAinsi :E1(h; k) = ������NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)unp Z tn+1tn Z�pq  rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq !�'(�; t)� '(xp; t)� d� dt�����Alors, d'apr�es la r�egularit�e de ' et l'in�egalit�e (2.42), il vient :E1(h; k) � T sup(x;t)2
�IR+jr'(x; t)j max�ku0k1; kuk1�Xp2T Xq2N(p)dpq l(�pq)  jRp;q(P )j � jeq � epjdpq !D'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on a :E1(h; k) � T sup(x;t)2
�IR+jr'(x; t)j max�ku0k1; kuk1�0@Xp2T Xq2N(p)dpq l(�pq)1A1=2�0@Xp2T Xq2N(p)dpq l(�pq)  jRp;q(P )j2 � jeq � epj2(dpq)2 !1A1=2



2.4 Convergence du sch�ema pour l'�equation hyperbolique 59Ainsi �a l'aide du th�eor�eme 2.1 et du lemme 2.1, on obtient :E1(h; k) � T sup(x;t)2
�IR+jr'(x; t)j max�ku0k1; kuk1�m(
)C ho�u C ne d�epend que de �, �1, des d�eriv�ees secondes de P et de 
.Et donc : limh!0 jE20 + E21j = 0(2.52)On conclut alors �a l'aide de (2.47), (2.50), (2.51) et (2.52) :E10+E20 = Z Z
�IR+ uT ;k(x; t)�'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = E10 + E1 + E20 + E21 + E2 �E21 = E(k; h)o�u E(k; h) ne d�epend que de h, k, ', 
, u0, u, P , g, �, �1 et de �.De plus pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR) :limh!0 E(k; h) = 0D�emonstration du th�eor�eme 2.3 :D'apr�es le lemme 2.5, la suite (uT ;k)h>0 est born�ee dans L1(
� IR+). Ainsi d'apr�esla relative s�equentielle compacit�e des born�es de L1 pour la topologie faible ?, il existeune sous-suite, not�ee (uTi;ki)i2IN , et il existe u 2 L1(
� IR+) tels que :lim(maxp2Ti hp)!0uTi;ki = u(2.53)dans L1(
 � IR+) faible ?.C'est �a dire, que pour tout ' 2 L1(
� IR+)lim(maxp2Ti hp)!0 Z Z
�IR+ uTi;ki(x; t)'(x; t) dx dt = Z Z
�IR+ u(x; t)'(x; t) dx dtDe plus d'apr�es le lemme 2.7, pour tout i 2 IN , on a :Z Z
�IR+ uTi;ki(x; t)�'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = E(ki; hi)pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR), et o�u :lim(maxp2Ti hp)!0 E(ki; hi) = 0



60 Sch�emas volumes finis pour un syst�eme elliptique-hyperbolique...En utilisant (2.53), on passe �a la limite dans l'in�egalit�e pr�ec�edente, ainsi u 2 L1(
�IR+) v�eri�e :Z
 ZIR+ u(x; t)'t(x; t) dx dt� Z
 ZIR+ u(x; t)rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z@
 ZIR+ u(�; t)'(�; t) g+(� ) d� dt = 0pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+).Donc u est solution faible du probl�eme (2.2), (2.4), (2.5).Comme P 2 C2(
) alors l'unicit�e de la solution faible est un r�esultat classique, c'estune cons�equence du th�eor�eme de Cauchy - Lipschitz. On montre alors que toute lasuite (uT ;k)h>0 converge vers u L1 faible ?.En e�et, supposons que uT ;k ne tend pas vers u dans L1 faible ?, alors il existe unesous suite, not�ee (uTi;ki)i2IN , ' 2 L1(
� IR+) et C > 0 tels queZ
�IR+�u(x; t)� uTi;ki(x; t)�'(x; t) dx dt � C(2.54)Mais cette sous suite est born�ee dans L1, il existe donc une sous suite, encore not�ee(uTi;ki)i2IN et il existe v 2 L1(
 � IR+) tels que uTi;ki tend vers v dans L1 faible?. En utilisant le même raisonnement que pr�ec�edemment on montre alors que v estl'unique solution faible de (2.2), (2.4), (2.5). Donc u = v p.p., ce qui contredit (2.54).Ce qui termine la d�emonstration de la convergence du sch�ema num�erique.



3. Sch�ema volumes �nis sur double maillage pourun �ecoulement diphasique en milieu poreux
Ce travail a �et�e r�ealis�e en collaboration avec S. Verdi�ere ((anciennement en th�ese �al'Institut Fran�cais du P�etrole, aujourd'hui ing�enieur chez Elf). Il a donn�e lieu �a unarticle qui est soumis (voir [40]).3.1 IntroductionOn s'int�eresse �a la r�esolution d'un probl�eme issu de la mod�elisation d'un �ecoulementdiphasique en milieu poreux. La pression capillaire ainsi que la gravit�e sont n�eglig�ees.On suppose que deux phases sont en pr�esences, une phase eau (not�ee w) et une phasep�etrole (not�ee o). On cherche alors �a d�eterminer la saturation u de la phase eau et lapression du 
uide P sur un domaine born�e 
 de IR2, solutions du syst�eme suivant :div�K(x)M(u(x; t))rP (x; t)�= 0; x 2 
; t 2 IR+;(3.1) ut(x; t)� div K(x) Krw(u(x; t))�w rP (x; t)! = 0; x 2 
; t 2 IR+;(3.2)avec des conditions aux limites et une condition initiale qui conduisent �a un syst�emebien pos�e. K est le tenseur de perm�eabilit�e absolu, Kr' (respectivement �') est laperm�eabilit�e relative (respectivement la viscosit�e) de la phase ', pour ' = o ou w.De plus, M est la mobilit�e totale telle que :M(u) = Krw(u)�w + Kro(u)�o :Les param�etres p�etrophysiques, c'est �a dire la perm�eabilit�e absolue et les perm�ea-bilit�es relatives, sont donn�es par les g�eophysiciens comme des fonctions constantessur une grille �ne, qui peut être compos�ee de millions de cellules. La discr�etisationdu probl�eme elliptique conduit �a un syst�eme lin�eaire de la taille de cette grille �ne.Ce syst�eme �etant trop grand pour les capacit�es machines, il est alors n�ecessaire der�eduire le nombre de cellules a�n de pouvoir e�ectuer des tests num�eriques. En g�e-n�eral ces param�etres sont homog�en�eis�es a�n d'obtenir l'information sur une grillegrossi�ere. Ainsi, les m�ethodes classiquement utilis�ees r�esolvent l'�equation de pression



62 Sch�ema volumes finis sur double maillage...(3.1) et l'�equation de saturation (3.2) sur un même maillage, le maillage grossier.Toutefois, cette condensation des r�esultats peut parfois conduire �a des raisonnementstrop \globaux" (voir [22]).La m�ethode de double maillage, propos�ee dans [38] et dans [39] permet d'�eviterces probl�emes en r�esolvant l'�equation en pression (3.1) sur le maillage grossier etl'�equation en saturation (3.2) sur le maillage �n.L'�etape principale de l'algorithme de cette m�ethode est la reconstruction des 
ux(KrP ) sur le maillage �n �a partir des valeurs connues sur le maillage grossier.On expose ici deux m�ethodes de reconstruction. La premi�ere, propos�ee par T. Gal-lou�et, consiste �a interpoler les 
ux �a l'aide des valeurs sur les côt�es du maillagegrossier.L'id�ee de la deuxi�emem�ethode, propos�ee par D. Gu�erillot, J.M. Thomas et S. Verdi�ere(voir [38] et [39]) est de r�esoudre une succession de probl�emes ind�ependants localementdans les mailles grossi�eres.Dans une premi�ere partie, on donne des r�esultats de convergence pour un probl�emesimpli��e. On consid�ere un cas homog�ene avec une mobilit�e totale �egale �a un, ce quiconduit �a un syst�eme elliptique - hyperbolique lin�eaire. On utilise des sch�emas vo-lumes �nis pour discr�etiser ce probl�eme sur des maillages rectangulaires : un sch�ema�a cinq points pour l'�equation elliptique, un sch�ema d�ecentr�e vers l'amont de l'�ecoule-ment pour l'�equation hyperbolique. On pr�esente alors les deux m�ethodes de recons-truction des 
ux, puis on �etablit la convergence de la solution approch�ee, donn�ee parle sch�ema num�erique, vers la solution exacte du probl�eme.On consid�ere tout d'abord le probl�eme simpli��e pour lequel les deux m�ethodes de re-construction sont utilis�ees. La premi�ere m�ethode (par interpolation) est moins ch�ereen coût calcul, mais nous n'avons pas r�eussi �a la g�en�eraliser �a des cas plus complexes.On pr�esente alors un cas test physique avec des h�et�erog�en�eit�es et une mobilit�e totalenon constante. On n'utilise dans ce cas que la deuxi�eme m�ethode de reconstruc-tion des 
ux (m�ethode de r�esolution de probl�emes locaux). Ces r�esultats num�eriquescon�rment la validit�e de la m�ethode de double maillage même dans le cas d'un milieuporeux h�et�erog�ene et d'un probl�eme non lin�eaire.3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simpli��eLe probl�eme que l'on traite dans cette partie est le suivant.Soit 
 un ouvert polygonal de IR2 que l'on peut mailler par des rectangles, on note@
 la fronti�ere de 
, on consid�ere alors le probl�eme elliptique-hyperbolique suivant :�P (x) = 0; x 2 
;(3.3) ut(x; t)� div�rP (x)u(x; t)�= 0; x 2 
; t 2 IR+;(3.4)



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 63avec les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :rP (� ):n(� ) = g(� ); � 2 @
;(3.5) u(�; t) = u(�; t); (�; t) 2 @
+ � IR+;(3.6) u(x; 0) = u0(x); x 2 
;(3.7)o�u @
+ = f� 2 @
 ; g(� ) > 0g et o�u n est la normale unitaire �a @
 ext�erieure �a 
.On suppose que : 8>>>>>>><>>>>>>>: � u0 2 L1(
) et u 2 L1(@
� IR+):� g 2 H1=2(@
); telle que P 2 H2(
)et Z@
 g(� ) d� = 0:(3.8)Remarque 3.1 Si 
 est convexe, alors g 2 H1=2(@
) su�t pour que P 2 H2(
)(voir [20]).Plus pr�ecis�ement, on cherche P dans H2(
) solution de (3.3), (3.5) au sens variation-nel, i.e. telle que :Z
rP (x):r (x) dx� Z@
 g(� ) (� ) d� = 0 pour tout  2 H1(
);(3.9)et u dans L1(
� IR+) solution de (3.4), (3.6), (3.7) au sens faible :Z
 ZIR+ u(x; t)'t(x; t) dx dt� Z
 ZIR+ u(x; t)rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z@
+ ZIR+ u(�; t)'(�; t) g+(� ) d� dt = 0(3:10)pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR) avec 
+ = 
 [ @
+.3.2.1 Discr�etisation de l'�equation elliptique3.2.1.1 Hypoth�eses sur le maillage grossierOn consid�ere donc un maillage grossier, not�e TH . On fait les hypoth�eses de r�egularit�esuivantes :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>: � Toute maille Q 2 TH est un rectangle.� L'intersection entre deux mailles de TH est soit un point soit unsegment, ce segment est alors un côt�e de chacune de ces deux mailles.� Il existe � > 0 et H > 0 tels que pour tout côt�e � du maillage THon ait �H � l(�) � H:(3.11)



64 Sch�ema volumes finis sur double maillage...o�u l(�) est la longueur de �.Quelques notations seront utiles pour la description du sch�ema num�erique :pour tout Q dans TH , on note :N(Q) l'ensemble des voisins de Q, i.e l'ensemble des �el�ements de TH quiont une interface commune avec Q,Aext(Q) l'ensemble des côt�es de Q situ�es sur le bord de 
,xQ le centre de Q,m(Q) l'aire de Q,nQ la normale unitaire �a @Q ext�erieure �a Q.Pour tout Qv 2 N(Q) :�QQv l'interface entre Q et Qv,nQQv la normale unitaire �a �QQv ext�erieure �a Q,dQQv la distance entre xQ et xQv.Pour tout � 2 Aext(Q) :g� = 1l(�) R� g(� ) d� .3.2.1.2 Equation discr�etis�ee pour l'�equation elliptiqueOn d�e�nit la solution approch�ee sur le maillage grossier parPTH (x) = PQ si x 2 Q; Q 2 TH:(3.12)On discr�etise alors (3.3) sur TH , et pour cela on utilise un sch�ema volumes �nis �a cinqpoints ; Le principe des sch�emas volumes �nis, voir [16], est d'int�egrer les �equationssur chaque volume de contrôle, ici les mailles, on obtient alors :XQv2N(Q) Z�QQv rP (� ):nQQv(� ) d� + X�2Aext(Q) Z� g(� ) d� = 0 pour tout Q 2 TH :On approche le 
ux de pression 1l(�QQv ) R�QQv rP (� )nQQv d� �a travers un côt�e �QQvpar : (PQv � PQ)=dQQv .L'�equation discr�etis�ee est ainsi donn�ee par :XQv2N(Q) l(�QQv) (PQv � PQ)dQQv + X�2Aext(Q) l(�) g� = 0 pour tout Q 2 TH :(3.13)



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 653.2.2 Discr�etisation de l'�equation hyperbolique3.2.2.1 Hypoth�eses sur le maillage �nOn veut discr�etiser (3.4) sur un maillage plus �n que TH , on d�e�nit donc Th unmaillage de 
 v�eri�ant les hypoth�eses de r�egularit�e suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� Toute maille q 2 Th est un rectangle.� L'intersection entre deux mailles de Th est soit un point soit unsegment, ce segment est alors un côt�e de chacune de ces deux mailles.� Il existe � > 0 et h > 0 tels que pour tout côt�e c du maillage Thon ait � h � l(c) � h:� Pour tout q 2 Th, il existe Q 2 TH tel que q � Q(3.14)Remarquons que la derni�ere hypoth�ese assure qu'une maille de Th ne soit pas �a chevalsur deux mailles de TH .Il faut alors reconstruire le 
ux de pression sur chaque côt�e du maillage �n Th �a partirdes valeurs connues sur le maillage grossier TH .Nous pr�esentons ici deux approches possibles :1. La premi�ere, propos�ee par T. Gallou�et, donne les 
ux approch�es �a travers uncôt�e c de Th en utilisant une moyenne pond�er�ee des 
ux approch�es �a travers lescôt�es du maillage grossier TH situ�es de chaque côt�es de c.2. La seconde m�ethode, propos�ee par D. Gu�erillot et S. Verdi�ere (voir [22]) consiste�a r�esoudre des probl�emes localement dans les mailles de TH .Quelques notations seront utiles �a la description des m�ethodes de reconstruction des
ux ainsi qu'�a celle du sch�ema num�erique pour l'�equation de saturation :Soit q 2 Th, on note alors :xq le centre de q,Qq l'�el�ement de TH tel que q � Qq,N(q) l'ensemble des voisins de q, i.e l'ensemble des mailles de Th ayant uneinterface commune avec q,Nint(q) l'ensemble des voisins de q situ�es �a l'int�erieur de Qq,Next(q) l'ensemble des voisins de q situ�es �a l'ext�erieur de Qq,Aext(q) l'ensemble des côt�es de q situ�es sur le bord de 
.



66 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Pour tout qv 2 N(q) :dqqv la distance entre xq et xqv,cqqv l'interface entre q et qv,nqqv la normale unitaire �a cqqv ext�erieure �a q,Fqqv le 
ux de pression approch�e sur cqqv allant de q vers qv,F qqv le 
ux de pression exact sur cqqv allant de q vers qv, i.e.F qqv = 1l(cqqv) Zcqqv rP (� ):nqqv(� ) d�:(3.15)Pour tout c 2 Aext(q) :�c le côt�e de Qq qui contient c,Fc le 
ux de pression approch�e sur c ext�erieur �a 
,F c le 
ux de pression exact sur c ext�erieur �a 
, i.e.F c = 1l(c) Zc g(� ) d�:3.2.2.2 Reconstruction des 
ux approch�es de pression par interpolationCette m�ethode consiste �a interpoler les 
ux sur les côt�es des mailles grossi�eres situ�eesde part et d'autre du côt�e consid�er�e du maillage �n.Supposons donc que q1 et q2 soient deux mailles de Th incluses dans une maillegrossi�ere Q2. On note Q1 et Q3 deux des voisins de Q2 et L1 (respectivement L2) ladistance de cq1q2 �a �Q1Q2 (respectivement de cq1q2 �a �Q2Q3), voir �gure 3.1.Q1�Q1Q2 Q2 Q3q2L1 L2q1 �Q2Q3cq1q2Fig. 3.1 -On approche alors le 
ux sur l'interface entre q1 et q2 dans la direction de q1 vers q2par : Fq1q2 = L2 FQ1Q2 + L1 FQ2Q3L1 + L2



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 67Ce qu'on peut �ecrire sous la forme suivante, pour tout q 2 Th et qv 2 N(q) :Fqqv = XQv2N(Qq)nqqv:nQqQv PQv � PQqdQqQv  Hqqv � d(cqqv; �QqQv)Hqqv !+ X�2Aext(Qq)nqqv:n� g�  Hqqv � d(cqqv ; �)Hqqv !(3:16)o�u d(�; �) est la distance euclidienne de IR2 et o�uHqqv = (LQq si ~�qqv:~LQq = 0lQq sinonLQq �etant la longueur de Qq et lQq sa largeur et n� est la normale �a � ext�erieur �a 
.Remarquons que Fqqv est bien une moyenne pond�er�ee des 
ux sur les côt�es de THsitu�es de part et d'autre de cqqv puisque :XQv2N(Qq) jnqqv:nQqQvj  Hqqv � d(cqqv ; �QqQv)Hqqv !+ X�2Aext(Qq) jnqqv:n�j  Hqqv � d(cqqv ; �)Hqqv ! = 1(3:17)Pour les côt�es c 2 Aext(q) situ�es sur le bord du domaine, on choisit l'approximationsuivante : Fc = g�cRemarque 3.21. Conservativit�e des 
uxCette reconstruction v�eri�e bien le principe de conservativit�e, i.e. pour toutq 2 Th et tout qv 2 N(q) Fqqv = �Fqvq2. ConservationComme on veut que l'�equation Rq�P (x) dx = 0, o�u P est la solution du pro-bl�eme elliptique, soit bien approch�ee sur le maillage �n, on veut que la recons-truction des 
ux v�eri�e la propri�et�e suivante :Bq = Xqv2N(q) l(cqqv)Fqqv + Xc2Aext(q) l(c)Fc = 0(3.18)pour tout q 2 Th.Montrons que la reconstruction qui est donn�ee par (3.16) v�eri�e bien cette �equa-tion.



68 Sch�ema volumes finis sur double maillage...c�c lqQqQ1q2Lqq3qq1@
 Q2Q3 lQqLQqFig. 3.2 -Soit q 2 Th, on se place dans la con�guration de la �gure 3.2 a�n de d�etaillerl'expression des 
ux de pression sur chacun des côt�es de q.Dans ce cas les 
ux sont donn�es par :Fqq1 = FQqQ1Fqq2 = LqLQq FQqQ2 � LQq � LqLQq g�cFc = g�cFqq3 = lqlQq FQqQ3 + lQq � lqlQq FQ1QqAinsi: Bq = lq LqlQq LQq �LQq FQqQ1 + lQq FQqQ2 + LQq FQqQ3 + lQq g�c�et donc d'apr�es (3.13) : Bq = 0Il est facile de v�eri�er que les autres cas de �gure possibles donnent le mêmer�esultat.



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 693.2.2.3 Reconstruction des 
ux approch�es de pression par r�esolution deprobl�emes locauxCette m�ethode consiste �a chercher une pression approch�ee sur le maillage �n pourreconstruire le 
ux.Pour cela, on r�esout des probl�emes d�ecoupl�es localement dans chaque maille Q 2 TH.Tout d'abord, on a besoin d'une reconstruction des 
ux de pression sur les côt�es deTh inclus dans les côt�es du maillage grossier TH . Ces reconstructions correspondentaux conditions aux limites des probl�emes locaux cit�es pr�ec�edemment.Soit q 2 Th et qv 2 Next(q), on rappelle que q � Qq (Qq 2 TH) et qv � Qqv (Qqv 2 TH)avec Qq 6= Qqv. On approche alors le 
ux Fqqv �a travers cqqv par le 
ux FQqQqv �atravers �QqQqv , on a donc : Fqqv = FQqQqv = PQqv � PQqdQqQqvPour les côt�es c situ�es sur le bord du domaine on prend le 
ux exact :Fc = gc = 1l(c) Zc g(� ) d�Il ne reste donc plus qu'�a reconstruire les 
ux de pression sur les côt�es de Th situ�es �al'int�erieur d'une maille de TH.Pour cela on cherche une approximation de la pression �a l'int�erieur de chaque grossemaille. Cette reconstruction est cherch�ee sous la forme d'une fonction constante surles mailles de Th, c'est �a dire que l'on cherche la solution approch�ee sous la formepTh(x) = pq si x 2 q; q 2 Th:(3.19)On veut que pTh soit une \bonne" approximation de la solution du probl�eme (3.3),(3.5), or nous verrons plus tard que PTH approche \bien" cette derni�ere. On construitdonc pTh de la fa�con suivante, on consid�ere chaque Q 2 TH comme un sous domainede 
 maill�e par les �el�ements de Th qui sont inclus dans Q, on discr�etise alors (3.3) surQ de la même fa�con que dans le paragraphe pr�ec�edent. On int�egre (3.3) sur q 2 Th,on obtient �a l'aide de la formule de Green :Xqv2Nint(q) Zcqqv rP (� )nqqv d� + Xqv2Next(q) Zcqqv rP (� )nqqv d� + Xc2Aext(q) Zc g(� ) d� = 0On consid�ere alors le 
ux de pression connu sur le bord de Q, c'est �a dire sur toutesinterfaces cqqv o�u qv 2 Next(q). Sa valeur est :PQqv � PQqdQqQqvPour les côt�es cqqv tels que qv 2 Nint(q), on utilise le sch�ema �a cinq points d�eja utilis�esur la grille grossi�ere. On approche alors le 
ux sur une interface de ce type par :pqv � pqdqqv



70 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Ainsi pTh , d�e�ni par (3.19), est solution du probl�eme suivant :Xqv2Nint(q) l(cqqv) pqv � pqdqqv + Xqv2Next(q) l(cqqv) PQqv � PQqdQqQqv + Xc2Aext(q) l(c) gc = 0pour tout q 2 Th:(3:20)Cette �equation permet de construire le 
ux de pression approch�e sur chaque interfaceentre deux mailles voisines q et qv telles que Qq = Qqv, on pose :Fqqv = pqv � pqdqqvRemarque 3.31. L'�equation (3.20) conduit �a nH probl�emes lin�eaires ind�ependants, o�u nH est lenombre de mailles de TH .2. Cette reconstruction v�eri�e bien le principe de conservativit�e des 
ux ainsi quecelui de la conservation (voir remarque 3.2).3.2.2.4 Equation discr�etis�ee associ�ee �a l'�equation hyperboliqueAvant de discr�etiser (3.4), il reste encore �a se d�e�nir un pas de temps k. Soient doncTH et Th deux maillages de 
, satisfaisant respectivement (3.11) et (3.14), et � 2 ]0; 1[,alors on choisit k 2 IR�+ qui satisfait la condition de stabilit�e suivante :km(q) 0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv l(cqqv) + Xc2Aext(q) l(c)F+c 1CCCA � 1� � pour tout q 2 Th:(3.21)o�u F+c est d�e�ni par 3.25.On note tn = n k pour tout n 2 IN .Discr�etisons tout d'abord la condition initiale et la condition aux limites ; On d�e�nitpour tout q 2 Th : u0q = 1m(q) Zq u0(x) dx(3.22)et pour tout q 2 Th, tout c 2 Aext(q) et tout n 2 INunc = 1k l(c) Z tn+1tn Zc u(�; t) d� dt(3.23)Pour discr�etiser l'�equation de saturation on utilise un sch�ema d'Euler explicite entemps et volumes �nis en espace d�ecentr�e vers l'amont de l'�ecoulement. On approchealors u par uTh;H;k avecuTh;H;k(x; t) = unq si x 2 q et t 2 [tn; tn+1[; q 2 Th et n 2 IN:(3.24)



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 71Le principe des sch�ema volumes �nis est d'int�egrer l'�equation �a discr�etiser sur chaquepas de temps et chaque maille. La discr�etisation de cette �equation se fait alors commedans le chapitre 2. L'�equation discr�etis�ee est donc la suivante :m(q) (un+1q � unq )k � Xqv2N(q)unqqv l(cqqv) Fqqv � Xc2Aext(q)l(c) �unc F+c � unq F�c � = 0pour tout q 2 Th et tout n 2 IN , o�uunqqv =8>><>>: unqv si Fqqv > 0unq sinonet o�u F+c et F�c sont d�e�nis de la fa�con suivante :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: - si les 
ux sont reconstruits par interpolation :F+c = 1l(�c) Z�c max(g(� ); 0) d� et F�c = 1l(�c) Z�c max(�g(� ); 0) d�- si les 
ux sont reconstruits par r�esolution de probl�emes locaux :F+c = 1l(c) Zcmax(g(� ); 0) d� et F�c = 1l(c) Zcmax(�g(� ); 0) d�(3.25)En utilisant (3.18) ou (3.20), ce sch�ema peut encore s'�ecrire sous la forme suivante :m(q) (un+1q � unq )k � Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv (unqv�unq ) l(cqqv)� Xc2Aext(q) l(c) �unc � unq � F+c = 0(3.26)3.2.3 Estimations d'erreur pour le probl�eme elliptique discr�etis�e sur lemaillage grossierOn �etablit dans ce paragraphe l'existence et l'unicit�e �a une constante pr�es des so-lutions de (3.12) et (3.13). Puis on montre la convergence de la solution approch�eevers la solution de (3.9) en �etablissant des estimations d'erreur en norme H1 discr�ete.Cette d�emonstration g�en�eralise les r�esultats donn�es dans [23] et [41]. En e�et dans[23], R. Herbin consid�ere un probl�eme de di�usion convection avec une condition auxlimites de Dirichlet, dans [41] le probl�eme elliptique est le même que celui consid�er�eici. Mais dans ces deux articles la solution exacte du probl�eme est suppos�ee r�eguli�ere(C2(
)), alors qu'ici, on ne suppose cette derni�ere que H2(
). Des estimations d'er-reur en normeH1 discr�ete, sont �egalement �etablies dans [27] lorsque la solution exacteest Hm (3=2 < m � 2) pour un probl�eme de di�usion convection avec une conditionaux limites de type Dirichlet homog�ene sur un maillage de carr�es. Ici les r�esultats sont



72 Sch�ema volumes finis sur double maillage...montr�es pour un maillage de rectangles de tailles variables (n�ecessaire seulement pourla m�ethode de double maillage) et se g�en�eralisent �a des maillages plus complexes (voirremarque 3.4). Dans [36] les auteurs �etablissent la convergence d'un sch�ema volumes�nis en utilisant la th�eorie des �el�ements �nis mixtes pour une �equation de di�usionavec une condition de Dirichlet homog�ene sur un maillage rectangulaire. Ils �etablis-sent des estimations d'erreur en supposant la solution exacte dans H2(
). Dans [11]les auteurs s'int�eressent �a la convergence d'un sch�ema volumes �nis mailles diamantspour un probl�eme de di�usion convection.Proposition 3.1 Soient TH un maillage de 
 satisfaisant les hypoth�eses de r�egula-rit�e (3.11), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. Alors il existe une uniquesolution �a une constante pr�es PTH du probl�eme (3.12) et (3.13).Nous ne faisons pas cette d�emonstration ici, elle est identique �a celles donn�ees dans[31] ou [32] ou celle de la proposition 2.1 page 22.On montre alors le r�esultat suivant :Th�eor�eme 3.1 Soit TH un maillage de 
 satisfaisant les hypoth�eses de r�egularit�e(3.11). Soit g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) la solutionexacte du probl�eme (3.3), (3.5) telle que R
 P (x) dx = 0. On suppose de plus que gest telle que P soit dans H2(
). Soient PTH solution de (3.12) et (3.13) et telle quePQ2THm(Q)PQ = PQ2THm(Q)P (xQ). On d�e�nit l'erreur sur la maille Q, pour toutQ 2 TH , par EQ = PQ � P (xQ).Alors il existe C, ne d�ependant que de 
, � et de la norme H2 de P , telle que XQ2TH XQv2N(Q) (EQv � EQ)2dQQv l(�QQv)!1=2� C Het  XQ2THm(Q) jEQj2!1=2� C HPour �etablir ce r�esultat, on commence par montrer la consistance du sch�ema au sensvolumes �nis.Consistance du sch�ema :Remarquons tout d'abord que pour tout Q 2 TH, P (xQ) a bien un sens car H2(
)s'injecte continûment dans C(
).Soit Q 2 TH et Qv 2 N(Q), on d�e�nit l'erreur de consistance RQQv(P ) sur l'interfaceentre Q et Qv par :RQQv(P ) = P (xQv)� P (xQ)dQQv � 1l(�QQv) Z�QQv rP (� ):nQQv d�



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 73Sur le bord l'erreur de consistance est nulle puisqu'on connâ�t le 
ux exact qui est g.D�e�nissons un maillage dual comme le montre la �gure 3.3. Pour toute mailleQ 2 THet tout Qv 2 N(Q), on d�e�nit la maille duale VQQv qui est le quadrangle qui a poursommet xQ, xQv et les deux sommets de �QQv. Qv V�QQvxQv�QQvVQQvxQV+QQv Q
Fig. 3.3 -On peut alors consid�erer que l'erreur de consistance est une fonction RH(P ) constantesur chaque maille duale VQQv. Remarquons de plus que l'aire de la maille dualeVQQv construite autour de l'interface �QQv (Q 2 TH et Qv 2 N(Q)) est �egale �a(dQQv l(�QQv))=2 ainsi la norme L2 de l'erreur de consistance est d�e�nie par :kRH(P )kL2(
) = 0@12 XQ2TH XQv2N(Q)dQQv l(�QQv)R2QQv(P )1A1=2On va montrer que le sch�ema est consistant au sens volumes �nis (voir [16]).Lemme 3.1 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1, on montre qu'il existe C, ne d�e-pendant que de � et de 
, telle que :kRH(P )kL2(
) � C kPkH2(
)HD�emonstration du lemme 3.1 :Pour montrer cela, on commence par supposer que P 2 C1(
).Soit Q 2 TH et Qv 2 N(Q), pla�cons nous alors dans le rep�ere orthonorm�e (not�eCQQv) qui a pour origine xQ et dont l'axe des abscisses est (xQxQv) (voir �gure 3.4).Notons de plus a et b (a < b) les ordonn�ees des deux sommets de �QQv, dQ la distanceentre xQ et �QQv et dQv la distance entre xQv et �QQv, on a alors dQ+ dQv = dQQv etRQQv(P ) s'exprime sous la forme suivante :RQQv(P ) = � 1l(�QQv) Z ba @P@x1 (dQ; x2) dx2 + P (dQQv ; 0)� P (0; 0)dQQv



74 Sch�ema volumes finis sur double maillage...x2 dQbxQa �QQv x1xQvdQvFig. 3.4 -Notons PQQv = 1l(�QQv) Z�QQv P (� ) d�en utilisant un d�eveloppement de Taylor avec reste int�egrale on obtient :l(�QQv) �PQQv�P (0; 0)�= Z ba rP (dQ; x2): dQx2 ! dx2�Z�QQv Z 10 tD2P (� t) �:� dt d�de même :l(�QQv) �PQQv � P (dQQv ; 0)�= Z ba rP (dQ; x2): �dQvx2 ! dx2� Z�QQv Z 10 tD2P (� t+ (1 � t)xQv) (� � xQv):(� � xQv) dt d�ainsi :jRQQv(P )j � H2l(�QQv) dQQv  Z ba Z 10 t jD2P j(dQ t; x2 t) dt dx2+ Z ba Z 10 t jD2P j(dQ t+ (1 � t)dQQv; x2 t) dt dx2!o�u jD2P j = 2Xi=1 2Xj=1 ����� @2P@xi@xj �����.En e�ectuant un changement de variables dans chaque int�egrale on obtient :jRQQv(P )j � H2l(�QQv) dQQv  1dQ ZV+QQv jD2P (z)j dz + 1dQv ZV�QQv jD2P (z)j dz!o�u V+QQv = VQQv \ Q et V�QQv = VQQv \ Qv.



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 75Ainsi d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz et les hypoth�eses (3.11), on a :jRQQv(P )j � Hp2�ql(�QQv) dQQv kPkH2(VQQv )= Hp2�ql(�QQv) dQQv  ZVQQv�jP j2 + jrP j2 + jD2P j2�(z) dz!1=2(3:27)et donc : kRH(P )k2L2(
) = 12 XQ2TH XQv2N(Q)dQQv l(�QQv)R2QQv � H2�2 kPk2H2(
)(3.28)Ce qui termine la d�emonstration du lemme 3.1 dans le cas o�u P 2 C1(
).Pla�cons nous alors dans le cas o�u P 2 H2(
) alors (voir [29]) il existe (Pj)j2IN ,Pj 2 C1(
) pour tout j 2 IN , telle que :limj!1 kPj � PkH2(
) = 0De plus comme H2(
) s'injecte continûment dans C(
), il existe C, ne d�ependantque de 
 telle que : kPj � PkL1(
) � C kPj � PkH2(
)(3.29)D'apr�es (3.28), on a : kRH(Pj)kL2(
) � H� kPjkH2(
)(3.30)On va montrer qu'il existe C, ne d�ependant que de � et de H telle que :kRH(Pj)�RH(P )kL2(
) � C kPj � PkH2(
)En e�et :jRQQv(P )�RQQv(Pj)j � 1ql(�QQv)  Z�QQv�rP (� )�rPj(� )�2!1=2++ 2dQQv kP � PjkL1(
)On utilise alors le lemme suivant que l'on d�emontrera par la suite.Lemme 3.2 Soit T un maillage de 
 (non n�ecessairement rectangulaire). On sup-pose que l'intersection entre deux mailles de T est soit un point soit un segment, cesegment est alors un côt�e de chacune de ces deux mailles. On note N(p) l'ensembledes voisins de p 2 T . On suppose qu'il existe une famille de points (xp)p2T telle quepour tout p 2 T , xp 2 p et pour tout p 2 T et tout q 2 N(p), [xp; xq] est orthogonal�a �pq et [xp; xq] \ �pq 6= �.



76 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Soient alors p 2 T , q 2 N(p) et u 2 H1(Vpq), (voir �gure 3.3 pour la d�e�nition deVpq).Alors, la trace de u sur �pq existe, c'est un �el�ement de L2(�pq). De plus, il existe uneconstante C telle que : kukL2(�pq) � Cqd(xp; xq)kukH1(Vpq)(3.31)Ainsi d'apr�es le lemme 3.2 et l'in�egalit�e (3.29)jRQQv(P )�RQQv(Pj)j � 2�ql(�QQv) dQQv kPj � PkH2(VQQv ) + 2C�H kP � PjkH2(
)o�u C ne d�epend que de 
 et donc :kRH(Pj)�RH(P )kL2(
) � 0@ 2� + 4C qm(
)�H 1A kPj � PkH2(
)o�u C ne d�epend que de 
.En passant �a la limite sur (3.30), on termine la d�emonstration du lemme 3.1.Montrons alors le lemme 3.2.D�emonstration du lemme 3.2 :Tout d'abord, remarquons que cette in�egalit�e est vraie sur un triangle rectangle parexemple celui not�e ~T sur la �gure 3.5.
l1 0 11xxpy F ~�~T ~x~y�pq� 
l2 sin � V+pq d(xp; �pq) Fig. 3.5 -Donc si ~u 2 H1 � ~T�, il existe une constante C telle que :k~ukL2(~�) � Ck~ukH1( ~T)(3.32)



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 77o�u ~� est d�e�ni en �gure 3.5.Soit p 2 T , q 2 N(p) et u 2 H1(Vpq). On se place dans le rep�ere donn�e par la �gure3.5. On note F l'application lin�eaire qui transforme V+pq en ~T , elle est d�e�nie par :F :  xy ! �!  ~x~y ! = 0BBBB@ F1(x; y) = xl1 � yl1 tan �F2(x; y) = yl2 sin � 1CCCCAo�u l1, l2 et � sont d�e�nis en �gure 3.5.On d�e�nit ~u 2 H1( ~T ) par ~u(~x; ~y) = u�F�1(~x; ~y)�, pour tout (~x; ~y) 2 ~T . Alors :Z�pq u2(� ) d� = Z l2 sin �0 u2 l2 cos � � l1l2 sin � y + l1; y! l(�pq)l2 sin � dy= Z 10 ~u2 (�~y + 1; ~y) l(�pq) d~y = l(�pq)p2 Z~� ~u2(� ) d�donc d'apr�es (3.32) il existe une constante C telle que :kuk2L2(�pq) � C l(�pq) kuk2H1( ~T) = C ZV+pq u(x; y) l(�pq)l1 l2 sin � dx dyRemarquons alors que sin 
 = l2 sin �=l(�pq) et que l1 sin 
 = d(xp; �pq), ainsi :kuk2L2(�pq) � Cd(xp; �pq)kuk2H1(V+pq)de la même fa�con : kuk2L2(�pq) � Cd(xq; �pq)kuk2H1(V�pq)et donc, il existe une constante C telle que :kuk2L2(�pq) � Cdpq kuk2H1(Vpq)Ce qui termine la d�emonstration du lemme 3.2 ainsi que celle de la consistance dusch�ema, montrons alors les estimations d'erreurs du th�eor�eme 3.1.D�emonstration du th�eor�eme 3.1 :Comme P 2 H2(
) est solution de (3.9) :�P (x) = 0 p.p. x 2 
(3.33)et : rP (� ):n(� ) = g(� ) p.p. �@




78 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Ainsi en int�egrant (3.33) sur Q 2 T , il vient :XQv2N(Q) Z�QQv rP (� ):nQQv d� + X�2Aext(Q) Z� g(� ) d� = 0(3.34)On soustrait alors (3.13) �a (3.34), on multiplie par EQ, on utilise la conservativit�edes 
ux exacts et approch�es (pour plus de d�etails voir le paragraphe 2.3.2 page 23),on obtient :XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) �EQv � EQ�2dQQv = XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv)RQQv(P ) �EQv � EQ�et donc d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.1, on obtient :0B@ XQ2TH XQv2N(Q)l(�QQv) �EQv �EQ�2dQQv 1CA1=2� 0@ XQ2TH XQv2N(Q)l(�QQv) dQQv R2QQv(P )1A1=2� C kPkH2(
)Ho�u C ne d�epend que de � et de 
.On termine la d�emonstration du th�eor�eme 3.1 en utilisant l'in�egalit�e de Poincar�emoyenne discr�ete d�emontr�ee dans le lemme 2.2 page 26, qui donne :0@ XQ2THm(Q) jEQj21A1=2 � C1 0B@ XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) �EQv � EQ�2dQQv 1CA1=2 � C2Ho�u C1 ne d�epend que de 
 et C2 que de �, 
 et de la norme H2 de P .Remarque 3.4 Cette d�emonstration se g�en�eralise �a des maillages plus complexes,il su�t qu'ils v�eri�ent les propri�et�es (2.7) page 17. On peut choisir par exemple unmaillage triangulaire (voir remarque 2.2.1 page 17).De plus, en utilisant le lemme 2.4 page 36 ainsi que le th�eor�eme 3.1 page 72, on a :0@ XQ2THm(Q) jEQjr1A1=r � C rHpour tout r tel que 1 � r < +1 et o�u C ne d�epend que de �, 
 et de la norme H2de P .On en d�eduit une estimation en norme in�nie (comme dans le th�eor�eme 2.2 page 35) :maxQ2TH jEQj � C H ln(H)o�u C ne d�epend que de �, 
 et de la norme H2 de P .



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 793.2.4 Estimations d'erreurs pour la reconstruction des 
ux approch�es depressionA�n de montrer la convergence de la saturation approch�ee on a besoin d'estimationsd'erreur sur les 
ux approch�es de pression reconstruits sur les côt�es du maillage �n.Dans le cas de la m�ethode de r�esolution de probl�emes locaux, il faut de plus s'assurerque la reconstruction existe toujours.Proposition 3.2 Soient TH et Th deux maillages de 
 satisfaisant respectivement(3.11) et (3.14), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) lasolution de (3.9) telle que R
 P (x) dx = 0. Soient PTH solution de (3.12) et (3.13) ettelle que PQ2TH m(Q)PQ = PQ2TH m(Q)P (xQ).Alors il existe pTh solution de (3.19) et (3.20).De plus soient deux solutions de ce probl�eme p(1)Th et p(2)Th , alors pour tout Q 2 TH , ilexiste CQ ne d�ependant que de Q telle que :p(2)Th (x) = p(1)Th (x) + CQ pour tout x 2 Q:D�emonstration de la proposition 3.2 :Comme on l'a d�eja remarqu�e, (3.20) d�e�nit nH probl�emes lin�eaires ind�ependants, o�unH est le nombre de mailles de TH .Soit donc Q 2 TH , on va montrer qu'il existe une solution (pq) q2Thq�Q unique �a uneconstante pr�es de (3.20).Par un raisonnement semblable �a celui e�ectu�e dans la d�emonstration de la proposi-tion 2.1 page 22, on montre que si :Xqv2Next(q) l(cqqv) PQqv � PQdQQqv + Xc2Aext(q) Zc g(� ) d� = 0pour tout q 2 Th, q � Q, alors :pq = pqv pour tout q 2 Th; q � Q et tout qv 2 Nint(q)(3.35)Il reste �a �etablir l'existence de ces solutions, supposons donc qu'il existe une solutionet sommons alors les �equations de (3.20), on obtient :Xq2Thq�Q Xqv2Next(q) l(cqqv) PQqv � PQdQqQqv + Xq2Thq�Q Xc2Aext(q) Zc g(� ) d� = 0ce qui s'�ecrit encore :XQv2N(Q) PQv � PQdQQv l(�QQv) + X�2Aext(Q) Z� g(� ) d� = 0



80 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Or (PQ)Q2TH v�eri�ent (3.13), il y a donc existence de solutions de (3.20). De plusd'apr�es (3.35) on a bien le r�esultat suivant :Soient deux solutions de (3.19) et (3.20), p(1)Th et p(2)Th , alors d'apr�es (3.35) pourtout Q 2 TH , il existe CQ ne d�ependant que de Q telle que :p(2)Th (x) = p(1)Th (x) + CQ pour tout x 2 QOn montre alors le r�esultat suivant qui donne des estimations en norme L2 sur les
ux reconstruits.Proposition 3.3 Soient TH et Th deux maillages de 
 satisfaisant respectivement(3.11) et (3.14), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) unesolution de (3.9). On suppose de plus que g est telle que P soit dans H2(
). SoientPTH solution de (3.12) et (3.13).Soient pTh satisfaisant (3.19) et (3.20). NotonsAh = 0@Xq2Th Xqv2N(q) l(cqqv) dqqv �Fqqv � F qqv�21A1=2o�u l'on rappelle que Fqqv est le 
ux approch�e sur l'interface entre q et qv, il est d�e�nien section 3.2.2.2 si les 
ux sont reconstruits par interpolation et en section 3.2.2.3si les 
ux sont reconstruits par r�esolution de probl�emes locaux. On rappelle �egalementque F qqv est le 
ux exact d�e�ni par (3.15). Alors il existe C1 et C2, ne d�ependant quede 
, �, � et P , telles que Ah � C1pHsi les 
ux sont reconstruits par r�esolution de probl�emes locaux,Ah � C2Hsi les 
ux sont reconstruits par interpolation.D�emonstration de la proposition 3.3 :Flux reconstruits par interpolation :D'apr�es la d�e�nition des 
ux interpol�es, on a :Fqqv = XQv2N(Qq)(nqqv:nQqQv)  Hqqv � d(cqqv ; �QqQv)Hqqv ! PQv � PQqdQqQv+ X�2Aext(Qq)(nqqv :n�)  Hqqv � d(cqqv ; �)Hqqv ! g�



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 81et XQv2N(Qq) jnqqv :nQqQv j  Hqqv � d(cqqv; �QqQv)Hqqv !+ X�2Aext(Qq) jnqqv:n�j  Hqqv � d(cqqv ; �)Hqqv ! = 1alors :Ah = 0@Xq2Th Xqv2N(q) l(cqqv) dqqv 24 XQv2N(Qq) Hqqv � d(cqqv ; �QqQv)Hqqv ! PQv � PQqdQqQv (nqqv:nQqQv)� F qqv jnqqv:nQqQvj!+ X�2Aext(Qq) Hqqv � d(cqqv ; �)Hqqv !�(nqqv:n�) g� � jnqqv :n�jF qqv�3521CA1=2Ainsi, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :Ah � 4�A3h +A4h�o�u :A3h = 0@Xq2Th Xqv2N(q) XQv2N(Qq)l(cqqv) dqqv�� �����nqqv:nQqQv PQv � PQqdQqQv � jnqqv :nQqQv jF qqv�����21A1=2et A4h = 0@Xq2Th Xqv2N(q) X�2Aext(Qq) l(cqqv) dqqv jnqqv :n�j���F � � F qqv �nqqv:n�����21A1=2Ainsi d'apr�es (3.14), et en intervertissant les sommes sur le maillage �n et sur lemaillage grossier, on obtient :A3h � 0@h XQ2TH XQv2N(Q) Xc2Ah(Q) l(c) �����nc:nQQv PQv � PQdQQv � jnc:nQQvjF c�����21A1=2o�u Ah(Q) est l'ensemble des côt�es c de Th tels que c \ Q 6= � et o�u nc est l'une desdeux normale �a c, de même :A4h � 0@h XQ2TH X�2Aext(Q) Xc2Ah(Q) jnc:n�j l(c) ����� 1l(�) Z�rP (� ):n�(� ) d�� 1l(c) ZcrP (� ):nc(� ) d� �nc:n�������21A1=2(3:36)



82 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Traitons tout d'abord A3h. Pour cela, on note, pour tout Q 2 TH ; Qv 2 N(Q) etc 2 Ah(Q), c?QQv le projet�e orthogonal de c sur �QQv, alors :A3h � 243h XQ2TH XQv2N(Q) Xc2Ah(Q) l(c)0@jnc:nQQvj �����EQv � EQdQQv �����2++ jnc:nQQvj �����P (xQv)� P (xQ)dQQv � 1l(c?QQv) Zc?QQv rP (� ):nQQv d� �����2++ jnc:nQQvj ����� 1l(c?QQv) Zc?QQv rP (� ):nc d� � 1l(c) ZcrP (� ):nc d� �����2 !351=2Remarquons, que si c � �QQv alors le dernier terme de l'in�egalit�e pr�ec�edente est nul.Soit Q 2 TH , Qv 2 N(Q) et c � �QQv un côt�e du maillage �n. On note alors N (c)l'ensemble des côt�es a de Ah(Q) tels que c est le projet�e orthogonal de a sur �QQv.On note de plus Vc le volume d�e�ni par la �gure 3.6.Vc Q QvcFig. 3.6 -Alors d'apr�es (3.11) et (3.14) :Xa2N (c)�2 h2 � m�Vc�� (H + h) l(c) � (H + h)hainsi : Xa2N (c)1 � 2H�2 h(3.37)On a alors :A3h � 246H�2 XQ2TH XQv2N(Q) Xc��QQv l(c)0@�����EQv � EQdQQv �����2+ �����P (xQv)� P (xQ)dQQv � 1l(c) ZcrP (� ):nQQv d� �����21A+3h XQ2TH XQv2N(Q) Xc2Ah(Q) jnc:nQQvjl(c) �����Zc?QQv rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� �����2351=2



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 83et donc :A3h � 24 6��2 XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) jEQv �EQj2dQQv + 6��2 Xq2Th Xqv2Next(q) l(cqqv) dQqQqv jBqqvj2+3h XQ2TH XQv2N(Q) Xc2Ah(Q) jnc:nQQvjl(c) �����Zc?QQv rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� �����2351=2(3:38)o�u l'on rappelle que pour tout q 2 Th, Qq est l'�el�ement de TH tel que q � Qq, Next(q)est l'ensemble des voisins qv de q tels que qv 6� Qq.On montre alors le lemme suivant :Lemme 3.3 Soient TH et Th deux maillages de 
 satisfaisant respectivement (3.11)et (3.14), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) la solution de(3.9) telle que R
 P (x) dx = 0. On suppose de plus que g est telle que P soit dansH2(
).Alors, il existe C, ne d�ependant que de �, � et de la norme H2 de P , telle que :0@Xq2Th Xqv2Next(q) dQqQqv l(cqqv)B2qqv1A1=2 � C Ho�u Bqqv est d�e�ni par : Bqqv = P (xQqv )� P (xQq)dQqQqv � F qqv(3.39)D�emonstration du lemme 3.3 :On suppose tout d'abord que P 2 C1(
).Notons D+qqv (respectivement D�qqv) le triangle d�e�ni par xQq (respectivement xQqv )et les deux sommets de cqqv , et dQq (respectivement dQqv ) la distance entre xQq (res-pectivement xQqv ) et �QQv (voir �gure 3.7).Remarquons que m(D+qqv) = �dQq l(cqqv)�=2 et que m(D�qqv) = �dQqv l(cqqv)�=2.Notons : P qqv = 1l(cqqv) Zcqqv P (� ) d�et pla�cons nous dans le rep�ere orthonorm�e ayant pour origine xQq et dont l'axe desabscisses est (xQqxQqv ). Notons de plus a et b (a < b) les ordonn�ees des sommets decqqv (leur abscisse �etant �egale �a dQq).



84 Sch�ema volumes finis sur double maillage...q xQqvxQq dQqvdQq D�qqvD+qqv qv
Fig. 3.7 -Alors : Bqqv = P (dQqQqv ; 0)� P (0; 0)dQqQqv � 1l(cqqv) Z ba @P@x1 (dQq ; x2) dx2En utilisant un d�eveloppement de Taylor avec reste int�egrale, il vient :l(cqqv) �P qqv � P (0; 0)�= Z ba rP (dQq ; x2): dQqx2 ! dx2 � Zcqqv Z 10 tD2P (� t) �:� dt d�et :l(cqqv) �P qqv � P (dQqQqv ; 0)�= Z ba rP (dQq ; x2): �dQqvx2 ! dx2� Zcqqv Z 10 tD2P (� t+ (1� t)xQv) (� � xQqv ):(� � xQqv ) dt d�ainsi en e�ectuant un changement de variables, on obtient :jBqqvj � Hl(cqqv)�  1dQq ZD+qqv jD2P j(z) dz + 1dQqv ZD�qqv jD2P j(z) dz!et d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on a :jBqqvj � pHql(cqqv)�2  ZDqqv jD2P j2(z) dz!1=2(3.40)o�u Dqqv = D+qqv [D�qqv .On en d�eduit que :0@Xq2Th Xqv2Next(q) dQqQqv l(cqqv)B2qqv1A1=2 � kPkH2(
)�2 � H



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 85On utilise alors comme dans la d�emonstration du lemme 3.1 la densit�e de C1(
)dans H2(
) pour conclure. Ce qui termine la d�emonstration du lemme 3.3.On revient �a la d�emonstartion de la proposition 3.3. On traite alors le dernier termede (3.38).Soit Q 2 TH, Qv 2 N(Q) et c 2 Ah(Q) tel que nc:nQQv 6= 0. Pla�cons nous alorsdans le rep�ere orthonorm�e qui a pour origine l'un des sommets de c, et dont l'axe desordonn�es est parall�ele �a �QQv. On note l la distance entre c et �QQv et lQ la longueurdu côt�e de Q qui est orthogonal �a �QQv. On a :�����Zc?QQv rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� ����� � Z l(c)0 Z l0 �����@2P@x21 (t; x2)����� dt dx2et d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :�����Zc?QQv rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� ����� � qlQ l(c) kPkH2(Vc\Q)(3.41)Ainsi :3h XQ2TH XQv2N(Q) Xc2Ah(Q) jnc:nQQvjl(c) �����Zc?QQv rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� �����2� 3H2�2 XQ2TH XQv2N(Q) Xc��QQv kPk2H2(Vc\Q) � 12H2�2 kPkH2(
)(3:42)On utilise alors (3.38), l'in�egalit�e pr�ec�edente, le th�eor�eme 3.1 et le lemme 3.3, onobtient : A3h � C H(3.43)o�u C ne d�epend que de P , �, � et de 
.Traitons alors A4h. On rappelle que d'apr�es (3.36) :A4h � 0@h XQ2TH X�2Aext(Q) Xc2Ah(Q) jnc:n�j l(c) ����� 1l(�) Z�rP (� ):n�(� ) d�� 1l(c) ZcrP (� ):nc(� ) d� �nc:n�������21A1=2Pour tout � 2 Aext(Q) on note �Q le côt�e de Q oppos�e �a � (i.e le côt�e de Q tel quejn�:n�Qj = 1, o�u n�Q est l'une des deux normales de �Q). On note de plus Q� le voisinde Q ayant pour côt�e �Q. Pour tout c 2 Ah(Q), on d�e�nit comme pr�ec�edemmentc?QQ� le projet�e orthogonal de c sur �Q = @Q \ @Q� (voir �gure 3.8).



86 Sch�ema volumes finis sur double maillage...c?QQ�c xQ� Q��QxQQ� Fig. 3.8 -On d�ecompose alors A4h sous la forme suivante :A4h�244hXQ2TH X�2Aext(Q) Xc2Ah(Q)l(c) ���nc:n����0@ 1l(�)2 �����Z�rP (� ):n� d� �Z�Q rP (� ):n� d� �����2+ ����� 1l(�Q) Z�QrP (� ):nQQ� d� � P (xQ�)� P (xQ)dQQ� �����2+ �����P (xQ�)� P (xQ)dQQ� � 1l(c?QQ�) Zc?QQ� rP (� ):nQQ� d� �����2+ 1l(c)2 �����Zc?QQ� rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� �����21A351=2En utilisant (3.37), ceci s'�ecrit encore :A4h � 24 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c) 8H�2 l(�)2 �����Z�rP (� ):n� d� � Z�Q rP (� ):n� d� �����2+ XQ2TH X�2Aext(Q) Xc��Q l(c) 8H�2 ����� 1l(�Q) Z�QrP (� ):nQQ� d� � P (xQ�)� P (xQ)dQQ� �����2+ XQ2TH X�2Aext(Q) Xc��Q l(c) 8H�2 �����P (xQ�) � P (xQ)dQQ� � 1l(c) ZcrP (� ):nQQ� d� �����2+4h XQ2TH X�2Aext(Q) Xc2Ah(Q) ���nc:n����l(c) �����Zc?QQ� rP (� ):nc d� � ZcrP (� ):nc d� �����2351=2D'apr�es (3.11) et (3.42), il vient :A4h � 24 8�2 � Xq2Th Xqv2Next(q) l(cqqv) dQqQqv B2qqv + 16H2�2 kPk2H2(
)



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 87+ 8�2� XQ2TH X�2Aext(Q)0@�����Z�rP (� ):n� d� � Z�Q rP (� ):n� d� �����2+l(�Q) dQQ�R2QQ�(P )1A351=2Par un raisonnement analogue �a celui utilis�e pour �etablir (3.41), on montre que pourtout Q 2 TH et tout � 2 Aext(Q), on a :�����Z�rP (� ):n� d� � Z�QrP (� ):n� d� ����� � qm(Q) kPkH2(Q)(3.44)On conclut �a l'aide de l'in�egalit�e pr�ec�edente ainsi qu'avec les lemmes 3.1 et 3.3 :A4h � C H(3.45)o�u C ne d�epend que de �, �, 
 et de la norme H2 de P .On a donc bien, d'apr�es (3.43) et (3.45) :Ah � 4 (A3h +A4h) � C Ho�u C ne d�epend que de �, �, 
 et de la norme H2 de P .Flux reconstruits par r�esolution de probl�emes locaux :On montre alors l'estimation pour les 
ux reconstruits par r�esolution de probl�emeslocaux. Pour cela on �etablit tout d'abord le lemme suivant. La premi�ere estimationde ce lemme renseigne sur la qualit�e des 
ux approch�es sur les côt�es de Th situ�es �al'int�erieur des mailles de TH . C'est une estimation en norme H10 discr�ete, c'est �a direune estimation sur la norme L2 du gradient discret. La deuxi�eme estimation est uneestimation en norme L2 de l'erreur de pression sur le maillage �n.Lemme 3.4 Soient TH et Th deux maillages de 
 satisfaisant respectivement (3.11)et (3.14), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) la solutionde (3.9) telle que R
 P (x) dx = 0. On suppose de plus que g est telle que P soitdans H2(
). Soient PTH solution de (3.12) et (3.13) et telle que PQ2TH m(Q)PQ =PQ2TH m(Q)P (xQ). Soient pTh solution de (3.19) et (3.20) et telle que pour toutQ 2 TH P q2Thq�Q m(q) pq = P q2Thq�Q m(q)P (xq).On d�e�nit l'erreur sur la maille q, pour tout q 2 Th, par eq = pq � P (xq).Alors il existe C, ne d�ependant que de 
, �, � et P , telle que0@Xq2Th Xqv2Nint(q) (eqv � eq)2dqqv l(cqqv)1A1=2 � CpH 0@Xq2Thm(q) jeqj21A1=2 � CpH



88 Sch�ema volumes finis sur double maillage...D�emonstration du lemme 3.4 :On montre tout d'abord la consistance des 
ux approch�es sur les côt�es de Th situ�es�a l'int�erieur des mailles grossi�eres.Lemme 3.5 Sous les hypoth�eses du lemme 3.4, il existe C ne d�ependant que de �telle que : 0@Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) dqqv R2qqv(P )1A1=2 � C kPkH2(
) ho�u : Rqqv(P ) = P (xqv)� P (xq)dqqv � F qqv(3.46)Ce lemme se d�emontre comme le lemme 3.1.On peut alors montrer la premi�ere estimation d'erreur du lemme 3.4.Comme P 2 H2(
) est solution de (3.9), on a :�P = 0 p.p. dans 
(3.47)et rP:n = g p.p. sur @
Soit q 2 Th, on int�egre (3.47) sur q, d'apr�es la formule de Green, il vient :Xqv2N(q) l(cqqv)F qqv + Xc2Aext(q) Zc g(� ) d� = 0(3.48)On soustrait cette �equation �a (3.20), on obtient :Xqv2Nint(q) pqv � pqdqqv � F qqv! l(cqqv) + Xqv2Next(q) PQqv � PQqdQqQqv � F qqv! l(cqqv) = 0On multiplie cette �equation par eq et on somme sur q 2 Th. En utilisant (3.46), onobtient :Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) eq eqv � eqdqqv + Xq2Th Xqv2Nint(q)Rqqv(P ) l(cqqv) eq+ Xq2Th Xqv2Next(q) PQqv � PQqdQqQqv � F qqv! l(cqqv) eq = 0D'apr�es la conservativit�e des 
ux exacts et approch�es, il vient :�12 Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) (eqv � eq)2dqqv = �12 Xq2Th Xqv2Nint(q)Rqqv(P ) l(cqqv) (eq � eqv)�B1o�u B1 = Xq2Th Xqv2Next(q) PQqv � PQqdQqQqv � F qqv! l(cqqv) eq



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 89En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz et le lemme 3.5, on obtient :Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) (eqv � eq)2dqqv � 2B1+C� kPkH2(
) h0@Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) (eqv � eq)2dqqv 1A1=2(3:49)Traitons alors B1, celui ci peut encore s'�ecrire sous la forme suivante :B1 = Xq2Th Xqv2Next(q) EQqv � EQqdQqQqv + P (xQqv )� P (xQq)dQqQqv � F qqv! l(cqqv) eqEn utilisant �a nouveau l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on a :B1 � 1p�H 0@Xq2Th Xqv2Next(q) l(cqqv) jeqj21A1=2� 2640@Xq2Th Xqv2Next(q) dQqQqv l(cqqv)B2qqv1A1=2+0@ XQ2TH XQv2N(Q) (EQv � EQ)2dQQv l(�QQv)1A1=2375On utilise alors le lemme 3.3 et le th�eor�eme 3.1, on obtient :B1 � CpH 0BB@ XQ2TH Xq2Thq�Q l(@q \ @Q) jeqj21CCA1=2o�u C ne d�epend que 
, �, � et de la norme H2 de P .D'apr�es l'in�egalit�e (2.45) page 48, il existe C, ne d�ependant que de � et de 
, telleque pour tout Q 2 TH :Xq2Thq�Q l(@q \ @Q) jeqj2 � C 0BB@ Xq2Thq�Q Xqv2Nint(q) l(cqqv) (eqv � eq)2dqqv + Xq2Thq�Q m(q)jeqj21CCAOn utilise �egalement le lemme 2.2 page 26, qui donne l'existence de C, ne d�ependantque de 
, telle que :Xq2Thm(q) jeq �moy
(e)j2 � C Xq2Th Xqv2N(q) (eqv � eq)2dqqv l(cqqv)o�u moy
(e) = 1m(
) Xq2Thm(q) eq.



90 Sch�ema volumes finis sur double maillage...On peut alors terminer la d�emonstration du lemme 3.4. Comme on a suppos�e que lesmoyennes discr�etes de la solution exacte et de la solution approch�ee pT �etaient �egalessur chaque Q 2 TH , on a : Xq2Thm(q) eq = 0donc : B1 � CpH 0@Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) (eqv � eq)2dqqv 1A1=2o�u C ne d�epend que de 
, �, � et de la norme H2 de P .Ainsi en reportant ce r�esultat dans (3.49), on obtient :0@Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) (eqv � eq)2dqqv 1A1=2 � CpHo�u C ne d�epend que de 
, �, � et de la norme H2 de P .On termine alors la d�emonstration de l'estimation de la proposition 3.3 pour les 
uxreconstruits par r�esolution de probl�emes locaux :Remarquons tout d'abord que l'on a :Ah � A1h +A2h(3.50)o�u A1h = 0@Xq2Th Xqv2Next(q) l(cqqv) dqqv �����PQqv � PQqdQqQqv � F qqv�����21A1=2et A2h = 0@Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv) dqqv �����pqv � pqdqqv � F qqv�����21A1=2On obtient alors :A1h � 0@2 Xq2Th Xqv2Next(q) l(cqqv) dqqv �����P (xQqv )� P (xQq)dQqQqv � F qqv�����2+2 XQ2TH XQv2N(Q)0@ Xc��QQv l(c) dc1A �����EQv � EQdQQv �����21A1=2Mais Pc��QQv l(c) dc � �Pc��QQv l(c)� �Pc��QQv dc� � l(�QQv)h 2H=(�2 h).On conclut alors �a l'aide du th�eor�eme 3.1 et du lemme 3.3 :A1h � C H(3.51)o�u C ne d�epend que de �, �, 
 et de la norme H2 de P .



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 91De la même fa�con on a :A2h � 0@2 Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv)dqqvR2qqv(P )1A1=2 + 0@2 Xq2Th Xqv2Nint(q) l(cqqv)(eqv � eq)2dqqv 1A1=2ainsi, d'apr�es les lemmes 3.4 et 3.5, on a :A2h � CpH(3.52)o�u C ne d�epend que de �, �, 
 et de la norme H2 de P . En reportant (3.51) et (3.52)dans (3.50), on obtient le r�esultat cherch�e.Ce qui termine la d�emonstration de la proposition 3.3.3.2.5 Convergence de la saturation approch�ee vers la solution faible duprobl�eme hyperboliqueL'objectif de ce paragraphe est d'�etablir la convergence de la saturation approch�eevers la solution faible de (3.4), (3.6) et (3.7). On utilise une technique introduite parR. Eymard et T. Gallou�et dans [14] pour le même probl�eme que celui qui est consid�er�eici mais en utilisant un sch�ema coupl�e volumes �nis - �el�ements �nis. Ces r�esultat ont�et�e �etendus �a un sch�ema compl�etement volumes �nis dans [41].On montre donc dans ce paragraphe le r�esultat suivant :Th�eor�eme 3.2 Soient TH et Th deux maillages de 
 satisfaisant respectivement(3.11) et (3.14), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) unesolution de (3.9). On suppose de plus que g est telle que P soit dans H2(
). SoientPTH solution de (3.12) et (3.13). Soient pTh solution de (3.19) et (3.20). Soit deplus k 2 IR�+ v�eri�ant la condition de stabilit�e (3.21). On note uTh;H;k la solution de(3.22), (3.23), (3.24) et (3.26).Alors, il existe une sous suite, encore not�ee (uTh;H;k)h2IR, et il existe u 2 L1(
�IR+)telles que : limH!0uTh;H;k = udans L1(
 � IR+), pour la topologie faible ?, de plus u est la solution faible duprobl�eme (3.4), (3.6), (3.7), i.e. u v�eri�e (3.10).Remarque 3.5 Il n'est pas �evident dans ce cas que la solution faible de l'�equationhyperbolique soit unique. En e�et, on ne peut plus utiliser le th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz, comme dans le chapitre pr�ec�edent, puisque pour cela il faudrait que rP soitau moins Lipschitzien. Toutefois il est possible que ce r�esultat puisse se d�emontrer enadaptant la d�emonstration de R. J. DiPerna donn�ee dans [13].



92 Sch�ema volumes finis sur double maillage...A�n de montrer ce th�eor�eme, on commence tout d'abord par �etablir les deux r�esultatssuivants. Le premier donne une estimation L1 sur la solution approch�ee, et le seconddonne une estimation faible sur les variations de uTh;H;k.Lemme 3.6 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.2 :kuTh;H;kk1 � U = max�ku0k1; kuk1�D�emonstration du lemme 3.6 :Il su�t pour cela d'utiliser (3.26) et la condition de stabilit�e (3.21), pour remarquerque un+1q est conbinaison convexe de unq , unqv (qv 2 N(q)), unc (c 2 Aext(q)). Et doncpar r�ecurrence on obtient : jun+1q j � max�ku0k1; kuk1�pour tout q 2 Th et tout n 2 IN (pour plus de d�etails voir la d�emonstration du lemme2.5 page 43).Lemme 3.7 Soient TH et Th deux maillages de 
 satisfaisant respectivement (3.11)et (3.14), et g dans H1=2(@
) telle que R@
 g(� ) d� = 0. On note P (:) une solution de(3.9). On suppose de plus que g est telle que P soit dans H2(
). Soient PTH solutionde (3.12) et (3.13). Soient pTh solution de (3.19) et (3.20). Soit de plus k 2 IR�+v�eri�ant la condition de stabilit�e (3.21). On note uTh;H;k solution de (3.22), (3.23),(3.24) et (3.26). Soit T 2]0;+1[, on note NT = maxnn 2 IN ; (n� 1)k � To, eton d�e�nit EF1h et EF2h par :EF1h = NTXn=0 Xq2Th k0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 hFqqv junqv � unq j l(cqqv) + Xc2Aext(q)h ���unc � unq ��� l(c)F+c 1CCCAEF2h = NTXn=0 Xq2Th k0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 hFqqv junqv � unq j l(cqqv) + Xc2Aext(q)H ���unc � unq ��� l(c)F+c 1CCCAet EF3h = NTXn=0 Xq2Th km(q) jun+1q � unq jAlors il existe C, ne d�ependant que de u0, u, 
, �, �, g, T , � et de la norme H2 deP , telle que : EF1h � Cphsi les 
ux sont reconstruits par r�esolution de probl�emes locaux,EF2h � C �ph+H�si les 
ux sont reconstruits par interpolation, etEF3h � Cpk



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 93D�emonstration du lemme 3.7 :Comme dans la d�emonstration du lemme 2.6 page 44, on montre le r�esultat suivant :NTXn=0 Xq2Th k 0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv junqv � unq j2 l(cqqv) + Xc2Aext(q) ���unc � unq ���2 l(c)F+c 1CCCA � CB(3.53)o�u CB = 1��ku0k21m(
) + T kgkL2(@
) kuk21 l(@
)1=2�.On en d�eduit que :EF1h � q2CB T h�BV 1=21 +qkgkL2(@
) l(@
)1=2�(3.54)o�u : BV1 = Xq2Th Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv l(cqqv)de même : EF2h � q2CB T �hBV 1=21 +H qkgkL2(@
) l(@
)1=2�(3.55)Il su�t alors de montrer que BV1 � C=h. Remarquons alors que :BV1 � qm(
)� h Ah + qm(
)p� h 0@Xq2Th Xqv2N(q) ZcqqvjrP (� )j2 d�1A1=2D'apr�es le lemme (3.2), on a :BV1 � qm(
)� h Ah + Ch 0@Xq2Th Xqv2N(q)kPkH2(Vqqv )1A1=2o�u C ne d�epend que de � et de 
.Ainsi en utilisant la proposition 3.3 et en reportant l'in�egalit�e pr�ec�edente dans (3.54)et (3.55), on a : EF1h � CphEF2h � C �ph+H�o�u C ne d�epend que de 
, �, � et des normes H2(
) de P et L2(@
) de g.



94 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Remarquons de plus, que d'apr�es (3.26) et l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :EF3h � pk0BBB@NTXn=0 Xq2Th k0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv junqv � unq j2 l(cqqv)+ Xc2Aext(q) ���unc � unq ���2 l(c)F+c 1A1A1=2��0BBB@NTXn=0 k Xq2Th k0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv l(cqqv) + Xc2Aext(q) l(c)F+c 1CCCA1CCCA1=2Alors d'apr�es (3.21) et (3.53), on obtient :EF3h � qCB k0@NTXn=0 k Xq2Thm(p) (1 � �)1Ao�u CB ne d�epend que de �, u0, 
, T , g et de u, ainsi :EF3h � qCB T m(
) (1 � �)kCe qui termine la d�emonstration du lemme 3.7.On �etablit alors le r�esultat suivant :Lemme 3.8 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.2, uTh;H;k v�eri�e :Z Z
�IR+ uTh;H;k(x; t) �'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
+�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = E(H;h; k)pour tout ' 2 C1c (
+� IR+; IR), avec 
+ = 
[@
+ et o�u E(H;h; k) ne d�epend quede H, h, k, u0, u, ', 
, P , g, �, � et de �.De plus pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR) :limH!0 E(H;h; k) = 0



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 95D�emonstration du lemme 3.8 :Soit ' 2 C1c (
+ � IR+; IR), on d�e�nit T tel que, pour tout x 2 
+, supp('(x; �)) �[0; T ]. On note NT = maxnn 2 IN ; (n� 1) k � To.On multiplie alors (3.26) par 1m(q) Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dt, et on somme sur n 2 IN etq 2 Th, on obtient : E1 + E2 = 0(3.56)avec : E1 = NTXn=0 Xq2Th(un+1q � unq )1k Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dtetE2 = � NTXn=0 Xq2Th0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv (unqv � unq ) l(cqqv) 1m(q) Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dt+ Xc2Aext(q)�unc � unq � l(c)F+c 1m(q) Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dt1ADe plus on note :E10 = Z Z
�IR+ uTh;H;k(x; t)'t(x; t) dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dxetE20 = � Z Z
�IR+ uTh;H;k(x; t)rP (x; t):r'(x; t) dx dt+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dtOn va alors comparer E1 et E10 ainsi que E2 et E20, cette comparaison fera apparâ�treles termes d'erreur.En exploitant la d�e�nition de uTh;H;k et en reportant les di��erences sur uTh;H;k (pourplus de d�etails voir d�emonstration du lemme 2.7 page 53), on montre que :E10 = � NTXn=0 Xq2Th(un+1q � unq ) Zq '(x; tn+1) dx � Xq2Th u0q Zq '(x; 0) dxAinsi :jE1 + E10j � NTXn=0 Xq2Th jun+1q � unq j Z tn+1tn Zqj't(x; t)jdx dt+ Z
 ju0Th � u0(x)j j'(x; 0)j dxo�u u0Th(x) = u0q = 1m(q) Zq u0(x) dx pour tout x 2 q; q 2 Th



96 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Montrons tout d'abord que k tend vers 0 lorsque H tend vers 0. Pour cela on proc�edecomme dans [16] (d�emonstration du th�eor�eme 7.1).Remarquons tout d'abord que si g � 0 alorsFqqv = 0 pour tout q 2 T ; qv 2 N(q)et donc : un+1q = unq = u0q pour tout q 2 T et tout n 2 INet d'apr�es (2.48), uTh;H;k converge vers u0 dans L1 faible ?, u0 �etant dans ce cassolution faible de (3.4), (3.6), (3.7). Ainsi lorsque g � 0 la d�emonstration du th�eor�eme3.2 est termin�ee.On peut donc supposer g 6� 0. Soit y 2 IRd n f0g et w � 
, w compact tel qued(w;
c) � y o�u 
c est le compl�ementaire de 
. On montre alors, voir [16] (d�emons-tration du th�eor�eme 7.1), que :kPTH (:+ y)� PT (:)kL1(w) � jyj XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) jPQv � PQjRemarquons que, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :kPTH � PkL1(
) � 0@m(
) XQ2THm(Q) jEQj21A1=2 + XQ2TH ZQ jP (xQ)� P (x)j dxainsi d'apr�es la r�egularit�e de P et d'apr�es le th�eor�eme 3.1, il vient :limH!0 kPTH � PkL1(
) = 0Donc, si limH!0 XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) jPQv � PQj = 0on a : kP (:+ y)� P (:)kL1(w) � 0et ainsi rP = 0 p.p., ce qui n'est pas possible puisque g 6� 0. Alors il existe uneconstante A > 0 telle que :XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) jPQv � PQj � AComme dQQv � 2H, on obtient :XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) jPQv � PQjdQQv � A2HMais: Xq2Th Xqv2N(q) l(cqqv) jFqqvj � XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) jPQv � PQjdQQv



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 97puisque si cqqv � �QQv alors jFqqvj = jPQv � PQjdQQv . Ainsi :2 Xq2Th Xqv2N(q)Fqqv>0 l(cqqv) jFqqvj = Xq2Th Xqv2N(q) l(cqqv) jFqqvj � A2HAlors il existe q 2 Th tel que :Xqv2N(q)Fqqv>0 l(cqqv) jFqqvj � m(q)A4m(
)D'apr�es (3.21), on obtient : k � 4H m(
)A(3.57)Ce qui montre que k tend vers 0 lorsque H tend 0.En utilisant le lemme 3.7, la r�egularit�e de u0 ainsi que (3.57) (pour plus de d�etailsvoir d�emonstration de (2.48) page 54), on obtient :limH!0 jE1 + E10j = 0(3.58)Il ne reste donc plus qu'�a comparer E2 et E20. Commen�cons par le faire pour les 
uxreconstruits par la m�ethode de r�esolution de probl�emes locaux.Flux approch�es de pression reconstruits par r�esolution de probl�emes lo-caux :Introduisons E21 d�e�ni par :E21 = � NTXn=0 Xq2Th 0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv (unqv � unq ) Z tn+1tn Zcqqv '(�; t) d� dt+ Xc2Aext(q) �unc � unq� Z tn+1tn Zc g+(� )'(�; t) d� dt1AOn va tout d'abord montrer que :limH!0 jE2 �E21j = 0En e�et :jE2�E21j � NTXn=0 Xq2Th24 Xc2Aext(q) Z tn+1tn Zc 1m(q)Zq g+(� )���'(�; t)� '(x; t)��� dx d� dt ���unc � unq ���+ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv junqv � unq j Z tn+1tn Zcqqv 1m(q) Zq���'(�; t)� '(x; t)���dx d� dt37775



98 Sch�ema volumes finis sur double maillage...et d'apr�es la r�egularit�e de ', on obtient :jE2 � E21j � C EF1ho�u C ne d�epend que des d�eriv�ees du premier ordre de '.Et donc d'apr�es le lemme 3.7 il existe C, qui ne d�epend que de ', g, 
, �, �, u0, u,T , � et des normes H2(
) de P et L2(@
) de g, telle que :jE2 �E21j � Cph(3.59)On montre alors que la somme de E21 et de E20 tend vers 0 lorsque H tend vers 0.Remarquons tout d'abord que, d'apr�es la conservativit�e des 
ux approch�es, E21 peutencore s'�ecrire :E21 = NTXn=0 Xq2Th 0@ Xqv2N(q)Fqqv unq Z tn+1tn Zcqqv '(�; t) d� dt+ Xc2Aext(q) �unq � unc � Z tn+1tn Zc g+(� )'(�; t) d� dt1Ade même :E20 = NTXn=0 Xq2Th  �unq Z tn+1tn ZqrP (x):r'(x; t) dx dt+ Xc2Aext(q) Z tn+1tn Zc u(�; t) g+(� )'(�; t) d� dt1AComme rP:n = g p.p. sur @
, on obtient :E20 = NTXn=0 Xq2Th 0@� Xqv2N(q)unq Z tn+1tn Zcqqv rP (� ):nqqv(� )'(�; t) d� dt+ Xc2Aext(q) Z tn+1tn Zc�u(�; t)� unq� g+(� )'(�; t) d� dt1A(3:60)Ainsi : jE20 + E21j � E1(H;h; k) + E2(h; k)avec :E1(H;h; k) = ������NTXn=0 Xq2Th Xqv2N(q)unq Z tn+1tn Zcqqv (rP (� ):nqqv(� )� Fqqv)'(�; t) d� dt������et E2(h; k) = Z Z@
�IR+���uTh;k(�; t)� u(�; t)��� g+(� ) j'(�; t)j d� dt



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 99o�u uT ;k(�; t) = unc si � 2 c, c 2 Aext, et t 2 [tn; tn+1[, n 2 IN .Comme u 2 L1(@
� IR+) :limH!0E2(h; k) = limH!0 k'kL1(
�IR+) kgkL1(@
�IR+) Z Z@
�IR+���uT ;k(�; t)�u(�; t)��� d� dt = 0Remarquons alors que d'apr�es (3.20) et (3.48), on a :Xqv2N(q) Zcqqv rP (� ):nqqv(� ) d� = Xqv2N(q) l(cqqv)FqqvAinsi :E1(H;h; k) = ������NTXn=0 Xq2Th Xqv2N(q)unq Z tn+1tn Zcqqv (rP (� ):nqqv(� )� Fqqv)���'(�; t)� '(xq; t)� d� dt���on obtient d'apr�es la r�egularit�e de ' :E1(H;h; k) �M' hU T Xq2Th Xqv2N(q) l(cqqv) ���Fqqv � F qqv��� � M' U T qm(
)� Ah(3.61)o�u M' = sup(x;t)2
�[0;T ] jr'(x; t)j et o�u l'on rappelle que U = max(kuk1; ku0k1) et quekuTh;H;kk1 � U .En utilisant la proposition 3.3, on obtient :E1(H;h; k) � CpHo�u C ne d�epend que de �, �, 
, T , ', u0, u et de la norme H2 de P .Et donc : limH!0 jE21 + E20j = limH!0�E1(H;h; k) + E2(h; k)�= 0(3.62)On conclut alors �a l'aide de (3.56), (3.58), (3.59) et (3.62) :E10+E20 =Z Z
�IR+uTh;H;k(x; t)�'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = E10+E1+E20+E21+E2�E21 = E(H;h; k)et limH!0 E(H;h; k) = 0Ce qui termine la d�emonstration du lemme 3.8 pour le cas o�u les 
ux de pressionsont reconstruits par r�esolution de probl�emes locaux.Traitons alors le cas o�u la deuxi�eme m�ethode de reconstruction des 
ux de pressionest utilis�ee.



100 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Reconstruction des 
ux par interpolationRappelons que dans ce cas E2 est de la forme suivante :E2 = � NTXn=0 Xq2Th0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv (unqv � unq ) l(cqqv) 1m(q) Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dt+ Xc2Aext(q) �unc � unq� l(c)l(�c) Z�c g+(� ) d� 1m(q) Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dt1AIntroduisons E22 d�e�ni par :E22 = � NTXn=0 Xq2Th 0BBB@ Xqv2N(q)Fqqv>0 Fqqv (unqv � unq ) Z tn+1tn Zcqqv '(�; t) d� dt+ Xc2Aext(q)�unc � unq� l(c)l(�c) Z tn+1tn Z�c g+(� )'(�; t) d� dt1AAlors, de la même fa�con que pour la di��erence entre E2 et E21 dans le paragraphepr�ec�edent, en utilisant la r�egularit�e de ', on obtient :jE2 � E22j � C'EF2ho�u C' ne d�epend que des d�eriv�ees du premier ordre de '. Et donc d'apr�es le lemme3.7, il existe C, qui ne d�epend que de ', 
, �, �, u0, u, T, � et des normes H2(
) deP et L2(@
) de g, telle que : jE2 � E22j � C (ph+H)(3.63)On va alors montrer que : limH!0 jE20 + E22j = 0Remarquons tout d'abord que :E22 = NTXn=0 Xq2Th 0@ Xqv2N(q)Fqqv unq Z tn+1tn Zcqqv '(�; t) d� dt� Xc2Aext(q)�unc � unq� l(c)l(�c) Z tn+1tn Z�c g+(� )'(�; t) d� dt1Aainsi en utilisant la formulation (3.60) de E20, on obtient :jE20 + E22j � E3(H;h; k) + E4(H;h; k)



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 101o�u : E3(H;h; k) = ������NTXn=0 Xq2Th Xqv2N(q)unq Z tn+1tn Zcqqv�Fqqv �rP (� ):nqqv(� )�'(�; t) d� dt������etE4(H;h; k) = NTXn=0 Xq2Th Xc2Aext(q) ���unc � unq ��� 1l(�c)�����Z tn+1tn Zc Z�c g+(� )'(�; t)� g+(
)'(
; t) d
 d� dt�����Traitons tout d'abord le terme E4(H;h; k). Remarquons alors, que d'apr�es la r�egularit�ede ', on a :NTXn=0 Xq2Th Xc2Aext(q) ���unc � unq ��� 1l(�c) Z tn+1tn Zc Z�c g+(� ) ���'(�; t)� '(
; t)��� d
 d� dt� 2U T M'ql(@
) kgkL2(@
)Ho�u on rappelle que M' = sup(x;t)2
�[0;T ] jr'(x; t)j.De même :NTXn=0 Xq2Th Xc2Aext(q) ���unc � unq ��� 1l(�c) Z tn+1tn Zc Z�c g+(
) ���'(�; t)� '(
; t)���d
 d� dt� 2U T M'H XQ2TH X�2Aext(Q) 1�2 Z� g+(
) d
� 2U T M'ql(@
) 1�2 kgkL2(@
)HAinsi :E4(H;h; k) � 2U qT l(@
) "M'pT  1 + 1�2! kgkL2(@
)H + E5(H;h; k)#o�uE5(H;h; k) = 0@NTXn=0 Xq2Th Xc2Aext(q) 1k l(c) l(�c)2  Z tn+1tn Zc Z�c�g(� )'(
; t)�g(
)'(�; t)� d
 d� dt�2�1=2Montrons alors que E5(H;h; k) tend vers 0 lorsque H tend vers 0. E5(H;h; k) s'�ecritencore sous la forme suivante :E5(H;h; k) =0@NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k ����� 1l(c) ZcrP (� ):n(� ) d� � 1l(�)Z tn+1tn Z� '(
; t) d
 dt� 1l(c) Z tn+1tn Zc '(�; t) d� dt� 1l(�) Z�rP (
):n(
) d
�����21A1=2



102 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Pour tout Q 2 TH et tout � 2 Aext(Q), on note �Q le côt�e de Q qui est oppos�e �a �(i.e. le côt�e de Q tel que jn:n�Qj = 1) et Q� le voisin de Q tel que @Q� \ @Q = �Q(voir �gure 3.8 page 86). On note de plus pour tout c � �, c?QQ� le projet�e orthogonalde c sur �Q = @Q \ @Q�. Alors, on a :E5(H;h; k) =0@5 NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k �E1;�;c2 + E2;�;c2 + E3;�;c2 + E4;�;c2 + E5;�;c2�1A1=2o�u :E1;�;c = ����� 1l(�) Z tn+1tn Z� '(
; t) d
 dt 1l(c)  ZcrP (� ):n(� ) d� � Zc?QQ� rP (� ):n(� ) d�!�����E2;�;c = ����� 1l(�) Z tn+1tn Z� '(
; t) d
 dt 1l(c?QQ�) Zc?QQ� rP (� ):n(� ) d��P (xQ�)� P (xQ)dQQ� !�����E3;�;c = �����P (xQ�)� P (xQ)dQQ� Z tn+1tn  1l(�) Z� '(
; t) d
 � 1l(c) Zc '(�; t) d�! dt�����E4;�;c = ����� 1l(c) Z tn+1tn Zc '(�; t) d� dt P (xQ�)� P (xQ)dQQ� � 1l(�Q) Z�Q rP (
):n(
) d
!�����E5;�;c = ����� 1l(c) Z tn+1tn Zc '(�; t) d� dt 1l(�)  Z�QrP (
):n(
) d
 � Z�rP (
):n(
) d
!�����D'apr�es la r�egularit�e de P , en utilisant (3.41), on a :E1;�;c � k'k1 ks Hl(c) kPkH2(Vc\Q)o�u Vc est donn�e par la �gure 3.6 page 82.Ainsi :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E1;�;c)2 � T k'k21H XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� kPk2H2(Vc\Q)� T k'k21H kPk2H2(
)Remarquons de plus que :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E2;�;c)2 � T k'k21 Xq2Th Xqv2Next(q) l(cqqv)B2qqvo�u Bqqv est d�e�ni par (3.39).



3.2 R�esultats de convergence sur un probl�eme simplifi�e 103D'apr�es le lemme 3.3, il vient :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E2;�;c)2 � T k'k21 1� C Ho�u C ne d�epend que de �, � et de la norme H2 de P .D'apr�es la r�egularit�e de ' on a :E3;�;c � �����RQQ�(P )� 1l(�Q) Z�Q rP (� )nQQ� d� ����� M'H ko�u M' = sup(x;t)2
�[0;T ] jr'(x; t)j.Alors :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E3;�;c)2 � T M2'H2�� XQ2TH X�2Aext(Q) l(�Q)R2QQ�(P ) � Z�Q jrP (� )j2 d�!D'apr�es le lemme 3.2 et les hypoth�eses (3.11), il vient :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E3;�;c)2� C H X�2Aext(Q)�l(�Q) dQQ� R2QQ�(P ) + kPk2H2(VQQ� )�o�u C ne d�epend que de T , ' et �.Ainsi d'apr�es le lemme 3.1, on a :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E3;�;c)2 � C Ho�u C ne d�epend que de T , ', � et de la norme H2 de P .De plus, d'apr�es les hypoth�eses (3.11), on a :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E4;�;c)2 � T k'k21�H XQ2TH XQv2N(Q) l(�QQv) dQQv R2QQv(P )En utilisant �a nouveau le lemme 3.1, on obtient :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E4;�;c)2 � C Ho�u C ne d�epend que de T , ', �, 
 et de la norme H2 de P .



104 Sch�ema volumes finis sur double maillage...En�n d'apr�es (3.44), on a :NTXn=0 XQ2TH X�2Aext(Q)Xc�� l(c)k (E5;�;c)2 � T k'k21H XQ2TH X�2Aext(Q) kPk2H2(Q) � C Ho�u C ne d�epend que de T , ' et de la norme H2 de P .Alors d'apr�es les r�esultats pr�ec�edents, il vient :E5(H;h; k) � CpHo�u C ne d�epend que de �, �, T , ' et de la norme H2 de P .Et donc : E4(H;h; k) � CpHo�u C ne d�epend que de �, �, 
, U , g, T , ' et de la norme H2 de P .On traite alors le terme E3(H;h; k). D'apr�es (3.18) et (3.48), pour tout q 2 Th on a :Xqv2N(q) l(cqqv)Fqqv + Xc2Aext(q) l(c)l(�c) Z�c g(
) d
 = Xqv2N(q) l(cqqv)F qqv + Xc2Aext(q) Zc g(� ) d�donc :E3(H;h; k) � NTXn=0 Xq2Th Xc2Aext(q) junq jl(�c) Z tn+1tn '(xq; t) dt ����Zc Z�c�g(� )� g(
)� d
 d� ����++ ������NTXn=0 Xq2Th Xqv2N(q)unq Z tn+1tn Zcqqv�Fqqv �rP (� ):nqqv(� )��'(�; t)� '(xq; t)� d� dt������En utilisant la r�egularit�e de ' et un argument similaire �a celui utilis�e pour E4(H;h; k),on montre que :E3(H;h; k) � CpH + T U C'� Xq2Th Xqv2N(q) l(cqqv) dqqv ���Fqqv � F qqv ���(3.64)o�u C ne d�epend que de �, �, T , U , ', P et de g et o�u C' ne d�epend que de '.En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz et la proposition 3.3, on obtient :E3(H;h; k) � C pH + T U C'q2m(
)� Ah � C �H +pH�� CpHo�u C ne d�epend que de �, �, T , U , u, ', 
, P et de g.On alors : jE20 + E22j � E3(H;h; k) + E4(H;h; k) � CpH(3.65)o�u C ne d�epend que de �, �, T , U , u, ', 
, P et de g.



3.3 R�esultats num�eriques 105D'apr�es (3.56), (3.58), (3.63) et (3.65), il vient :E10+E20 =Z Z
�IR+uTh;H;k(x; t)�'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = E10+E1+E20+E22+E2�E22 = E(H;h; k)et limH!0 E(H;h; k) = 0Ce qui termine la d�emonstration du lemme 3.8. On �etablit alors le th�eor�eme 3.2.D�emonstration du th�eor�eme 3.2 :D'apr�es le lemme 3.6, (uTh;H;k)h2IR est born�ee dans L1(
 � IR+), alors d'apr�es larelative s�equentielle compacit�e des born�es de L1 pour la topologie faible ?, il existeune sous suite, encore not�ee (uTh;H;k)h2IR, et il existe u 2 L1(
� IR+) tels quelimH!0uTh;H;k = u(3.66)dans L1(
 � IR+) pour la topologie faible ?, c'est �a dire que :Z Z
�IR+ uTh;H;k(x; t)'(x; t) dx dt = Z Z
�IR+ u(x; t)'(x; t) dx dtpour tout ' 2 L1(
 � IR+).En passant �a la limite dans l'in�egalit�e du lemme 3.8, on obtient :Z Z
�IR+ u(x; t)�'t(x; t)�rP (x):r'(x; t)�dx dt+ Z
 u0(x)'(x; 0) dx+ Z Z@
�IR+ u(�; t) g(� )'(�; t) d� dt = 0pour tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR).3.3 R�esultats num�eriquesDeux programmes ont �et�e g�en�er�es (un pour la r�esolution sur un maillage et un pourla m�ethode de double maillage) a�n de r�esoudre un probl�eme diphasique en milieuporeux h�et�erog�ene correspondant au probl�eme (3.1), (3.2). Le même sch�ema volumes�nis, celui d�ecrit dans le paragraphe 3.2, est utilis�e dans les deux cas. L'algorithmedu programme de la m�ethode de double maillage est le suivant :Etape 1 - Calcul des param�etres n�ecessaires pour r�esoudre l'�equation de pression�a l'aide d'une homog�en�eisation adapt�ee de la grille �ne vers la grille grossi�ere.Etape 2 - Calcul de la pression sur la grille grossi�ere.



106 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Etape 3 - Reconstruction du 
ux de pression sur la grille �ne en utilisant lapression sur la grille grossi�ere.Etape 4 - R�esolution de l'�equation de saturation sur la grille �ne.La vitesse de Darcy (KrP ) est reconstruite sur chaque interface du maillage. Le 
uxde pression est d�e�ni par le produit de la vitesse de Darcy et la longueur de l'interfaceconsid�er�ee.Il est possible et même conseill�e d'avoir un pas de temps non constant. Pour plus ded�etails, voir [39]. L'�etape d'homog�en�eisation (�etape 1) n�ecessaire dans le programmepour la m�ethode de double maillage homog�en�eise le produit de la perm�eabilit�e absolueet de la mobilit�e totale (voir [22]). En e�et, comme les param�etres sont donn�es surla grille �ne, cette �etape permet de d�eterminer les coe�cients discrets de l'�equationde pression lorsque le milieu est h�et�erog�ene (voir Cas-Tests 2 et 3) et la mobilit�etotale d�epend de la saturation (voir Cas-Test 3). Dans le cas homog�ene avec unemobilit�e totale constante (voir Cas-Test 1), il n'y a pas d'�etape d'omog�en�eisation.Ce test correspond au cas th�eorique. Des conditions aux limites de type Neumann etDirichlet sont utilis�ees.D�ecrivons les di��erents cas tests utilis�es. D'un point de vue physique, chacun corres-pond �a un processus de r�ecup�eration de p�etrole �a l'aide d'une injection d'eau dans lanappe.3.3.1 Description des cas testsUn test classique dans l'ing�eni�erie p�etroli�ere est consid�er�e : il concerne une g�eom�etriede type \quart de �ve spot". La �gure 3.9 repr�esente la grille grossi�ere. Celle ci estdessin�ee en 3 dimensions a�n de justi�er les m3, mais les tests num�eriques sont faitsen dimension 2. Sur @
1 on se donne une condition de Dirichlet en pression et sur@
2 une condition de Neumann en pression (voir �gure 3.9).Sur @
3 = @
=(@
1 [ @
2), une condition de Neumann homog�ene est utilis�ee. A�nd'�eviter des di��erences entre les tests num�eriques, dues aux probl�emes d'indices deproductivit�e, les termes sources sont pris en compte dans les conditions aux limitesplutôt que dans les puits.Plusieurs maillages ont �et�e utilis�es, ils sont tous rectangulaires et �a pas constant.Ils di��erent selon les simulations. Le nombre de cellules en x est �egal au nombrede cellules en y. On introduit la notation (nH; nh) qui correspond �a une r�esolutionnum�erique du probl�eme avec un maillage nH � nH pour l'�equation en pression etun maillage nh � nh pour l'�equation en saturation. Lorsque nH 6= nh, la m�ethode dedouble maillage est utilis�ee. On note alors mi (respectivement mlpb) la reconstructionpar interpolation (respectivement par r�esolution de probl�emes locaux). Lorsque lemilieu est h�et�erog�ene, la m�ethode mlpb d�ecrite dans le paragraphe 3.2 s'�etend eninterpolant chaque 
ux discret aux interfaces du maillage grossier (conditions aux
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Fig. 3.9 - Caract�eristiques G�eom�etriques des Cas-Testslimites des probl�emes locaux) proportionnellement aux valeurs de la perm�eabilit�eabsolue et de la mobilit�e totale sur le maillage �n (pour plus de d�etails, voir [39]).Pour chaque cas test, la r�esolution sur le maillage le plus �n est consider�ee comme lar�ef�erence.A un temps donn�e, une estimation d'erreur en norme L1 sur la saturation et ennorme L2 sur le 
ux de pression sont calcul�ees pour chaque simulation. On d�e�nitalors : ke(u)kL1 (respectivement ke(F )kL2), la norme L1 (respectivement L2) de ladi��erence entre le cas de r�ef�erence et la r�esolution consid�er�ee pour la saturation(respectivement pour le 
ux de pression).Pour tous les cas tests, et toutes les simulations, ces estimations d'erreurs sont cal-cul�ees au temps : 2000 jours.3.3.2 Validation sur le Cas Simpli��e - Cas Test 1On consid�ere une simulation sur un cas homog�ene (K = 100MD) et avec une mobilit�etotale constante (M = 1). C'est le cas �etudi�e dans le paragraphe 3.2 dans l'approcheth�eorique.Trois maillages di��erents sont choisis, donnant 8 simulations :(16; 16), (16; 48)mi, (16; 48)mlpb, (16; 144)mi, (16; 144)mlpb, (48; 144)mi, (48; 144)mlpb et(144; 144), la derni�ere �etant la r�ef�erence. Pour les cinq premi�eres simulations, on �xele maillage (nH �nH) celui sur lequel l'�equation en pression est r�esolue, et on cherche�a d�eterminer l'in
uence de nh (i.e. h) sur le 
ux de pression (voir tableau 3.1) etsur la saturation (voir �gure 3.10). Pour les quatre derni�eres simulations, le maillage



108 Sch�ema volumes finis sur double maillage...(nh�nh) celui sur lequel l'�equation en saturation est r�esolue est �x�e, et on cherche �ad�eterminer l'in
uence de nH (i.e. H) sur le 
ux de pression (voir tableau 3.1) et surla saturation (voir �gure 3.10).Simulations M�ethode de Reconstruction ke(F )kL2(16,16) 3; 19 10�1(16,48) mi 2; 12 10�2(16,48) mlpb 1; 94 10�2(16,144) mi 2; 80 10�4(16,144) mlpb 2; 67 10�4(48,144) mi 4; 82 10�5(48,144) mlpb 4; 70 10�5Tab. 3.1 - In
uence de nH et de nh sur ke(F )kL2 - Cas-Test 1
(16; 16) (16; 48) (16; 48) (16; 144) (16; 144) (48; 144)

Norme L1 sur l'erreur en saturation
(48; 144)mlpbmimlpbmimlpbmi

1; 11 10�27; 44 10�3 7; 14 10�310�3
7; 02 10�4 6; 16 10�4 8; 37 10�51; 14 10�4

� 1110987654321 Fig. 3.10 - In
uence de nH et de nh sur ke(u)kL1 - Cas-Test 1Malheureusement, le nombre de simulations ne permet pas de d�eterminer l'in
uencede nH et de nh. On ne peut pas faire plus de simulations parce qu'entre deux simu-lations di��erentes, on est oblig�e de multiplier nh au moins par 3, alors, la di��erenceentre les erreurs est trop importante pour conclure sur l'in
uence de nh. De plus, il estimpossible de choisir un trop grand nh (�a cause des capacit�es des machines) et nh doitêtre un multiple de nH . Ceci dit, les r�esultats num�eriques montrent la convergencedes solutions approch�ees comme il a �et�e d�emontr�e dans l'approche th�eorique.



3.3 R�esultats num�eriques 1093.3.3 Un cas h�et�erog�ene avec une mobilit�e totale constante - Cas Test 2Le simulateur est alors appliqu�e sur un cas h�et�erog�ene avec une mobilit�e totale tou-jours constante �egale �a 1. La matrice de perm�eabilit�e absolue est g�en�er�ee par unedistribution lognormale avec une longueur de corr�elation de 3 m�etres en x et en y(voir �gure 3.11 page 109). Pour ces choix, un estimateur alg�ebrique (voir [21]) est

Fig. 3.11 - Matrice de Perm�eabilit�e (en MD) du Cas-Test 2utilis�e pour g�en�erer la matrice de perm�eabilit�e sur la grille la plus �ne. La m�ethodemi bas�ee sur une interpolation n'est plus utilis�ee. En e�et, l'interpol�e ne tient pascompte des h�et�erog�en�eit�es du milieu poreux sur le maillage �n.Comme dans le Cas-Test 1, le tableau 3.2 page 112 et la �gure 3.12 page 112 donnentles estimations d'erreurs sur le 
ux de pression et la saturation.Les r�esultats observ�es pour la m�ethode mlpb sont du même ordre que ceux du Cas-Test 1. Toutefois, les erreurs sont un peu plus importantes dans ce cas, ceci est dû�a la pr�esence des h�et�erog�en�eit�es. Ainsi, même lorsque la reconstruction du 
ux depression est plus d�elicate, la qualit�e des r�esultats est satisfaisante.3.3.4 Un cas h�et�erog�ene avec une mobilit�e totale non constante - CasTest 3On �etend la m�ethode de double maillage �a un probl�eme avec une mobilit�e totale nonconstante, c'est �a dire d�ependant de la saturation. Dans ce cas test, la m�ethode de



110 Sch�ema volumes finis sur double maillage...double maillage est appliqu�ee �a un cas syst�eme r�eellement coupl�e. Ainsi, l'�equationen pression doit être r�esolue �a chaque pas de temps, ce test montre l'int�erêt de lam�ethode de double maillage en termes de pr�ecision et de temps CPU compar�ee auxr�esolutions sur un seul maillage.Un milieu poreux h�et�erog�ene est g�en�er�e par une distribution lognormale avec unelongueur de corr�elation �egale �a 25 m�etres en x et en y (voir �gure 3.13 page 113).Les lois de perm�eabilit�es relatives utilis�ees sont du type Corey (voir [6]) comme suit :krw(u) = kwm u�nw et kro(u) = kom (1� u�)no avec u� = u� uwi1� uwi � uorUn rapport de mobilit�es d�efavorable est choisi pour le Cas-Test 3M = krw�w ,kro�o = 2Le tableau 3.3 page 112 r�esume les di��erentes propri�et�es du 
uide de ce Cas-Test. Sixsimulations sont consid�er�ees : (10; 10), (10; 30)mlpb, (30; 30), (10; 90)mlpb, (30; 90)mlpbet (90; 90).Les estimations d'erreurs sur le 
ux de pression et sur la saturation sont donn�eesdans le tableau 3.4 page 112 et la �gure 3.14 page 113.Ceux ci montrent que la convergence des solutions approch�ees est encore obtenuemalgr�e le fait que le probl�eme soit complexe de part ses h�et�erog�en�eit�es et sa nonlin�earit�e.Les courbes du watercut (ou pourcentage d'eau), voir �gure 3.15 page 114, sont tr�esint�eressantes pour l'ing�eni�erie du r�eservoir. Cela correspond au rapport entre le 
uxd'eau et le 
ux total au puits producteur (i.e. sur @
1). Il est tr�es important d'avoirune bonne �evaluation de la perc�ee de l'eau au puits producteur. La comparaison duwatercut (voir �gure 3.15 page 114) pour chaque simulation montre que les r�esultatsobtenus avec une simulation sur le maillage �n sont similaires �a ceux obtenus avec lam�ethode de double maillage (mplb). On a consid�er�e une r�esolution de l'�equation enpression sur un maillage 10� 10 et une r�esolution de l' �equation en saturation sur lagrille la plus �ne (30 � 30 ou 90 � 90 selon le cas).Le Tableau 3.5 page 114 montre les temps CPU pour les di��erentes simulations. Onpeut encore noter que la m�ethode de double maillage utilis�ee ici a �egalement deux pasde temps di��erents. En e�et, le pas de temps pour la pression est calcul�e comme siles �equations en pression et en saturation �etaient toutes deux calcul�ees sur le maillagegrossier. Ainsi, le pas de temps de la pression est calcul�e �a l'aide d'un rapport entreles conditions de CFL pour l'�equation en saturation sur les maillages �n et grossier(voir [22]). Le coût calcul en utilisant la m�ethode de double maillage (nH ; nh) et deuxpas de temps est presque du même ordre que celui pour la simulation (nH ; nH), tandisque la simulation (nh; nh) demande un tr�es long temps CPU. Ces r�esultats semblentnaturels puisqu'au lieu de r�esoudre un syst�eme lin�eaire sur une grille �ne nh � nh �achaque pas de temps, la m�ethode de double maillage (nH ; nh) n�ecessite de r�esoudre



3.3 R�esultats num�eriques 111l'�equation en pression que sur une grille nH � nH pour chaque pas de temps et der�esoudre nh probl�emes locaux. Une parall�elisation pourrait être un bon moyen pourr�esoudre l'�equation en saturation, calcul�ee avec un sch�ema explicite et donc pourdiminuer le temps CPU.Conclusion :Dans ce chapitre, dans un cas homog�ene avec une mobilit�e totale constante, on a mon-tr�e la convergence de la m�ethode de double maillage avec deux m�ethodes di��erentesde reconstruction des 
ux.La premi�ere est moins ch�ere d'un point de vue coût calcul mais la deuxi�eme peut être�etendue �a des probl�emes physiques plus complexes (cas h�et�erog�ene avec une mobilit�etotale non constante). Pour les deux m�ethodes, on a donn�e des estimations d'erreurpour les 
ux reconstruits, de l'ordre de H pour la m�ethode par interpolation et del'ordre de pH pour la m�ethode de r�esolution de probl�emes locaux (r�esultats qui nesemblent pas optimaux pour la seconde m�ethode).Ces r�esultats sont su�sants pour passer �a la limite dans l'�equation discr�ete associ�ee�a la saturation et ainsi on �etablit la convergence de la saturation approch�ee avec lam�ethode de double maillage vers la solution exacte.On a utilis�e la m�ethode de double maillage avec reconstruction des 
ux de pressionpar r�esolution de probl�emes locaux dans un cas h�et�erog�ene avec une mobilit�e totalenon constante. Le calcul des estimations d'erreurs pour di��erents cas tests montrentla convergence num�erique de l'algorithme de la m�ethode de double maillage.En�n la m�ethode de double maillage a �et�e valid�ee par son e�cacit�e d'un point de vuecoût calcul en la comparant �a des m�ethodes classiques (seulement un maillage).Ainsi, il semble possible d'appliquer la m�ethode de double maillage �a des simulationssur des cas r�eels.



112 Sch�ema volumes finis sur double maillage...Simulations ke(F )kL2(16; 16) 3; 94 10�1(16; 48)mlpb 2; 69 10�2(16; 144)mlpb 5; 58 10�4Tab. 3.2 - In
uence de nh sur ke(F )kL2 - Cas-Test 2
(16; 144)(16; 48)(16; 16)

Norme L1 sur l'erreur en saturation
1234567891011

13; 4 10�3 6; 90 10�3 5; 23 10�312
mlpb

� 10�3
mlpb

13
Fig. 3.12 - In
uence de nh sur ke(u)kL1 - Cas-Test 2Rapport de uwi uor nw no kwm kom �w (c P) �o (c P)mobilit�e2 0.2 0.2 2 1.5 0.4 1 1 0.8Tab. 3.3 - Propri�et�es du 
uide du Cas-Test 3Simulations ke(F )kL2(10; 10) 2; 15 10�1(10; 30)mlpb 1; 27 10�2(30; 30) 1; 27 10�2(10; 90)mlpb 2; 18 10�4(30; 90)mlpb 3; 38 10�5Tab. 3.4 - Comparaison de ke(F )kL2 - Cas-Test 3
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Fig. 3.13 - Matrice de perm�eabilit�e (en MD) du Cas Test 3
(10; 10) (10; 30) (30; 30) (10; 90)

Norme L1 sur l'erreur en saturation
(30; 90)mlpb12345678910 0; 1 1; 52 10�2 1; 47 10�24; 45 10�37; 92 10�4

� 10�2
mlpb mlpbFig. 3.14 - In
uence de nh sur ke(u)kL1 - Cas-Test 2
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Fig. 3.15 - Comparaison du Watercut - Cas-Test 3
Maillage en Pression ! 10 � 10 30 � 30 90� 90Maillage en Saturation#10� 10 11 XXXX XXXX30� 30 52 293 XXXX90� 90 797 1350 18052Tab. 3.5 - Comparaison des temps CPU (s) - Cas-Test 3



4. Sch�ema volumes �nis pour un probl�emeelliptique avec une condition aux limites de typeFourier
4.1 IntroductionDans ce chapitre, on �etudie la convergence d'un sch�ema volumes �nis pour une �equa-tion elliptique d�e�nie sur un ouvert polygonal connexe de IR2 avec une condition auxlimites de type Fourier. Le 
ux de pression sur le bord du domaine n'�etant alors plusune donn�ee du probl�eme comme dans les chapitres 2 et 3, on introduit des inconnuesen plus sur le bord du domaine. On montre alors des estimations d'erreur en normeH1 discr�ete du domaine ainsi qu'en norme L2 discr�ete du bord. On �etablit de plusdes estimations en norme Lr pour tout r tel que 1 � r � +1.Soit 
 un ouvert born�e polygonal connexe de IR2, on note @
 le bord de 
. Leprobl�eme consid�er�e est le suivant :��P (x) = f(x); x 2 
;(4.1)avec la condition aux limites suivante :rP (� ):n(� ) + �P (� ) = g(� ); � 2 @
;(4.2)o�u n est la normale unitaire �a @
 ext�erieure �a 
.On suppose que8>><>>: � 2 IR?+;f 2 L2(
); g 2 H3=2(@
) et tels que P 2 H2(
):(4.3)On cherche �a d�eterminer P dans H2(
) solution variationnelle de (4.1)-(4.2), i.e.v�eri�ant :Z
rP (x):r (x) dx dt� Z@
�g(� )� �P (� )� (� ) d� = Z
 f(x) (x) dx(4.4)pour tout  2 H1(
).



116 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...4.2 Discr�etisation4.2.1 Hypoth�eses sur le maillageSoit T un maillage de 
. Soit p 2 T , on consid�ere alors que p est un ouvert de IR2.On note hp le diam�etre de p, N(p) l'ensemble des voisins de p et �pq l'interface entreles mailles p et q o�u q 2 N(p). On suppose que T v�eri�e les même hypoth�eses der�egularit�e que dans le chapitre pr�ec�edent, on utilise de plus les même notations, quel'on rappelle toutefois :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� L'intersection entre deux �el�ements de T est soit un point soit un segment,ce segment est alors un côt�e de chacune des deux mailles consid�er�ees.� Pour tout p 2 T et tout a 2 Aext(p), il existe xa 2 a tel que [xp; xa]est orthogonal �a a:� Il existe une famille de points (xp)p2T telle que pour tout p 2 T ; xp 2 pet pour tout p 2 T et tout q 2 N(p); [xp; xq] est orthogonal �a �pq et[xp; xq] \ �pq 6= �:� Il existe � > 0 tel que pour tout p 2 T : d(xp; @p) � � hp� Il existe �1 > 0 tel que pour tout p 2 T et tout côt�e a de p :�1 hp � l(a) � hp(4.5)o�u l(a) est la longueur de a.NOTATIONSh = maxp2T hp,Aext l'ensemble des côt�es du maillage qui sont inclus dans @
,Aint l'ensemble des côt�es du maillage qui sont dans 
.Pour tout p 2 T , on note :np la normale unitaire �a @
 ext�erieure �a 
,Aext(p), l'ensemble des côt�es de p situ�es dans le bord de 
,N(p) l'ensemble des voisins de p, c'est �a dire l'ensemble des mailles de T ayantun côt�e commun avec p,



4.2 Discr�etisation 117fp la moyenne de f sur p, i.e.fp = 1m(p) Zp f(x) dx:Pour tout q 2 N(p), on note :dpq = d(xp; xq), o�u d(�; �) est la distance euclidienne de IR2,�pq l'interface entre p et q,npq la normale unitaire �a �pq dirig�ee de p vers q.Pour tout a 2 Aext(p), on note :dpa la distance de xp �a xa,ga = 1l(a) Za g(� ) d� .4.2.2 Equation Discr�etis�eePour discr�etiser (4.1), un sch�ema volumes �nis est utilis�e ; le principe des sch�emasvolumes �nis, comme on l'a d�eja vu dans les chapitres pr�ec�edents, est d'int�egrerl'�equation continue sur chaque volume de contrôle (ici les mailles p 2 T et les côt�esa 2 Aext).Ainsi, d'apr�es la formule de Green, on a, pour tout p 2 T :� Z@prP (� ):np(� ) d� = � Xq2N(p)Z�pq rP (� ):npq(� ) d� � Xa2Aext(p) ZarP (� ):n(� ) d�= Zp f(x) dxEt, pour tout a 2 Aext :ZarP (� ):n(� ) d� + � Za P (� ) d� = Za g(� ) d�On approche P par PT avecPT (x) = 8>><>>: Pp si x 2 p; p 2 T ;Pa si x 2 a; a 2 Aext:(4.6)Les �equations discr�etis�ees s'�ecrivent alors :� Xq2N(p) l(�pq) Pq � Ppdpq � Xa2Aext(p) l(a) Pa � Ppdpa = m(p) fp pour tout p 2 T ;(4.7)et l(a) Pa � Ppdpa + �Pa l(a) = l(a) ga pour tout a 2 Aext(p); p 2 T :(4.8)



118 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...4.3 Convergence du sch�ema4.3.1 Existence et unicit�e de la solution approch�eeOn montre tout d'abord l'existence et l'unicit�e de la solution du probl�eme discr�etis�een �etablissant un principe du maximum discret.Lemme 4.1 On suppose les hypoth�eses (4.3) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
satisfaisant (4.5).Alors il existe une unique solution PT de (4.6), (4.7) et (4.8).D�emonstration du lemme 4.1 :A�n de d�emontrer ce lemme, on �etablit tout d'abord le lemme suivant qui donne unprincipe du maximum discret.Lemme 4.2 On suppose les hypoth�eses (4.3) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
satisfaisant (4.5). Soit PT la solution de (4.6), (4.7) et (4.8). On suppose que pourtout p 2 T , fp � 0 et pour tout a 2 Aext, ga � 0.Alors : Pp � 0 et Pa � 0 pour tout p 2 T et tout a 2 Aext:D�emonstration du lemme 4.2 :On suppose que le minimum de n(Pp)p2T [ (Pa)a2Aexto est atteint sur une mailleint�erieure au domaine c'est �a dire en Pp0 o�u p0 2 T . Alors comme pour tout p 2 T ,fp � 0, d'apr�es (4.7) :Xq2N(p0) l(�p0q) Pq � Pp0dp0q + Xa2Aext(p0) l(a) Pa � Pp0dp0a � 0et donc : Pq = Pp0 pour tout q 2 N(p0) et Pa = Pp0 pour tout a 2 Aext(p0)Comme 
 est connexe, le minimum est atteint sur le bord.Le minimum de n(Pp)p2T [ (Pa)a2Aexto est donc Pa0 o�u a0 2 Aext. Supposons de plusPa0 < 0. Alors d'apr�es (4.8), comme � > 0 :Pa0 < 0 =) ga0 < 0Ce qui contredit les hypoth�eses, donc Pa0 � 0. Ceci termine la d�emonstration dulemme 4.2.On termine alors la d�emonstration du lemme 4.1.



4.3 Convergence du sch�ema 119On suppose que pour tout p 2 T , fp = 0 et pour tout a 2 Aext, ga = 0. Alors d'apr�esle lemme 4.2, on a :�fp � 0 8 p 2 T et ga � 0 8 a 2 Aext�=) �Pp � 0 8 p 2 T et Pa � 0 8 a 2 Aext��fp � 0 8 p 2 T et ga � 0 8 a 2 Aext�=) �Pp � 0 8 p 2 T et Pa � 0 8 a 2 Aext�Ainsi :�fp = 0 8 p 2 T et ga = 0 8 a 2 Aext�=) �Pp = 0 8 p 2 T et Pa = 0 8 a 2 Aext�Donc l'application lin�eaire d�e�nie par (4.7) et (4.8) est injective et donc bijectivepuisqu'on est en dimension �nie.Il existe alors une unique solution PT de (4.6), (4.7) et (4.8).4.3.2 Estimations d'erreur en norme H1(
) \ L2(@
)On �etablit la convergence du sch�ema en montrant le r�esultat suivant qui donne uneestimation d'erreur en normeH10 (
)\L2(@
) discr�ete ainsi qu'une estimation d'erreuren norme L2(
) :Th�eor�eme 4.1 Soit P la solution exacte de (4.1) (4.2). On suppose les hypoth�eses(4.3) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant (4.5). Soit PT la solution de (4.6),(4.7) (4.8). Pour tout p 2 T , on d�e�nit l'erreur sur la maille p par ep = Pp �P (xp).On d�e�nit de plus, pour tout a 2 Aext, l'erreur sur le côt�e a par ea = Pa � P (xa).Alors il existe C, ne d�ependant que de g, 
, f , �, �, �1 et de la norme H2(
) de P ,telle que :24Xp2T 0@ Xq2N(p) l(�pq) (eq � ep)2dpq + Xa2Aext(p) l(a) (ea � ep)2dpa 1A+ Xa2Aext l(a) jeaj2351=2� C h(4:9) 0@Xp2T m(p)jepj21A1=2 � C h(4.10)D�emonstration du th�eor�eme 4.1 :On commence tout d'abord par d�e�nir l'erreur de consistance sur les 
ux sur chaquecôt�e du maillage.Soit p 2 T et q 2 N(p), alors le 
ux exact sur le côt�e �pq dans la direction de p versq est : F p;q(P ) = � 1l(�pq) Z�pq rP (� ):npq(� ) d�



120 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...On d�e�nit l'erreur de consistance dans la direction de p vers q, not�ee Rp;q(P ), par :Rp;q(P ) = F p;q(P ) + P (xq)� P (xp)dpqDe même, soit p 2 T et a 2 Aext(p), le 
ux exact sur le côt�e a dans la direction n estdonn�e par : F p;a(P ) = � 1l(a) ZarP (� ):n(� ) d�On d�e�nit alors l'erreur de consistance, not�ee Rp;a(P ), par :Rp;a(P ) = F p;a(P ) + P (xa)� P (xp)dpqDe plus lorsqu'on a discr�etis�e la condition aux limites on a �egalement introduit uneerreur de consistance qui est la suivante :~Ra(P ) = P (xa)� 1l(a) Za P (� ) d�On montre le r�esultat suivant qui donne la consistance du sch�ema au sens volumes�nis (voir [16]) :Lemme 4.3 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 4.1, il existe constante C1, ne d�epen-dant que de la norme H2 de P , de � et de �1, et C2, ne d�ependant que de la normeH2 de P , telle que :0@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq Rp;q(P )2 +Xp2T Xa2Aext(p) l(a) dpaRp;a(P )21A1=2 � C1 h(4.11) 0@ Xa2Aext l(a) ~Ra(P )21A1=2 � C2 h(4.12)D�emonstration du lemme 4.3On montre tout d'abord le premier r�esultat qui donne la consistance des 
ux.D�emonstration de (4.11) :Pour �etablir ce r�esultat, on commence par supposer P 2 C1(
).Soit p 2 T et q 2 N(p). Alors en utilisant un raisonnement analogue �a celui utilis�epour �etablir (3.27) page 75, on montre que :jRp;q(P )j � C hql(�pq) dpq kPkH2(Vpq)(4.13)



4.3 Convergence du sch�ema 121o�u C ne d�epend que � et �1 et o�u Vpq est le quadrangle ayant pour sommet xp, xq etles deux sommets de �pq (voir �gure 2.1 page 24). De plus, on note :kPkH2(Vpq) =  ZVpq�jP j2 + jrP j2 + jD2P j2�(z) dz!1=2et jD2P j2(z) = 2Xi=1 2Xj=1 �����@2P (z)@xi@xj ����� :On traite alors les termes d'erreur de consistance sur les 
ux de bord comme le fontR. Eymard, T. Gallou�et et R. Herbin dans [16] pour une condition aux limites detype Dirichlet.Soit p 2 T tel que Aext(p) 6= �, et a 2 Aext(p). On choisit comme rep�ere, que l'onnote Cpa, le rep�ere direct qui a pour origine xp et pour axe des abscisses (xp; xa).Notons de plus b et c, c > b les ordonn�es des deux sommets de a. On note Ipa lesegment orthogonal �a [xp; xa] et tel qued(Ipa; xp) = d(Ipa; xa) = 12 d(xp; xa) = 12 dpaOn note e et f (e < f) les ordonn�ees des deux sommets de Ipa, leur abscisse �etant�egale �a dpa=2 (voir �gure 4.1).
xp xap Vapa

Ipacfeb a
VppaFig. 4.1 -Alors : Rpa(P ) = 1l(a) Z cb @P@x1 (dpa; s) ds� P (dpa; 0)� P pa + P pa � P (0; 0)dpa



122 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...o�u P pa = 1l(Ipa) Z IpaP (� ) d� = 1l(Ipa) Z fe P (dpa=2; s) dsEn utilisant un d�eveloppement de Taylor avec reste int�egrale, on a :jRpa(P )j � ����� 1l(Ipa) Z fe P (dpa=2; s) ds � 1l(a) Z cb @P@x1 (dpa; s) ds�����+ h2pl(Ipa) dpa "Z fe Z 10 t jD2P j dpa2 t; s t! dt ds+Z fe Z 10 t jD2P j dpa2 t+ (1� t) dpa; s t! dt ds#En utilisant un changement de variables dans les deux derni�eres int�egrales, on obtient :jRpa(P )j � ����� 1l(Ipa) Z fe P (dpa=2; s) ds � 1l(a) Z cb @P@x1 (dpa; s) ds�����+ h2pl(Ipa) dpa  2dpa ZVppa jD2P j(z) dz + 2dpa ZVapa jD2P j(z) dz!o�u Vppa est le triangle dont les sommets sont xp et les deux sommets de Ipa et Vapa estcelui dont les sommets sont xa et les deux sommets de Ipa (voir �gure 4.1).En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz et en remarquant que l(Ipa) = l(a)=2(puisque Ipa est l'image de a par l'homoth�etie de centre xp et de rapport 1=2), ilvient :jRpa(P )j � ����� 1l(Ipa) Z fe P (dpa=2; s) ds � 1l(a) Z cb @P@x1 (dpa; s) ds�����+ C hql(a) dpa kPkH2(Vpa)(4:14)o�u C ne d�epend que de � et �1 et o�u Vpa est le triangle ayant pour sommets xp et lesdeux sommets de a.Il reste alors �a traiter le terme suivant :A = ����� 1l(Ipa) Z fe P (dpa=2; s) ds � 1l(a) Z cb @P@x1 (dpa; t) dt�����Remarquons pour cela, que d'apr�es la r�egularit�e de P , on a :A � hpl(Ipa) l(a) Z fe Z cb Z 10 �����r @P@x1!�����  dpa2 �; � s+ (1� �) t! d� dt dsA s �x�e, on utilise le changement de variables suivant, �a (�; t), on associe (x1; x2),tels que : x1 = dpa �2 et x2 = � s+ (1 � �) t



4.3 Convergence du sch�ema 123on obtient :A � hpl(Ipa) l(a) Z fe Z dpa=20 Z �(x1) s+(1��(x1)) c�(x1) s+(1��(x1)) b jD2P j(x1; x2) 2dpa (1 � �(x1)) dx2 dx1 dsEt donc, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :A � 2hp kPkH2(Vpa)dpa l(a)ql(Ipa)  Z fe Z dpa=20 Z �(x1) s+(1��(x1)) c�(x1) s+(1��(x1)) b 1(1 � �(x1)) dx2 dx1 ds!1=2Ainsi : A � p2hpqdpa l(a) kPkH2(Vpa)En reportant ce r�esultat dans (4.14), on obtient :jRpa(P )j � C hqdpa l(a) kPkH2(Vpa)(4.15)o�u C ne d�epend que de � et �1.Alors en utilisant (4.13) et (4.15), on a :0@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq Rp;q(P )2 +Xp2T Xa2Aext(p) l(a) dpaRp;a(P )21A1=2 � C ho�u C ne d�epend que de �, �1 et de la norme H2 de P .Ce qui termine la d�emonstration de l'in�egalit�e (4.11) lorsque P 2 C1(
). On concluten utilisant la densit�e de C1(
) dans H2(
) (voir [29]) comme dans la d�emonstrationdu lemme 3.1 page 73.D�emonstration de (4.12) :Remarquons que comme P 2 H2(
) alors on peut d�e�nir la d�eriv�ee tangentielle deP sur le bord du domaine @P (x(:); y(:))=@s, elle est dans L2(@
).On proc�ede alors de la même fa�con que pr�ec�edemment. On montre tout d'abord ler�esultat pour P 2 C1(@
) puis on conclut par densit�e.En utilisant un d�eveloppement de Taylor avec reste int�egrale ainsi que l'in�egalit�e deCauchy Schwarz, on a :~Ra(P ) � ql(a)0@Z l(a)0  @P (x(s); y(s))@s !21A1=2et donc : 0@ Xa2Aext l(a) ~Ra(P )21A1=2 � h kPkH1(@
)Ce qui termine la d�emonstration du lemme 4.3.



124 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...D�emonstration de l'estimation d'erreur en norme H10 \ L2(@
) discr�ete :(4.9)Comme P 2 H2(
) est solution de (4.4) :�P = f p.p. sur 
;rP:n+ �P = g p.p. sur @
:En int�egrant la premi�ere �equation sur p 2 T et la deuxi�eme �equation sur a 2 Aext(p),alors, il vient : Xq2N(p) l(�pq) F p;q(P ) + Xa2Aext(p) l(a)F p;a(P ) = m(p) fp(4.16)et � l(a)F p;a(P ) + � l(a)P a = l(a) ga(4.17)On soustrait (4.7) �a (4.16), on multiplie par ep et on somme sur p 2 T , on obtientalors :�Xp2T Xq2N(p) l(�pq) ep eq � epdpq �Xp2T Xq2N(p) l(�pq) epRp;q(P )�Xp2T Xa2Aext(p) l(a) ep ea � epdpa �Xp2T Xa2Aext(p) l(a) epRp;a(P ) = 0En utilisant la conservativit�e des 
ux exacts et approch�es, il vient :Xp2T Xq2N(p) l(�pq) �eq � ep�2dpq + Xp2T Xa2Aext(p) l(a) e2p � ep eadpa= Xp2T Xq2N(p) l(�pq)Rp;q(P ) �ep � eq�+Xp2T Xa2Aext(p) l(a) epRp;a(P )(4:18)On soustrait alors (4.8) �a (4.17), on multiplie par ea et on somme sur a 2 Aext(p) etsur p 2 T , on obtient :Xp2T Xa2Aext(p) l(a) e2a � ea epdpa + � Xa2Aext l(a) e2a = �Xp2T Xa2Aext(p) l(a)Rp;a(P ) ea+� Xa2Aext l(a) ~Ra(P ) ea(4:19)On somme alors (4.18) et (4.19), et en utilisant l'in�egalit�e de Young, on obtient :12 Xp2T Xq2N(p) l(�pq) �eq � ep�2dpq +Xp2T Xa2Aext(p) l(a) �ea � ep�2dpa + � Xa2Aext l(a) e2a� 12 Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq Rp;q(P )2 +Xp2T Xa2Aext(p) l(a) dpaRp;a(P )2+� Xa2Aext l(a) ~Ra(P )2



4.3 Convergence du sch�ema 125On conclut alors �a l'aide du lemme 4.3, on a :12 Xp2T Xq2N(p) l(�pq) �eq � ep�2dpq + Xp2T Xa2Aext(p) l(a) �ea � ep�2dpa + � Xa2Aext l(a) e2a � C h2o�u C ne d�epend que de la norme H2 de P , de �, �1 et de �.D�emonstration de l'estimation d'erreur en norme L2(
) : (4.10)Terminons alors la d�emonstration du th�eor�eme 4.1. Pour cela, on montre l'in�egalit�esuivante :Xp2T m(p) e2p � C 24Xp2T 0@ Xq2N(p) l(�pq) (eq � ep)2dpq+ Xa2Aext(p) l(a) (ea � ep)2dpa 1A + Xa2Aext l(a) e2a35o�u C ne d�epend que de 
.On choisit une direction qui n'est parall�ele �a aucun des côt�es du maillage, notons� 2 IR2 un vecteur port�e par cette direction et tel que k�k2 � �(
), o�u �(
) est lediam�etre de 
.Alors pour tout a 2 A, on note :� pour tout x et z dans IR2, 'a(x; z), la fonction qui vaut 1 si le segment [x; z]coupe a et 0 sinon.� �a l'angle entre a et �si a 2 Aint, on note de plus� pa;+ et pa;� les deux mailles situ�ees de part et d'autre de a,� ea;+ et ea;� les erreurs sur les mailles pa;+ et pa;�,� da la distance entre xpa;+ et xpa;�,si a 2 Aext, on note� pa la maille de T ayant pour côt�e a,� ea;+ l'erreur sur pa et ea;� = ea,� da la distance entre xpa et a.



126 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...Soit p 2 T et x 2 p, alors :jepj � Xa2A���ea;+ � ea;����'a(x; x+ �) + Xa2Aext jeaj'a(x; x+ �)et donc d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :jepj2 � 2 0B@Xa2A �ea;+ � ea;��2da cos �a 'a(x; x+ �)1CA Xa2A da cos �a 'a(x; x+ �)!+2C Xa2Aext jeaj2 'a(x; x+ �)o�u C ne d�epend que de 
 et �.On a donc :jepj2 � 2 �(
)Xa2A �ea;+ � ea;��2da cos �a 'a(x; x+ �) + 2C Xa2Aext jeaj2 'a(x; x+ �)On int�egre alors par rapport �a x, on obtient :Xp2T m(p) jepj2 � 2 �(
)2 Xa2A �ea;+ � ea;��2da l(a) + 2 �(
)C Xa2Aext jeaj2 l(a)On termine alors la d�emonstration du th�eor�eme 4.1 �a l'aide de l'estimation d'erreuren norme H10 (
) \ L2(@
) (4.9), on a alors :Xp2T m(p) jepj2 � C ho�u C ne d�epend que de 
, �, �1, de � et de la norme H2(
) de P .4.3.3 Estimation d'erreur en norme Lr pour tout 1 � r � +1On montre dans ce paragraphe le r�esultat suivant :Th�eor�eme 4.2 Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (4.5). On noteP (�) la solution exacte de (4.4). On suppose les hypoth�eses (4.3) v�eri��ees. Soit PT lasolution de (4.6), (4.7) et (4.8). On d�e�nit e l'erreur par e(x) = ep = Pp � P (xp) six 2 p, p 2 T .Alors, il existe C, ne d�ependant que de �, �1, 
 et de la norme H2(
) de P , telleque : 0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � r C h(4.20)pour tout r tel que 1 � r < +1.



4.3 Convergence du sch�ema 127De plus si T v�eri�e la propri�et�e suivante :Il existe �3 tel que pour tout p 2 T : m(p) � �3 h2(4.21)Alors, il existe C ne d�ependant que de �, �1, �3, 
 et de la norme H2(
) de P , telleque : kek1 � �C h ln(h)pour tout h tel que h � 1�3 exp��12 �.D�emonstration du th�eor�eme 4.2 :D'apr�es le lemme 2.4 page 36, on a pour tout r tel que 1 � r < +1 :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r 2640@Xp2T Xq2N(p) jeq � epj2dpq l(�pq)1A1=2 + 0@Xp2T m(p) jepj21A1=2375o�u C ne d�epend que de �, �1 et de 
.Alors en utilisant le th�eor�eme 4.1, il vient :0@Xp2T m(p) jepjr1A1=r � C r ho�u C ne d�epend que de g, 
, f , �, �, �1 et de la norme H2(
) de P .Si de plus T v�eri�e (4.21), on d�eduit de l'in�egalit�e pr�ec�edente, comme dans la d�emons-tration du th�eor�eme 2.2 page 35, une estimation en norme in�nie :kek1 � �C h ln(h)pour tout h tel que h � 1�3 exp��12 �.



128 Sch�ema volumes finis pour un probl�eme elliptique avec...



5. Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amontpour un syst�eme elliptique - hyperbolique nonlin�eaire, convergence et estimations d'erreur
On s'int�eresse �a la convergence de la solution approch�ee du probl�eme�P = 0ut � div (rP f(u)) = 0sur un ouvert born�e, o�u f est une fonction croissante. Sur l'�equation elliptique, lesch�ema volumes �nis \�a quatre points" pr�esent�e dans le chapitre 2 est utilis�e. Pourdiscr�etiser l'�equation hyperbolique, on utilise un sch�ema d�ecentr�e vers l'amont del'�ecoulement. On montre alors, en supposant la condition initiale �a variations born�ees,une estimation d'erreur, en norme L1, de l'ordre de h1=4 o�u h d�e�nit la taille dumaillage. De plus, on �etablit la convergence de la solution approch�ee vers la solutionentropique du probl�eme ainsi que l'existence et l'unicit�e de cette derni�ere.Ce chapitre a �et�e publi�e sous la forme d'un acte de Congr�es avec comit�e de lecture(voir [42]).5.1 Pr�esentation du probl�emeSoit 
 un ouvert born�e convexe polygonal de IR2, on note @
 la fronti�ere de 
, alorson consid�ere le probl�eme elliptique - hyperbolique suivant :�P (x) = 0; x 2 
;(5.1) ut(x; t)� div�rP (x) f(u(x; t))�= 0; x 2 
; t 2 IR+;(5.2)avec les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :rP (� ):n(� ) = g(� ); � 2 @
;(5.3) u(�; t) = u(�; t); (�; t) 2 @
+ � IR+;(5.4) u(x; 0) = u0(x); x 2 
(5.5)o�u @
+ = f� 2 @
 ; g(� ) > 0g et o�u n est la normale unitaire �a @
 ext�erieure �a 
.



130 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...On suppose que :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>: 1. u0 2 L1(
) et u 2 C1 \ L1(@
� IR+):2. f 2 C1(IR; IR) et f croissante:3. g 2 L1(@
), telle que P 2 C2(
)et v�eri�ant la relation de compatibilit�e : Z@
+ g(� ) d� = 0:4. Chaque composante connexe de @
+ est un segment,et on suppose que g v�eri�e Z@
+ 1g(� ) d� = W < +1(5.6)Notons que les hypoth�eses 4. sont des hypoth�eses techniques que l'on n'a pas r�eussi�a lever bien qu'elles ne soient probablement pas n�ecessairesLe probl�eme �etant non lin�eaire, la solution faible n'est pas unique, il faut donc consi-d�erer la solution entropique.On note (a>b) = max(a; b) et (a?b) = min(a; b), ainsi pour tout � 2 IR, j:� �j sontles entropies de Kruzkov et f(:>�)� f(:?�) sont les 
ux associ�es.Alors, on cherche P 2 C2(
) solution au sens classique de (5.1), (5.3), et u dansL1(
 � IR+) solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. v�eri�ant l'in�egalit�e sui-vante : Z Z
�IR+ ju(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z
�IR+�f�u(x; t)>���f�u(x; t)?���rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z Z@
+�IR+�f�u(�; t)>���f�u(�; t)?��� g(� )'(�; t) d� dt � 0(5.7)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
+ � IR+; IR+), avec 
+ = 
 [ @
+.En fait il sera n�ecessaire pour la suite de pouvoir choisir une fonction test non nullesur @
� = f� 2 @
 ; g(� ) � 0g, donc ce n'est pas (5.7) qui sera utilis�ee mais plutôtla formulation suivante qui est �equivalente �a (5.7) :Z Z
�IR+ ju(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z
�IR+�f�u(x; t)>���f�u(x; t)?���rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z Z@
+�IR+�f�u(�; t)>���f�u(�; t)?��� g(� )'(�; t) d� dt � 0(5.8)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).



5.2 Discr�etisation du probl�eme 131Remarque 5.1 Il est clair que si u 2 L1(
�IR+) v�eri�e (5.8) alors u v�eri�e (5.7).R�eciproquement, en choisissant comme fonction test dans (5.7) une fonction qui tendvers la fonction caract�eristique de 
 (par exemple celle d�e�nie en annexe A page 237)et en utilisant la croissance de f et le caract�ere n�egatif de rP:n sur @
�, on montreque si u 2 L1(
�IR+) v�eri�e (5.8) alors u v�eri�e (5.7). Les deux formulations (5.7)et (5.8) sont donc �equivalentes.5.2 Discr�etisation du probl�emeOn se donne un maillage T de 
. Pour tout p dans T on note :hp le diam�etre de p,m(p) l'aire de p,N(p) l'ensemble des voisins de p, c'est �a dire l'ensemble des mailles de Tayant un côt�e commun avec p,Aext(p) l'ensemble des côt�es de p inclus dans @
.Pour tout côt�e a de p, on note :l(a) la longueur de a.Pour tout q 2 N(p), on note :�pq l'interface entre p et q,dpq la distance entre xp et xq o�u xp et xq sont d�e�nis en (5.9),npq la normale unitaire �a �pq allant de p vers q.Pour tout a 2 Aext(p), on note :ga = 1l(a) Za g(� ) d� ,g+a = 1l(a) Za�g(� )>0� d� ,g�a = 1l(a) Za��g(� )>0� d� .En�n, on note h = maxp2T hp.



132 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...On suppose alors que T satisfait les hypoth�eses de r�egularit�e suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� L'intersection entre deux �el�ements de T est soit un point soit un segment,ce segment est alors un côt�e de chacune des deux mailles consid�er�ees.� Il existe une famille de points (xp)p2T telle que pour tout p 2 T ; xp 2 pet pour tout p 2 T et tout q 2 N(p); [xp; xq] est orthogonal �a �pq et[xp; xq] \ �pq 6= �:� Il existe � > 0 tel que pour tout p 2 T : d(xp; @p) � � h� Il existe �1 > 0 tel que pour tout p 2 T et tout côt�e a de T :�1 h � l(a) � h et �1 h2 � m(p) � h2(5.9)Remarque 5.2 Tout d'abord notons que comme pour tout p 2 T et tout q 2 N(p),[xp; xq] \ �pq 6= � et que 
 est convexe, alors toutes les mailles de p sont convexes.De plus, les hypoth�eses �etant assez g�en�erales, on peut consid�erer di��erents types demaillages v�eri�ant ces conditions, voir remarque 2.2.1 page 17.On discr�etise alors l'�equation elliptique comme on l'a d�eja fait dans le chapitre 2page 15. La solution approch�ee, associ�ee �a l'�equation elliptique, est d�e�nie parPT (x) = Pp si x 2 p (p 2 T )(5.10)Le sch�ema num�erique pour l'�equation elliptique s'�ecrit alors :Xq2N(p) Pq � Ppdpq l(�pq) + Xa2Aext(p) l(a) ga = 0 8 p 2 T(5.11)A�n de discr�etiser l'�equation hyperbolique on se donne un pas de temps k > 0v�eri�ant la condition de stabilit�e suivante :k Mm(p) 0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA � (1� �)(5.12)o�u � 2]0; 1[ est donn�e, et o�u M = sups2[�U;U ]f 0(s) avec U = max�ku0k1; kuk1�.On note alors tn = nk pour tout n 2 IN . Remarquons que comme pour (2.49)page 56, on montre qu'il existe C > 0, ne d�ependant que des donn�ees et de �1, telque k � C h(5.13)La solution approch�ee, associ�ee �a l'�equation hyperbolique, est d�e�nie paruT ;k(x; t) = unp si x 2 p (p 2 T ) et t 2 [tn; tn+1[ (n 2 IN )(5.14)



5.2 Discr�etisation du probl�eme 133De plus, on discr�etise la condition initiale et la condition aux limites de la fa�consuivante : u0p = 1m(p) Zp u0(x) dx pour tout p 2 T(5.15)et : una = 1k l(a) Z tn+1tn Za u(�; t) d� dt 8 n 2 IN et 8 a 2 Aext(p), p 2 T(5.16)Pour discr�etiser l'�equation hyperbolique, on utilise un sch�ema d'Euler explicite entemps et un sch�ema de type volumes �nis en espace, on int�egre donc l'�equation surchaque maille, on obtient alors :Zp u(x; tn+1)� u(x; tn)k dx� Xq2N(p)Z�pq f�u(�; tn)�rP (� ):npq(� ) d�� Xa2Aext(p) Za f�u(�; tn)� g(� ) d� = 0pour tout p 2 T et tout n 2 IN .On choisit comme approximation de la valeur de u aux interfaces des mailles ainsiqu'au bord, une valeur d�ecentr�ee vers l'amont de l'�ecoulement, ainsi le sch�ema num�eri-que s'�ecrit :m(p) un+1p � unpk � Xq2N(p) Pq � Ppdpq l(�pq) f(unpq)� Xa2Aext(p) l(a) �g+a f(una)� g�a f(unp)� = 0(5:17)pour tout (p; n) 2 T � IN et o�u unpq = 8>><>>: unp si Pp > Pqunq sinonIl sera �egalement utile de voir le sch�ema sous la forme suivante, obtenue �a l'aide dusch�ema sur l'�equation elliptique (5.11) :m(p) un+1p � unpk � Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp)�� Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp)� = 0(5:18)pour tout (p; n) 2 T � IN .



134 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...5.3 R�esultats principauxOn rappelle que la convergence de la solution approch�ee associ�ee �a �a l'�equation ellip-tique vers la solution exacte de (5.1), (5.3) a d�eja �et�e �etablie dans le chapitre 2. Ona montr�e que PT existe et qu'elle est unique �a une constante pr�es (voir proposition2.1 page 22). On a �egalement �etabli une estimation d'erreur en norme H1(
) discr�ete(voir th�eor�eme 2.1 page 23) ainsi que des estimations d'erreur en norme Lr(
) pourtout r tel que 1 � r � +1 (voir th�eor�eme 2.2 page 35).En utilisant ces r�esultats de convergence, pour la solution approch�ee associ�ee �a l'�equa-tion elliptique, on montre la convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e (5.15),(5.16), (5.18) vers la solution entropique de l'�equation hyperbolique ainsi que l'exis-tence et l'unicit�e de cette derni�ere. Pour cela on passe �a la limite dans les �equationsdiscr�etis�ees, on montre alors que la solution approch�ee converge au sens non lin�eairefaible ? vers une solution processus entropique, voir [17] (ou une solution entropique �avaleur mesure, voir [12]) de l'�equation hyperbolique. Il reste �a montrer que cette solu-tion est en fait la solution entropique. Cette �etape, d�evelopp�ee dans [17] dans le cas o�u
 = IRd, se g�en�eralise au probl�eme consid�er�e ici malgr�e la di�cult�e suppl�ementaireintroduite par les conditions aux limites.A. Szepessy traite ce probl�eme sur un ouvert born�e dans [34] pour une �equation dutype ut + div(F (u)) = 0, il introduit la trace de la solution �a valeur mesure surle bord du domaine, et pour cela utilise fortement le caract�ere BV de la solutionentropique alors qu'ici cette derni�ere n'est suppos�ee que dans L1(
). Dans [3] lesauteurs �etablissent la convergence de E-sch�emas en utilisant le r�esultat d'unicit�e dela solution �a valeurs mesures de A. Szepessy ([34]), et donc supposent la solutionentropique �a variations born�ees. Pour d'autres r�esultats sur la convergence de sch�emasvolumes �nis, on peut se r�ef�erer �a [25] ou [43]De plus, en supposant la condition initiale �a variations born�ees, on �etablit, commececi est fait dans [15] dans le cas o�u 
 = IRd, une estimation d'erreur en norme L1pour la solution approch�ee associ�ee �a l'�equation hyperbolique, de l'ordre de h1=4. Ladi��erence essentielle entre [15] et ce travail provient des termes de bord qu'il fautcontrôler, ceci est fait �a l'aide de la prise en compte des termes de bord l�a o�u le 
uxest \sortant" dans la formulation entropique (voir remarque 5.1). Cette formulationpermet d'avoir une estimation d'erreur sur 
 tout entier. Des r�esultats d'estimationsd'erreur pour l'�equation ut+div(F (u)) = 0 sur IRd � IR+, o�u F ne d�epend de x et tqu'�a travers u, sont donn�es dans [9], [10] et [43].Commen�cons par pr�eciser ce que l'on entend par fonctions �a variations born�ees :D�e�nition 5.1 Soit K � IRN , N � 1, K ouvert., on d�e�nit l'ensemble des fonctions



5.3 R�esultats principaux 135�a variations born�ees sur K, not�e BV (K), l'ensemble des fonctions u telles que :jujBV (K) < +1o�u j:jBV (K) est la semi norme sur BV (K) d�e�nie par :jujBV (K) = NXi=1 sup(ZK u(y) @'@yi (y) dy ; ' 2 C1c (K; IR); k'k1 � 1)Le but de cette section est alors de montrer les deux r�esultats suivants :Th�eor�eme 5.1 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pasde temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).Soit uT ;k la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).Alors, il existe u 2 L1(
� IR+) tel quelimh!0uT ;k = u dans Lrloc(
 � IR+), pour tout r < +1:De plus u est l'unique solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. u v�eri�e (5.8).Remarque 5.3 Si u0 2 L1\BV (
), alors on peut montrer que u 2 L1(
�IR+)\BV (
 � [0; T ]) pour tout T < +1. Pour cela, on utilise une technique introduitedans [7] pour une �equation hyperbolique d�e�nie sur IRd � IR+ (d � 1). Elle consiste�a discr�etiser l'�equation hyperbolique sur l'intersection entre le domaine et un maillagerectangulaire. Puis on utilise les propri�et�es de la solution donn�ee par la discr�etisationsur ce maillage particulier a�n de r�ecup�erer �a la limite une solution �a variationsborn�ees.Th�eor�eme 5.2 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pas detemps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11). Onsuppose de plus que u0 2 BV (
) et on note u 2 L1(
� IR+)\BV (
� [0; T ]) pourtout T 2 IR?+ la solution entropique de l'�equation hyperbolique de (5.2), (5.4), (5.5),c'est �a dire v�eri�ant (5.8). Soit uT ;k la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).Alors, pour tout T 2 ]0;+1[, il existe C, ne d�ependant que de 
, T , u0, u, u, P , f ,g, W , �, � et de �1, telle que :Z Z
�[0;T ] juT ;k(x; t)� u(x; t)j dx dt � C h1=4(5.19)A�n de montrer ces deux r�esultats, on va tout d'abord �etablir des estimations surla solution approch�ee, une estimation L1, obtenue �a l'aide du caract�ere stable dusch�ema, une estimation dite \BV faible" qui permet de contrôler les variations entemps et en espace de uT ;k, en�n une estimation continue d'entropie.



136 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �al'�equation hyperbolique5.4.1 Stabilit�e du sch�emaLemme 5.1 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pasde temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).Soit uT ;k la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).Alors : kuT ;kk1 � max(ku0k1; kuk1) = UD�emonstration du lemme 5.1 :Soient p 2 T et n 2 IN , d'apr�es le sch�ema sur l'�equation hyperbolique (5.18) on a :un+1p = unp 26641� km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) f(unq )� f(unp )unq � unp+ Xa2Aext(p) l(a) g+a f(una) � f(unp )una � unp 1A35+ km(p) 0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) f(unq )� f(unp )unq � unp unq + Xa2Aext(p) l(a) g+a f(una)� f(unp )una � unp una1CCAOn a donc une combinaison de termes dont la somme des coe�cients est �egale �a un,il reste �a montrer qu'ils sont tous positifs. Il est clair que les deux derniers coe�cientsle sont d'apr�es la croissance de f . On montre que le premier l'est aussi �a l'aide de lacondition de stabilit�e (5.12), la combinaison est donc convexe, et par r�ecurrence :jun+1p j � supp2T  junp j; supa2Aext(p) junaj! � : : : � max�jju0jjL1(
); jjujjL1(@
+�IR+)�= Upour tout p 2 T et tout n 2 IN .5.4.2 Estimation BV faibleOn montre dans ce paragraphe des estimations sur l'accroissement de la solutionapproch�ee :Lemme 5.2 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pas



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 137de temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).Soit uT ;k la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).Soit T 2 IR?+, on note NT = maxnn 2 IN ; (n� 1) k � To.Alors il existe C, ne d�ependant que de �, �1, �, 
, T , u0, u, f , P et g, telle que :NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) ���f(unq )� f(unp)���+ Xa2Aext(p) l(a) g+a ���f(una)� f(unp)���3775� Cph(5:20)et NTXn=0 Xp2T m(p) ���un+1p � unp ��� � Cpk(5.21)D�emonstration du lemme 5.2 :On commence par �etablir l'estimation \BV faible" en espace (5.20), pour cela onmultiplie le sch�ema sur l'�equation hyperbolique (5.18) par k unp et on somme surn 2 n0; : : : ; NTo et sur p 2 T , on obtient alors :A+B = 0(5.22)avec : A = NTXn=0 Xp2T m(p) �un+1p � unp� unpetB = � NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp )� unp+ Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una) � f(unp )� unp35On peut encore �ecrire A sous la forme :A = � NTXn=0 Xp2T m(p)2 �un+1p � unp�2 +Xp2T m(p)2 �uNT+1p �2 �Xp2T m(p)2 �u0p�2or d'apr�es le sch�ema sur l'�equation hyperbolique (5.18), on a pour tout p 2 T :�m(p)2 �un+1p � unp�2 = � k22m(p) 2664 Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp )�+ Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp )�352



138 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...et donc d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :A � � NTXn=0 k Xp2T k2m(p) 26640BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA ��0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp)�2+ Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp )�21A35�Xp2T m(p)2 �u0p�2(5:23)On va alors traiter le termeB, pour cela on pose F (r) = Z r0 s f 0(s) ds, B s'�ecrit alors :B = � NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq)  Z unqunp f 0(s) (unp � s) ds + F (unq )� F (unp)!+ Xa2Aext(p) l(a) g+a  Z unaunp f 0(s) (unp � s) ds + F (una)� F (unp)!35En remarquant que (pour plus de d�etails voir [8]) :Z cb f 0(s) (c� s) ds � 12M (f(c) � f(b))2 pour tout b; c 2 IRon obtient :B � NTXn=0 Xp2T k 2664 12M Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp )�2++ 12M Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp)�2� Xa2Aext(p) l(a) g+a �F (una)� F (unp)�� Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �F (unq )� F (unp)�3775or d'apr�es le sch�ema sur l'�equation elliptique (5.11) on a :Xa2Aext(p) l(a) g+a F (unp) = � Xq2N(p) Pq � Ppdpq l(�pq)F (unp) + Xa2Aext(p) l(a) g�a F (unp)Ainsi :



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 139B � NTXn=0 k 2664Xp2T 0BB@ 12M Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp )�2+ 12M Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp)�21CCCA�Xp2T0BB@ Xa2Aext(p) l(a) �g+a F (una)� g�a F (unp)�� Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq)F (unq )� Xq2N(p)Pp>Pq Pq � Ppdpq l(�pq)F (unp)1CCA3775comme pour tout n 2 INXp2T Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq)F (unq ) = �Xp2T Xq2N(p)Pp>Pq Pq � Ppdpq l(�pq)F (unp)il vient :B � NTXn=0 Xp2T k 2664 12M Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp)�2+ 12M Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp)�2 � Xa2Aext(p) l(a) g+a F (una)37775(5:24)Ainsi d'apr�es (5.22), (5.23) et (5.24) on obtient :NTXn=0 Xp2T k 2664 12M � k2m(p) 0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) + Xa2Aext(p) l(a) g+a 1CCA3775�2664 Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp )�2 + Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp )�23775� Xp2T m(p)2 �u0p�2 + NTXn=0 k Xp2T Xa2Aext(p) l(a) g+a F (una)



140 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...et d'apr�es (5.12), on a :NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pq>pT Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp)�2 + Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una)� f(unp )�235� 1�  m(
) ku0k21 + 2T sups2[�U;U ]F (s) Z@
 (g(� )>0) d�!D'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on en d�eduit :NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) ���f(unq )� f(unp )���+ Xa2Aext(p) l(a) g+a ���f(una)� f(unp)���3775� C 0BB@T Xp2T 2664 Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) + Xa2Aext(p) l(a) g+a 37751CCA1=2o�u C ne d�epend que de �, 
, T , u0, u, f et de g.Remarquons alors que :Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) � Xp2T Xq2N(p) jeq � epjdpq l(�pq) + Xp2T Xq2N(p) l(�pq) jRp;q(P )j+Xp2T Xq2N(p) Z�pq jrP (� )j d�o�u pour tout p 2 T , ep est l'erreur en pression sur la maille p, c'est �a dire ep =Pp � P (xp).De plus pour tout p 2 T et tout q 2 N(p), Rp;q(P ) est l'erreur de consistance sur le
ux de pression sur l'interface �pq, i.e. :Rp;q(P ) = 1l(�pq) Z�pq rP (� ):npq d� � P (xq)� P (xp)dpqD'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) � Ch 0@Xp2T Xq2N(p) jeq � epj2dpq l(�pq)1A1=2+Ch 0@Xp2T Xq2N(p)dpql(�pq) jRp;q(P )j21A1=2 + Cph 0@Xp2T Xq2N(p) Z�pq jrP (� )j2 d�1A1=2o�u C ne d�epend que de � et �1.



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 141Et donc d'apr�es l'estimation d'erreur H10 discr�ete du th�eor�eme 2.1 page 23, le lemme2.1 page 24 et le lemme 3.2 page 75, on a :Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) � Cho�u C ne d�epend que de �, �1, 
 et de P .Remarque 5.4 Il est possible de d�emontrer ce dernier r�esultat sans utiliser la r�egula-rit�e de P . Ce r�esultat est �etabli dans le chapitre 2, voir d�emonstration de (2.43)page 47.Ceci termine la d�emonstration de l'in�egalit�e (5.20), puisque :NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) ���f(unq )� f(unp)���+ Xa2Aext(p) l(a) g+a ���f(una)� f(unp)���3775� Cpho�u C ne d�epend que de �, 
, T , u0, u, �, �1, 
, f , P et de gOn compl�ete la d�emonstration du th�eor�eme 5.2 en �etablissant (5.21) qui se d�eduitdirectement �a partir du sch�ema num�erique (5.18) et de la condition de type C.F.L.(5.12). D'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz :NTXn=0 Xp2T m(p) ���un+1p � unp ��� � 0@NTXn=0 Xp2T (1 � �)m(p)M 1A1=2��0BB@NTXn=0 Xp2T k 2664 Xq2N(p)Pq>Pp Pq � Ppdpq l(�pq) ���f(unq )� f(unp)���2+ Xa2Aext(p) l(a) g+a ���f(una)� f(unp)���2351A1=2et donc : NTXn=0 Xp2T m(p) ���un+1p � unp ��� � Cpko�u C ne d�epend que de �, �1, �, 
, T , u0, u, f , P et g.



142 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...5.4.3 Estimation d'entropie pour la solution approch�eeOn note M(
) (respectivement M(
 � IR+) et M(@
+ � IR+)) l'ensemble desmesures positives sur 
 (respectivement sur 
� IR+ et @
+ � IR+), c'est �a dire desformes lin�eaires positives et continues sur Cc(
) (respectivement sur Cc(
� IR+) etCc(@
+ � IR+)).On montre alors une estimation d'entropie continue pour la solution approch�ee en�etablissant le r�esultat suivant :Lemme 5.3 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pasde temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).Soit uT ;k la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).Alors il existe �T ;k 2 M(
� IR+), �T 2 M(
) et �T ;k 2 M(@
+� IR+) telles que :Z Z
�IR+ juT ;k(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z
�IR+�f(uT ;k(x; t)>�)� f(uT ;k(x; t)?�)�rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dt� � Z Z
�IR+ j't(x; t)j+ jr'(x; t)j!d�T ;k(x; t)� Z
 '(x; 0) d�T (x)� Z Z@
+�IR+ '(�; t) d�T ;k(�; t)(5.25)
pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).De plus il existe C, D et E, ne d�ependant que de �, �1, �, 
, T , u0, u, f , P et g,telles que pour tout T 2 ]0;+1[ :�T ;k�
� [0; T ]�� Cph(5.26) �T ;k�@
+ � [0; T ]�� Dh(5.27) limh!0 �T (
) = 0, de plus si u0 2 L1 \BV (
), alors �T (
) � E h(5.28)



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 143D�emonstration du lemme 5.3 :On �etablit tout d'abord une in�egalit�e d'entropie discr�ete sur la solution approch�ee enmontrant le lemme suivant :Lemme 5.4 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pasde temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).Soit uT ;k la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).Alors uT ; k v�eri�e une in�egalit�e d'entropie discr�ete, c'est �a dire l'in�egalit�e suivante :m(p) jun+1p � �j � junp � �jk � Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq)�f(unq>�)� f(unq?�)��f(unp>�)� f(unp?�)��� Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una>�)� f(una?�)��f(unp>�)� f(unp?�)��� 0(5.29)pour tout p 2 T , tout n 2 IN et tout � 2 IR.D�emonstration du lemme 5.4 :Soient p 2 T et n 2 IN , d'apr�es le sch�ema sur l'�equation hyperbolique (5.18) on a :un+1p = unp + km(p)0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq )� f(unp )�+ Xa2Aext(p)l(a) g+a �f(una)� f(unp)�1CAdonc : un+1p = G�unp ; unq (q 2 N(p)); una (a 2 Aext(p))�G est une fonction croissante en unq (q 2 N(p)) et en una (a 2 Aext(p)), et c'est aussi,d'apr�es la condition de stabilit�e (5.12), une fonction croissante en unp .De plus : � = G��; � (q 2 N(p)); � (a 2 Aext(p))� pour tout � 2 IRAinsi pour tout � 2 IR on a :un+1p >� � unp>�+ km(p)0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq>�)� f(unp>�)�+ Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una>�)� f(unp>�)�1A



144 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...etun+1p ?� � unp?�+ km(p)0BB@ Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq) �f(unq?�)� f(unp?�)�+ Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(una?�)� f(unp?�)�1ALa di��erence de ces deux in�equations donne le r�esultat cherch�e.D�emonstration du lemme 5.3 :On peut alors d�emontrer le lemme 5.3. Soient � 2 IR, ' 2 C1c (
 � IR+; IR+) etT 2 ]0;+1[ tels que le support de ' est inclus dans 
 � [0; T ]. On note alors NT =maxnn 2 IN ; (n� 1) k � To.On multiplie (5.29) par 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt, et on somme sur p 2 T et n =1; : : : ; NT , on obtient alors : T1 + T2 � 0(5.30)avec : T1 = NTXn=0 Xp2T jun+1p � �j � junp � �jk Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt(5.31)T2 = NTXn=0 Xp2T 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt�" Xq2N(p)Pp<Pq Pq � Ppdpq l(�pq)�f(unp>�)� f(unp?�)��f(unq>�)� f(unq?�)��+ Xa2Aext(p) l(a) g+a �f(unp>�)� f(unp?�)� �f(una>�)� f(una?�)��#(5.32)On va montrer queT10 + T20 � Z Z
�IR+ j't(x; t)j+ jr'(x; t)j!d�T ;k(x; t)+ Z
 '(x; 0) d�T (x) + Z Z@
+�IR+ '(�; t) d�T ;k(�; t)avec : T10 = � Z Z
�IR+ juT ;k(x; t)� �j't(x; t) dx dt� Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx(5.33)



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 145et T20 = Z Z
�IR+�f(uT ;k(x; t)>�)� f(uT ;k(x; t)?�)�rP (x):r'(x; t) dx dt� Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dt� Z Z@
��IR+�f(
uT ;k(�; t)>�)� f(
uT ;k(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dt(5.34)o�u 
uT ;k(�; t) = unp si � 2 a, a 2 Aext(p) (p 2 T ) et t 2 [tn; tn+1[ (n 2 IN ).Cela su�ra pour conclure puisque d'apr�es la d�e�nition de @
� et la croissance de f :� Z Z@
��IR+�f(
uT ;k(�; t)>�)� f(
uT ;k(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dt � 0(5.35)Pour montrer ceci, on va comparer T1 �a T10 et T2 �a T20, cette comparaison feraapparâ�tre les termes de mesures introduits dans le lemme 5.3.Comparaison de T10 et T1En utilisant la d�e�nition de uT ;k et en int�egrant en temps on a :T10 = NTXn=0 Xp2T junp � �j Z tn+1tn Zp �'(x; tn)� '(x; tn+1)� dx dt� Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dxen reportant les di��erences sur juT ;k � �j, on peut encore �ecrire T10 sous la formesuivante :T10 = NTXn=0 Xp2T jun+1p � �j � junp � �jk Z tn+1tn Zp '(x; tn+1) dx dt+ Z
�ju0T (x)� �j � ju0(x)� �j�'(x; 0) dxo�u u0T (x) = u0p si x 2 p (p 2 T ).Comme la fonction j: � �j est lipschitzienne de constante de Lipschitz �egale �a 1 etd'apr�es la r�egularit�e de ', on obtient :jT1 � T10j � NTXn=0 Xp2T jun+1p � unp j Z tn+1tn Zp j't(x; t)j dx dt+ Z
 ju0T (x)� u0(x)j'(x; 0) dxCe qui donne :jT1 � T10j � Z Z
�IR+ j't(x; t)j d�(1)T ;k(x; t) + Z
 '(x; 0) d�T (x)(5.36)o�u les mesures �(1)T ;k 2 M(
� IR+) et �T 2 M(
) sont d�e�nies de la fa�con suivante :< �(1)T ;k;  >= NTXn=0 Xp2T jun+1p � unp j Z tn+1tn Zp j (x; t)j dx dt 8  2 Cc(
� IR+)(5.37)



146 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...< �T ;  >= Z
 ju0T (x)� u0(x)j j (x)j dx 8  2 Cc(
)(5.38)En utilisant l'estimation BV faible en temps (5.21) ainsi que (5.13), on obtient pourtout T 2]0;+1[ : �(1)T ;k�
 � [0; T ]�� C h1=2o�u C ne d�epend que de �, �1, �, 
, u0, u, T , f et de g.De plus d'apr�es (2.48) page 54, si u0 2 L1(
), on a :limh!0�T (
) = limh!0 Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx = 0Montrons que si u0 2 L1 \BV (
), alors :�T (
) = Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � C ho�u C ne d�epend que de u0, �1 et de 
.Commen�cons par supposer u0 2 C1(
), alors :Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � Xp2T 1m(p) Zp Zp ju0(x)� u0(y)j dx dy� Xp2T hm(p) Zp Zp Z 10 jru0(� x+ (1 � �) y)j d� dy dxEn utilisant le changement de variables :x 7! z = x� yet d'apr�es (5.9), il vient :Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � Xp2T hm(p) Zp Z 10 ZB(0;h) 1p(y + � z) jru0(y + � z)j dz d� dypuisque pour tout p 2 T , p est convexe (voir remarque 5.2) et o�u l'on note B(0; h) laboule de IR2 de centre 0 et de rayon h, et o�u 1p est la fonction caract�eristique de p.En utilisant �a nouveau un changement de variables :y 7! x = y + � zon a : Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � Xp2T hm(p) Zp Z 10 ZB(0;h) jru0(x)j dz d� dxet donc : Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � Xp2T h� h2m(p) Zp jru0(x)j dx



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 147ainsi d'apr�es (5.9) page 132 :Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � C h Z
 jru0(x)j dx = C h ju0jBV (
)o�u C ne d�epend que de �1.Supposons alors u0 2 L1 \BV (
). Soit �2 2 C1c (IR2) telle que :1. supp(�2) � nx 2 IR2 ; jxj � 1o2. �2(x) � 0 pour tout x 2 IR23. ZIR2 �2(x) dx = 1On d�e�nit alors pour tout j 2 IN , �2;j par �2;j(x) = nd �2(j x) pour tout x 2 IRd.Soit uj = ~u0 � �2;jj
, o�u ~u0 est le prolongement par 0 de u0 �a IR2 tout entier.Alors uj 2 C1(
) et limj!+1 kuj � u0kL1(
) = 0(5.39)de plus jujjBV (
) � ju0jBV (
)(5.40)En e�et, soit ' 2 C1c (
; IR+) tel que k'k1 � 1 soit i = 1 ou 2, alors :Z
 uj(x) @'(x)@xi dx = Z
 ZIR2 ~u0(y) �2;j(x� y) dy @'(x)@xi dx= Z
 u0(y) Z
 �2;j(x� y) @'(x)@xi dx dyComme ' 2 C1c (
; IR+), �a partir d'un certain rangsupp �2;j � @'@xi! � 
ainsi : Z
 uj(x) @'(x)@xi dx = Z
 u0(y)@(�2;j � ')(y)@xi dxMais : j�2;j � '(y)j � k'k1 ZIR2 �2;j(x) dx = k'k1donc :Z
 uj(x) @'(x)@xi dx � sup�Z
 u0(x) @'(x)@xi dx ; ' 2 C1c (
; IR+); k'k1 � 1�On a donc bien : jujjBV (
) � ju0jBV (
)



148 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...Alors :Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � Z
 ju0T (x)� ujT (x)j dx+ Z
 jujT (x)� uj(x)j dx+ Z
 juj(x)� u0(x)j dxo�u ujT (x) = 1m(p) Zp uj(y) dy si x 2 p.OrZ
 ju0T (x)� ujT (x)j dx = Xp2T Zp ����� 1m(p) Zp�uj(y)� u0(y)�dy����� dx� Xp2T Zp���uj(y)� u0(y)���dy = Z
 juj(y)� u0(y)j dydonc :Z
 ju0T (x)�u0(x)j dx � 2 kuj�u0kL1(
)+C h jujjBV (
) � 2 kuj�u0kL1(
)+C h ju0jBV (
)o�u C ne d�epend que de �1.En passant �a la limite sur j, on obtient le r�esultat cherch�e, c'est �a dire :Z
 ju0T (x)� u0(x)j dx � C h ju0jBV (
)o�u C ne d�epend que de �1.Comparaison de T20 et T2Comme pour T10, en utilisant la d�e�nition de uT ;k, on obtient :T20 = NTXn=0 Xp2T �f(unp>�)� f(unp?�)�Z tn+1tn ZprP (x):r'(x; t) dx dt� Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dt+ NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p)�f(unp>�)� f(unp?�)�Z tn+1tn Za��g(� )>0�'(�; t) d� dtOn multiplie (5.1) par '(x; t) et on int�egre sur p 2 T et sur [tn; tn+1[, n 2 IN , on a :Zp Z tn+1tn �P (x)'(x; t) dx dt = 0



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 149d'apr�es la formule de Green il vient :� Zp Z tn+1tn rP (x):r'(x; t) dx dt+ Xq2N(p) Z�pq rP (� ):npq '(�; t) d� dt+ Xa2Aext(p) Za g(� )'(�; t) d� dt = 0donc :T20 = NTXn=0 Xp2T �f(unp>�)� f(unp?�)�Z tn+1tn 0@ Xq2N(p)Z�pq '(�; t)rP (� ):npq(� ) d�+ Xa2Aext(p) Za '(�; t) �g(� )>0�d�1A dt� Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dtIntroduisons T20b d�e�ni par :T20b = NTXn=0 Xp2T �f(unp>�)� f(unp?�)�Z tn+1tn 0@ Xq2N(p) Pq � Ppdpq Z�pq '(�; t) d�+ Xa2Aext(p) Za '(�; t) �g(� )>0�d�1A dt� Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dton obtient alors :jT20 � T20bj = ������NTXn=0 Xp2T �f(unp>�)� f(unp?�)�Z tn+1tn Xq2N(p)Z�pq '(�; t) "rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq # d� dt������En remarquant que si ' ne d�epend pas de q alors jT20 � T20bj = 0 puisque d'apr�es(2.20) page 25 et le sch�ema sur l'�equation elliptique (5.11) :Xq2N(p) Z�pq rP (� ):npq(� ) = � Xa2Aext(p) Za g(� ) d� = Xq2N(p) Pq � Ppdpq l(�pq)Ainsi, on peut �ecrire :jT20 � T20bj = ������NTXn=0 Xp2T �f(unp>�)� f(unp?�)� �� Z tn+1tn Xq2N(p) Z�pq  '(�; t)� 1m(p) Zp '(x; t) dx! "rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq # d� dt������



150 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...Ce qui nous donne une autre partie de �T ;k puisque :jT20 � T20bj � Z Z
�IR+ jr'(x; t)j d�(2)T ;k(x; t)(5.41)o�u la mesure �(2)T ;k 2 M(
� IR+) est d�e�nie de la fa�con suivante :< �(2)T ;k;  >= NTXn=0 Xp2T Xq2N(p) hm(p) Z tn+1tn Z�pq Zp Z 10 ��� (�� + (1 � �)x ; t)���� ������f(unp>�)� f(unp?�)� rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq !����� d� dx d� dt(5:42)pour tout  2 Cc(
� IR+).Montrons que pour tout T 2]0 +1[ :�(2)T ;k(
� [0; T ]) � C ho�u C ne d�epend que de �1, �, 
, u0, u, T , f et de P .En e�et :�(2)T ;k(
� [0; T ]) � h NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)k Z�pq ������f(unp>�)� f(unp?�)� rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq !����� d�et donc :�(2)T ;k(
� [0; T ]) � h NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp k Z�pq �����hf(unp>�)� f(unp?�)� �f(unq>�)� f(unq?�)�i rP (� ):npq(� )� Pq � Ppdpq !����� d�ce qui s'�ecrit encore :�(2)T ;k(
� [0; T ]) � M 2U T� Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq  jeq � ep]dpq+ Z�pq �����rP (� ):npq � P (xq)� P (xp)dpq ����� d�!En utilisant la r�egularit�e de P ainsi que l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, il vient :�(2)T ;k(
� [0; T ]) � M 2U T� 0B@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq C h+0@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq1A1=20@Xp2T Xq2N(p) l(�pq) jeq � epj2dpq 1A1=21CA



5.4 Estimations sur la solution approch�ee associ�ee �a... 151o�u C ne d�epend que de P .On conclut avec le th�eor�eme 2.1 page 23 et en remarquant que :Xp2T Xq2N(p) l(�pq) dpq � 2m(
)Ainsi : �(2)T ;k(
� [0; T ]) � C ho�u C ne d�epend que de f , u, u0, T , 
, �, �1 et de PIl reste encore �a traiter la di��erence entre T20b et T2, pour cela remarquons que :T20b = NTXn=0 Xp2T 24 Xa2Aext(p)�f(unp>�)� f(unp?�)�Za '(�; t) �g(� )>0�d� dt+Xq2N(p)Pq>Pp f(unp>�)� f(unp?�)� �f(unq>�)� f(unq?�)�!Pq � Ppdpq Z tn+1tn Z�pq'(�; t) d� dt3775� Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dtOn obtient alors :jT20b � T2j � NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp ���f(unp) � f(unq )��� Pq � PpdpqZ tn+1tn Z�pq �����'(�; t)� 1m(p) Zp '(x; t) dx ����� d� dt+ NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p)���f(unp)�f(una)��� Z tn+1tn Za�g(� )>0������ 1m(p) �Zp '(x; t) dx�� '(�; t)����� d� dt+ Z Z@
+�IR+ ���f(u(�; t))� f(uT ;k(�; t))��� g(� )'(�; t) d� dto�u uT ;k : @
+ ! IR est d�e�nie par uT ;k(�; t) = una si � 2 a (a 2 Aext(p), p 2 T ) ett 2 [tn; tn+1[ (n 2 IN ).Ainsi on a :jT20 � T2j � Z Z
�IR+ jr'(x; t)j d�(3)T ;k(x; t) + Z@
+�IR+ '(�; t) d�T ;k(�; t)(5.43)o�u les mesures �T ;k 2 M(@
+� IR+) et �(3)T ;k 2 M(
� IR+) sont d�e�nies de la fa�consuivante :< �T ;k;  >= Z Z@
+�IR+���f(u(�; t))� f(uT ;k(�; t))��� g(� ) j (�; t)j d� dt(5.44)



152 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...pour tout  2 Cc(@
+ � IR+), et :< �(3)T ;k;  >= NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)Pq>Pp ���f(unp )� f(unq )��� Pq � Ppdpq hm(p)�� Z tn+1tn Z�pq Zp Z 10 j (�� + (1� �)x; t)j d� dx d� dt+ NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p)���f(unp )� f(una)��� hm(p)�Z tn+1tn Za Zp Z 10 �g(� )>0�j (�� + (1� �)x; t)j d� dx d� dt(5:45)pour tout  2 Cc(
� IR+).En utilisant l'estimation \BV faible" (5.20), on obtient pour tout T 2]0;+1[ :�(3)T ;k(
 � [0; T ]) � C h1=2o�u C ne d�epend que de �, �1, �, 
, T , u0, u, f , P et de g.De plus d'apr�es la r�egularit�e de u, on a :�T ;k(@
+ � [0; T ]) � C ho�u C ne d�epend que de u, @
, g, T et de f .On d�e�nit alors �T ;k 2 M(
� IR+) par :< �T ;k;  >= 3Xi=1 < �(i)T ;k;  >pour tout  2 Cc(
�IR+), et d'apr�es (5.30), (5.35), (5.36), (5.41) et (5.43) on obtientle r�esultat cherch�e (5.25).5.5 D�emonstration de l'estimation d'erreur du th�eor�eme 5.2Dans ce paragraphe, on montre le th�eor�eme 5.2, pour cela on utilise le r�esultat suivantqui sera d�emontrer plus tard :Lemme 5.5 On note P la solution de (5.1) et (5.3) telle que R
 P (x) dx = 0. Onsuppose les hypoth�eses (5.6) v�eri��ees et que 0 2 
, ce qui est toujours possible �a unchangement de rep�ere pr�es. Soit a > 0 tel que B2(0; a) � 
 o�u B2(0; a) est la boulede IR2 (pour la norme Euclidienne) de centre 0 et de rayon a.



5.5 D�emonstration de l'estimation d'erreur du th�eor�eme 5.2 153Soit ~u 2 L1(
� IR+) telle que �U � ~u(x; t) � U p.p. (x; t) 2 
� IR+. On supposequ'il existe � 2 M(
� IR+), �0 2 M(
) et � 2 M(@
+ � IR+) telles que :Z Z
�IR+ j~u(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z
�IR+�f(~u(x; t)>�)� f(~u(x; t)?�)�rP (x):r'(x; t) dx dt+ Z Z@
+�IR+�f(u(�; t)>�)� f(u(�; t)?�)� g(� )'(�; t) d� dt� � Z Z
�IR+ j't(x; t)j+ jr'(x; t)j!d�(x; t)� Z
 '(x; 0) d�0(x)� Z Z@
+�IR+ '(�; t) d�(�; t)(5.46)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).Soit u 2 L1(
 � IR+) solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. qui v�eri�el'in�egalit�e suivante :Z Z
�IR+ ju(y; s)� �j's(y; s) dy ds+ Z
 ju0(y)� �j'(y; 0) dy� Z Z
�IR+�f�u(y; s)>���f�u(y; s)?���rP (y):r'(y; s) dy ds+ Z Z@
+�IR+�f�u(�; s)>���f�u(�; s)?��� g(�)'(�; s) d� ds � 0(5.47)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).Alors, pour tout T 2 ]0;+1[, il existe C ne d�ependant que de 
, T , u0, u, u, P , f ,g et de W , telle que :Z Z
�[0;T ] j~u(x; t)�u(x; t)j dx dt � C"�0(
)+� �@
+ � [0; T ]�+(r+1)� �
 � [0; T ]�+1r �1 + r ar a+ 1�+ E(r; [0; T ]� 
) + E0(r;
)#pour tout r 2 IR+, et o�u E ne d�epend que de 
, r, T et de u, de plus :limr!+1 E(r; [0; T ]� 
) = 0 si u 2 L1(
� IR+)E(r; [0; T ]�
) � Cr si u 2 L1(
� IR+) \BV (
� [0; T ]) 8 T 2 IR?+(5.48)o�u C ne d�epend que de 
, T et de u.



154 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...De même, E0 ne d�epend que de 
, r et de u0, de plus :limr!+1 E0(r;
) = 0 si u0 2 L1(
)E0(r;
) � Cr si u0 2 L1 \BV (
)(5.49)o�u C ne d�epend que de 
 et de u0.D�emonstration du th�eor�eme 5.2 :On peut alors terminer la d�emonstration du th�eor�eme 5.2. D'apr�es les lemmes 5.3 et5.5 on a :Z Z
�[0;T ] juT ;k(x; t)� u(x; t)j dx dt � C"�T (
) + �T ;k �@
+ � [0; T ]�+(r + 1)�T ;k �
� [0; T ]�+ 1r �1 + r ar a+ 1�#o�u C ne d�epend que de 
, T , u0, u, u, P , f , g et de W .En choisissant r = r�T ;k �
 � [0; T ]�, et d'apr�es les propri�et�es de �T ;k, de �T et de�T ;k (voir lemme 5.3), on a :Z Z
�[0;T ] juT ;k(x; t)� u(x; t)j dx dt � C h1=4o�u C ne d�epend que de 
, T , u0, u, u, P , f , g et de W .D�emonstration du lemme 5.5 :Pour montrer ceci on utilise l'in�egalit�e suivante que l'on d�emontrera par la suite :Z Z
�[0;T ]j~u(x; t)� u(x; t)j 0(t)dx dt � C "�0(
) + � �@
+ � [0; T ]�+(r + 1)� �
� [0; T ]�+ 1r �1 + r ar a+ 1�+ E(r; [0; T ]� 
) + E0(r;
)#(5:50)pour tout  2 C1c (IR+; IR+), dont le support est inclus dans [0; T ], o�u C ne d�ependque de  , a, 
, T , u0, u, u, P , f , g et de W et o�u E(r; [0; T ] � 
) v�eri�e (5.48) etE0(r;
) v�eri�e (5.49).On choisit alors comme fonction test dans l'in�egalit�e pr�ec�edente la fonction  2Cc(IR+; IR+), d�erivable par morceaux (que l'on peut r�egulariser) d�e�nie par : (t) = 8>>><>>>: T � tT si t 2 [0; T ]0 si T � T
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�[0;T ] j~u(x; t)� u(x; t)j dx dt � C "�0(
) + � �@
+ � [0; T ]�+(r + 1)� �
� [0; T ]�+ 1r �1 + r ar a+ 1�+ E(r; [0; T ]� 
) + E0(r;
)#o�u C ne d�epend que de  , a, 
, T , u0, u, u, P , f , g et de W .D�emonstration de l'in�egalit�e (5.50) :On va d�emontrer cette in�egalit�e en utilisant une technique introduite par Kruzkovdans [26].Soit donc �2 2 C1c (IR2) telle que :1. supp(�2) � nx 2 IR2 ; jxj � 1o2. �2(x) � 0 pour tout x 2 IR23. ZIR2 �2(x) dx = 1et soit �1 2 C1c (IR��) v�eri�ant les propri�et�es 1, 2 et 3 pr�ec�edentes.On d�e�nit alors pour tout r 2 IR, r > 0, �2;r(x) = r2 �2(r x) pour tout x 2 IR2 et dela même fa�con on d�e�nit �1;r(x) = r �1(r x) pour tout x 2 IR.Soit  2 C1c (IR+; IR+), dont le support est inclus dans [0; T ]. On pose alors :'(x; t; y; s) =  (t) �2;r�x�1� 1r a�� y� �1;r(t� s)Remarquons que, comme 
 est convexe, le d�ecentrement de x en (1� 1=r a), permetd'annuler la fonction ' lorsque y est sur le bord de 
 et x dans 
, cela permettrad'�eliminer certains termes dans (5.51). De même le d�ecentrement du support (d�ejautilis�e dans [15]) de �1;r permet d'annuler ' lorsque s = 0 et t � 0.On choisit comme fonction test '(:; :; y; s) dans (5.46), on �xe � = u(y; s) et on int�egrepar rapport �a y et s sur 
 � IR+, de même dans (5.47) on choisit comme fonctiontest '(x; t; :; :), on �xe � = ~u(x; t) et on int�egre par rapport �a x et t sur 
� IR+, onajoute alors ces deux in�equations, on obtient :E1r + E2r + E3r + E4r + E5r � E6r(5.51)avec :E1r = Z Z(
�IR+)2 j~u(x; t)� u(y; s)j 0(t) �2;r�x�1 � 1r a�� y� �1;r(t� s) dx dt dy dsE2r = Z(
)2�IR+ ju0(x)� u(y; s)j (0) �2;r�x�1� 1r a�� y� �1;r(�s) dx dy ds
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�IR+)2�f�u(y; s)>~u(x; t)��f�u(y; s)?~u(x; t)����rP (y)�rP (x)�:r�2;r�x�1� 1r a�� y�  (t) �1;r(t� s) dx dt dy dsE4r = Z Z(
�IR+)2�f�u(y; s)>~u(x; t)��f�u(y; s)?~u(x; t)���1r arP (x):r�2;r�x�1� 1r a�� y�  (t) �1;r(t� s) dx dt dy dsE5r = Z Z@
+�
�(IR+)2�f�u(�; t)>u(y; s)��f�u(�; t)?u(y; s)��g(� ) (t) �2;r�� �1� 1r a�� y� �1;r(t� s) d� dt dy dset E6r = E6ra + E6rb + E6rc + E6rd + E6reavec :E6ra = � Z Z(
�IR+)2 �2;r�x�1 � 1r a�� y� ��� 0(t)��� �1;r(t� s) d�(x; t) dy dsE6rb = � Z Z(
�IR+)2 �2;r�x�1 � 1r a�� y�  (t) ���� 01;r(t� s)��� d�(x; t) dy dsE6rc = � Z Z(
�IR+)2 ����1� 1r a ���� ���r�2;r�x�1� 1r a�� y� ��� (t) �1;r(t� s) d�(x; t) dy dsE6rd = � Z Z(
)2�IR+  (0) �2;r�x�1 � 1r a�� y� �1;r(�s) d�0(x)E6re = � Z Z@
+�
�(IR+)2  (t) �2;r �� �1 � 1r a�� y� �1;r(t� s) d�(�; t)A�n d'�etablir l'in�egalit�e (5.50), on commence par minorer E6r.



5.5 D�emonstration de l'estimation d'erreur du th�eor�eme 5.2 157Minoration de E6rRemarquons tout d'abord que E6ra v�eri�e :�E6ra � k 0k1 Z[0;T ]�
 ZIR2�IR+ �2;r�x�1� 1r a�� y� �1;r(t� s) dy ds d�(x; t)On e�ectue alors le changement de variables suivant :y 7�! z = r�x�1 � 1r a�� y� et s 7�! � = r (t� s)(5.52)on obtient :�E6ra � k 0k1 Z[0;T ]�
 ZIR2�IR� �2(z)�1(�) dz d� d�(x; t) = k 0k1 �([0; T ]� 
)Traitons maintenant le terme suivant :�E6rb � k k1 Z[0;T ]�
 ZIR2�IR� �2(y) r ����01(s)��� dy ds d�(x; t)� r k k1 k�01k1 �([0; T ]� 
)De la même fa�con, on montrerait que :�E6rc � �r + 1��1 + 1a� k k1M�m(B2(0; 1))�([0; T ]� 
)en notant M� = supx2B2(0;1) jr�2(x)j et o�u B2(0; 1) est la boule unit�e de dimension 2.De plus �E6rd �  (0)�0(
) et � E6re � k k1 �(@
+ � [0; T ])Et donc en regroupant les r�esultats obtenus, on obtient :E6r � �C ��0(
) + �(@
+ � [0; T ]) + (r + 1)�(
 � [0; T ])�o�u C ne d�epend que de  , a, �2 et de �1.Il reste alors �a majorer les termes situ�es �a gauche de l'in�egalit�e (5.51).Majoration de E1rOn va montrer que la di��erence entre E1r et E1 tend vers 0 lorsque r ! +1 siu 2 L1(
� IR+) et est de l'ordre de 1=r si u 2 L1(
� IR+)\BV (
� [0; T ]) pourtout T 2 IR?+, o�u E1 est d�e�ni par :E1 = Z Z
�IR+ ����~u(x; t)� u(x; t)���� 0(t)dx dt



158 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...Remarquons que, d'apr�es la d�e�nition de �2 et celle de �1, E1 s'�ecrit encore sous laforme suivante :E1 = Z Z
�IR+ Z ZIR2�IR� j~u(x; t)� u(x; t)j 0(t) �2(y) �1(s) dx dt dy dsDe plus en e�ectuant le changement de variables (5.52), on obtient :E1r = Z Z
�IR+ Z ZIR2�IR�����~u(x; t)� u�x� z + x=ar ; t� �r����� 0(t)1
  x� z + x=ar ! �2(z) �1(�) dz d� dx dtIntroduisons alors E1rb d�e�ni par :E1rb = Z Z
�IR+ Z ZIR2�IR����~u(x; t)� u(x; t)���1
  x� y + x=ar ! 0(t)�2(y) �1(s) dy ds dx dtAlors :jE1rb � E1j � Z Z(IR2)2�IR+�IR�����~u(x; t)� u(x; t)���� j 0(t) j1
(x)�����1
(x)� 1
  x� y + x=ar !����� �2(y) �1(s) dy ds dx dtet donc : jE1rb �E1j � 2U k 0k1 T Z 1
1=r (x) dxo�u 
1=r = (x 2 
 ; d(x; @
) � 1r  1 + �(
)a !).Ainsi : jE1rb � E1j � Cro�u C ne d�epend que 
, T , a, u0, u, u et de  .De plus :jE1rb � E1rj � k 0k1 Z ZIR2�IR� Z Z
�IR+ �2(y) �1(s)1
  x� y + x=ar !�����u(x; t)� u x� y + x=ar ; t� sr!����� dx dt dy dset donc : jE1rb � E1rj � k 0k1 E(r; [0; T ]� 
)
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) = sup�Z Z[0;T ]�
����u(x; t)� u(x+ �; t+ � )����1
 (x+ �) dx dt ;� 2 IR2; j�j � 1 + �(
)=ar et � 2 IR; 0 � � � 1r�(5:53)On montre alors le lemme suivant :Lemme 5.6 Soit K � IRN , N � 1, K born�e et convexe. Soit g 2 L1(K), on d�e�nit :E(r;K) = sup�Z ZK ���g(y)� g(y + �)���1K (y + �) dy ; � 2 IRN ; j�j � �r �o�u � ne d�epend que de K et r 2 IR+.Alors : limr!+1 E(r;K) = 0Si de plus g 2 L1(K) \BV (K) alors :E(r;K) � Cro�u C ne d�epend que de g et de K.D�emonstration du lemme 5.6On suppose tout d'abord g 2 C1(K), alors :ZK ���g(y)� g(y + �)���1K (y + �) dy � ZK Z 10 ���rg(x+ � �)��� j�j 1K (y + �) d� dyOn e�ectue le changement de variables x 7! z = x + � �, comme K est convexez = � (x+ �) + (1 � �)x 2 K, donc :ZK ���g(y)� g(y + �)���1K (y + �) dy � Z 10 ZK jrg(z)j j�j dz d� = j�j jgjBV (K)Donc : E(r;K) � �r jgjBV (K)Si g 2 L1(K) comme K est born�e, g 2 L1(K) donc d'apr�es la densit�e des fonctionsC1c (K) dans L1(K), il existe (gn)n2IN � C1c (K) telle que :limn!+1 kgn � gkL1(K) = 0Ainsi :ZK���g(y)�g(y+�)���1K (y + �) dy � 2 kgn�gkL1(K)+ZK���gn(y)�gn(y+�)���1K (y + �) dy



160 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...et donc : E(r;K) � 2 kgn � gkL1(K) + �r jgnjBV (K)en passant �a la limite sur r puis sur n, il vient :limr!+1 E(r;K) = 0Supposons alors g 2 L1 \ BV (K), alors, comme pour (5.39) et (5.40), on montrequ'il existe (gn)n2IN � C1(K) telle que :limn!+1 kg � gnkL1(K) = 0et kgnkBV (K) � kgkBV (K)pour tout n 2 IN .Alors de la même fa�con que pr�ec�edemment il vient :E(r;K) � 2 kgn � gkL1(K) + �r jgnjBV (K) � 2 kgn � gkL1(K) + �r jgjBV (K)En passant �a la limite sur n, on obtient :E(r;K) � �r jgjBV (K)Ce qui termine la d�emonstration du lemme 5.6.Remarquons alors que :E(r; [0; T ]�
) � sup�Z Z]0;T [�
����u(x; t)�u(x+�; t+� )����1
 (x+ �)1[0;T ](t+� ) dx dt ;� 2 IR2; j�j � 1 + �(
)=ar et � 2 IR; j� j � 1r�donc d'apr�es le lemme 5.6, si u 2 L1(
�IR+)\BV (
�[0; T ]) pour tout T 2 ]0;+1[,on peut montrer que E(r; [0; T ]� 
) � Cro�u C ne d�epend que de u, 
, �1, et de a, et si u 2 L1(
� IR+)limr!1 E(r; [0; T ]� 
) = 0



5.5 D�emonstration de l'estimation d'erreur du th�eor�eme 5.2 161Majoration de E2rSoit '(x; y; s) =  (0) �2;r�x�1� 1r a�� y�Z +1s �1;r(��) d�, alors on choisit commefonction test dans (5.47) '(x; :; :), on �xe � = u0(x) et on int�egre par rapport �a x sur
, on obtient : �E2r + E21r + E22r � 0avec :E21r = Z Z(
)2�IR+ ju0(y)� u0(x)j (0) �2;r�x�1� 1r a�� y� �1;r(��) d� dy dxE22r = Z Z(
)2�IR+�f�u(y; s)>u0(x)��f�u(y; s)?u0(x)���rP (y):r�2;r�x�1� 1r a�� y� (0) Z +1s �1;r(��) d� dy ds dxEn utilisant le changement de variables (5.52), on montre que :E21r �  (0) E0(r;
)o�u E0(r;
) = sup�Z
����u0(x)� u0(x+ �)����1
 (x+ �) dx ; � 2 IR2; j�j � 1 + �(
)=ar �(5.54)En utilisant le lemme 5.6, si u0 2 L1 \BV (
), on aE0(r;
) � Cro�u C ne d�epend que de u0 et de �1, et si u0 2 L1(
)limr!1 E0(r;
) = 0Pour majorer E22r, on introduit E22rb d�e�ni par :E22rb = Z Z(
)2�IR+�f�u(y; s)>u0(y)��f�u(y; s)?u0(y)���rP (y):r�2;r�x�1� 1r a�� y� (0) Z +1s �1;r(��) d� dy ds dxet en int�egrant par parties, on obtient :E22rb = � r ar a� 1�Z Z
�IR+�f�u(y; s)>u0(y)��f�u(y; s)?u0(y)��� (0) �Z +1s �1;r(��) d��Z@
rP (y):n(�) �2;r�� �1� 1r a�� y� d� dy dsOn a donc :
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 ZIR2 �2;r�� �1� 1r a�� y� dy d��� ZIR+ Z +1s �1;r(��) d� dso�u MP = supx2
���rP (x)���.Or : ZIR+ Z +1s �1;r(��) d� ds � 1r(5.55)car le support de l'int�egration est de l'ordre de 1=r. Ainsi :E22rb � 2M U  (0)MP m(@
) r ar (r a� 1)De plus :jE22r �E22rbj �M  (0)MP  ZIR+ Z +1s �1;r(�� ) d� ds!r Z ZIR2�
 �����u0(x)� u0  x� y + x=ar !����� jr�2(y)j dx dyet donc : jE22r �E22rbj �M  (0)MP M�m�B2(0; 1)� E0(r;
)Ainsi en regroupant les r�esultats on obtientE2r � Cr �1 + r ar a� 1�+ C E0(r;
)o�u C ne d�epend que de  , a, f , P , �2, u ,u0, u, �1 et de 
.Majoration de E3rIntroduisons E3rb d�e�ni par :E3rb = Z Z(
�IR+)2�f�u(x; t)>~u(x; t)��f�u(x; t)?~u(x; t)����rP (y)�rP (x)�:r�2;r�x�1� 1r a�� y�  (t) �1;r(t� s) dx dt dy dsPuisque P 2 C2(
) et que �P � 0 sur 
, d'apr�es la formule de Green, il vient :E3rb = 0De plus :jE3r � E3rbj �M k k1CP 1r  1 + �(
)a !�� ZIR2�IR�Z
�[0;T ] �����u(x; t)� u x� y + x=ar ; t� sr!����� r jr�2(y)j �1(s) dx dt dy ds
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)a ! E(r;
 � [0; T ])M�m(B2(0; 1))o�u B2(0; 1) est la boule unit�e de dimension 2 et o�u E(r;
�[0; T ]) est d�e�ni par (5.53).Ainsi E3r � C E(r;
 � [0; T ])o�u C ne d�epend que de f , u, u0,  , P , 
, a, �1, T et de �2.Majoration de E4rOn proc�ede comme pour l'�etape pr�ec�edente et on montre alors :E4r �M k k1 1a E(r;
� [0; T ])M�m(B2(0; 1))Majoration de E5rOn choisit dans (5.47) la fonction test suivante :'(�; t; y; s) =  (t) �1;r(t� s) g(� ) Z +10 �2;r�� �1 � 1r a�� y +rP (� ) 
� d
on �xe � = u(�; t) et on int�egre sur @
+ � IR+, on obtient :E51r + E52r + E53r � 0(5.56)avec :E51r = � Z Z@
+�
�(IR+)2 ju(y; s)� u(�; t)j � 01;r(t� s) (t) g(� )Z +10 �2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
 dy ds d� dtE52r = Z Z@
+�
�(IR+)2�f�u(y; s)>u(�; t)��f�u(y; s)?u(�; t)�� �1;r(t� s) g(� )Z +10 rP (y):r�2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
  (t) dy ds d� dtet :E53r = Z Z@
+2�(IR+)2�f�u(�; s)>u(�; t)��f�u(�; s)?u(�; t)�� �1;r(t� s)g(�) g(� ) (t) Z +10 �2;r �� �1� 1r a�� � +rP (� ) 
� d
 d� ds d� dt



164 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...Commen�cons par majorer E51r, pour cela introduisons E51rb, d�e�ni par :E51rb = � Z Z@
+�
�(IR+)2 ju(y; s)� u(�; s)j � 01;r(t� s) (t) g(� )Z +10 �2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
 dy ds d� dtEn int�egrant par parties, il vient :E51rb = Z Z@
+�
�(IR+)2 ju(y; s)� u(�; s)j �1;r(t� s) 0(t) g(� )Z +10 �2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
 dy ds d� dt� Z Z@
+�
�IR+ ju(y; s)� u(�; s)j �1;r(�s) (0) g(� )Z +10 �2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
 dy ds d�et donc :���E51rb���� �k 0k1 T +  (0)� 2UZ@
+ g(� ) Z
 Z +10 �2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
 dy d�Remarquons alors que puisque 
 est convexe (� � y):n(� ) � 0 et donc d'apr�es lad�e�nition de �2;r, on a :g(� ) 
 = rP (� ):n(� ) 
 � (� � y):n(� ) +rP (� ):n(� ) 
 � �:n(� )r a + �:n(� )r a= �� �1 � 1r a�� y +rP (� ) 
� :n(� ) + �:n(� )r a � 1r  1 + �(
)a !Notons que bien que l'hypoth�ese 
 convexe ne soit probablement pas n�ecessaire, elleest techniquement tr�es utilis�ee ici. Ainsi
 � 1r g(� )  1 + �(
)a !(5.57)De plus en e�ectuant le changement de variables suivant :y 7�! z = r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
�(5.58)on obtient :���E51rb���� �k 0k1 T +  (0)� 2U Z@
+ g(� ) Z (1+ �(
)a ) 1(g(�) r)0 ZIR2 �2(z) dz d
 d�Ainsi : ���E51rb����  1 + �(
)a ! �k 0k1 T +  (0)� 2U m(@
+) 1r



5.5 D�emonstration de l'estimation d'erreur du th�eor�eme 5.2 165Il reste �a borner la di��erence entre E51rb et E51r :���E51rb � E51r���� Z Z@
+�
�(IR+)2 ju(�; t)� u(�; s)j  (t) j� 01;r(t� s)j g(� )Z +10 �2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
� d
 dy ds d� dten utilisant le changement de variables (5.58), on obtient :���E51rb � E51r���� Z Z@
+�IR2�IR+�IR� ����u(�; t)� u��; t� sr�����  (t) j� 01 (s)j g(� )Z +10 �2 (z) d
 dz ds d� dtet donc de la même fa�con que pr�ec�edemment :���E51rb � E51r����  1 + �(
)a ! E t([0; T ]� @
+; r) k k1 k�01k1o�u :E t([0; T ]�@
+; r) = sup�Z Z[0;T ]�@
+ ju(�; t)� u(�; t+ �)j d� dt ; � 2 IR; 0 � � � 1r�Comme u 2 C1(@
+ � IR+) alorsE t([0; T ]� @
+; r) � Cro�u C ne d�epend que de u, 
 et de T .Ainsi E51r � Cro�u C ne d�epend que de a, 
, T ,  ,u et de u.Traitons maintenant le terme E53r ; d'apr�es (5.57), on a :jE53rj �M k k1 kgk1 Z Z(@
+2�IR+�[0;T ]���u(�; t)� u(�; s)��� �1;r(t� s)g(� ) Z (1+ �(
)a ) 1(g(�) r)0 �2;r�� �1� 1r a�� � +rP (� ) 
� d
 d� ds d� dtD'apr�es la d�e�nition de �2;r ainsi que (5.57) :j� � �j � ����� �1 � 1r a�� � +rP (� ) 
����+ 1r a j� j+ 
 jrP (� )j� 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jg(� )  1 + �(
)a !!



166 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...comme u est C1(@
+ � IR+), on a :jE53rj �M k k1 kgk21 T Cu 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jkgk1  1 + �(
)a !!Z Z@
+�@
+ Z (1+ �(
)a ) 1(g(�) r)0 �2;r�� �1� 1r a�� � +rP (� ) 
� d
 d� d�(5:59)o�u Cu ne d�epend que des d�eriv�ees premi�eres de u.Supposons que @
+ ait l composantes connexes (@
+j )1�j�l. On e�ectue alors lechangement de variables suivant dans (5.59) sur chaque composante :(�; 
) '7�! z = � �1 � 1r a�� � +rP (� ) 
On obtient alors :jE53rj �M k k1 kgk21 T Cu 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jkgk1  1 + �(
)a !!lXj=1 Z Z@
+j �'(@
+j �[0;(1+ �(
)a ) 1(g(�) r) ]) 1rP (� ):n(�(z))�2;r(z) dzd�Comme chaque composante connexe de @
+ est un segment, on a alors pour tout1 � j � l, n(�) = n(� ) pour tous � et � dans @
+j , et donc :jE53rj �M k k1 kgk21 T Cu 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jkgk1  1 + �(
)a !!Z@
+ 1g(� ) d� � ZIR2 �2;r(z) dzainsi d'apr�es (5.6) : jE53rj � Cro�u C ne d�epend que de f ,  , g, T , u, 
, a, P et de W .On montre alors que E52r est \proche" de�E5r. Pour cela commen�cons par remarquerque :� Z +10 rP (� ):r�2;r�� �1� 1r a +rP (� ) 
�� y� d
 = �2;r �� �1� 1r a��et donc :jE52r + E5rj � �����Z Z@
+�
�(IR+)2�f�u(y; s)>u(�; t)��f�u(y; s)?u(�; t)��g(� ) Z +10 �rP (y)�rP (� )�:r�2;r �� �1 � 1r a�� y +rP (� ) 
� d
�1;r(t� s) (t) dy ds d� dt������



5.5 D�emonstration de l'estimation d'erreur du th�eor�eme 5.2 167d'apr�es (5.57) :jE52r + E5rj � k k1M T 2U Z Z@
+�
 g(� )Z 1r g(�) (1+ �(
)a )0 ���rP (y)�rP (� )��� ����r�2;r�� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
����� d
 dy d�De plus toujours d'apr�es (5.57) ainsi que d'apr�es la d�e�nition de �2;r :jy � � j = ����� �1� 1r a�� y +rP (� ) 
 + �r a �rP (� ) 
����� 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jg(� )  1 + �(
)a !!D'apr�es la r�egularit�e de rP , et en e�ectuant le changement de variables (5.58), onobtient :jE52r + E5rj � k k1M T 2U CP 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jg(� )  1 + �(
)a !!Z@
+ Z 1r g(�)(1+ �(
)a )0 ZIR2r jr�2(z)j d
 dz d�et donc :jE52r + E5rj � k k1M T 2U CP 1r  1 + �(
)a + supx2
 jrP (x)jg(� )  1 + �(
)a !! 1 + �(
)a ! M�m(B2(0; 1)) Z@
+ 1g(� ) d�o�u M� = supx2IR2 jr�2(x)j.En reportant les r�esultats obtenus dans (5.56), on aE5r � Cro�u C ne d�epend que de 
, T , a,  , u0, u, f , u, P et de �2.Synth�ese des r�esultatsEn reportant tous les r�esultats obtenus dans (5.51) on obtient :Z Z
�[0;T ]j~u(x; t)� u(x; t)j 0(t)dy dt � C "�0(
) + � �@
+ � [0; T ]�+(r + 1)� �
� [0; T ]�+ 1r �1 + r ar a+ 1�+ E(r; [0; T ]� 
) + E0(r;
)#pour tout  2 C1c (IR+; IR+), dont le support est inclus dans [0; T ], o�u C ne d�ependque de 
, T , �1, a,  , u0, u, f , u, P , �1 et de �2 et o�u E et E0 v�eri�ent respectivement(5.48) et (5.49).



168 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...5.6 Convergence de la solution approch�ee associ�ee �al'�equation hyperboliqueOn va passer �a la limite dans l'estimation d'entropie continue pour la solution appro-ch�ee (5.25) a�n de montrer la convergence de la solution approch�ee vers la solutionentropique du probl�eme, on montre le r�esultat suivant :Th�eor�eme 5.3 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses(5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pasde temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).Soit uT ;k la solution de (5.15)-(5.16)-(5.17). Alors il existe � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[)tel que : limh!0uT ;k ! � quand h! 0 au sens non lin�eaire faible ?c'est �a dire que l'on a :limh!0 Z
�IR+ g(uT ;k(x; t))'(x; t) dx dt = Z
�IR+ Z 10 g(�(x; t; �))'(x; t) d� dx dt(5.60)pour tout ' 2 L1(
� IR+) et tout g 2 C(IR; IR).De plus on a les deux r�esultat suivants :1. � est une solution processus entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. � v�eri�el'in�egalit�e suivante :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j't(x; t) d� dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z
�IR+ Z 10 �f��(x; t; �)>���f��(x; t; �)?���rP (x):r'(x; t) d� dx dt+ Z Z@
+�IR+�f�u(�; t)>���f�u(�; t)?��� g(� )'(�; t) d� dt � 0(5.61)pour tout � 2 IR, et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).2. � ne d�epend pas de son troisi�eme argument, donc � est la solution entropiquede (5.2), (5.4), (5.5), de plus elle est unique.D�emonstration :Pour d�emontrer la premi�ere partie de ce th�eor�eme on aura besoin de compacit�e, onva utiliser le r�esultat suivant dont la d�emonstration est donn�ee, entre autres, dans[17] :Lemme 5.7 Soit E � IRd (d � 1). Soit une suite (un)n2IN � L1(E), kunk1 � Upour tout n 2 IN . Alors il existe � 2 L1(E�]0; 1[) et une sous suite encore not�ee



5.6 Convergence de la solution approch�ee associ�ee �a... 169(un)n2IN tels que : limn!+1 un = � non lin�eaire faible ?i.e. on a : limn!+1 ZE g(un(x))'(x) dx = ZE Z 10 g(�(x; �))'(x) d� dxpour tout ' 2 L1(E) et tout g 2 C([�U;U ]; IR).On utilise ce r�esultat pour passer �a la limite dans (5.25), on obtient alors qu'il existeune sous suite, encore not�ee (uT ;k)h2IR?+, et il existe � 2 L1(
� IR+�]0; 1[) tels que :limh!0 Z Z
�IR+ uT ;k(x; t)'(x; t) dx dt = Z Z
�IR+ Z 10 �(x; t; �)'(x; t) d� dx dtde plus � est solution processus entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. � v�eri�e (5.61).Remarquons que si � ne d�ependait pas de son troisi�eme argument alors on auraitd�emontr�e le th�eor�eme 5.1, car � serait alors la solution entropique de (5.2), (5.4),(5.5). On va donc d�emontrer le dernier r�esultat du th�eor�eme 5.3 en montrant l'unicit�ede la solution processus entropique. On utilise pour cela le lemme 5.5.Soit donc � et � deux solutions processus entropiques de (5.2), (5.4), (5.5), alors ellesv�eri�ent les in�egalit�es suivantes :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j't(x; t) d� dx dt + Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z
�IR+ Z 10 �f��(x; t; �)>���f��(x; t; �)?���rP (x):r'(x; t) d� dx dt+ Z Z@
+�IR+�f�u(�; t)>���f�u(�; t)?��� g(� )'(�; t) d� dt � 0et Z Z
�IR+ Z 10 j�(y; s; �)� �j't(y; s) d� dy ds+ Z
 ju0(y)� �j'(y; 0) dy� Z Z
�IR+ Z 10 �f��(y; s; �)>���f��(y; s; �)?���rP (y):r'(y; s) d� dy ds+ Z Z@
+�IR+�f�u(�; s)>���f�u(�; s)?��� g(�)'(�; s) d� ds � 0pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).



170 Sch�emas �a quatre points et d�ecentr�e amont pour un syst�eme...D'apr�es le lemme 5.5 pour tout T 2 IR?+, il existe C, ne d�ependant que de 
, T , u0,u, u, P , f , g et de W , telle que :Z Z
�[0;T ] Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d� dx dt� C"1r �1 + r ar a+ 1�+ E(r; [0; T ]� 
) + E0(r;
)#pour tout r 2 IR+, et o�u : limr!+1 E(r; [0; T ]� 
) = 0et : limr!+1 E0(r;
) = 0En faisant tendre r vers +1, il vient :Z Z
�[0;T ] Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d� dx dt � 0ainsi �(x; t; �) = �(x; t; �) p.p. (x; t; �; �) 2 
� IR+�]0; 1[�]0; 1[Donc � et � ne d�ependent pas de leur troisi�eme argument et :�(x; t) = �(x; t) p.p. (x; t) 2 
� IR+Donc � est l'unique solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5). Ce qui termine la d�e-monstration du th�eor�eme 5.3.On conclut alors la d�emonstration du th�eor�eme 5.1, en montrant que :uT ;k �! u dans Lrloc(
� IR+), pour tout r < +1(5.62)Soit K un compact de 
� IR+ et r < +1, on suppose tout d'abord r pair. On doitalors montrer que :limh!0 Z Z
�IR+���uT ;k(x; t)� u(x; t)���r 1K(x; t) dx dt = 0o�u 1K est la fonction caract�eristique de K.Remarquons pour cela que :Z Z
�IR+���uT ;k(x; t)� u(x; t)���r 1K(x; t) dx dt= rXp=0(�1)p Cpr Z Z
�IR+�uT ;k(x; t)�r�p �u(x; t)�p 1K(x; t) dx dto�u : Cpr = p!p! (r � p)!



5.6 Convergence de la solution approch�ee associ�ee �a... 171Ainsi en choisissant dans (5.60) g(s) = sr�p et '(�; �) = �u(�; �)�p 1K 2 L1(
 � IR+),on obtient :limh!0 Z Z
�IR+���uT ;k(x; t)� u(x; t)���r 1K(x; t) dx dt= rXp=0(�1)p Cpr Z Z
�IR+�u(x; t)�r�p �u(x; t)�p 1K(x; t) dx dt= Z Z
�IR+���u(x; t)� u(x; t)���r 1K(x; t) dx dt = 0Ce qui termine le cas o�u r est pair.Pour r < +1 impair il su�t d'utiliser l'in�egalit�e de H�older pour se ramener au caspr�ec�edent :Z Z
�IR+���uT ;k(x; t)� u(x; t)���r 1K(x; t) dx dt � �Z ZK���uT ;k(x; t)� u(x; t)���2 dx dt�1=2��Z ZK���uT ;k(x; t)� u(x; t)���2(r�1) dx dt�1=2Ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme de convergence 5.1.
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6. Convergence de sch�emas volumes �nis �a 
uxmonotone pour une �equation hyperbolique nonlin�eaire avec conditions aux limites
Dans ce chapitre, on s'int�eresse �a une �equation hyperbolique non lin�eaire, de la formesuivante : ut + div�v f(u)�= 0sur un ouvert born�e, avec des conditions aux limites et une condition initiale, o�u vest une fonction vectorielle et f une fonction scalaire.On discr�etise ce probl�eme �a l'aide d'un sch�ema volumes �nis �a 
ux monotone, dontles exemples les plus classiques sont le sch�ema �a d�ecomposition de 
ux et le sch�emade Godunov 1-D par interface.On montre alors deux r�esultats. Le premier concerne le cas o�u f est croissante. Enne supposant les conditions aux limites et initiales que dans L1, on �etablit la conver-gence de la solution approch�ee, donn�ee par le sch�ema, vers la solution entropique duprobl�eme. On montre �egalement l'existence et l'unicit�e de la solution entropique. Latechnique employ�ee est di��erente de celle utilis�ee dans le chapitre 5, elle permet demontrer la convergence de la solution approch�ee. même si v(x; t) 6= rP (x) et permetd'�eviter certaines hypoth�eses techniques n�ecessaires au chapitre pr�ec�edent. Toutefoison n'a pas dans ce cas d'estimations d'erreur.Le deuxi�eme r�esultat concerne f quelconque. On suppose dans ce cas les conditionsinitiales et aux limites plus r�eguli�eres que dans le cas f croissante a�n d'avoir l'exis-tence et l'unicit�e de la solution entropique, qui est �a variations born�ees (r�esultatdonn�e dans [2]). On montre alors la convergence de la solution approch�ee, donn�ee parle sch�ema num�erique, vers cette solution entropique.Pour �etablir ces deux r�esultats, on montre tout d'abord des estimations sur la solutionapproch�ee. La premi�ere est une estimation L1. Elle permet d'avoir de la compacit�enon lin�eaire faible ? (voir [17]).La deuxi�eme estimation, dite estimation \BV faible", est une estimation faible sur lesvariations en temps et en espace de la solution approch�ee. On utilise pour cela unetechnique introduite dans [15], on doit toutefois traiter en plus les termes de bordabsents dans [15] puisque les auteurs s'int�eressent �a un probl�eme sans condition auxlimites.



174 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...En�n la troisi�eme estimation est une estimation continue d'entropie. On montre quela solution approch�ee v�eri�e une in�egalit�e d'entropie similaire �a celle v�eri��e par lasolution entropique avec en plus des termes d'erreur. Comme dans [15], ces termesd'erreurs s'expriment sous la forme de mesures que l'on peut contrôler �a l'aide del'estimation \BV faible".Pour montrer la convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e vers la solutionentropique de l'�equation, on passe �a la limite dans l'in�egalit�e d'entropie continuev�eri��ee par la solution approch�ee. On montre alors que la solution approch�ee converge,en un sens non lin�eaire faible ? vers une solution processus entropique (voir [17]),ou une solution entropique �a valeur mesure (voir [12]) de l'�equation hyperbolique.On utilise dans cette �etape une technique introduite dans [3] a�n de retrouver les\bons" termes de bords. Il reste alors �a montrer que cette solution est en fait lasolution entropique. Pour cela, on proc�ede comme dans [34], o�u l'auteur s'int�eresse�a l'�equation ut + div(F (u)) = 0, o�u F ne d�epend de x et t qu'�a travers u et montreque la solution �a valeurs mesure de ce probl�eme est unique. Cette �etape n�ecessite desupposer u �a variations born�ees.Dans le cas o�u f est croissante, on montre qu'il n'est pas n�ecessaire de supposer u �avariations born�ees.En�n, on termine ce chapitre en essayant d'expliquer pourquoi on n'arrive pas l'hy-poth�ese u �a variations born�ees dans le cas o�u f n'est pas croissante.6.1 Pr�esentation du probl�emeSoit 
 un ouvert born�e de IRd (d=2 ou 3). On suppose 
 polygonal si d=2, po-ly�edrique si d=3. On note @
 la fronti�ere de 
. On consid�ere alors le probl�emehyperbolique suivant :ut(x; t) + div�v(x; t) f(u(x; t))�= 0; x 2 
; t 2 IR+;(6.1)avec la condition aux limites donn�ee dans [2] et la condition initiale suivantes :hsign �u(�; t)� ���sign �u(�; t)� ��i hf(u(�; t))� f(�)i v(�; t):n(� ) � 0(�; t) 2 @
� IR+; 8 � 2 IR;(6:2) u(x; 0) = u0(x); x 2 
;(6.3)o�u n est la normale �a @
 ext�erieure �a 
 et o�u pour tout a 2 IRsign (a) = 8>><>>: 1 si a > 0�1 si a < 00 si a = 0



6.1 Pr�esentation du probl�eme 175On suppose que :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: � u0 2 L1(
) et u 2 L1(@
� IR+);� f 2 C1(IR; IR);� v 2 C1(
� IR+; IRd) telle que sup(x;t)2
�IR+ jv(x; t)j = V < +1et telle que divv(x; t) = 0 8 (x; t) 2 
� IR+:(6.4)Alors u 2 L1(
 � IR+) \ BV (
 � [0; T ]), pour tout T > 0, est solution entropiquede (6.1), (6.2), (6.3) si u v�eri�e l'in�egalit�e suivante :Z Z
�IR+ ju(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+�f�u(x; t)>���f�u(x; t)?��� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z@
�IR+ sign hu(�; t)� �i �f�
u(�; t)��f(�)� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt � 0(6.5)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
 � IR+; IR+). On note pour tout a et b dansIR, (a>b) = max(a; b) et (a?b) = min(a; b), ainsi pour tout � 2 IR, j: � �j sont lesentropies de Kruzkov et f(:>�)� f(:?�) sont les 
ux associ�es. Et o�u 
u est la tracede u 2 BV (
� [0; T ]) pour tout T 2 ]0;+1[, c'est �a dire :Comme 
 est un domaine polygonal (si d = 2) ou poly�edrique (si d = 3), il existe Ndsous ensembles de @
 inclus dans di��erents hyperplans de IRd tels que si l'on note@
1; : : : ; @
Nd ces ensembles, on ait @
 = [Ndi=1@
i et @
i \ @
j � IRd�2 pour touti; j 2 f1; : : : ; Ndg, i 6= j. On d�e�nit alors ~u 2 L1(IRd � IR+) par :~u(x; t) = 8>><>>: u(x; t) si x 2 
; t 2 IR+0 si x 2 (IRd n 
); t 2 IR+Alors : lim"!0 1" Z 2 "" NdXi=1 Z@
i Z T0 ���u(x(�; s); t)�
u(�; t)���dt d� ds = 0(6.6)pour tout T 2 ]0;+1[ et o�u x(�; s) = � � n(� ) s.Remarque 6.1 L'existence et l'unicit�e d'une solution entropique d'un tel probl�emeest donn�ee dans [2]. Il faut toutefois mettre des hypoth�eses assez fortes sur les don-n�ees, c'est �a dire :8>>>>>><>>>>>>: u0 2 C2(
); u 2 C2 \ L1(@
� IR+)v 2 C2(
� IR+; IRd) telle que sup(x;t)2
�IR+ jv(x; t)j = V < +1f 2 C2(IR)(6.7)



176 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...Proposition 6.1 Si f est croissante, il n'est pas n�ecessaire d'introduire la trace deu sur le bord de 
. En e�et dans ce cas la condition aux limites (6.2) s'�ecrit :f�u(�; t)�= f�u(�; t)� 8 (�; t) 2 ��v(6.8)o�u ��v = n(�; t) 2 @
� IR+ ; v(�; t):n(� ) < 0oAlors u 2 L1(
� IR+) est solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), si et seulementsi elle v�eri�e :Z Z
�IR+ ju(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+����f�u(x; t)��f(�)���� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z@
�IR+ ����f�u(�; t)��f(�)���� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt � 0(6.9)pour tout ' 2 C1c �(
 � IR+) [ ��v ; IR+� et pour tout � 2 IR.D�emonstration de la proposition 6.1D'apr�es les lemmes 6.13 et 6.14, si u 2 L1(
 � IR+) v�eri�e (6.5), on peut d�e�nirune trace �a f(u) qui est unique. On la note 
f(u). Alors comme on montre (6.63),on montre :����
f(u)(�; t)� f(�)����sign �u(�; t)� ��h
f(u)(�; t)� f(�)i� v(�; t):n(� ) � 0p:p: (�; t) 2 @
� IR+; 8 � 2 IR;On choisit alors � = u(�; t), on obtient :���f�u(�; t)��f�u(�; t)���� v(�; t):n(� ) � 0Ainsi : v(�; t):n(� ) < 0 =) f�u(�; t)�= f�u(�; t)�6.2 Discr�etisationOn se donne un maillage T de 
 satisfaisant les hypoth�eses de r�egularit�e suivantes :8>>>>>>>><>>>>>>>>: � L'intersection entre deux mailles voisines de T est un hyperplan de IRd:Cet hyperplan est alors un des côt�es de chacune des deux mailles.� Il existe � > 0 et h > 0 tels que pour tout p 2 T :� hd � m(p) l(@p) � 1� hd�1 et �(p) � h(6.10)



6.2 Discr�etisation 177o�u @p est la fronti�ere de p, m(�) (respectivement l(�)) est la mesure de Lebesgued-dimensionnelle (respectivement (d � 1)-dimensionnelle) et �(p) est le diam�etre dep.Pour tout p 2 T , on note N(p) l'ensemble des voisins de p, Aext(p) l'ensemble descôt�es de p situ�es dans @
, et pour tout q 2 N(p) on note �pq l'interface entre lesmailles p et q et npq la normale �a �pq allant de p vers q.On utilise alors un sch�ema �a 
ux monotone, pour cela on a besoin de d�e�nir F 2C(IR2; IR) telle que :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: � F (u; v) est croissante par rapport �a u et d�ecroissante par rapport �a vpour tout u; v 2 [�U;U ], o�u U = max�ku0k1; kuk1�� F (u; v) est lipschitzienne sur [�U;U ] par rapport �a u (respectivement�a v) de constante de Lipschitz M1 (respectivementM2)� F (u; u) = f(u) pour tout u 2 [�U;U ](6.11)Remarque 6.2 La premi�ere hypoth�ese assure la monotonie du sch�ema, elle permet,entre autres, d'�etablir l'in�egalit�e d'entropie continue pour la solution approch�ee (6.24).La derni�ere hypoth�ese est une hypoth�ese de consistance, on peut grace �a elle �etablirla stabilit�e L1 du sch�ema ainsi que sa convergence.Deux exemples possibles de 
ux num�eriques :� On peut choisir par exemple le sch�ema �a d�ecomposition de 
ux. C'est �a dire quel'on d�ecompose f en f1 + f2 o�u f1 est croissante et f2 d�ecroissante. Alors :F (u; v) = f1(u) + f2(v)� Un autre exemple classique est celui du sch�ema de Godunov 1-D par interface,F s'exprime dans ce cas sous la forme suivante :F (u; v) = 8>>>><>>>>: minc2 [u;v] f(c) si u � vmaxc2 [v;u] f(c) si v � uOn se donne alors un pas de temps k > 0 v�eri�ant la condition de stabilit�e, de typeC.F.L., suivante : k (M1 +M2)V�2 h � (1 � �)(6.12)o�u � 2 [0; 1[ est donn�e. On note tn = nk.



178 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...La solution approch�ee est d�e�nie paruT ;k(x; t) = unp si x 2 p (p 2 T ) et t 2 [tn; tn+1[ (n 2 IN ):(6.13)De plus, on discr�etise la condition initiale et la condition aux limites de la fa�consuivante : u0p = 1m(p) Zp u0(x) dx pour tout p 2 T ;(6.14)et : una = 1k l(a) Z tn+1tn Za u(�; t) d� dt 8 n 2 IN et 8 a 2 Aext(p), p 2 T :(6.15)Pour discr�etiser l'�equation (6.1), on utilise un sch�ema d'Euler explicite en temps etun sch�ema de type volumes �nis en espace. On int�egre donc l'�equation sur chaquevolume de contrôle (ici les mailles). On obtient alors pour tout p 2 T et tout n 2 IN :Zp u(x; tn+1)� u(x; tn)k dx + Xq2N(p) 1k Z tn+1tn Z�pq f�u(�; t)�v(�; t):npq d� dt+ Xa2Aext(p) 1k Z tn+1tn Za f�u(�; t)�v(�; t):n(� ) d� dt = 0Pour tout p 2 T , tout q 2 N(q) et tout n 2 IN , on note :vnpq = 1k Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):npq�>0 d� dtvnqp = 1k Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):nqp�>0 d� dt= 1k Z tn+1tn Z�pq��v(�; t):npq�>0 d� dtde sorte que : 1k Z tn+1tn Z�pq v(�; t):npq(� ) d� dt = vnpq � vnqp:De la même fa�con, pour tout p 2 T , tout a 2 Aext(p) et tout n 2 IN , on note :vnpa = 1k Z tn+1tn Za�v(�; t):n(� )�>0 d� dtvnap = 1k Z tn+1tn Za��v(�; t):n(� )�>0 d� dtainsi : 1k Z tn+1tn Za v(�; t):n(� ) d� dt = vnpa � vnap;o�u l'on rappelle que n est la normale �a @
 ext�erieure �a 
.



6.3 R�esultats principaux 179On consid�ere alors le sch�ema num�erique suivant, obtenu par d�ecentrement :m(p) un+1p � unpk + Xq2N(p)hvnpq F (unp; unq )� vnqp F (unq ; unp)i+ Xa2Aext(p)hvnpa F (unp; una) � vnap F (una; unp)i= 0(6:16)pour tout (p; n) 2 T � IN .6.3 R�esultats principauxLe but de ce chapitre est de montrer les deux r�esultats suivants :Th�eor�eme 6.1 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees, on suppose deplus f croissante. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (6.10), et k unpas de temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (6.12). Soit uT ;k la solution de (6.13),(6.14), (6.15), (6.16).Alors, il existe u 2 L1(
� IR+) telle que :limh!0 uT ;k = u dans Lrloc(
� IR+), pour tout r tel que 1 � r < +1de plus u 2 L1(
�IR+) est la solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. u v�eri�e(6.9).Th�eor�eme 6.2 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees. On suppose deplus les hypoth�eses (6.7) satisfaites. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e(6.10), et k un pas de temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (6.12). Soit uT ;k lasolution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16). On note u 2 L1(
�IR+)\BV (
� [0; T ]),pour tout T > 0, la solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. u v�eri�e l'in�egalit�e(6.5).Alors : limh!0 uT ;k = u dans Lrloc(
� IR+), pour tout r tel que 1 � r < +1Remarque 6.3 Les hypoth�eses de r�egularit�e sur les donn�ees (6.7) ne sont n�ecessairesque pour assurer les r�esultats d'existence et d'unicit�e de [2]. Toutefois a�n d'�etablirl'unicit�e de la solution processus entropique on utilise ici, fortement, le fait que lasolution entropique soit dans BV (
� [0; T ]), pour tout T > 0.6.4 Estimations sur la solution approch�eeA�n d'�etablir ces deux r�esultats, on va tout d'abord montrer des estimations sur lasolution approch�ee, une estimation L1, une estimation dite \BV faible" qui permetde contrôler les variations en temps et en espace de uT ;k, en�n une estimation continued'entropie.



180 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...6.4.1 Stabilit�e du sch�emaLemme 6.1 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees. Soit T un maillagede 
 satisfaisant la propri�et�e (6.10), et k un pas de temps v�eri�ant la condition destabilit�e (6.12). Soit uT ;k la solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16), alors :kuT ;kk1 � max(ku0k1; kuk1) = UD�emonstration du lemme 6.1 :Soient p 2 T et n 2 IN , remarquons que comme div(v) = 0 on a :Xq2N(p)�vnpq � vnqp�+ Xa2Aext(p)�vnpa � vnap�= 0(6.17)On peut donc encore �ecrire (6.16) sous la forme suivante :un+1p = unp 8<:1� km(p) 0@ Xq2N(p)"vnpq F (unp; unq )� F (unp ; unp)unp � unq +vnqp F (unp; unp)� F (unq ; unp)unp � unq #+ Xa2Aext(p) "vnpa F (unp; una)� F (unp ; unp)unp � una + vnap F (unp ; unp)� F (una; unp)unp � una #1A9=;+ km(p) 0@ Xq2N(p)"vnpq F (unp ; unq )� F (unp; unp)unp � unq + vnqp F (unp ; unp)� F (unq ; unp)unp � unq # unq+ Xa2Aext(p)"vnpa F (unp ; una)� F (unp; unp)unp � una + vnap F (unp; unp)� F (una ; unp)unp � una #una1AOn a donc une combinaison de termes dont la somme des coe�cients est �egale �a un, ilreste �a montrer qu'ils sont tous positifs. Il est clair que les deux derniers coe�cients lesont d'apr�es la monotonie de F . Le premier l'est aussi d'apr�es la condition de stabilit�e(6.12), en e�et :km(p) 0@ Xq2N(p)"vnpq F (unp ; unq )� F (unp; unp)unp � unq + vnqp F (unp ; unp)� F (unq ; unp)unp � unq #+ Xa2Aext(p) "vnpa F (unp; una)� F (unp ; unp)unp � una + vnap F (unp ; unp)� F (una; unp)unp � una #1A� km(p) 0@ Xq2N(p)(M1 +M2)V l(�pq) + Xa2Aext(p)(M1 +M2)V l(a)1A� k (M1 +M2)V�2 h � 1



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 181La combinaison est donc convexe, et par r�ecurrence :jun+1p j � supp2T �junp j; supa2Aext(p) juna j�� : : : � max�jju0jjL1(
); jjujjL1(@
�IR+)�= Upour tout p 2 T et tout n 2 IN .6.4.2 Estimation BV faibleOn montre dans ce paragraphe des estimations sur l'accroissement de la solutionapproch�ee :Lemme 6.2 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees. Soit T un maillagede 
 satisfaisant la propri�et�e (6.10), et k un pas de temps v�eri�ant la condition destabilit�e (6.12). Soit uT ;k la solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16).Soit T 2 ]0;+1[, on note NT = maxnn 2 IN ; (n� 1) k < To.Alors il existe C, ne d�ependant que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F , telle que :NTXn=0 kXp2T Xq2IN(p)unp>unq "vnpq  maxunq�c�d�unp�F (d; c)� f(c)�+ maxunq�c�d�unp �F (d; c)� f(d)�!+vnqp maxunq�c�d�unp �f(d)� F (c; d)�+ maxunq�c�d�unp �f(c) � F (c; d)�!#+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p) vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )�F (d; c)� f(d)�+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )�f(d) � F (c; d)�!� Cph(6:18)et NTXn=0 Xp2T m(p) ���un+1p � unp ��� � Cph(6.19)D�emonstration du lemme 6.2 :On commence par �etablir l'estimation \BV faible" en espace (6.18). Pour cela onproc�ede comme dans [15], toutefois on devra traiter en plus les termes de bord.Soit T 2 ]0;+1[, on multiple alors le sch�ema (6.16) par kunp , on somme sur p 2 T etsur n = 0; : : : ; NT . On rappelle que NT = maxnn 2 IN ; (n� 1) k < To. Il vient :A+B = 0(6.20)o�u : A = NTXn=0 Xp2T m(p) (un+1p � unp)unp



182 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...etB = NTXn=0 kXp2T 8<: Xq2N(p)unp hvnpq F (unp; unq )� vnqp F (unq ; unp)i+ Xa2Aext(p)unp hvnpaF (unp ; una)� vnap F (una ; unp)i9=;Remarquons alors que A peut encore s'�ecrire sous la forme suivante :A = � NTXn=0 Xp2T m(p)2 �un+1p � unp�2 + Xp2T m(p)2 �uNT+1p �2 �Xp2T m(p)2 �u0p�2Or comme divv=0, d'apr�es (6.17), le sch�ema (6.16) se r�e�ecrit :m(p) un+1p � unpk + Xq2N(p)�vnpqhF (unp; unq )� f(unp )i�vnqphF (unq ; unp)� f(unp)i�+ Xa2Aext(p)�vnpahF (unp; una)� f(unp )i�vnaphF (una; unp)� f(unp )i�= 0Donc d'apr�es l'in�egalit�e pr�ec�edente, on a pour tout p 2 T :m(p)2 �un+1p � unp�2 = k22m(p)( Xq2N(p)�vnpqhF (unp ; unq )� f(unp )i�vnqphF (unq ; unp)� f(unp )i�+ Xa2Aext(p)�vnpahF (unp ; una)� f(unp)i�vnaphF (una; unp)� f(unp )i�)2En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz, on obtient :A � �Xp2T m(p)2 �u0p�2 � NTXn=0 k Xp2T k2m(p) 240@ Xq2N(p)(vnpq + vnqp) + Xa2Aext(p)(vnpa + vnap)1A�8<: Xq2N(p)�vnpqhF (unp; unq )� f(unp )i2+vnqphF (unq ; unp )� f(unp )i2�+ Xa2Aext(p)�vnpahF (unp ; una)� f(unp)i2+vnaphF (una ; unp)� f(unp)i2�9=;35Ainsi d'ap�es la condition de type C.F.L (6.12) et la conservativit�e de l'expressionpr�ec�edente, on a :A � �Xp2T m(p)2 �u0p�2 � NTXn=0 k Xp2T 1 � �2 (M1 +M2) 8>>><>>>: Xq2N(p)unp>unq �vnpqhF (unp; unq )� f(unp )i2



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 183+vnqphF (unq ; unp)� f(unp )i2+vnqphF (unq ; unp)� f(unq )i2+vnpqhF (unp ; unq )� f(unq )i2�+ Xa2Aext(p)�vnpahF (unp ; una)� f(unp)i2+vnaphF (una ; unp)� f(unp)i2�9>>>=>>>;et donc :A � �ku0k2L2(
)2 � NTXn=0 k Xp2T 1� �2 (M1 +M2) 0BBB@ Xq2N(p)unp>unq "vnpq maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i2+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i2!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d)� F (c; d)i2+ maxunq�c�d�unp hf(c)� F (c; d)i2!#+ Xa2Aext(p)"vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i2+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d) � F (c; d)i2#1CCCA(6:21)Traitons alors le terme B. En utilisant (6.17), on a :B = NTXn=0 kXp2T 8<: Xq2N(p)unp �vnpq hF (unp ; unq )� f(unp)i�vnqp hF (unq ; unp )� f(unp )i�+ Xa2Aext(p)unp �vnpa hF (unp; una)� f(unp )i�vnap hF (una ; unp)� f(unp)i�9=;D'apr�es la conservativit�e des 
ux, il vient :B = NTXn=0 kXp2T Xq2N(p)unp>unq (vnpq�unphF (unp ; unq )� f(unp)i�unq hF (unp ; unq )� f(unq )i��vnqp�unphF (unq ; unp)� f(unp)i�unq hF (unq ; unp)� f(unq )i�)+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa�unphF (unp ; una)� f(unp)i�unahF (unp; una)� f(una)i��vnap�unphF (una ; unp)� f(unp)i�unahF (una ; unp)� f(una)i�)+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p) vnpa unahF (unp; una)� f(una)i�vnap unahF (una; unp)� f(una)i!



184 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...On note G une primitive de la fonction s f 0(s), en int�egrant par partie, il vient pourtout b; e 2 IR :G(b) �G(e) = Z eb s f 0(s) ds= b hF (b; e)� f(b)i�ehF (b; e)� f(e)i� Z eb hf(s) � F (b; e)idsAlors : B = B(1)+B(2) +B(3)o�uB(1) = NTXn=0 kXp2T 8>>><>>>: Xq2N(p)unp>unq  vnpq Z unqunp hf(s) � F (unp ; unq )i ds+vnqp Z unpunq hf(s)� F (unq ; unp)i ds!+ Xa2Aext(p) vnpa Z unaunp hf(s)� F (unp; una)i ds + vnap Z unpuna hf(s)� F (una ; unp)i ds!9=;B(2) = NTXn=0 kXp2T 8<: Xa2Aext(p)(vnpa � vnap)hG(unp )�G(una)i+ Xq2N(p)unp>unq (vnpq � vnqp)hG(unp )�G(unq )i9=;en�n :B(3) = NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p) vnpa unahF (unp ; una)� f(una)i�vnap unahF (una; unp)� f(una)i!De plus on a (voir [15]), pour tout (b; e) 2 IR2 :Z eb hf(s)� F (b; e)ids � 12 (M1 +M2)  max(b?e)�c�d�(b>e)hf(c)� F (c; d)i2+ max(b?e)�c�d�(b>e)hf(d) � F (c; d)i2!En utilisant l'in�egalit�e pr�ec�edente, il vient :B(1) � 12 (M1 +M2) NTXn=0 kXp2T Xq2IN (p)unp>unq (vnpq  maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i2



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 185+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i2!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d) � F (c; d)i2+ maxunq�c�d�unp hf(c)� F (c; d)i2!)+ 12 (M1 +M2) NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i2+ max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(c)i2!+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d)� F (c; d)i2+ max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(c)� F (c; d)i2!)et donc :B(1) � 12 (M1 +M2) NTXn=0 kXp2T Xq2IN (p)unp>unq (vnpq  maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i2+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i2!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d) � F (c; d)i2+ maxunq�c�d�unp hf(c)� F (c; d)i2!)+ 12 (M1 +M2) NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i2+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d) � F (c; d)i2)Remarquons alors que :B(2) = NTXn=0 kXp2T 0@ Xq2N(p)(vnpq � vnqp)G(unp ) + Xa2Aext(p)(vnpa � vnap)hG(unp )�G(una)i1Aet donc d'apr�es (6.17), on a :B(2) = � NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa � vnap)G(una) � � sups2[�U;U ] jG(s)jT l(@
)VDe plus : jB(3)j � U NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)"vnpaM1 junp � una j+ vnapM2 junp � una j#et donc : jB(3)j � 2U2 (M1 +M2)T l(@
)V



186 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...En utilisant (6.20), (6.21) ainsi que les expressions pr�ec�edentes de B(1), B(2) et B(3),on a : �2 (M1 +M2) NTXn=0 kXp2T Xq2IN(p)unp>unq (vnpq  maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i2+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i2!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d) � F (c; d)i2+ maxunq�c�d�unp hf(c)� F (c; d)i2!)+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i2+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d) � F (c; d)i2)!� maxs2[�U;U ] jG(s)jT V l(@
) + 2U2 (M1 +M2)T l(@
) + ku0k2L2(
)2(6:22)On utilise alors l'in�egalit�e de Cauchy Schwarz ainsi que l'in�egalit�e (6.22), on obtient :NTXn=0 kXp2T Xq2IN (p)unp>unq (vnpq  maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d)� F (c; d)i+ maxunq�c�d�unp hf(c) � F (c; d)i!)+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d) � F (c; d)i)!� C 0BBB@NTXn=0 kXp2T Xq2IN (p)unp>unq (vnpq + vnqp) + NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa + vnap)1CCCA1=2o�u C ne d�epend que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F .On conclut en remarquant que d'apr�es les hypoth�eses sur le maillage (6.10) :NTXn=0 kXp2T 0BBB@ Xq2IN (p)unp>unq (vnpq + vnqp) + Xa2Aext(p)(vnpa + vnap)1CCCA � T V Xp2T m(@p)� T V�2 h Xp2T m(p) = T V m(
)�2 h



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 187Ainsi :NTXn=0 kXp2T Xq2IN (p)unp>unq (vnpq  maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d)� F (c; d)i+ maxunq�c�d�unp hf(c) � F (c; d)i!)+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d) � F (c; d)i)!� Cpho�u C ne d�epend que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F .Ceci termine la d�emonstration de (6.18). On montre alors (6.19). Pour cela, on utilisele sch�ema num�erique (6.16), qui �a l'aide de (6.17) peut encore s'�ecrire sous la formesuivante :m(p) (un+1p � unp) = k Xq2N(p)�vnpqhF (unp; unq )� f(unp )i�vnqphF (unq ; unp)� f(unp)i�+ Xa2Aext(p)�vnpahF (unp; una) � f(unp )i�vnaphF (una ; unp)� f(unp )i�pour tout (p; n) 2 T � IN .Et doncNTXn=0 Xp2T m(p) jun+1p � unp j � NTXn=0 kXp2T Xq2IN(p)unp>unq (vnpq  maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(d)i+ maxunq�c�d�unp hF (d; c)� f(c)i!+vnqp maxunq�c�d�unp hf(d)� F (c; d)i+ maxunq�c�d�unp hf(c) � F (c; d)i!)+ NTXn=0 kXp2T Xa2Aext(p)(vnpa max(una?unp )�c�d�(una>unp )hF (d; c)� f(d)i+vnap max(una?unp )�c�d�(una>unp )hf(d) � F (c; d)i)!En utilisant (6.18), on obtient :NTXn=0 Xp2T m(p) jun+1p � unp j � Cpho�u C ne d�epend que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F .



188 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...6.4.3 In�egalit�e d'entropie continueOn noteM(
) (respectivementM(
�IR+) etM(@
�IR+)) l'ensemble des mesurespositives sur 
 (respectivement sur 
 � IR+ et @
 � IR+), c'est �a dire des formeslin�eaires positives et continues sur C(
) (respectivement sur Cc(
�IR+) et Cc(@
�IR+)).Tout d'abord d�e�nissons la trace 
(uT ;k) de la solution approch�ee par :
(uT ;k)(�; t) = unp si � 2 @p \ @
 et t 2 [tn; tn+1[; p 2 T ; n 2 IN:(6.23)On montre alors une estimation d'entropie continue pour la solution approch�ee en�etablissant le r�esultat suivant :Lemme 6.3 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees. Soit T un maillagede 
 satisfaisant la propri�et�e (6.10), et k un pas de temps v�eri�ant la condition destabilit�e (6.12). Soit uT ;k la solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) et 
(uT ;k) d�e�niepar (6.23).Alors il existe �T ;k 2 M(
� IR+), �T 2 M(
) et �T ;k 2 M(@
� IR+) telles que :T10 + T20 � T30(6.24)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).O�u : T10 = � Z Z
�IR+ juT ;k(x; t)� �j't(x; t) dx dt� Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dxT20 = � Z Z
�IR+�f�uT ;k(x; t)>���f�uT ;k(x; t)?��� v(x; t):r'(x; t) dx dt+ Z Z��v �IR+�F�u(�; t)>�; 
(uT ;k)(�; t)>���F�u(�; t)?�; 
(uT ;k)(�; t)?��� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt+ Z Z�+v �IR+�F�
(uT ;k)(�; t)>�; u(�; t)>���F�
(uT ;k)(�; t)?�; u(�; t)?��� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dtet T30 = Z Z
�IR+ j't(x; t)j+ jr'(x; t)j!d�T ;k(x; t) + Z
 '(x; 0) d�T (x)+ Z Z@
�IR+ '(�; t) d�T ;k(�; t)



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 189De plus pour tout T 2 ]0;+1[ il existe C, D et E, ne d�ependant que de �, �, 
, T ,u0, u, f et v, telles que : �T ;k�
� [0; T ]�� Cph(6.25) �T ;k�@
� [0; T ]��! 0 quand h tend vers 0(6.26) �T (
) �! 0 quand h tend vers 0(6.27)D�emonstration du lemme 6.3 :On montre tout d'abord une in�egalit�e d'entropie discr�ete, c'est �a dire :jun+1p � �j � junp � �j+ km(p) Xq2N(p) vnpq�F (unp>�; unq>�)� F (unp?�; unq?�)��vnqp�F (unq>�; unp>�)� F (unq>�; unp?�)�!+ km(p) Xa2Aext(p) vnpa�F (unp>�; una>�)� F (unp?�; una?�)��vnap�F (una>�; unp>�)� F (una>�; unp?�)�!� 0(6:28)pour tout � 2 IR, tout p 2 T et tout n 2 IN .D�emonstration de l'in�egalit�e (6.28) :Soient p 2 T et n 2 IN , d'apr�es (6.16) on a :un+1p = unp + km(p) Xq2N(p)hvnpq F (unp ;unq )� vnqp F (unq ; unp)i+ km(p) Xa2Aext(p)hvnpaF (unp ; una)� vnapF (una ; unp)i= G�unp ; unq (q 2 N(p)); una (a 2Aext(p))�D'apr�es la monotonie de F , G est une fonction croissante en unq (q 2 N(p)) et enuna (a 2 Aext(p)), c'est aussi, d'apr�es la condition de stabilit�e (6.12), une fonctioncroissante en unp . De plus :� = G��; � (q 2 N(p)); � (a 2 Aext(p))� pour tout � 2 IR:Ainsi pour tout � 2 IR on a :un+1p >� � unp>�+ km(p) Xq2N(p)�vnpq F (unp>�; unq>�)� vnqp F (unq>�; unp>�)�+ km(p) Xa2Aext(p)�vnpaF (unp>�; una>�)� vnapF (una>�; unp>�)�



190 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...etun+1p ?� � unp?�+ km(p) Xq2N(p)�vnpq F (unp?�; unq?�)� vnqpF (unq?�; unp?�)�+ km(p) Xa2Aext(p)�vnpaF (unp?�; una?�)� vnap F (una?�; unp?�)�La di��erence de ces deux in�equations donne (6.28).On montre alors (6.24). Soient � 2 IR, ' 2 C1c (
� IR+; IR+) et T 2 ]0;+1[ tel quele support de ' est inclus dans 
 � [0; T ]. On note alors NT = maxnn 2 IN ; n �T=k + 1o.On multiplie l'in�egalit�e d'entropie discr�ete (6.28) par 1k Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt, et onsomme sur p 2 T et n = 0; : : : ; NT , on obtient alors :T1 + T2 � 0(6.29)avec : T1 = NTXn=0 Xp2T jun+1p � �j � junp � �jk Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dtT2 = NTXn=0 Xp2T 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt��( Xq2N(p)�vnpqhF (unp>�; unq>�)� F (unp?�; unq?�)i�vnqphF (unq>�; unp>�)� F (unq?�; unp?�)i�+ Xa2Aext(p)�vnpahF (unp>�; una>�)� F (unp?�; una?�)i�vnaphF (una>�; unp>�)� F (una?�; unp?�)i�)� 0On va montrer que T10 + T20 � T30en comparant T1 �a T10 et T2 �a T20, cette comparaison fera apparâ�tre les termes demesures introduits dans T30.Comparaison de T10 et T1En utilisant la d�e�nition de uT ;k et en int�egrant en temps il vient :T10 = Xp2T NTXn=0 junp � �j Zp�'(x; tn � '(x; tn+1)� dx� Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 191En reportant les di��erences sur juT ;k � �j on peut encore �ecrire T10 sous la formesuivante :T10 = Xp2T NTXn=0 jun+1p � �j � junp � �jk Z tn+1tn Zp '(x; tn+1) dx dt+ Z
�ju0T (x)� �j � ju0(x)� �j�'(x; 0) dxo�u u0T (x) = u0p si x 2 p (p 2 T ).Comme la fonction j:� �j est lipschitzienne de constante de Lipschitz �egale �a un etd'apr�es la r�egularit�e de ', on obtient :jT1 � T10j � NTXn=0 Xp2T jun+1p � unp j Z tn+1tn Zp j't(x; t)j dx dt+ Z
 ju0T (x)� u0(x)j'(x; 0) dxCe qui donne :jT1 � T10j � Z Z
�IR+ j't(x; t)j d�(0)T ;k(x; t) + Z
 '(x; 0) d�T (x)(6.30)o�u les mesures �(0)T ;k 2 M(
� IR+) et �T 2 M(
) sont d�e�nies de la fa�con suivante :Z Z
�IR+  (x; t) d�(0)T ;k(x; t) = NTXn=0 Xp2T jun+1p � unp j Z tn+1tn Zp j (x; t)j dx dt8  2 Cc(
� IR+)Z
  (x) d�T (x) = Z
 ju0T (x)� u0(x)j j (x)j dx 8  2 C(
)D'apr�es (6.19) on a : �(0)T ;k�
� [0; T ]�� Cph(6.31)o�u C ne d�epend que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F .De plus d'apr�es (2.48) page 54 chapitre 2 u0T tend vers u0 lorsque h tend vers 0 dansL1(
), et donc : limh!0 �T (
) = 0(6.32)Comparaison de T20 et T2D�ecomposons tout d'abord T20 sous la forme suivante :T20 = T20a + T20bo�u : T20a = � Z Z
�IR+hf(uT ;k(x; t)>�)� f(uT ;k(x; t)?�)iv(x; t):r'(x; t) dx dt



192 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...et :T20b = Z Z��v �IR+�F�u(�; t)>�; 
(uT ;k)(�; t)>���F�u(�; t)?�; 
(uT ;k)(�; t)?��� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt+ Z Z�+v �IR+�F�
(uT ;k)(�; t)>�; u(�; t)>���F�
(uT ;k)(�; t)?�; u(�; t)?��� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dtComme pour T10, en utilisant la d�e�nition de uT ;k et la formule de Green, on obtient :T20a = � NTXn=0 Xp2T hf(unp>�)� f(unp?�)i0@ Xq2N(p) Z tn+1tn Z�pq '(�; t) v(�; t):npq d� dt+ Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za '(�; t) v(�; t):n d� dt1Apuisque divv(x; t) = 0 pour tout (x; t) 2 
 � IR+.Remarquons alors que pour tout n 2 IN , p 2 T et q 2 N(p), on a :v(�; t):npq = �v(�; t):npq�>0� �v(�; t):nqp�>0 8 (�; t) 2 �pq � [tn; tn+1[et donc :T20a = 12 NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)(Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):npq�>0'(�; t) d� dt�F (unp>�; unq>�)� f(unp>�)� F (unp?�; unq?�) + f(unp?�)+f(unq>�)� F (unp>�; unq>�)� f(unq?�) + F (unp?�; unq?�)�� Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):nqp�>0'(�; t) d� dt�F (unq>�; unp>�)� f(unp>�) + f(unp?�)� F (unq?�; unp?�)+f(unq>�)� F (unq>�; unp>�)� f(unq?�) + F (unq?�; unp?�)�)� NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt hf(unp>�)� f(unp?�)iDe plus :T20b = NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za�v(�; t):n(� )�>0



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 193�F (unp>�; u(�; t)>�)� F (unp?�; u(�; t)?�)�'(�; t) d� dt� Z tn+1tn Za��v(�; t):n(� )�>0�F (u(�; t)>�; unp>�)� F (u(�; t)?�; unp?�)�'(�; t) d� dtRemarquons alors que, comme divv=0, d'apr�es (6.17), on a :T2 = NTXn=0 Xp2T 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt�� Xq2N(p)�vnpq�F (unp>�; unq>�)� f(unp>�)� F (unp?�; unq?�) + f(unp?�)��vnqp�F (unq>�; unp>�)� f(unp>�)� F (unq?�; unp?�) + f(unp?�)��++ Xa2Aext(p)�vnpa�F (unp>�; una>�)� f(unp>�)� F (unp?�; una?�) + f(unp?�)��vnap�F (una>�; unp>�)� f(unp>�)� F (una?�; unp?�) + f(unp?�)��!� 0par conservativit�e, l'expression pr�ec�edente s'�ecrit encore :T2 = 12 NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)( 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt���vnpq�F (unp>�; unq>�)� f(unp>�)� F (unp?�; unq?�) + f(unp?�)�+vnqp�f(unp>�)� F (unq>�; unp>�) + F (unq?�; unp?�)� f(unp?�)��+ 1m(q) Z tn+1tn Zq '(x; t) dx dt���vnqp�F (unq>�; unp>�)� f(unq>�) + f(unq?�)� F (unq?�; unp?�)�+vnpq�f(unq>�)� F (unp>�; unq>�) + F (unp?�; unq?�)� f(unq?�)��)+ NTXn=0 Xp2T 1m(p) Z tn+1tn Zp '(x; t) dx dt�Xa2Aext(p)�vnpa�F (unp>�; una>�)� f(unp>�)� F (unp?�; una?�) + f(unp?�)��vnap�F (una>�; unp>�)� f(unp>�)� F (una?�; unp?�) + f(unp?�)��Ainsi, d'apr�es les derni�eres expressions de T20a, T20b et T2, on a :jT2 � T20j � 8Xi=1Ai(6.33)



194 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...o�u :A1 = NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)unp>unq Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):npq�>0 �����'(�; t)� 1k m(p) Z tn+1tn Zp '(x; s) dx ds��������F (unp>�; unq>�)� f(unp>�)���+���F (unp?�; unq?�)� f(unp?�)��� d� dtA2 = NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)unp>unq Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):npq�>0 �����'(�; t)� 1k m(q) Z tn+1tn Zq '(x; s) dx ds��������f(unq>�)� F (unp>�; unq>�)���+���F (unp?�; unq?�)� f(unq?�)��� d� dtA3 = NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)unp>unq Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):nqp�>0 �����'(�; t)� 1k m(p) Z tn+1tn Zp '(x; s) dx ds��������f(unp>�)� F (unq>�; unp>�)���+���F (unq?�; unp?�)� f(unp?�)��� d� dtA4 = NTXn=0 Xp2T Xq2N(p)unp>unq Z tn+1tn Z�pq�v(�; t):nqp�>0 �����'(�; t)� 1k m(q) Z tn+1tn Zq '(x; s) dx ds��������F (unq>�; unp>�)� f(unq>�)���+���F (unq?�; unp?�)� f(unq?�)��� d� dtA5 = NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za�v(�; t):n(� )�>0 �����'(�; t)� 1km(p) Z tn+1tn Zp '(x; s) dx ds��������F (unp>�; una>�)� f(unp>�)���+���F (unp?�; una?�)� f(unp?�)��� d� dtA6 = NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p)���f(unp>�)� F (una>�; unp>�)���+���F (una?�; unp?�)� f(unp?�)���Z tn+1tn Za��v(�; t):n(� )�>0 �����'(�; t)� 1km(p) Z tn+1tn Zp '(x; s) dx ds����� d� dtA7 = NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za�v(�; t):n(� )�>0'(�; t) d� dt���F (unp>�; u(�; t)>�)� F (unp>�; una>�)� F (unp?�; u(�; t)?�) + F (unp?�; una?�)���A8 = NTXn=0 Xp2T Xa2Aext(p) Z tn+1tn Za��v(�; t):n(� )�>0'(�; t)���F (u(�; t)?�; unp?�)�F (una?�; unp?�)�F (u(�; t)>�; unp>�)+F (una>�; unp>�)���d� dt



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 195Traitons le terme A1, pour cela remarquons que pour tout � 2 IR, tout p 2 T et toutq 2 N(p) tel que unp > unq , on a :0 � F (unp>�; unq>�)� f(unp>�) � maxunq�b�c�unp�F (c; b)� f(c)�(6.34)En e�et comme unq < unp alors unq>� � unp>� et donc d'apr�es la d�ecroissance de Fpar rapport �a son deuxi�eme argument, on a :0 � F (unp>�; unq>�)� F (unp>�; unp>�) = F (unp>�; unq>�)� f(unp>�)Pour �etablir l'autre in�egalit�e, il su�t alors de consid�erer tout les cas de �gure pos-sibles :� � � unp > unqF (unp>�; unq>�)� f(unp>�) = F (�; �)� f(�) � maxunq�b�c�unp �F (c; b)� f(c)�� unp � � � unqF (unp>�; unq>�)� f(unp>�) = F (unp ; �)� f(unp) � maxunq�b�c�unp �F (c; b)� f(c)�� unp > unq � �F (unp>�; unq>�)� f(unp>�) = F (unp; unq )� f(unp ) � maxunq�b�c�unp�F (c; b)� f(c)�De la même fa�con, on montre :0 � F (unp?�; unq?�)� f(unp?�) � maxunq�b�c�unp�F (c; b)� f(c)�(6.35)De plus pour tout � 2 �pq et tout t 2 [tn; tn+1[, on a :�����'(�; t)� 1km(p) Z tn+1tn Zp '(x; s) dx ds������ (h + k)m(p) k Z tn+1tn Zp Z 10 ����'t�z(x; �; t; s; �)�����+����r'�z(x; �; t; s; �)����� d� dx ds(6:36)o�u z(x; �; t; s; �) = �� + � (x� � ); t+ � (s� t)�.Ainsi, d'apr�es les in�egalit�es (6.34), (6.35) et (6.36), il vient :A1 � Z Z
�IR+�j't(x; t)j+ jr'(x; t)j�d�(1)T ;k(x; t)(6.37)



196 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...o�u pour tout  2 Cc(
� IR+), on a :Z Z
�IR+  (x; t) d�(1)T ;k(x; t) = Xn2IN Xp2T Xq2IN(p)unp>unq maxunq�b�c�unp�F (c; b)� f(c)� 2 (h + k)m(p) kZ tn+1tn Z�pq�v(�; t):npq�>0 Z tn+1tn Zp Z 10 ��� �� + � (x� � ); t+ � (s� t)���� d� dx ds d� dtDe la même fa�con, on obtient :A2 � Z Z
�IR+�j't(x; t)j+ jr'(x; t)j�d�(2)T ;k(x; t)(6.38)o�u pour tout  2 Cc(
� IR+), on a :Z Z
�IR+  (x; t) d�(2)T ;k(x; t) = Xn2IN Xp2T Xq2IN(p)unp>unq maxunq�b�c�unp�F (c; b)� f(b)� 2 (h + k)m(p) kZ tn+1tn Z�pq�v(�; t):npq�>0 Z tn+1tn Zp Z 10 ��� �� + � (x� � ); t+ � (s� t)���� d� dx ds d� dtde plus : A3 � Z Z
�IR+�j't(x; t)j+ jr'(x; t)j�d�(3)T ;k(x; t)(6.39)o�u pour tout  2 Cc(
� IR+), on a :Z Z
�IR+  (x; t) d�(3)T ;k(x; t) = Xn2IN Xp2T Xq2IN(p)unp>unq maxunq�b�c�unp�f(c) � F (b; c)� 2 (h + k)m(p) kZ tn+1tn Z�pq�v(�; t):nqp�>0 Z tn+1tn Zp Z 10 ��� �� + � (x� � ); t+ � (s� t)���� d� dx ds d� dtet en�n : A4 � Z Z
�IR+�j't(x; t)j+ jr'(x; t)j�d�(4)T ;k(x; t)(6.40)o�u pour tout  2 Cc(
� IR+), on a :Z Z
�IR+  (x; t) d�(4)T ;k(x; t) = Xn2IN Xp2T Xq2IN(p)unp>unq maxunq�b�c�unp�f(c) � F (b; c)� 2 (h + k)m(p) kZ tn+1tn Z�pq�v(�; t):nqp�>0 Z tn+1tn Zp Z 10 ��� �� + � (x� � ); t+ � (s� t)���� d� dx ds d� dtOn traite les termes de bord A5 et A6 de la même fa�con, il vient :A5 � Z Z
�IR+�j't(x; t)j+ jr'(x; t)j�d�(5)T ;k(x; t)(6.41)



6.4 Estimations sur la solution approch�ee 197o�u pour tout  2 Cc(
� IR+), on a :Z Z
�IR+  (x; t) d�(5)T ;k(x; t) =Xn2IN Xp2T Xa2Aext(p) max(una?unp )�b�c�(una>unp )�F (c; b)� f(c)�2 (h + k)m(p) kZ tn+1tn Za�v(�; t):n(� )�>0 Z tn+1tn Zp Z 10 ��� �� + � (x� � ); t+ � (s� t)���� d� dx ds d� dtet : A6 � Z Z
�IR+�j't(x; t)j+ jr'(x; t)j�d�(6)T ;k(x; t)(6.42)o�u pour tout  2 Cc(
� IR+), on a :Z Z
�IR+  (x; t) d�(6)T ;k(x; t) =Xn2IN Xp2T Xa2Aext(p) max(una?unp )�b�c�(una>unp )�f(c) � F (b; c)�2 (h + k)m(p) kZ tn+1tn Za��v(�; t):n(� )�>0 Z tn+1tn Zp Z 10 ��� �� + � (x� � ); t+ � (s� t)���� d� dx ds d� dtPour traiter A7 et A8 commen�cons par remarquer que :���F (unp>�; u(�; t)>�)� F (unp>�; una>�)� F (unp?�; u(�; t)?�) + F (unp?�; una?�)���� 2M2 ju(�; t)� unajet ���F (u(�; t)?�; unp?�)� F (una?�; unp?�)� F (u(�; t)>�; unp>�) + F (una>�; unp>�)���� 2M1 ju(�; t)� unajAinsi : A7 +A8 � Z Z@
�IR+ '(�; t) d�T ;k(�; t)(6.43)o�u pour tout  2 Cc(@
� IR+), on a :Z Z@
�IR+  (�; t) d�T ;k(�; t)= 2 (M1 +M2) Z@
ZIR+���v(�; t):n(� )��� j (�; t)j ju(�; t)� uT ;k(�; t)j d� dto�u uT ;k(�; t) = una si � 2 a, a 2 Aext(p), p 2 T et t 2 [tn; tn+1[, n 2 IN .



198 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...On a alors pour tout T 2 ]0;+1[ :6Xi=1 �(i)T ;k�
� [0; T ]�= 2 (h+ k) Xn2IN Xp2T Xq2IN (p)unp>unq "vnpq  maxunq�b�c�unp �F (c; b)� f(c)�+ maxunq�b�c�unp �F (c; b)� f(b)�!+vnqp maxunq�b�c�unp�f(c)� F (b; c)�+ maxunq�b�c�unp�f(c)� F (b; c)�!#+2 (h+ k) Xn2IN Xp2T Xa2Aext(p) vnpa max(una?unp )�b�c�(una>unp )�F (c; b)� f(c)�+vnap max(una?unp )�b�c�(una>unp )�f(c) � F (b; c)�!et donc d'apr�es (6.18), il vient :6Xi=1 �(i)T ;k�
� [0; T ]�� Cph(6.44)pour tout T 2 ]0;+1[ et o�u C ne d�epend que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F , v,F et de �.De plus, puisque u 2 L1(@
� IR+), on montre que pour tout T 2 ]0;+1[ :limh!0�T ;k�@
� [0; T ]�= 0(6.45)On �etablit ce r�esultat, par \carte locale" pour se ramener �a un hyperplan de IRd,comme on a montr�e (2.48) page 54.Conclusion :On reporte (6.30), (6.33), (6.37), (6.38), (6.39), (6.40), (6.41), (6.42) et (6.43) dans(6.29), il vient :T10 + T20 � Z Z
�IR+ j't(x; t)j+ jr'(x; t)j!d�T ;k(x; t) + Z
 '(x; 0) d�T (x)+ Z Z@
�IR+ '(�; t) d�T ;k(�; to�u �T ;k = 6Xi=0 �(i)T ;kD'apr�es (6.31) et (6.44), on a :�T ;k�
� [0; T ]�� Cph



6.5 D�efinition d'une solution processus entropique 199o�u C ne d�epend que de T , u0, u, u, f , v, �, 
 et de F , v, F et de �.De plus d'apr�es (6.32) et (6.45), on a :limh!0 �T �
�= 0 et limh!0 �T ;k�@
� [0; T ]�= 0Ce qui termine la d�emonstration du lemme 6.3.6.5 D�e�nition d'une solution processus entropiqueA�n de d�e�nir la notion de solution processus entropique, on d�e�nit comme dans [34],une notion de trace pour � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[).Lemme 6.4 Comme 
 est un domaine polygonal (d = 2) ou poly�edrique (d = 3), ilexiste Nd sous ensembles de @
 inclus dans di��erents hyperplans de IRd tels que ennotant @
1, : : :, @
Nd ces ensembles, on ait @
 = [Ndi=1@
i.Soit � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[), on note U = k�k1 et ~� 2 L1(IRd � IR+�]0; 1[) telleque : ~�(x; t; �) = 8>><>>: �(x; t; �) si x 2 
; t 2 IR+; � 2 [0; 1[0 si x 2 (IRd n 
); t 2 IR+; � 2 [0; 1[Alors, il existe 
� 2 L1(@
�IR+�]0; 1[), et il existe une suite ("l)l2IN , liml!+1 "l =0, telle que, pour tout g 2 C([�U;U ]) :liml!+1 NdXi=1 Z Z@
i�IR+ 1"l Z 2 "l"l Z 10 g(~�(x(�; s); t; �)) d� ds'(�; t) d� dt= NdXi=1 Z Z@
i�IR+ Z 10 g(
�(�; t; �)d�'(�; t) d� dtpour tout ' 2 L1(@
�IR+), o�u x(�; s) = � �n(� ) s pour tout � 2 @
 et s 2 ["l; 2 "l],pour tout l 2 IN et o�u on rappelle que n est la normale �a @
 ext�erieure �a 
.D�emonstration du lemme 6.4 :Remarquons que pour tout g 2 C([�U;U ]) et tout " > 0, on a :����1" Z 2 "" Z 10 g(~�(x(�; s); t; �)) d� ds���� � kgkC([�U;U ])Donc, d'apr�es la s�eparabilit�e de l'ensemble des fonctions continues sur [�U;U ] etd'apr�es la relative sequentielle compacit�e des born�es de L1(@
� IR+) pour la topo-logie faible ?, en utilisant un proc�ed�e diagonal, il existe une suite, ("l)l2IN telle que



200 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...liml!+1 "l = 0 et telle que pour tout g 2 C([�U;U ]) il existe Ug 2 L1(@
 � IR+)tels que :liml!+1 NdXi=1 Z Z@
i�IR+ 1"l Z 2 "l"l Z 10 g(~�(x(�; s); t; �)) d� ds'(�; t) d� dt= NdXi=1 Z Z@
i�IR+ Ug(�; t)'(�; t) d� dtpour tout ' 2 L1(@
� IR+).Soit i = 1; : : : ; Nd, et (�; t) 2 @
i � IR+, on suppose � 62 @(@
i), o�u @(@
i) est lebord de @
i dans IRd�1.On note alors :F(�;t) = (g 2 C([�U;U ]) ;lim"!0 1m(Bd((�; t); ")) ZBd((�;t);")Ug(�; t) d� dt existe dans IR)o�u : Bd((�; t); ") = f(
; s) 2 @
i � IR+ ; k(�; t)� (
; s)kd � "gen notant k:kd la norme Euclidienne de IRd.Si g 2 F(�;t), on note :Ug(�; t) = lim"!0 1m(Bd((�; t); ")) ZBd((�;t);")Ug(�; t) d� dtOn d�e�nit T(�;t) : F(�;t) �! IRg 7�! Ug(�; t) , alors F(�;t) est un espace vectoriel quicontient les constantes et T(�;t) est une forme lin�eaire positive sur F(�;t) donc d'apr�esune version modi��ee du th�eor�eme de Hahn-Banach (voir [16]), on peut prolonger T(�;t)en T (�;t) forme lin�eaire et positive sur C([�U;U ]).Alors d'apr�es le th�eor�eme de Riesz, il existe une mesure sur les bor�eliens de [�U;U ]telle que : T (�;t)(g) = Ug(�; t) = Z U�U g(�) d�(�;t)(�) pour tout g 2 F(�;t)Remarque 6.4 � est une mesure de probabilit�e car 1 : � 7! 1 2 F(�;t) et U1(�) = 1donc : Z U�U d�(�;t)(�) = 1Soit g 2 C([�U;U ]), dire que g 2 F(�;t) signi�e que (�; t) est un point de Lebesgue deUg (i.e. Ug(�; t) existe). Or une propri�et�e des points de Lebesgue (voir [33]) est queUg(�; t) = Ug(�; t) p.p. (�; t) 2 @
i � IR+



6.5 D�efinition d'une solution processus entropique 201Donc : Ug(�; t) = Z U�U g(�) d�(�;t)(�)pour tout g 2 C([�U;U ]), p.p. (�; t) 2 @
i � IR+, pour tout i = 1; : : : ; Nd.Alors d'apr�es [17], il existe 
� 2 L1(@
� IR+�]0; 1[) tel queZ 10 g(
�(�; t; �))d� = Ug(�; t) p.p. (�; t) 2 @
� IR+ et pour tout g 2 C([�U;U ])Ce qui termine la d�emonstration du lemme 6.4.Remarque 6.5 Remarquons que 
� n'est pas d�e�nie de mani�ere unique, elle d�ependde la suite ("l)l2IN consid�er�ee. Toutefois, on montrera dans le lemme 6.5 que f(
�)est d�e�nie de mani�ere \unique".D�e�nissons alors ce qu'est une solution processus entropique :D�e�nition 6.1 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees.Alors � 2 L1(
 � IR+ � [0; 1]) est une solution processus entropique de (6.1), (6.2)et (6.3) si � v�eri�e :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j d�'t(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� d� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z@
�IR+ Z 10 sign (u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �))�f(�)� v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt � 0(6:46)pour tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+) et pour tout � 2 IR.Comme pour la formulation entropique, si f est croissante, il n'est pas n�ecessaire ded�e�nir la trace de � pour caract�eriser une solution processus entropique. On a dansce cas le r�esultat suivant :Proposition 6.2 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees. On suppose de plus fcroissante.Alors � 2 L1(
 � IR+ � [0; 1]) est une solution processus entropique de (6.1), (6.2)et (6.3) si et seulement si � v�eri�e :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j d�'t(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 ����f(�(x; t; �))�f(�)���� d� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z��v ����f(u(�; t))�f(�)�v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt � 0(6:47)pour tout ' 2 C1c �(
� IR+) [ ��v ; IR+� et pour tout � 2 IR.On rappelle que : ��v = n(�; t) 2 @
� IR+ ; v(�; t):n(� ) < 0o



202 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...d�emonstration de la proposition 6.2Il su�t pour cela d'utiliser l'�egalit�e (6.64) du lemme 6.7, on a alors :f�u(�; t)�= f�
�(�; t; �)�p.p. (�; t; �) 2 ��v � [0; 1].En reportant ce r�esultat dans (6.46), on obtient (6.47).Comme il a d�eja �et�e remarqu�e 
� n'est pas unique. Toutefois le terme de bord ren-contr�e dans (6.46) est d�e�ni de mani�ere unique. On montre le lemme suivant :Lemme 6.5 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees. Soit � 2 L1(
�IR+� [0; 1])solution processus entropique de (6.1), (6.3) et (6.2), i.e. v�eri�ant (6.46).Soit T 2 ]0;+1[, i 2 n1; : : : ; Ndo et � 2 L1(@
i � [0; T ]), � 2 IR. On d�e�nit :T (")i (�) = 1" Z 2 "" Z Z@
i�[0;T ]�f�~�(x(�; s); t)>���f�~�(x(�; s); t)?���v(x(�; s); t):n(� )�(�; t) d� dt dsAlors lim"!0 T (")i (�) existe, on a :lim"!0 T (")i (�) = Z Z@
i�[0;T ] Z 10 �f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)� d�v(�; t):n(� )�(�; t) d� dt:D�emonstration du lemme 6.5 :Remarquons que comme � est solution processus entropique de (6.1), (6.3), (6.2),on a :Z Z
�IR+ Z 10 ����(x; t; �)� ���� d�'t(x; t) dx dt+ Z
���u0(x)� ����'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� d� v(x; t):r'(x; t) dx dt � 0(6:48)pour tout ' 2 C1c (
 � IR+; IR+).Soit " > 0, " petit devant �(
), on note :
" = nx 2 
 ; d(x; @
) � "o et 
2" = nx 2 
 ; " � d(x; @
) � 2 "oOn d�e�nit A("), l'ensemble des points x de 
"[
2" tels que (� (x); s(x)) 2 @
� [0; 2 "]est d�e�ni de mani�ere unique, o�u :x = � (x)� s(x)n(� (x))(voir annexe A pour la caract�erisation de A("))



6.5 D�efinition d'une solution processus entropique 203On a alors (voir annexe A) :m((
" [ 
2") nA(")) � C "2(6.49)o�u C ne d�epend que de 
.Remarquons de plus que si "1 > "2, alors :n� 2 @
 ; � 2 A("1)o� n� 2 @
 ; � 2 A("2)oAinsi, soit i 2 n1; : : : ; Ndo, et ' 2 C1c (@
i � IR+) alors il existe "1 > 0 tel que :supp(') � �@
i \A("1)��IR+Soit " < "1, et  2 C1c (]0; 2 "1[), on choisit comme fonction test dans (6.48) '� , onobtient alors :Bi(s) + C 0i(s) +Di(s) + Ei(s) � 0 au sens des distributions sur ]0; 2 "1[avec : Bi(s) = Z Z@
i�IR+ Z 10 ���~�(x(�; s); t; �)� ���� d�'t(�; t) d� dtCi(s) = � Z Z@
i�IR+ Z 10 �f(~�(x(�; s); t; �)>�)�f(~�(x(�; s); t; �)?�)� d�v(x(�; s); t):n(� )'(�; t) d� dtDi(s) = Z Z@
i�IR+ Z 10 �f(~�(x(�; s); t; �)>�)�f(~�(x(�; s); t; �)?�)� d�v(x(�; s); t):rx'(�; t) d� dtEi(s) = Z Z@
i�IR+���u0(x(�; s))� ����'(�; 0) d�o�u l'on rappelle que x(�; t) = � � n(� s.Comme Bi, Di et Ei 2 L1(]0; 2"1[) � M(]0; 2"1[) = �C([0; 2"1])�0, que toute dis-tribution de signe constant est une mesure alors C 0i 2 M(]0; 2"1[). Et donc Ci 2BV (]0; 2"1[), o�u BV (]0; 2"1[) est l'ensemble des fonctions �a variations born�ees sur]0; 2"1[.Ainsi, d'apr�es les propri�et�es de BV (]0; 2"1[) :lim"!0 1" Z 2 "" Ci(s) ds = Z Z@
i�IR+ Z 10 �f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)� d�v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt(6:50)



204 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...Soit � 2 C(@
� IR+) et C1(@
j � IR+) pour tout j = 1; : : : ; Nd. Notons alors que,8 � > 0, 9 "2 > 0 tel que :9 �("2) 2 Cc(@
i � IR+); C1 par morceaux et telle que :(6.51) �(�; t) 2 @
i � IR+ ; �("2)(�; t) = �(�; t)�� �@
i \A("2)��IR+(6.52) m��(�; t) 2 @
i � IR+ ; �("2)(�; t) 6= �(�; t)�� � �(6.53) 9 "3, "3 < "2, tel que 8 " < "3 supp(�("2)) � �@
i \A(")��IR+(6.54)On d�e�nit B(";"2)i , pour tout " < "3, par :B(";"2)i = 1" Z 2 "" Z Z@
i�IR+�f(~�(x; t; �)>�)�f(~�(x; t; �)?�)�v(x(�; s); t):n(� )�("2)(�; t) d� dt dsAlors d'apr�es (6.50) et (6.54) :lim"!0B(";"2)i = Z Z@
i�IR+ Z 10 �f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)� d�v(�; t):n(� )�("2)(�; t) d� dtet donc, d'apr�es (6.51), (6.52) et (6.53) :lim"!0 T (")i (�) = lim"2!0 lim"!0B(";"2)i= Z Z@
i�IR+ Z 10 �f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)� d� v(�; t):n(� )�(�; t) d� dtSoit T 2 ]0;+1[ et � 2 L1(@
 � [0; T ]) alors il existe ��(n)�n2IN� Cc(@
 � [0; T ])telle que : limn!+1�(n) = �dans L1(@
� [0; T ]).D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on a :lim"!0 T (")i (�(n)) = Z Z@
i�[0;T ] Z 10 �f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)� d�v(�; t):n(� )�(n)(�; t) d� dt = Ti(�(n))Ainsi pour tout n 2 IN :���T (")i (�)� Ti(�)��� � 2 k�(n) � �kL1(@
�[0;T ])+ ���T (")i (�(n))� Ti(�(n))���En passant �a la limite sur " puis sur n, on obtient le r�esultat cherch�e.



6.6 Existence d'une solution processus entropique 2056.6 Existence d'une solution processus entropiqueLa stabilit�e obtenue dans le lemme 6.1, donne su�samment de compacit�e pour passer�a la limite dans l'in�egalit�e d'entropie continue (6.24). Ceci permet de montrer le lemmesuivant :Proposition 6.3 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees. Soit T unmaillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (6.10), et k un pas de temps v�eri�ant la condi-tion de stabilit�e (6.12). Soit uT ;k la solution approch�ee donn�ee par (6.13), (6.14),(6.15) et (6.16).Alors uT ;k converge (�a une sous suite pr�es) vers � 2 L1(
� IR+�]0; 1[) au sens nonlin�eaire faible ? lorsque h tend vers 0. C'est �a dire qu'il existe (hj)j2IN , limj!+1 hj =0 et telle que pour tout g 2 C([�U;U ]) :limj!+1 Z Z
�IR+ g(uT ;k(x; t))'(x; t) dx dt = Z Z
�IR+ Z 10 g(�(x; t; �)) d�'(x; t) dx dtpour tout ' 2 L1(
� IR+).De plus � est solution processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. � v�eri�e :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j d�'t(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� d� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z@
�IR+ Z 10 sign (u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt � 0pour tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+) et tout � 2 IR.D�emonstration de la proposition 6.3 :D'apr�es la stabilit�e L1(
�IR+) de la solution approch�ee, �etablie dans le lemme 6.1 :k
(uT ;k)kL1(@
�IR+) � kuT ;kkL1(
�IR+) � UD'apr�es [17], il existe une suite (hj)j2IN , limj!+1 hj = 0, il existe � 2 L1(
 �IR+�]0; 1[) et � 2 L1(@
� IR+�]0; 1[) telles que :limj!+1 
(uTj ;kj) = � non lin�eaire faible ?et limj!+1 uTj ;kj = � non lin�eaire faible ?



206 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...C'est �a dire que pour tout g 2 C([�U;U ]) :limj!+1 Z Z
�IR+ g�uTj ;kj(x; t)�'(x; t) dx dt = Z Z
�IR+ Z 10 g��(x; t; �)� d�'(x; t) dx dt(6.55)pour tout ' 2 L1(
� IR+).De même :limj!+1 Z Z@
�IR+ g�
(uTj;kj )(�; t)� (�; t) d� dt =Z Z@
�IR+ Z 10 g��(�; t; �)�d� (�; t) d� dt(6:56)pour tout  2 L1(@
� IR+).On va alors passer �a la limite dans (6.24). Remarquons que (6.55) permet de passer �ala limite dans les termes int�egr�es sur 
� IR+ mais que (6.56) ne le permet pas dansles termes de bord. Pour passer outre ce probl�eme, on utilise le lemme suivant dontla d�emonstration est donn�ee, entre autres, dans [7] :Lemme 6.6 Soit K � IRN (N � 1), K compact. Soit (un)n2IN une suite born�ee deL1(K) et u 2 L1(K� [0; 1]) telle que un converge vers u non lin�eaire faible ? lorsquen tend vers +1.Alors : limn!+1 ZK g�y; un(y)�'(y) dy = ZK Z 10 g�y; u(y; �)�d�'(y) dypour tout g 2 C(K � IR; IR) et tout ' 2 L1(K).Soit i 2 f1; : : : ; Ndg et T 2]0;+1[, on note alors :��i;v;T = n(�; t) 2 @
i � [0; T ] ; v(�; t):n(� ) < 0oPuisque v est continue par rapport �a ses deux arguments, on a :��i;v;T = n(�; t) 2 @
i � [0; T ] ; v(�; t):n(� ) � 0oet donc :��v;T = n(�; t) 2 @
� [0; T ] ; v(�; t):n(� ) < 0o= n(�; t) 2 @
� [0; T ] ; v(�; t):n(� ) � 0ode même :�+v;T = n(�; t) 2 @
� [0; T ] ; v(�; t):n(� ) > 0o= n(�; t) 2 @
� [0; T ] ; v(�; t):n(� ) � 0o



6.6 Existence d'une solution processus entropique 207Comme u 2 L1(@
� IR+) alors u 2 L1loc(@
� IR+) et donc, il existe (u(n))n2IN �Cc(@
� IR+) telle que : limn!+1 ku(n) � ukL1loc(@
�IR+) = 0D'apr�es la r�egularit�e de F et le lemme 6.6, il vient :limj!+1 Z Z��v �F�u(n)(�; t)>�; 
(uTj;kj )(�; t)>���F�u(n)(�; t)?�; 
(uTj;kj)(�; t)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt= Z Z��v Z 10 �F�u(n)(�; t)>�; �(�; t; �)>���F�u(n)(�; t)?�; �(�; t; �)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� d� dtAinsi :����Z Z��v �F�u(�; t)>�; 
(uTj;kj)(�; t)>���F�u(�; t)?�; 
(uTj;kj)(�; t)?��� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt� Z Z��v Z 10 �F�u(�; t)>�; �(�; t; �)>���F�u(�; t)?�; �(�; t; �)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt������ 4M1 V k'k1 Z Z@
�[0;T ]���u(�; t)� u(n)(�; t)��� d� dt+ ����Z Z��v �F�u(n)(�; t)>�; 
(uTj;kj)(�; t)>���F�u(n)(�; t)?�; 
(uTj;kj)(�; t)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt� Z Z��v Z 10 �F�u(n)(�; t)>�; �(�; t; �)>���F�u(n)(�; t)?�; �(�; t; �)?��� v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt�����En passant �a la limite sur j puis sur n, il vient :limj!+1 Z Z��v �F�u(�; t)>�; 
(uTj;kj)(�; t)>���F�u(�; t)?�; 
(uTj;kj )(�; t)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt= Z Z��v Z 10 �F�u(�; t)>�; �(�; t; �)>���F�u(�; t)?�; �(�; t; �)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� d� dt(6:57)De même, on montre :limj!+1 Z Z�+v �F�
(uTj;kj )(�; t)>�; u(�; t)>���F�
(uTj ;kj)(�; t)?�; u(�; t)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt= Z Z�+v Z 10 �F��(�; t; �)>�; u(�; t)>���F��(�; t; �)?�; u(�; t)?���v(�; t):n(� )'(�; t) d� d� dt(6:58)



208 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...En utilisant (6.55), (6.57) et (6.58), on peut passer �a la limite dans l'in�egalit�e d'en-tropie continue v�eri��ee par la solution approch�ee (6.24), on obtient :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j't(x; t) d� dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� v(x; t):r'(x; t) d�dx dt� Z Z��v Z 10 (F (u(�; t)>�; �(�; t; �)>�)�F (u(�; t)?�; �(�; t; �)?�))v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt� Z Z�+v Z 10 (F (�(�; t; �)>�; u(�; t)>�)�F (�(�; t; �)?�; u(�; t)?�))v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt � 0(6.59)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).Il ne reste donc plus qu'�a retrouver les bons termes de bords. Pour cela, on utiliseune technique introduite dans [3].On remarque tout d'abord que d'apr�es la monotonie de F :F (u>�; �>�)�F (u?�; �?�)� sgn(u� �)�F (u; �)� f(�)�p.p. �; t; � dans ��v �]0; 1[, et :�F (�>�; u>�)+F (�?�; u?�)� sgn(u� �)��F (�; u) + f(�)�p.p. �; t; � dans �+v �]0; 1[.Ainsi d'apr�es les in�egalit�es pr�ec�edentes et d'apr�es (6.59), � et � satisfont l'in�egalit�esuivante :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j't(x; t) d� dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx� Z Z��v Z 10 sgn(u(�; t)� �)�F (u(�; t); �(�; t; �))�f(�)� v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt� Z Z�+v Z 10 sgn(u(�; t)� �)�F (�(�; t; �); u(�; t))�f(�)� v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� v(x; t):r'(x; t) d�dx dt � 0(6.60)pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).On montre alors le r�esultat suivant qui permet de retrouver les \bons termes de bord"et donc de montrer que � est solution processus entropique :Lemme 6.7 On suppose les hypoth�eses (6.4) et (6.11) v�eri��ees. Soit T un maillagede 
 satisfaisant la propri�et�e (6.10), et k un pas de temps v�eri�ant la condition destabilit�e (6.12). Soit uT ;k la solution approch�ee donn�ee par (6.13), (6.14), (6.15) et



6.6 Existence d'une solution processus entropique 209(6.16). Soit 
(uT ;k) la \trace" de uT ;k d�e�nie par (6.23) On note � (respectivement�) une limite non lin�eaire faible ? de uT ;k (respectivement de 
(uT ;k)). De plus, onnote 
� une des traces de � (celle ci d�epend de la suite ("l)) d�e�nie dans le lemme6.4.Alors : Z 10 �f(
�(�; t; �))�F (u(�; t); �(�; t; �))� d� = 0 p.p.(�; t) 2 ��v(6.61)et Z 10 �f(
�(�; t; �))�F (�(�; t; �); u(�; t))� d� = 0 p.p.(�; t) 2 �+v(6.62)De plus, on a :Z 10 [f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�� �f(
�(�; t; �))� f(�)�i v(�; t):n(� ) d� � 0(6:63)pour tout � 2 IR, p.p. (�; t) 2 @
� IR+.Si de plus f est croissante, il vient :f(u(�; t))= f(
�(�; t; �)) p.p. ((�; t); �)2 ��v � [0; 1](6.64)D�emonstration du lemme 6.7 :Soit " > 0, " petit devant �(
). On rappelle que l'on note :
" = nx 2 
 ; d(x; @
) � "o et 
2" = nx 2 
 ; " � d(x; @
) � 2 "oOn commence par construire une fonction qui tend vers l'indicatrice de 
. On d�e�nit'" par : '"(x) = min"max d(x; @
)" � 1; 0! ; 1#pour tout x 2 
.Remarquons alors que :'"(x) = 8>>><>>>: 1 si x 2 
 n (
" [ 
2")0 si x 2 
"s(x)" � 1 si x 2 
2" \A(")o�u l'on rappelle que A(") est l'ensemble des points x de 
"\
2" tels que (� (x); s(x))2@
� [0; 2 "] est d�e�ni de mani�ere unique avec x = � (x)� s(x)n(� (x)).Soit � 2 C(@
), C1 sur @
i pour tout i = 1; : : : ; Nd. On d�e�nit �";� : 
 �! IRpar : �";�(x) = ( �(� (x)) (1� '"(x)) si x 2 A(")0 si x 2 
 n (
" [ 
2")



210 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...On raccorde alors �";� �a (
" [
2") nA(") de telle sorte que �";� soit C1 par morceausur 
 et que : 8>>><>>>: jrx�";�(x)j � C" pour tout x 2 �
" [ 
2"�nA(")k�";�k1 � k�k1(6.65)o�u C ne d�epend que de 
 (voir en annexe A pour la construction de �";�).En dimension 1, si 
 =]a; b[, on a :
b� 2 " b� "a+ "

�";�(x)�(a)a a+ 2 "�(b) xbFig. 6.1 -Soit  2 C1c (IR+; IR+), on choisit alors comme fonction test dans (6.60) :'(x; t) = �";�(x) (t)On obtient : T1" + T2" + T3" + T4" + T5" � 0(6.66)avec : T1" = Z Z
2"[
"�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j t(t)�";�(x) d� dx dtT2" = Z
2"[
" ju0(x)� �j  (0)�";�(x) dx dtT3" = Z Z
2"�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� v(x; t):r�";�(x) (t) d� dx dtT4" = � Z Z��v Z 10 sgn(u(�; t)� �)�F (u(�; t); �(�; t; �))�f(�)�v(�; t):n(� )�";�(� ) (t) d� d� dt



6.6 Existence d'une solution processus entropique 211T5" = Z Z�+v Z 10 sgn(u(�; t)� �)�f(�) � F (�(�; t; �); u(�; t))�v(�; t):n(� )�";�(� ) (t) d� d� dtRemarquons tout d'abord que comme �";� reste born�ee et que m(
" [
2") � C " o�uC ne d�epend que de 
, donc : lim"!0 T1" = lim"!0 T2" = 0De plus : m �n� 2 @
 ; �";�(� ) 6= �(� )o� � C "o�u C ne d�epend que de 
.Alors :lim"!0 T4" = � Z Z��v Z 10 sgn(u(�; t)� �)�F (u(�; t); �(�; t; �))�f(�)�v(�; t):n(� )�(� ) (t) d�d� dtet lim"!0 T5" = Z Z�+v Z 10 sgn(u(�; t)� �)�f(�)� F (�(�; t; �); u(�; t))�v(�; t):n(� )�(� ) (t) d�d� dtIl reste alors �a passer �a la limite sur T3". Pour cela, on introduit T3b " d�e�nit par :T3b " = Z Z(
2"\A("))�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)�v(x; t):rh(1� '"(x))�(� (x))i (t) d� dx dtOn a (voir annexe A) : m((
" [ 
2") nA(")) � C "2(6.67)o�u C ne d�epend que de 
.D'apr�es (6.65) et (6.67) on a alors :jT3b " � T3"j � C "o�u C ne d�epend que de 
,  , �, f , u, u0, � et de v.Notons :T3 c" = Z Z(
2"\A("))�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)�v(� (x); t):r�1 � '"(x)��(� (x)) (t) d� dx dt



212 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...Comme v est r�eguli�ere, que m(
2") � C ", o�u C ne d�epend que de 
 et que � estC(@
) \ C1(@
i) pour tout i = 1; : : : ; Nd, on a :jT3b " � T3c "j � C "o�u C ne d�epend que de 
,  , �, f , u, u0, � et des d�eriv�ees premi�eres de v.On d�e�nit alors T3d " de la fa�con suivante :T3d " = NdXi=1 Z Z@
i�IR+ 1" Z 2 "" Z 10 �f(~�(x(�; s); t; �)>�)�f(~�(x(�; s); t; �)?�)�v(�; t):n(� )�(� ) (t) d�ds d� dto�u x(�; s) = � � n(� ) s.Alors d'apr�es la d�e�nition de '" et d'apr�es (6.67), on a :jT3c " � T3d"j � C "o�u C ne d�epend que de 
,  , �, f , u, u0, � et de v.On utilise alors le r�esultat montr�e dans le lemme 6.4. Il existe donc une suite ("l)l2IN ,telle que liml!+1 "l = 0 et il existe 
� 2 L1(@
� IR+ � [0; 1]), tels que :liml!+1 T3d"l = Z Z@
�IR+ Z 10 �f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�v(�; t):n(� )�(� ) (t) d�d� dtEn passant �a la limite sur l dans (6.66), on obtient :Z Z��v Z 10 hf(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�� �F (u(�; t); �(�; t; �))�f(�)�iv(�; t):n(� )�(� ) (t) d�d� dtZ Z�+v Z 10 hf(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)+sgn(u(�; t)� �)�� �f(�) � F (�(�; t; �); u(�; t))�iv(�; t):n(� )�(� ) (t) d�d� dt � 0(6.68)pour tout � 2 C(@
; IR+) telle que � 2 C1(@
i) pour tout i = 1; : : : ; Nd, tout 2 C1c (IR+; IR+) et tout � 2 IR.Ainsi :Z 10 [f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�F (u(�; t); �(�; t; �))�f(�)�i v(�; t):n(� ) d� � 0



6.6 Existence d'une solution processus entropique 213p.p. (�; t) 2 ��v , et :Z 10 [f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)+sgn(u(�; t)� �)�f(�)� F (�(�; t; �); u(�; t))�i v(�; t):n(� ) d� � 0p.p. (�; t) 2 �+v .On choisit alors � > U puis � < U successivement dans les deux in�egalit�es pr�ec�e-dentes, on obtient alors :Z 10 [f(
�(�; t; �))�F (u(�; t); �(�; t; �))] d� = 0 p.p.(�; t) 2 ��v(6.69)et Z 10 [f(
�(�; t; �))�F (�(�; t; �); u(�; t))] d� = 0 p.p.(�; t) 2 �+v(6.70)En reportant dans (6.68), on obtient :Z Z@
�IR+ Z 10 [f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�� �f(
�(�; t; �))� f(�)�i v(�; t):n(� )�(� ) (t) d�d� dt � 0pour tout � 2 C(@
; IR+) telle que � 2 C1(@
i) pour tout i = 1; : : : ; Nd, tout 2 C1c (IR+; IR+) et tout � 2 IR.Ainsi, pour tout � 2 IR, il existe V� � @
� IR+ tel que m(V�) = 0 et tel que :Z 10 hf(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �)) � f(�)�iv(�; t):n(� ) d� � 0pour tout (�; t) 2 (@
� IR+) n V�.Notons V = [�2QV�, alors m(V ) = 0 et pour tout (�; t) 2 (@
 � IR+) n V et tout� 2 Q, on a :Z 10 hf(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �)) � f(�)�iv(�; t):n(� ) d� � 0Soit � 2 IR, alors il existe (�n)n2IN � Q telle que limn!+1 �n = �, ainsi pour tout(�; t) 2 (@
� IR+) n V et tout � 2 IR tel que � 6= u(�; t) :Z 10 hf(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �))� f(�)�iv(�; t):n(� ) d� � 0(6:71)On va alors montrer que cette in�egalit�e reste vraie pour � = u.Soit (�; t) 2 (@
� IR+) n V . Soit (�n)n2IN � IR telle que �n tend vers u(�; t) lorsquen tend vers l'in�ni.



214 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...On suppose tout d'abord que pour tout n 2 IN , �n < u(�; t) alors d'apr�es (6.71) :Z 10 "f�
�(�; t; �)>�n��f�
�(�; t; �)?�n���f�
�(�; t; �)��f(�n)�# v(�; t):n(� ) d� � 0En passant �a la limite sur n, il vient :Z 10 [f(
�(�; t; �)>u(�; t))�f(
�(�; t; �)?u(�; t))]v(�; t):n(� ) d�� Z 10 [f(
�(�; t; �))�f(u(�; t))] v(�; t):n(� ) d�De même, en supposant que pour tout n 2 IN , �n > u(�; t) et en passant �a la limitesur n, on obtient :Z 10 [f(
�(�; t; �)>u(�; t))�f(
�(�; t; �)?u(�; t))]v(�; t):n(� ) d�� � Z 10 [f(
�(�; t; �))�f(u(�; t))] v(�; t):n(� ) d�Ainsi d'apr�es les deux in�egalit�es pr�ec�edentes, on a :Z 10 [f(
�(�; t; �)>u(�; t))�f(
�(�; t; �)?u(�; t))] v(�; t):n(� ) d� � 0Et donc on obtient (6.63), c'est �a dire que pour tout (�; t) 2 (@
� IR+) n V et tout� 2 IR :Z 10 hf(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �)) � f(�)�iv(�; t):n(� ) d� � 0Montrons alors (6.64). On suppose donc f croissante. Soit (�; t) 2 (��v ) n V , remar-quons que d'apr�es la croissance de f , la n�egativit�e de v:n et l'in�egalit�e pr�ec�edente,on a :Z 10 hjf(
�(�; t; �))�f(�)j � sgn(u(�; t)� �)�f(
�(�; t; �))� f(�)�i d� � 0(6.72)pour tout � 2 IR.On choisit alors � = u(�; t), dans l'in�egalit�e pr�ec�edente, il vient :Z 10 jf(
�(�; t; �))�f(�)j d� � 0Et donc : f(
�(�; t; �))= f(u(�; t)) p.p. (�; t; �) 2 �+v �]0; 1[



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 215Ce qui termine la d�emonstration du lemme 6.7 ainsi que celle de la proposition 6.3puisqu'en reportant (6.69), (6.70) dans (6.60), on obtient que � 2 L1(
 � IR+) estsolution processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. � v�eri�e l'in�egalit�e suivante :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j't(x; t) d� dx dt + Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>�)�f(�(x; t; �)?�)� v(x; t):r'(x; t) d�dx dt� Z Z@
 Z 10 sign (u(�; t)� �) �f(
�(�; t; �)) � f(�))� v(�; t):n(� )'(�; t) d�d� dt � 0pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).Remarquons de plus que si f est croissante, en utilisant (6.64), l'in�egalit�e pr�ec�edentedonne :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� �j d�'t(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+ Z 10 ����f(�(x; t; �))�f(�)���� d� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z��v ����f(u(�; t))�f(�)���� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt � 0pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c �(
� IR+) [ ��v ; IR+�.6.7 Unicit�e de la solution processus entropiqueOn commence tout d'abord par montrer l'unicit�e de la solution processus entropiquedans le cas o�u f est croissante.6.7.1 Cas o�u f est croissanteDans ce paragraphe, on �etablit le r�esultat suivant :Proposition 6.4 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees et que de plus f est crois-sante. Soient � et � deux solutions processus entropiques de (6.1), (6.2), (6.3), (i.e.v�eri�ant (6.47)), alors�(x; t; �) = �(x; t; �) p.p. x; t; �; � 2 
� IR+�]0; 1[�]0; 1[:



216 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...D�emonstration de la proposition 6.4 :A�n d'�etablir ce r�esultat, on utilise le lemme suivant que l'on d�emontrera par la suite :Lemme 6.8 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees et que de plus f est croissante.Soient � et � deux solutions processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. v�eri�ant(6.47), alors Z Z
�IR+ Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d�  t(t) dx dt � 0(6.73)pour tout  2 C1c (IR+; IR+).Soit T 2 IR?+, on choisit alors comme fonction test dans (6.73) : (t) = 8>>><>>>: T � tT si 0 � t � T0 sinonOn obtient : � 1T Z Z
�[0;T ] Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d�d� dx dt � 0Donc : �(x; t; �) = �(x; t; �) p.p. x; t; �; � 2 
� IR+�]0; 1[�]0; 1[Ce qui termine la d�emonstration de la proposition 6.4.Montrons alors le lemme 6.8D�emonstration du lemme 6.8 :D'apr�es [16] :Z Z
�IR+ Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d� 't(x; t) dx dt+ Z Z
�IR+ Z 10 Z 10 ����f��(x; t; �)��f��(x; t; �)����� d� d�v(x; t):r'(x; t) dx dt � 0(6:74)pour tout ' 2 C1c (
 � IR+; IR+).On rappelle que l'on note :
" = nx 2 
 ; d(x; @
) � "o et 
2" = nx 2 
 ; " � d(x; @
) � 2 "o



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 217Soit '" d�e�nie par : '"(x) = min"max d(x; @
)" � 1; 0! ; 1#pour tout x 2 
.Remarquons alors que :'"(x) = 8>>><>>>: 1 si x 2 
 n (
" [ 
2")0 si x 2 
"s(x)" � 1 si x 2 
2" \A(")o�u l'on rappelle que A(") est l'ensemble des points x de 
"\
2" tels que (� (x); s(x))2@
� [0; 2 "] est d�e�ni de mani�ere unique avec x = � (x)� s(x)n(� (x)) (voir annexeA).On choisit alors comme fonction test dans (6.74) :'(x; t) = '"(x) (t)o�u  2 C1c (IR+; IR+). En dimension 1, si 
 =]a; b[, on a :
b� "a+ "a a+ 2 " xb

'"(x)
b� 2 "1

Fig. 6.2 -On obtient alors : A1" +A2" � 0avec : A1" = Z Z(
n
")�IR+ Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d�  t(t)'"(x) dx dt



218 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...A2" = Z Z
2"�IR+ Z 10 Z 10 ����f��(x; t; �)��f��(x; t; �)����� d� d� v(x; t):r'"(x) (t) dx dtComme '"(x) = 0 pour tout x 2 
 n (
" [ 
2"), k'"k1 = 1, k�k1 � U , k�k1 � Uet comme m(
" [ 
2") � C " o�u C ne d�epend que de 
, on a :lim"!0A1" = A1 = Z Z
�IR+ Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d�  t(t) dx dtOn rappelle que ~� 2 L1(IRd � IR+�]0; 1[) est telle que :~�(x; t; �) = 8>><>>: �(x; t; �) si x 2 
; t 2 IR+; � 2]0; 1[0 si x 2 (IRd n 
); t 2 IR+; � 2]0; 1[et ~� 2 L1(IRd � IR+�]0; 1[) est telle que :~�(x; t; �) = 8>><>>: �(x; t; �) si x 2 
; t 2 IR+; � 2]0; 1[0 si x 2 (IRd n 
); t 2 IR+; � 2]0; 1[On d�e�nit alors :A3" = � NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 Z 10 ����f�~�(x(�; s); t; �)��f�~�(x(�; s); t; �)����� d� d�v(x(�; s); t):n(� ) (t) ds d� dto�u x(�; s) = � � n(� ) s.D'apr�es la d�e�nition de '", il existe C ne d�ependant que de 
, f , U , v et de  telleque : jA2" �A3"j � C "On d�e�nit A4" par :A4" = � NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 Z 10 ����f�~�(x(�; s); t; �)��f�~�(x(�; s); t; �)����� d� d�v(�; t):n(� ) (t) ds d� dtD'apr�es la r�egularit�e de v, il existe C qui ne d�epend que de 
, f , U ,  et des d�eriv�eespremi�eres de v telle que : jA3" �A4"j � C "En utilisant la croissance de f , on obtient :A4" � A5" +A6"



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 219avec :A5" = NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+Z 10 ����f�~�(x(�; s); t; �)��f�~�(x(�; s); t; �)������(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� ds d� dtA6" = NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+Z 10 ����f�~�(x(�; s); t; �)��f�~�(x(�; s); t; �)������(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� ds d� dtOn va alors montrer que ces deux termes tendent (�a une sous suite pr�es) vers 0 lorsque" tend vers 0.Pour cela, on montre le r�esultat suivant :Lemme 6.9 Soit � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[), w 2 Cc(@
 � IR+),  2 C1c (IR+; IR+),f 2 C1(IR; IR) et v 2 C1(
� IR+; IRd) telle que sup(x;t)2
�IR+ jv(x; t)j = V < +1.On d�e�nit pour tout i = 1; : : : ; Nd et tout " > 0 :F (")i = Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 �f�~�(x(�; s); t; �)>w(�; t)��f�~�(x(�; s); t; �)?w(�; t)���(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� ds d� dtAlors, il existe une suite ("l)l2IN telle que liml!+1 "l = 0 et telle que :liml!+1 NdXi=1 F ("l)i = NdXi=1 Z Z@
i�IR+Z 10 �f�
�(�; t; �)>w(�; t)��f�
�(�; t; �)?w(�; t)���(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� d� dt(6:75)D�emonstration du lemme 6.9 :Soit T 2 IR?+ tel que supp( ) � [0; T ]. Soit i 2 n1; : : : ; Ndo, on note :��i;v;T = n(�; t) 2 @
i � [0; T ] ; v(�; t):n(� ) < 0oRemarquons alors que puisque v est continue par rapport �a ses deux arguments :��i;v;T � n(�; t) 2 @
i � [0; T ] ; v(�; t):n(� ) � 0odonc pour tout " > 0 :F (")i = Z Z��i;v;T 1" Z 2 "" Z 10 �f�~�(x(�; s); t; �)>w(�; t)��f�~�(x(�; s); t; �)?w(�; t)���(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� ds d� dtOn utilise alors le lemme suivant :



220 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...Lemme 6.10 Soient A un sous ensemble de IRd (d � 1), B un sous ensemble de IRp(p � 1) et f 2 Cc(A�B), alors il existe une suite (fq)q2IN qui converge uniform�ementvers f lorsque q tend vers l'in�ni telle que fq est une somme de q produits de fonctionsde Cc(A) et de L1(B).Voir d�emonstration en annexe B.On applique ce r�esultat �a :Gi : [�U;U ]� ��i;v;T �! IR��; (�; t)� �! Gi(�; �; t) = f��>w(�; t)��f��?w(�; t)�Alors il existe (Gr;i)r2IN , qui converge uniform�ement vers Gi lorsque r tend vers +1,telle que : Gr;i(�; �; t) = rXj=1 �j(�)�ij(�; t)o�u �j 2 C([�U;U ]) et �ij 2 L1 ���i;v;T�.Alors d'apr�es le lemme 6.4, il existe une suite ("l)l2IN telle que liml!+1 "l = 0 et telleque :liml!+1 NdXi=1 Z Z��i;v;T 1"l Z 2 "l"l Z 10 Gr;i�~�(x(�; s); �; t)�d� �(�v(�; t):n(� ))>0� (t) ds d� dt= NdXi=1 Z Z��i;v;T Z 10 Gr;i�
�(�; t; �); �; t)� d� �(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� dtet donc en passant �a la limite sur r, on obtient (6.75). Ce qui termine la d�emonstrationdu lemme 6.9.On peut alors terminer la d�emonstration du lemme 6.8, c'est �a dire montrer que leslimites (�a une sous suite pr�es) de A5" et A6" sont nulles.Comme u 2 L1loc (@
� IR+), il existe (un)n2IN � Cc (@
� IR+) telle que un ! udans L1loc (@
� IR+) lorsque n tend vers l'in�ni.D'apr�es le lemme 6.9, il existe une suite ("l)l2IN et telle que liml!+1 "l = 0 telle que :liml!+1 NdXi=1 Z@
i 1"l Z 2 "l"l ZIR+ Z 10 ����f�~�(x(�; s); t; �)��f�~�(x(�; s); t; �)������(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� ds d� dt =NdXi=1 Z Z@
i�IR+Z 10 ����f�
�(�; t; �)��f�
�(�; t; �)����� d� �(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� dtEn passant �a la limite sur n, on obtient :liml!+1A5"l = NdXi=1 Z Z@
i�IR+Z 10 ����f�
�(�; t; �)��f�
�(�; t; �)���(�v(�; t):n(� ))>0� (t) d� d� dt



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 221et comme d'apr�es (6.64), sur ��v � [0; 1], f(u) = f(
�) p.p., on a :liml!+1A5"l = 0De la même fa�con, il existe une sous suite encore not�ee ("l)l2IN telle que :liml!+1A6"l = 0Ainsi, pour tout l 2 IN :A1"l + jA2"l �A3"lj+ A3"l �A4"lj+A5"l +A6"l � 0en passant �a la limite sur l, on obtient :Z Z
�IR+ Z 10 Z 10 j�(x; t; �)� �(x; t; �)j d� d�  t(t) dx dt � 0pour tout  2 Cc(IR+; IR+).Ce qui termine la d�emonstration du lemme 6.8 et donc celle de la proposition 6.4.6.7.2 Cas o�u f est quelconqueOn traite alors le cas o�u f est quelconque. Comme on le verra dans le paragraphe6.9, on ne peut pas utiliser la même technique que dans le cas o�u f est croissante.Proposition 6.5 On suppose les hypoth�eses (6.4), on suppose de plus les hypoth�eses(6.7) satisfaites. Soient � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[) solution processus entropique de(6.1), (6.2), (6.3), i.e. v�eri�ant (6.46). Soit u 2 L1(
� IR+)\BV (
� [0; T ]), pourtout T > 0 solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. v�eri�ant (6.5).Alors �(x; t; �) = u(x; t) p.p. (x; t; �) 2 
� IR+�]0; 1[:D�emonstration de la proposition 6.5 :A�n d'�etablir la proposition 6.5, on utilise le lemme suivant que l'on d�emontrera parla suite :Lemme 6.11 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees, on suppose de plus les hy-poth�eses (6.7) satisfaites.Soient � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[) solution processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3),i.e. v�eri�ant (6.46). Soit u 2 L1(
�IR+)\BV (
� [0; T ]), pour tout T > 0 solutionentropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. v�eri�ant (6.5).Alors Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� u(x; t)j d� t(t) dx dt � 0(6.76)pour tout  2 C1c (IR+; IR+)



222 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...Soit T 2 IR?+, on choisit alors comme fonction test dans (6.76) : (t) = 8>>><>>>: T � tT si 0 � t � T0 sinonOn obtient : � 1T Z Z
�[0;T ] Z 10 j�(x; t; �)� u(x; t)j d� dx dt � 0Donc : �(x; t; �) = u(x; t) p.p. x; t; � 2 
� IR+�]0; 1[Montrons alors le lemme 6.11.D�emonstration du lemme 6.11 :D'apr�es [16] :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� u(x; t)j d�'t(x; t) dx dt+ Z Z
�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>u(x; t))�f(�(x; t; �)?u(x; t))� d�v(x; t):r'(x; t) dx dt � 0(6:77)pour tout ' 2 C1c (
 � IR+; IR+).On proc�ede alors comme dans le cas o�u f est croissante, on choisit comme fonctiontest dans (6.77) '(x; t) = '"(x) (t), o�u  2 C1c (IR+; IR+), o�u '" est d�e�nie dans lad�emonstration du lemme 6.8.On obtient alors : A1" +A2" � 0avec : A1" = Z Z(
n
")�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� u(x; t)j d� t(t)'"(x) dx dtA2" = Z Z
2"�IR+ Z 10 �f(�(x; t; �)>u(x; t))�f(�(x; t; �)?u(x; t))� d�v(x; t):r'"(x) (t) dx dtComme '"(x) = 0 pour tout x 2 
 n (
" [ 
2"), k'"k1 = 1, k�k1 � U , kuk1 � Uet comme m(
" [ 
2") � C " o�u C ne d�epend que de 
, on a :lim"!0A1" = A1 = Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� u(x; t)j d� t(t) dx dt



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 223On d�e�nit alors :A3" = � NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 hf(~�(x(�; s); t; �)>~u(x(�; s); t))�f(~�(x(�; s); t; �)?~u(x(�; s); t))id� v(�; t):n(� ) (t) ds d� dto�u x(�; s) = � � n(� ) s.D'apr�es la d�e�nition de '" et la r�egularit�e de v, il existe C ne d�ependant que de 
,f , U , v et de  telle que : jA2" �A3"j � C "On d�e�nit alors A4" par :A4" = � NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 hf(~�(x(�; s); t; �)>
u(�; t))�f(~�(x(�; s); t; �)?
u(�; t))id� v(�; t):n(� ) (t) ds d� dto�u 
u est la trace de u qui existe puisque u 2 BV (
 � [0; T ]) pour tout T > 0, elleest d�e�nie par (6.6). Alors :lim"!0 jA3" �A4"j =lim"!00@V k k1M NdXi=1 Z Z@
i�IR+ 1" Z 2 "" j~u(x(�; s); t)� 
u(�; t)jds d� dt1A= 0On va alors passer �a la limite dans A4". Pour cela, on utilise le r�esultat suivant :Lemme 6.12 Soit � 2 L1(
 � IR+�]0; 1[), w 2 Cc(@
 � IR+),  2 C1c (IR+; IR+)telle que supp(') � [0; T ]. On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees. On d�e�nit pourtout i = 1; : : : ; Nd et tout " > 0 :F (")i = Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 �f(~�(x(�; s); t; �)>w(�; t))�f(~�(x(�; s); t; �)?w(�; t))� d�v(�; t):n(� ) (t) ds d� dtAlors, il existe une suite ("l)l2IN telle que liml!+1 "l = 0 et telle que :liml!+1 NdXi=1 F ("l)i = NdXi=1 Z Z@
i�IR+Z 10 �f(
�(�; t; �)>w(�; t))�f(
�(�; t; �)?w(�; t))� d�v(�; t):n(� ) (t) d� dt(6:78)



224 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...D�emonstration du lemme 6.12 :Ce lemme se d�emontre comme le lemme 6.9.On peut donc d�eterminer la limite de A4".Comme 
u 2 L1loc (@
� IR+), il existe (
un)n2IN � Cc (@
� IR+) telle que 
un !
u dans L1loc (@
� IR+) lorsque n tend vers l'in�ni.D'apr�es le lemme 6.12, il existe une suite ("l)l2IN telle que liml!+1 "l = 0 et telleque :liml!+1 Z Z@
�IR+ 1"l Z 2 "l"l Z 10 �f(~�(x(�; s); t; �)>
un(�; t))�f(~�(x(�; s); t; �)?
un(�; t))� d� v(�; t):n(� ) (t) ds d� dt =Z Z@
�IR+Z 10 �f(
�(�; t; �)>
un(�; t))�f(
�(�; t; �)?
un(�; t))� d�v(�; t):n(� ) (t) d� dtEn passant �a la limite sur n, on obtient :liml!+1A4"l = � Z Z@
�IR+Z 10 �f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))� d�v(�; t):n(� ) (t) d� dtAinsi, pour tout l 2 IN :A1"l + jA2"l �A3"lj+A3"l �A4"lj+A4"l � 0en passant �a la limite sur l, on obtient :Z Z
�IR+Z 10 j�(x; t; �)�u(x; t)j d� t(t) dx dt �Z Z@
�IR+Z 10 �f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))� d� v(�; t):n(� ) (t) d� dt(6:79)pour tout  2 Cc(IR+; IR+).En utilisant une technique introduite dans [34], on montre �a l'aide de (6.5) et de(6.63) que :Z Z@
�IR+Z 10 �f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))� d�v(�; t):n(� ) (t) d� dt � 0(6:80)Rappelons que (6.63) donne l'existence de V1 � @
 � IR+ tel que m(V1) = 0 et telqueZ 10 [f(
�(�; t; �)>�)�f(
�(�; t; �)?�)�sgn(u(�; t)� �)�� �f(
�(�; t; �))� f(�)�i v(�; t):n(� ) d� � 0(6:81)



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 225pour tout � 2 IR et pour tout (�; t) 2 (@
� IR+) n V1.De plus, de la même fa�con que l'on a �etablit ce r�esultat, en utilisant (6.5), on montrequ'il existe V2 � @
� IR+ tel que m(V2) = 0 et tel que :hf(
u(�; t)>�)�f(
u(�; t)?�)�sgn(u(�; t)� �)�f(
u(�; t))� f(�)�iv(�; t):n(� ) � 0(6:82)pour tout � 2 IR, p.p. (�; t) 2 (@
� IR+) n V2.Soit donc (�; t) 2 (@
� IR+) n (V1 [ V2). On noteB(�; t) = Z 10 �f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))� v(�; t):n(� ) d�On va montrer que : B(�; t) � 0On proc�ede en trois �etape suivant le signe de la di��erence entre 
u(�; t)� u(�; t).Etape 1 : 
u(�; t) = u(�; t)Il su�t de choisir � = u(�; t) = 
u(�; t) dans (6.81), il vient :B(�; t) � 0Ce qui termine la premi�ere �etape.Etape 2 : 
u(�; t) < u(�; t)On d�ecompose alors B en trois termes, de la fa�con suivante :B(�; t) = B1(�; t) + B2(�; t) + B3(�; t)o�u :B1(�; t) = Zf�2[0;1]; 
�(�;t;�)<
u(�;t)g�f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))�v(�; t):n(� ) d�B2(�; t) = Zn�2[0;1]; 
u(�;t)�
�(�;t;�)�u(�;t)o�f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))� v(�; t):n(� ) d�etB3(�; t) = Zn�2[0;1]; 
�(�;t;�)>u(�;t)o�f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))�v(�; t):n(� ) d�



226 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...Montrons tout d'abord que : B1(�; t) � 0Pour cela, il su�t de choisir � = 
u(�; t) dans (6.81), on obtient :Z 10 �f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))�f(
�(�; t; �)�f(
u(�; t)�+�v(�; t):n(� ) d� � 0En remarquant que :Zf�2[0;1] ;
�(�;t;�)�
u(�;t)g�f(
�(�; t; �)>
u(�; t))�f(
�(�; t; �)?
u(�; t))�f(
�(�; t; �)�+f(
u(�; t)�+� v(�; t):n(� ) d� = 0on a : B1(�; t) � 0Montrons alors que : B2(�; t) � 0Soit � 2 [0; 1] tel que 
u(�; t) � 
�(�; t; �) � u(�; t), on choisit alors � = 
�(�; t; �)dans (6.82), il vient :2 "f�
�(�; t; �)��f�
u(�; t)�v(�; t):n(� )#� 0et donc : B2(�; t) � 0On montre en�n que : B3(�; t) � 0Remarquons qu'en choisissant � = u(�; t) dans (6.82), on a :�f�u(�; t)��f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) � 0On suppose que :(w 2 IR ; w > u(�; t) et tel que �f(w) � f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) = 0) 6= �et que : minw>u(�;t)(w 2 IR ; �f(w) � f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) = 0)< +1On d�e�nit alors u? tel queu? = minw>u(�;t)(w 2 IR ; �f(w)� f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) = 0)



6.7 Unicit�e de la solution processus entropique 227Alors, par d�e�nition de u?, on a :Zf�2[0;1]; u(�;t)�
�(�;t;�)�u?g�f�
�(�; t; �)��f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) d� � 0(6.83)De plus en choisissant � = u? dans (6.81), il vient :Z 10 �f�
�(�; t; �)>u?��f�
�(�; t; �)?u?�+f�
�(�; t; �)��f(u?)� v(�; t):n(� ) d� � 0Remarquons que :Zf�2[0;1];
�(�;t;�)�u?g�f�
�(�; t; �)>u?��f�
�(�; t; �)?u?�+f�
�(�; t; �)��f(u?)�v(�; t):n(� ) d� = 0Ainsi : Zf�2[0;1];
�(�;t;�)>u?g�f�
�(�; t; �)��f(u?)� v(�; t):n(� ) d� � 0De plus, puisque �f(u?)� f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) = 0on a :Zf�2[0;1];
�(�;t;�)>u?g�f�
�(�; t; �)��f(u?)� v(�; t):n(� ) d�= Zf�2[0;1];
�(�;t;�)>u?g�f�
�(�; t; �)��f�
u(�; t)�� v(�; t):n(� ) d� = 0(6:84)Ainsi d'apr�es (6.83) et (6.84), il vient :B3(�; t) � 0Ce qui termine l'�etape 2.Etape 3 : 
u(�; t) > u(�; t)On proc�ede comme dans l'�etape 2.Ainsi en utilisant (6.79) et (6.80) :Z Z
�IR+ Z 10 j�(x; t; �)� u(x; t)j d� t(t) dx dt �Ceci termine la d�emonstration du lemme 6.11 et donc celle de la proposition 6.5.



228 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...6.8 D�emonstration de la convergence du sch�ema num�erique6.8.1 D�emonstration du th�eor�eme 6.2D'apr�es la proposition 6.5, si � est une solution processus entropique, i.e. v�eri�ant(6.46) alors � = u p.p. o�u u 2 L1(
� IR+)\BV (
� [0; T ]), pour tout T 2 ]0;+1[,est l'unique solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. v�eri�ant (6.5).Donc d'apr�es la proposition 6.3 : limh!0 uT ;k = unon lin�eaire faible ?, et donc dans Lrloc pour tout r tel que 1 � r < +1 (voird�emonstration de (5.62) page 170). Ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme6.2.6.8.2 D�emonstration du th�eor�eme 6.1D'apr�es la proposition 6.4, si � est une solution processus entropique, i.e. v�eri�ant(6.47) alors � ne d�epend pas de son troisi�eme argument et donc � est solution en-tropique de (6.1), (6.2), (6.3) (remarquons que ce lemme donne aussi l'unicit�e de lasolution entropique).Donc d'apr�es la proposition 6.3, il existe u 2 L1(
� IR+) telle que :limh!0 uT ;k = unon lin�eaire faible ?, et donc dans Lrloc pour tout r tel que 1 � r < +1 (voird�emonstration de (5.62) page 170). De plus u est l'unique solution entropique de(6.1), (6.2), (6.3). Ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme 6.1.6.9 Quelques remarques sur la trace de la solutionentropiqueRemarquons que comme on a d�e�ni une trace pour � 2 L1(
�IR+� [0; 1]), on peutd�e�nir une trace pour u 2 L1(
� IR+). Cette trace n'est pas unique mais, comme uest solution entropique de (6.1), (6.2) et (6.3), son action sur f l'est. On peut montrerles deux lemmes suivants, qui se d�emontrent comme les lemmes 6.4 et 6.5 :Lemme 6.13 Comme 
 est un domaine polygonal (d = 2) ou poly�edrique (d = 3),il existe Nd sous ensembles de @
 inclus dans di��erents hyperplans de IRd. Notons@
1, : : :, @
Nd ces ensembles, on a alors @
 = [Ndi=1@
i.



6.9 Quelques remarques sur la trace de la solution entropique 229Soit u 2 L1(
� IR+), on note U = kuk1 et ~u 2 L1(IRd � IR+) telle que :~u(x; t; �) = 8>><>>: u(x; t) si x 2 
; t 2 IR+0 si x 2 (IRd n 
); t 2 IR+Alors, il existe 
u 2 L1(@
 � IR+), et il existe une suite ("l)l2IN , liml!+1 "l = 0,telle que, pour tout g 2 C([�U;U ]) :liml!+1 NdXi=1 Z Z@
i�IR+ 1"l Z 2 "l"l g(~u(x(�; s); t)) ds'(�; t) d� dt= NdXi=1 Z Z@
i�IR+ Z 10 g(
u(�; t; �)d�'(�; t) d� dtpour tout ' 2 L1(@
� IR+), o�u x(�; s) = � �n(� ) s pour tout � 2 @
 et s 2 ["l; 2 "l]pour tout l 2 IN et o�u on rappelle que n est la normale �a @
 ext�erieure �a 
.On note alors pour tout g 2 C([�U;U ])
g(u)(�; t) = Z 10 g�
u(�; t; �)� d� p.p. �; t 2 @
� IR+
u n'est pas d�e�nie de mani�ere unique, elle d�epend de la suite ("l)l2IN consid�er�ee.Mais comme le montre le lemme suivant, son action sur f est \unique".Lemme 6.14 On suppose les hypoth�eses (6.4) v�eri��ees. Soit u 2 L1(
 � IR+) so-lution entropique de (6.1), (6.3) et (6.2), i.e. v�eri�ant (6.5).Soit T 2 ]0;+1[, i 2 n1; : : : ; Ndo et � 2 L1(@
i � [0; T ]). On d�e�nit :T (")i (�) = 1" Z 2 "" Z Z@
i�[0;T ]�f�~u(x(�; s); t)>���f�~u(x(�; s); t)?���v(x(�; s); t):n(� )�(�; t) d� dt dsAlors lim"!0 T (")i (�) existe.Remarque 6.61. u 2 L1(
� IR+) est alors solution entropique si :Z Z
�IR+ ju(x; t)� �j't(x; t) dx dt+ Z
 ju0(x)� �j'(x; 0) dx+ Z Z
�IR+�f�u(x; t)>���f�u(x; t)?��� v(x; t):r'(x; t) dx dt� Z Z@
�IR+ sign hu(�; t)� �i �
f(u)(�; t)� f(�)� v(�; t):n(� )'(�; t) d� dt � 0pour tout � 2 IR et tout ' 2 C1c (
� IR+; IR+).
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� [0; T ]), pour tout T > 0, alors la trace de u (not�ee 
u) classique-ment d�e�nie pour les fonctions �a variations born�ees co��ncide avec celle d�e�niedans le lemme 6.13. On a :lim"!0 1" Z 2 "" ���~u�x(�; s); t��
u(�; t)��� ds = 0 p.p. �; t 2 @
� IR+et 
u(�; t) = 
u(�; t; �) p.p. �; t; � 2 @
� IR+�]0; 1[Toutefois l'existence d'une telle solution entropique est encore un probl�eme ouvert.L'application de la technique utilis�ee pour f croissante, c'est �a dire la m�ethode utilis�eepour d�emontrer le lemme 6.8, pourrait permettre d'�etablir l'existence d'une tellesolution. Mais on va montrer que cette m�ethode ne permet pas d'aboutir.En reprenant la d�emonstration du lemme 6.8, on remarque qu'il faut passer �a la limitedans le terme suivant (seul terme posant un probl�eme) :A4" = � NdXi=1 Z@
i 1" Z 2 "" ZIR+ Z 10 Z 10 �f�~�(x(�; s); t; �)>~�(x(�; s); t; �)��f�~�(x(�; s); t; �)?~�(x(�; s); t; �)�� d� d� v(�; t):n(� ) (t) ds d� dto�u  2 C1c (IR+; IR+).On ne peut plus d�ecomposer ce terme en deux termes A5" +A6" puisque le signe du
ux n'est plus seulement d�ependant du signe de v:n.On passe donc directement �a la limite dans A4". Pour cela remarquons que pour toutg 2 C([�U;U ]2; IR), on a :����1" Z 2 "" Z 10 Z 10 g�~�(x(�; s); t; �); ~�(x(�; s); t; �)�d� d� ds���� � kgkC([�U;U ]2)Donc, d'apr�es la s�eparabilit�e de l'ensemble des fonctions continues sur [�U;U ]2 etd'apr�es la relative sequentielle compacit�e des born�es de L1(@
� IR+) pour la topo-logie faible ?, en utilisant un proc�ed�e diagonal, il existe une suite, ("l)l2IN telle queliml!+1 "l = 0 et telle que pour tout g 2 C([�U;U ]) il existe Ug 2 L1(@
 � IR+)tels que :liml!+1 Z Z@
�IR+ 1"l Z 2 "l"l Z 10 g(~�(x(�; s); t; �)) d� ds'(�; t) d� dt= Z Z@
�IR+ Ug(�; t)'(�; t) d� dtpour tout ' 2 L1(@
� IR+).Soit i = 1; : : : ; Nd, et (�; t) 2 @
i � IR+, on suppose � 62 @(@
i), o�u @(@
i) est lebord de @
i dans IRd�1.



6.9 Quelques remarques sur la trace de la solution entropique 231On note alors :F(�;t) = (g 2 C([�U;U ]2) ; lim"!0 1m(Bd((�; t); ")) ZBd((�;t);")Ug(�; t) d� dt est �ni.)o�u : Bd((�; t); ") = f(
; s) 2 @
i � IR+ ; k(�; t)� (
; s)kd � "gen notant k:kd la norme Euclidienne de IRd.Si g 2 F(�;t), on note :Ug(�; t) = lim"!0 1m(Bd((�; t); ")) ZBd((�;t);")Ug(�; t) d� dtOn d�e�nit T(�;t) : F(�;t) �! IRg 7�! Ug(�; t) , alors F(�;t) est un espace vectoriel quicontient les constantes et T(�;t) est une forme lin�eaire positive sur F(�;t) donc d'apr�esune version modi��ee du th�eor�eme de Hahn-Banach (voir [16]), on peut prolonger T(�;t)en T (�;t) forme lin�eaire et positive sur C([�U;U ]2).Alors d'apr�es le th�eor�eme de Riesz, il existe une mesure (ici de probabilit�e) sur lesbor�eliens de [�U;U ]2 telle que :T (�;t)(g) = Ug(�; t) = Z U�U Z U�U g(�; �) d�(�;t)(�; �) pour tout g 2 F(�;t)Soit g 2 C([�U;U ]2), si (�; t) est un point de Lebesgue de Ug (i.e. U g(�; t) existe)alors g 2 F(�;t). Or une propri�et�e des points de Lebesgue est queUg(�; t) = Ug(�; t) p.p. (�; t) 2 @
i � IR+Donc : Ug(�; t) = Z U�U Z U�U g(�) d�(�;t)(�; �)pour tout g 2 C([�U;U ]2), p.p. (�; t) 2 @
� IR+.Ainsiliml!0A4 "l = A4 = � Z Z@
�IR+ Z U�U Z U�Uhf(�>�) � f(�?�)i d�(�;t)(�; �)v(�; t):n(� ) (t) d� dtPour conclure, il faut d�eterminer le signe de A4.Remarquons que si g(�; �) = G1(�), d'apr�es le lemme 6.4, il existe 
� 2 L1(@
 �IR+ � [0; 1]) telle que : UG1(�;t) = Z 10 G1(
�(�; t; �)) d�p.p. en (�; t) 2 @
� IR+.



232 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...De même si g(�; �) = G2(�), d'apr�es le lemme 6.4, il existe 
� 2 L1(@
�IR+�[0; 1])telle que : UG2(�;t) = Z 10 G2(
�(�; t; �)) d�p.p. en (�; t) 2 @
� IR+.De plus toute l'information, pour conclure sur le signe de A4, que l'on a est sur 
�et 
�. Il faudrait donc montrer que :Z U�U Z U�Uhf(�>�) � f(�?�)i d�(�;t)(�; �)= Z 10 Z 10 �f�
�(�; t; �)>
�(�; t; �)��f�
�(�; t; �)?
�(�; t; �)�� d� d�p.p. en (�; t) 2 @
� IR+.Le contre exemple suivant (adapt�e d'un contre exemple de [4]) montre que ceci n'estpas possible :On d�e�nit u 2 L1(IR+ � IR+) par :u(x; t) = 8>><>>: 1 s'il existe p 2 IN tel que 2 p x � t � (2 p + 1)x;0 sinon.
t0 x 2xu(x; t) 4x3x 5x 6xFig. 6.3 -et v 2 L1(IR+ � IR+) par :v(x; t) = 8>><>>: 0 s'il existe p 2 IN tel que 2 p x � t � (2 p + 1)x;1 sinon.
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t0 xv(x; t) 2x 4x3x 5x 6xFig. 6.4 -On va montrer qu'il existe ' 2 L1(IR+) tel que :lim"!0 1" Z 2 "" ZIR+ u(x; t)>v(x; t)'(t) dx dt6= ZIR+ Z 10 Z 10 
u(0; t; �)>
v(0; t; �) d�d� '(t) dto�u 
u et 
v sont les traces de u et v d�e�nies par le lemme 6.4.En e�et, pour tout (x; t) 2 IR+ � IR+ :u(x; t)>v(x; t) = 1donc : lim"!0 1" Z 2 "" ZIR+ u(x; t)>v(x; t)'(t) dx dt= ZIR+ '(t) dtSoit g 2 C([0; 1]; IR), on va alors montrer que :lim"!0 1" Z 2 "" g�u(x; t)�dx = Z 10 g�u(�)� d�L1(IR+) faible ?, o�u : u(�) = 8>>>><>>>>: 0 si 0 � � � 121 si 12 < � � 1Soit ' 2 C1c (IR+; IR), on note :E' = �����ZIR+ 1" Z 2 "" g�u(x; t)�dx'(t) dt� ZIR+ 12 �g(0) � g(1)�'(t) dt�����



234 Convergence de sch�emas volumes finis �a flux monotone pour...alors :E' = �����1" Z 2 "" +1Xk=0 "Z (2k+1) x2 k x g(1)'(t) dt + Z (2k+2)x(2k+1)x g(0)'(t) dt�12 Z (2k+1) x2 k x �g(0) + g(1)�'(t) dt� 12 Z (2k+2)x(2k+1)x �g(0) + g(1)�'(t) dt# dx�����donc :E' = �����1" Z 2 "" +1Xk=0 "g(1)2  Z (2 k+1)x2k x '(t) dt� Z (2k+2)x(2 k+1) x '(t) dt!+g(1)2  Z (2k+2)x(2 k+1)x '(t) dt� Z (2 k+1)x2k x '(t) dt!# dx�����En utilisant la r�egularit�e de ', il vient :E' � jg(1) + g(2)j k'0k1m�supp(')�1" Z 2 "" x dxEt donc : E' � C xo�u C ne d�epend que de g et de '.Donc : lim"!0 1" Z 2 "" g�u(x; t)�dx = Z 10 g�u(�)� d�L1(IR+) faible ?, o�u : u(�) = 8>>>><>>>>: 0 si 0 � � � 121 si 12 < � � 1De même, on montre que :lim"!0 1" Z 2 "" g�v(x; t)�dx = Z 10 g�u(�)� d�L1(IR+) faible ?.Et donc : ZIR+ Z 10 Z 10 
u(0; t; �)>
v(0; t; �) d�d� '(t) dt = 34 ZIR+ '(t) dtDonc :lim"!0 1" Z 2 "" ZIR+ u(x; t)>v(x; t)'(t) dx dt6= ZIR+ Z 10 Z 10 
u(0; t; �)>
v(0; t; �) d�d� '(t) dt



6.9 Quelques remarques sur la trace de la solution entropique 235pour tout ' 2 L1 tel que ' 6� 0.On peut même remarquer que :lim"!0 1" Z 2 "" ZIR+ u(x; t)>v(x; t)'(t) dx dt 6= ZIR+ Z 10 
u(0; t; �)>
v(0; t; �) d�'(t) dtpour tout ' 2 L1 tel que ' 6� 0, puisque :ZIR+ Z 10 
u(0; t; �)>
v(0; t; �) d�'(t) dt = 12 ZIR+ '(t) dtCe qui termine le contre exemple.On ne peut donc pas utiliser l'information sur 
� et 
� pour d�eterminer le signe deA4. Cette technique ne semble donc pas applicable au cas f quelconque.
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A. Construction de �";�
Par souci de simplicit�e, on se limite au cas d = 2.A.1 Caract�erisation de A(")Soit " > 0, on rappelle que l'on note :
" = nx 2 
 ; d(x; @
) � "o et 
2" = nx 2 
 ; " � d(x; @
) � 2 "oOn rappelle de plus que A(") est l'ensemble des points x de 
" \ 
2" tels que(� (x); s(x))2 @
� [0; 2 "] est d�e�ni de mani�ere unique avec x = � (x)� s(x)n(� (x)).Soient i; j 2 n1; : : : ; Ndo, on note :�ij = @
i \ @
j et P (")ij = nx 2 
 ; d(x; �ij) � 2 "oOn distingue alors deux cas, suivant si P (")ij est convexe, cas de la �gure A.2, ou non,cas de la �gure A.1.Si P (")ij n'est pas convexe, on d�e�nit A(")ij (voir �gure A.1) par :A(")ij = �x 2 
 ; d(x; @
) � 2 " et tels que d(x; @
j) = d(x; @
i) = d(x; �ij)�Si P (")ij est convexe, on d�e�nit A(")ij comme sur la �gure A.2.Alors A(") = 
2" n �[Ndi;j=1A(")ij �On d�e�nit de plus, si A(")ij est convexe :� (")ij le point de 
2" tel que d(x(")ij ; @
i) = d(x(")ij ; @
j) = 2 ",�i le point de @
i tel que d(� (")ij ; @
i) = d(� (")ij ; �i)�j le point de @
j tel que d(� (")ij ; @
j) = d(� (")ij ; �j)� (")i le point du segment [� (")ij ; �i] tel que d(� (")i ; @
i) = "� (")j le point du segment [� (")ij ; �j ] tel que d(� (")j ; @
j) = "
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�ij" 2 " " 2 "@
j@
i A(")ij 


Fig. A.1 - P (")ij non convexe
� (")j
 2 " "2 " A(")ij" �ij@
i �i �j� (")ij� (")i

@
jFig. A.2 - P (")ij convexe



A.2 Construction de �";� 239On a bien : m((
" [ 
2") nA(")) � C "2o�u C ne d�epend que de 
, puisque pour tout i; j 2 f1; : : : ; Ndg, si P (")ij n'est pasconvexe : m(A(")ij ) � � (2 ")2et si P (")ij est convexe : m(A(")ij ) � 8 �ij2 "2o�u �ij < � est l'angle entre @
i et @
j.A.2 Construction de �";�Soit � 2 C(@
), C1(@
i) pour tout i = 1; : : : ; Nd. On peut alors d�e�nir �";� pourtout x 2 
.On a : '"(x) = 8>>><>>>: 1 si x 2 
 n (
" [ 
2")0 si x 2 
"s(x)" � 1 si x 2 
2" \A(")Soit �";� : 
 �! IR telle que :�";�(x) = ( �(� (x)) (1� '"(x)) si x 2 A(")0 si x 2 
 n (
" [ 
2")De plus, on veut que �";� soit C1 par morceau sur 
 et que :jrx�";�(x)j � C" p.p. x 2 �
" [ 
2"�nA(")k�";�k1 � k�k1o�u C ne d�epend que de 
.Il ne reste plus qu'�a d�e�nir �";� sur �
" [ 
2"�nA(").S'il existe i; j 2 n1; : : : ; Ndo, i 6= j, tels que x 2 A(")ij et tels que A(")ij n'est pas convexealors : �";�(x) = 8><>: �(�ij) si x 2 
"�(�ij)  2� d(x; �ij)" ! si x 2 
2"Sinon, il existe i; j 2 n1; : : : ; Ndo, i 6= j, tels que x 2 A(")ij et A(")ij est convexe. On noteT (")ij le triangle d�e�ni par les points � (")ij , �i et �j. De plus, si x 2 T (")ij (respectivementx 62 T (")ij ) on note xi(x) le point du segment [� (")ij ; �i] (respectivement de @
i) tel que[x; xi(x)] est parall�ele �a [�i; �j ]. De même, si x 2 T (")ij (respectivement x 62 T (")ij ) on



240 Construction de �";�note xj(x) le point du segment [� (")ij ; �j ] (respectivement de @
j) tel que [x; xj(x)] estparall�ele �a [�i; �j].Alors : �";�(x) = �(�i) d(x; xi(x)) + �(�j) d(x; xj(x)) si x 62 T (")ijet :�";�(x) = �(�i) d(x; xi(x)) �1� '"(xi(x)�+�(�j) d(x; xj(x)) �1 � '"(xj(x)�si x 2 T (")ij



B. D�emonstration du lemme 6.10
On rappelle que le lemme 6.10 est le suivant :Lemme B.1 (voir [28]) Soient A un sous ensemble de IRd (d � 1), B un sousensemble de IRp (p � 1) et f 2 Cc(A � B), alors il existe une suite (fq)q2IN quiconverge uniform�ement vers f lorsque q tend vers l'in�ni telle que fq est une sommede q produits de fonctions de Cc(A) et de L1(B).D�emonstration :Soit KBf (respectivementKAf ) la projection sur B (respectivement sur A) du supportde f. On partitionne alors KBf en q parties disjointes Kf = q[j=1Xj , et on note �(Xj)le diam�etre de Xj , j = 1; : : : ; q.On pose alors : fq(x; t) = qXj=1 f(x; tj) 1Xj (t) 8 (x; t) 2 A�Bo�u tj est un point �x�e de Xj , par exemple si on est en dimension une on pourraprendre le milieu de Xj .Il est clair que f(x; tj) 2 Cc(A) et que 1Xj 2 L1(B). Montrons que fq convergeuniform�ement vers f :Soient (x; t) 2 KAf �KBfjfq(x; t)� f(x; t)j = jfq(x; tj)� f(x; t)j si t 2 Xjet comme f est uniform�ement continue sur KAf �KBf alors :jjfq � f jj1 � Cf qsupj=1��(Xj)�o�u Cf est le module de continuit�e de f .Ce qui termine la d�emonstration du lemme 6.10.



242 D�emonstration du lemme 6.10



Bibliographie
[1] J. Baranger, J.F. Maitre, F. Oudin, Application de la th�eorie des �el�ements �nismixtes �a l'�etude d'une classe de sch�emas aux volumes di��erences �nis pour lesprobl�emes elliptiques, C. R. Acad. Sci. Paris, 319, 1994, no. I, 401{404.[2] C. Bardos, A.Y. Leroux, J.C. Nedelec, First order quasilinear equations withboundary conditions, Partial Di�erential Equations, 4, 1979, no. 9, 1017{1034.[3] S. Benharbit, A. Chalabi, J.P. Vila, Numerical viscosity and convergence of �nitevolume methods for conservation laws with boundary conditions, SIAM journalof Num. Anal., 6, 1995, 123{124.[4] F. Bocquin, T. Gallou�et, Prolongement d'applications lin�eaires positives , th�eo-r�eme de Kuhn-Tucker et mesures de Young, Stage de mâ�trise, 1995.[5] H. Brezis, Analyse fonctionnelle. th�eorie et applications, 1993.[6] R.H. Brooks, A.T. Corey, Properties of porous media a�ecting 
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ERRATUMDans les hypoth�eses (2.7) page 17, (4.5) page 116 et (5.9) page 132 au lieude lire� Pour tout p 2 T il existe xp 2 p tel que pour tout q 2 N(p); [xp; xq] estorthogonal �a �pq et [xp; xq] \ �pq 6= �il faut lire� Il existe une famille de points (xp)p2T telle que pour tout p 2 T ; xp 2 pet pour tout p 2 T et tout q 2 N(p); [xp; xq] est orthogonal �a �pq et[xp; xq] \ �pq 6= �:Dans le lemme 3.2 page 75 au lieu de lireOn suppose que, pour tout p 2 T , il existe xp 2 p tel que, pour tout q 2 N(p), [xp; xq]est orthogonal �a �pq et [xp; xq] \ �pq 6= �.il faut lireOn suppose qu'il existe une famille de points (xp)p2T telle que pour tout p 2 T , xp 2 pet pour tout p 2 T et tout q 2 N(p), [xp; xq] est orthogonal �a �pq et [xp; xq]\�pq 6= �.Dans le th�eor�eme 2.3 page 42, les lemmes 2.5 page 43, 2.6 page 44 et 2.7page 53 au lieu de lireOn note P (�) la solution de (2.1), (2.3) telle que Z
 P (x) dx = 0. On suppose les hy-poth�eses (2.6) v�eri��ees. Soit PT satisfaisant (2.8) et (2.9) et telle quePp2T m(p)Pp =Pp2T m(p)P (xp).



il faut lireOn note P (�) une solution de (2.1). On suppose les hypoth�eses (2.6) v�eri��ees. SoitPT satisfaisant (2.8) et (2.9).Dans la proposition 3.3 page 80, le th�eor�eme 3.2 page 91 et le lemme 3.7page 92 au lieu de lireOn note P (:) la solution de (3.9) telle que R
 P (x) dx = 0. On suppose de plus queg est telle que P soit dans H2(
). Soient PTH solution de (3.12) et (3.13) et telleque PQ2TH m(Q)PQ = PQ2TH m(Q)P (xQ): Soient pTh satisfaisant (3.19) et (3.20) ettelle que pour tout Q 2 TH : P q2Thq�Q m(q) pq = P q2Thq�Q m(q)P (xq)il faut lireOn note P (:) une solution de (3.9). On suppose de plus que g est telle que P soitdans H2(
). Soient PTH solution de (3.12) et (3.13). Soient pTh satisfaisant (3.19) et(3.20).Dans les th�eor�emes 5.1 page 135, 5.2 page 135 et 5.3 page 168, les lemmes5.1 page 136, 5.2 page 136, 5.3 page 142 et le lemme 5.4 page 143 au lieude lireOn note P la solution de (5.1) et (5.3) telle que R
 P (x) dx = 0. On suppose leshypoth�eses (5.6) v�eri��ees. Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), etk un pas de temps v�eri�ant la condition de stabilit�e (5.12). Soit PT la solution de(5.10), (5.11) telle que Pp2T m(p)Pp = Pp2T m(p)P (xp).il faut lireOn note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypoth�eses (5.6) v�eri��ees.Soit T un maillage de 
 satisfaisant la propri�et�e (5.9), et k un pas de temps v�eri�antla condition de stabilit�e (5.12). Soit PT solution de (5.10), (5.11).


