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1. Introduction

On s’intéresse ici a I’étude de schémas volumes finis pour des équations elliptiques et
hyperboliques sur des domaines bornés. [’originalité de ce travail réside dans le trai-
tement des conditions aux limites ainsi que dans le traitement du couplage elliptique

hyperbolique.

Les schémas volumes finis sont depuis longtemps utilisés dans 'industrie, notamment
dans I'industrie pétroliere. Ils sont tout a fait adaptés a la discrétisation d’équations
de conservation. En revanche I’étude théorique de ces schémas n’est que tres récente.
En effet, I'un des premiers résultats de convergence est celui de P.A. Forsyth et P. H.

Sammon en 1988 (voir [19]) pour une équation elliptique en dimension un.

Le principe des schémas volumes finis est le suivant. On se donne un ensemble de
mailles (ou volumes de controle). A chaque maille est associée une inconnue, on ob-
tient alors autant d’équations que d’inconnues en intégrant l’équation a discrétiser
sur chaque volume de controle. Cette intégration fait apparaitre des termes d’échange
entre volumes de controle. On discrétise ces derniers par différences finies. Remar-
quons qu’ici, par souci de clarté, I’ensemble des volumes de contréle est 'ensemble des
mailles, ce qui n’est pas toujours le cas. Par exemple dans le chapitre 4, I’ensemble
des volumes de contréle est I’ensemble des mailles et des c6tés du maillage situés dans

le bord du domaine.

Les schémas volumes finis sont souvent assimilés a des schémas différences finies.
Pourtant, déja en dimension un, sur un maillage a pas d’espace variable, il est possible
de montrer que les schémas différences finies et volumes finis ne coincident pas dans
certains cas (voir Introduction dans [16]). De plus, en dimension deux, il est facile de
construire un schéma volumes finis sur un maillage triangulaire, alors que les schémas

différences finies sont plus difficilement étendus a des maillages triangulaires.

Pour établir la convergence de schémas volumes finis appliqués a des équations ellip-
tiques, deux classes de méthodes sont en général employées. La premiere, voir entre
autres [1], [30], [36], [35], consiste a utiliser la théorie (tres développée) des éléments
finis mixtes et de voir, lorsque ceci est possible, les schémas volumes finis comme des

schémas éléments finis mixtes. La deuxieme classe de méthodes, voir entre autres [11],
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[16], [23], [27], consiste a montrer directement la convergence des schémas volumes
finis sans utiliser les théories qui existent sur d’autres types de schémas.

C’est ce dernier point de vue que l'on adopte ici.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse a la convergence d’un schéma volumes finis pour un
systeme couplé elliptique-hyperbolique linéaire sur Q ouvert borné de IR*. Ce systeme

est de la forme suivante:

AP(x)=0 x €,

ug(a,t) — diV(VP(:L') u(:z:,t)): 0 (x,t)eQx IRy,
(1.1) VP(r).n(r)=g(T) T € 01,

u(7,t) =u(r,t) (1,1) € 0N x IR,

u(x,0) = ug(x) x €,

ou 0N est le bord de Q et n est la normale unitaire a 90 extérieure a €.

On suppose que la solution P de I’équation elliptique est dans C%*(Q) (on verra au
chapitre 3 que I'on peut étendre les résultats de convergence & P seulement H?(Q)).
Notons que la solution P n’est pas unique mais que V P est unique. De plus, I’équa-
tion hyperbolique étant linéaire, il n’est pas nécessaire de considérer les inégalités
d’entropie puisque la solution faible est unique. On note u € L*(Q x IRy) cette
solution faible.

On considere un maillage vérifiant certaines hypotheses de régularité. Les exemples
les plus classiques de tels maillages sont rectangulaires, triangulaires ou encore de
Voronoi. On se donne également un pas de temps satisfaisant une condition de type
C.F.L. (Courant Friedrichs Lewy). On discrétise alors 1’équation elliptique a 'aide
d’un schéma volumes finis “a quatre points” et I’équation hyperbolique avec un
schéma volumes finis décentré vers 'amont de I’écoulement.

On montre dans un premier temps la convergence de la solution approchée associée
a I’équation elliptique. Pour cela, on établit une estimation d’erreur en norme H*({2)
discrete de 1’ordre de h, ou h représente la taille du maillage, en étendant les résultats
de [23] au probleme (1.1). Dans [23] la condition aux limites est de type Dirichlet alors
qu’ici, on considere une condition de Neumann. Ainsi les estimations sont changées
par les termes de bords. En particulier, pour les estimations d’erreur sur P, il est
nécessaire d’établir une inégalité de Poincaré Wirtinger discrete, alors que dans [23]
il est possible d’établir une inégalité de Poincaré dans H} discret puisqu’on contrdle
P sur le bord du domaine.

De plus, on établit des estimations d’erreurs en norme L"(€) pour tout r tel que
1 <r < 4.

On montre alors des estimations sur la solution approchée associée a 1’équation hy-
perbolique : tout d’abord une estimation L, qui permettra d’obtenir de la compacité
L°° faible x, puis une estimation faible sur les variations en temps et en espace de la

solution approchée. Ces estimations permettent de passer a la limite dans le schéma.
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On établit ainsi la convergence de la solution approchée vers la solution faible de
I’équation hyperbolique comme le font R. Eymard et T. Gallouét dans [14] pour un
schéma couplé éléments finis - volumes finis. En effet, le systeme considéré dans [14]
est le méme que (1.1) mais les auteurs utilisent un schéma couplé éléments finis-
volumes finis; les inconnues dicretes sont localisées aux sommets des mailles alors
qu’ici elles sont localisées aux centres des cellules. Le schéma utilisé sur la pression,
dans [14], est un schéma éléments finis, ainsi la convergence de la solution approchée
associée a I’équation elliptique résulte des travaux sur les éléments finis.

Ce chapitre est en partie publié dans M?AN (voir [41]).

Dans le chapitre 3, on s’intéresse a la résolution d’un probleme issu de la modélisation
d’un écoulement diphasique en milieu poreux. Ce travail a été réalisé en collaboration
avec S. Verdiere (anciennement en these a 'Institut Francais du Pétrole, aujourd’hui
ingénieur chez EIf).

On suppose que deux phases sont en présence, une phase eau et une phase pétrole.
On cherche alors a déterminer la saturation u de la phase eau et la pression P du
fluide. Ce couple (u, P) est solution d’un systeme couplé elliptique hyperbolique non
linéaire sur un domaine borné Q de IR*.

Les parametres pétrophysiques, c’est a dire la perméabilité absolue et les perméabi-
lités relatives, sont donnés par les géophysiciens comme des fonctions constantes sur
une grille fine, qui peut étre composée de millions de cellules. La discrétisation du
probleme elliptique conduit a un systeme linéaire de la taille de cette grille fine. Ce
systeme étant trop grand pour les capacités machine, il est nécessaire de réduire le
nombre de cellules afin de pouvoir effectuer des tests numériques.

On étudie ici, une méthode de double maillage, proposée par D. Guérillot, J.M. Tho-
mas et S. Verdiere, qui permet de résoudre ces problemes en discrétisant 1’équation
elliptique sur le maillage grossier et I’équation hyperbolique sur le maillage fin.
L’étape principale de 1’algorithme de cette méthode est la reconstruction des gradients
de pression sur le maillage fin a partir des valeurs connues sur le maillage grossier.
On expose dans ce chapitre deux méthodes de reconstruction. La premiere, proposée
par T. Gallouét, consiste a interpoler les flux a 'aide des valeurs sur les cotés du
maillage grossier.

L’idée de la deuxieme méthode, proposée par D. Guérillot, J.M. Thomas et 5. Ver-
diere, est de résoudre une succession de problemes indépendants localement dans les
mailles grossieres.

Dans une premiere partie, on donne des résultats de convergence pour un probleme
simplifié (probleme (1.1)). La solution P de I’équation elliptique est supposée ici seule-
ment H?(2). On utilise des schémas volumes finis pour discrétiser ce probleme sur
des maillages rectangulaires: un schéma a cing points pour I’équation elliptique, un
schéma décentré vers ’amont de 1’écoulement pour 1’équation hyperbolique. On pré-

sente alors les deux méthodes de reconstruction des flux, puis on établit la convergence
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de la solution approchée, donnée par le schéma numérique, vers une solution exacte
du probleme. Il est important de noter que seul le fait d’utiliser un double maillage
nous a amenées a utiliser une grille rectangulaire. Si ’on utilise un seul maillage ces
démonstrations de convergence s’étendent a des maillages plus complexes comme des
maillages triangulaires ou de Voronoi. C’est a dire que I'on peut étendre les résultats
du chapitre 2 au cas ott P est seulement H*()) et non pas C*(0).

On présente ensuite des résultats numériques, tout d’abord pour le probleme simplifié
étudié précédemment, puis pour des problemes physiques complexes. Ces résultats
confirment la validité de la méthode de double maillage méme dans le cas d’un milieu
poreux hétérogene et d’un probleme non linéaire.

Ce chapitre est accepté pour publication dans Numerische Matematik (voir [40]).

Dans le chapitre 4, on étudie la convergence d’'un schéma volumes finis pour une
équation elliptique définie sur un ouvert borné de IR? avec une condition aux limites
de type Fourier. Le gradient de pression sur le bord du domaine n’étant alors plus
une donnée du probleme comme dans les chapitres 2 et 3, on introduit des inconnues
supplémentaires sur le bord du domaine. On montre, dans ce cas, des estimations
d’erreur en norme H' discréte du domaine ainsi que L? discrete du bord. On établit

de plus des estimations en norme L” pour tout r tel que 1 < r < 4o00.

Dans le chapitre 5, on étend les résultats du chapitre 2 a un systeme couplé elliptique
- hyperbolique non linéaire proche du probleme (1.1), ou I’équation hyperbolique est
remplacée par

(1.2) u — div (VP f(u)) =0

sur un ouvert borné, ou f est une fonction croissante. Sur I’équation elliptique, le
schéma volumes finis “a quatre points”, présenté dans le chapitre 2, est utilisé. Pour
discrétiser I’équation hyperbolique, on utilise un schéma décentré vers "amont de
I’écoulement.

En utilisant les résultats de convergence, pour la solution approchée associée a 1’équa-
tion elliptique, du chapitre 2, on montre la convergence de la solution approchée asso-
ciée a I’équation hyperbolique vers la solution entropique de (1.2) ainsi que I’existence
et I'unicité de cette derniere. Pour cela on passe a la limite dans les équations discréti-
sées, on montre alors que la solution approchée converge au sens non linéaire faible %
vers une solution processus entropique, voir [17] (ou une solution entropique a valeur
mesure, voir [12]) de I’équation hyperbolique. Il reste a montrer que cette solution
est en fait la solution entropique. Cette étape, développée dans [17] dans le cas ou
0 = IR?, se généralise au probleme considéré ici malgré la difficulté supplémentaire
introduite par les conditions aux limites.

De plus, en supposant la condition initiale a variations bornées, on établit, comme
ceci est fait dans [15] dans le cas on Q = IR?, une estimation d’erreur en norme L',

de ordre de h'/* ot h définit la taille du maillage. La différence essentielle entre [15]



13

et ce travail provient des termes de bord qu’il faut controler, ceci est fait a 'aide de
la prise en compte des termes de bord la ou le flux est “sortant” dans la formulation
entropique.

Ce chapitre est publié sous la forme d’un acte de congres avec comité de lecture (voir

[42]).

Dans le chapitre 6, on s’intéresse a une équation hyperbolique non linéaire, de la

forme suivante :
U + div(v f(u)): 0

sur un ouvert borné, avec des conditions aux limites et une condition initiale, ou v
est une fonction vectorielle et f une fonction scalaire.

On discrétise ce probleme a 'aide d’un schéma volumes finis a flux monotone, dont
les exemples les plus classiques sont le schéma a décomposition de flux et le schéma
de Godunov 1-D par interface.

On montre alors deux résultats. Le premier concerne le cas ou f est croissante. Fn
supposant les conditions aux limites et initiales dans L°°, on établit la convergence de
la solution approchée, donnée par le schéma, vers la solution entropique du probleme.
Ce résultat donne également ’existence et 1'unicité de la solution entropique. La
technique employée est différente de celle utilisée dans le chapitre 5, elle permet de
montrer la convergence de la solution approchée. méme si v(x,t) # VP(x) et permet
d’éviter certaines hypotheses techniques nécessaires au chapitre précédent. Toutefois
on n’a pas dans ce cas d’estimations d’erreur.

Le deuxieme résultat concerne f quelconque. On suppose dans ce cas les conditions
initiales et aux limites plus régulieres que dans le cas f croissante afin d’avoir I'exis-
tence et 'unicité de la solution entropique, qui est a variations bornées (résultat
donné dans [2]). On montre alors la convergence de la solution approchée, donnée par
le schéma numérique, vers cette solution entropique.

Pour établir ces deux résultats, on montre tout d’abord des estimations sur la solution
approchée. La premiere est une estimation L. Elle permet d’avoir de la “compacité
non linéaire faible x”.

La deuxieme estimation, dite estimation “BV faible”, est une estimation faible sur les
variations en temps et en espace de la solution approchée. On utilise pour cela une
technique introduite dans [15], on doit toutefois traiter en plus les termes de bord
absents dans [15] puisque les auteurs s’intéressent a un probleme sans condition aux
limites (i.e. dans IR? x IR,).

Enfin la troisieme estimation est une estimation continue d’entropie. On montre que
la solution approchée vérifie une inégalité d’entropie similaire a celle vérifiée par la
solution entropique avec en plus des termes d’erreur. Comme dans [15], ces termes
d’erreurs s’expriment sous la forme de mesures que 'on peut contréler a 1’aide de
I’estimation “BV faible”.
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Pour montrer la convergence de la solution du probleme discrétisé vers la solution
entropique de l’équation, on passe a la limite dans I'inégalité d’entropie continue
vérifiée par la solution approchée. On montre alors que la solution approchée converge
au sens non linéaire faible x vers une solution processus entropique (ou une solution
entropique a valeur mesure) de ’équation hyperbolique. On utilise dans cette étape
une technique introduite dans [3] afin de retrouver les “bons” termes de bords. On
montre alors que cette solution est en fait la solution entropique. Pour cela, on procede
comme dans [34], ou l'auteur s’intéresse a 1’équation w; + div(F(u)) = 0, ou F ne
dépend de x et t qu’a travers u et montre que la solution a valeurs mesure de ce
probleme est unique. Cette étape nécessite de supposer u a variations bornées.

Dans le cas ou f est croissante, on montre de plus qu’il n’est pas nécessaire de supposer

uw a variations bornées.



2. Schémas volumes finis pour un systeme
elliptique - hyperbolique linéaire avec une
condition aux limites de type Neumann

On se propose dans ce chapitre d’étudier la convergence d’un schéma volumes finis
pour un systeme couplé elliptique - hyperbolique linéaire.

Ce chapitre, hormis les estimations d’erreur en norme L” de la section 2.3.3 page 35,
est publié dans M?AN, voir [41].

La condition aux limites du probleme elliptique considéré est de type Neumann et on
suppose la solution P réguliere (C?), une extension de ces résultats au cas o P est

seulement H? est possible comme nous le verrons dans le chapitre 3.

L’équation hyperbolique considérée est linéaire, et on suppose la solution faible du
probleme u dans L>. L’équation étant linéaire la solution faible est unique; il n’est
donc pas nécessaire de considérer les inégalités d’entropie.

Pour discrétiser ces équations, un schéma de type volumes finis est utilisé, puis les
résultats présentés par R. Eymard et T. Gallouét dans [14] et R. Herbin dans [23] sont
généralisés. En effet, le systeme considéré dans [14] est le méme que celui présenté ici
mais les auteurs utilisent un schéma couplé éléments finis-volumes finis ; les inconnues
dicretes sont ainsi localisées aux sommets des mailles alors qu’ici elles sont localisées
aux centres des cellules. Pour ce schéma, ils montrent un résultat de convergence
vers la solution du systeme considéré. Le schéma utilisé sur la pression est un schéma
éléments finis, ainsi la convergence de la solution approchée associée a ’équation el-
liptique résulte des travaux sur les éléments finis. Ici, on utilise un schéma volumes
finis sur la pression, alors la démonstration de la convergence est donnée en généra-
lisant les résultats de [23]. On montre des estimations d’erreur en norme H*' discrete
de 'ordre de h, ou h définit la taille du maillage. L’une des différences essentielles
provient des conditions aux limites, puisque dans [23] la condition est de type Diri-
chlet alors qu’ici on considere une condition de Neumann. Les estimations sont donc
changées par les termes de bords. En particulier, pour établir les estimations d’erreur
sur P, il est nécessaire de montrer une inégalité de Poincaré Wirtinger discrete, ainsi
il faut compter le nombre de mailles, qui sont “apres” une maille donnée, dans toutes
les directions, alors que dans [23] une seule direction suffit pour établir une inégalité

de Poincaré dans H& discret.
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De plus, dans [23] toutes les mailles doivent avoir une mesure du méme ordre, alors
qu’ici les déformations de mailles sont permises, la convergence se fait alors a la vitesse
de la taille de la plus grande maille.

Pour I’équation hyperbolique, un schéma volumes finis décentré vers ’amont de
I’écoulement est utilisé, puis, sous une condition de stabilité, la convergence de la
solution approchée vers la solution de 1’équation hyperbolique est montrée. Pour
montrer ce résultat, on a besoin d’une estimation sur la variation de la solution ap-
prochée, ceci utilise une estimation sur la norme H' discrete de la solution approchée
de I’équation elliptique, ce résultat dans [14] est donné par les travaux sur les éléments
finis.

Des essals numériques sur la comparaison entre un schéma éléments finis et un
schéma volumes finis, réalisés dans [18] pour un probleme de conduction, et dans
[24] pour un probleme de diffusion-convection, ont montré que ’approximation des
flux est meilleure pour le schéma volumes finis. De plus, une comparaison, entre le
schéma présenté ici et le schéma couplé de R. Eymard et T. Gallouét, a aussi été
faite dans [18] sur un systeme plus général que (2.1)-(2.5), ou (2.1) est changée par
div (f(u(x,t))vp(x)): 0, z € Q, ¢t € IR,. Les tests numériques montrent que le
schéma presenté ici donne de meilleurs résultats que le schéma couplé. D’autres au-
teurs se sont intéressés aux schémas volumes finis sur des maillages triangulaires, voir
par exemple [37]. Dans [37], les résultats sont restreints a des mailles particulieres,
alors qu’ici, comme il a déja été remarqué, les hypotheses sont plus générales.

Plus récemment R. Eymard, T. Gallouét et R. Herbin ont montré, dans [16], que
si la solution exacte P du probleme elliptique était seulement H'(), la solution
approchée, donnée par un schéma volumes finis, converge en norme L*(Q) vers la

solution exacte.

2.1 Présentation du probleme

Le probleme est le suivant : soit € un ouvert borné polygonal connexe de IR?, on note

09 le bord de €. On considere alors le probleme défini par :

(2.1) AP(z) =0, z€Q,
(2.2) wi(z,t) — div(u(z,1) VP(2))=0, z€Q,t€ IRy,

avec les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :

VP(r).n(r) = g(r), 7€,
u(r,t) =u(r,t), 7€INT tec IRy,
u(r,0) = wo(e), # € 0.

ot n est la normale unitaire & 9§ extérieure a Q et ot INT = {r € IQ; g(7) > 0}.



2.2 DISCRETISATION 17

On fait les hypotheses suivantes :

g € L (0Q) vérifiant la relation de compatibilité:

(2.6) /ag g(7) dr =0, et telle que P solution de (2.1) et (2.3) soit C*(Q2).

ug € L(Q) et w e L=(00F x IR,).

On cherche a déterminer P dans C?(f2) solution classique de (2.1), (2.3) et u dans
L>( x IR ) solution de (2.2), (2.4), (2.5) dans le sens faible suivant :

/Q/B+ u(x,t) i, t) de dt — /Q /IR+ u(z,t) VP(x).Vo(r,t)dedt

+ /Q uo(x) o(x,0) dx + /IR+ u(r,t) (1, t)g(r)drdt =0

ot

pour tout ¢ € C(QF x IR,) avec QT = QU INT.
Il est a noter que les fonctions tests ¢ sont nulles sur 9~ = {7 € 9N ; g(7) < 0}

mais pas nécessairement sur Q7.

2.2 Discrétisation

Avant de discrétiser les équations elliptique et hyperbolique, on commence par donner

les hypotheses sur le maillage.

2.2.1 Hypotheses sur le maillage

Soit 7 un maillage de Q. Soit p € T, on note h, le diametre de p, N(p) ’ensemble
des voisins de p et o,, l'interface entre les mailles p et ¢g. On suppose que T vérifie

les hypotheses de régularité suivantes:

e L’intersection entre deux éléments de T est soit un point soit un segment,

ce segment est alors un coté de chacune des deux mailles considérées.

e Il existe une famille de points (x,),e7 telle que pour tout p € T, =, € p
et pour tout p € T et tout ¢ € N(p), [x,,x,] est orthogonal a o, et

[2p, 4] N oy # O

o Il existe o > 0 tel que pour tout p € T : d(xp,,dp) > ahy,

o Il existe ay > 0 tel que pour tout p € T et tout coté a de p :
ayh, <l(a) < h,

(2.7)
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ot d(.,.) est la fistance Euclidienne de IR* et [(a) est la longueur de a.
On note alors h = max .
PE

Remarque 2.1

1. On peut considérer différents types de maillage. Par exemple des maillages
constitués de rectangles ou de triangles. Un autre exemple classique est celut
du maillage de Voronoi qui consiste a se donner un ensemble de sommets (qui
deviendront les centres de mailles) puis a reconstruire les mailles en prenant
certaines médiatrices des segments joignant les sommets. Ce maillage affecte a

un sommet tous les points situés plus prés de lui que des autres sommets.

2. Dans le cas des triangles, pour que les deuxr derniéres conditions soient vérifiées,
il faut et il suffit qu’il existe ay > 0 tel que, pour tout triangle du maillage et

tout angle 0 de ce triangle :

a; <0< — Q3

[N

3. Dans le cas des rectangles pour que les deux derniéres conditions soit vérifiées,
il faut et i suffit qu’il existe oy > 0 tel que pour tout rectangle p du maillage,

st l'on note l, la largeur de p et L, sa longueur, alors:

lp Z (0% Lp

Quelques notations seront utiles pour décrire le schéma numérique:

NOTATIONS
Tew: 'ensemble des mailles de 7 dont l'intersection avec d€) est non vide,
At ensemble des cotés du maillage qui sont inclus dans 952,
Aini Vensemble des cotés du maillage qui sont dans £,
g (1) = max(g(1),0) et g~(7)=(-g)*(r) ¥ 7 € 0.
Pour tout p € 7, on note:
m(p) laire de p,
[(a) la longueur de a coté de p,
n, la normale a Jp extérieure a p,
N(p) ’'ensemble des voisins de p,

Aci(p), 'ensemble des cotés de p situés dans le bord de Q.
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Pour tout ¢ € N(p), on note:
opg = dp N g,
dpy = d(xp,,), ol d(-,-) , est la distance euclidienne de IR?,
Ty, le centre de o,

N,y la normale unitaire a o, dirigée de p vers q.

Pour tout a € A.+(p), on note:

ot = g o) o

g, = ﬁ/ag_(ﬂ dr,

o
9o =95 — g, Z—/g(T) dr.

l(a)
2.2.2 Discrétisation de I’équation elliptique

La solution approchée est constante par maille, elle est définie par:
(2.8) P(x)=P,sizep,peT.

Pour discrétiser (2.1), on utilise un schéma volumes finis; le principe des schémas
volumes finis (voir [16]) est d’associer a chaque inconnue discrete P, une équation en
intégrant I’équation continue sur le volume de controle associé a I'inconnue considérée,

ici la maille p. Ainsi, d’apres la formule de Green, on a:
VP(7).ny(T)dr = Z / VP(7).np,dr + Z /VP(T).n(T) dr =0
o 1EN(p) 7P a€Aeat(p) "
Il faut alors discrétiser le flux exact défini sur chaque interface o,, par:

— 1
r,,=—
e l(apq)

On approche ce flux exact par un flux approché, noté F), ,.

/ VP(7).np,dr

Afin d’assurer la convergence du schéma, deux propriétés sont fondamentales :

1. La premiere est une propriété de conservativité, c’est a dire:

F,

p,q

= —Fop,
2. la deuxieme est une propriété de consistance des flux. F), ; doit étre une approxi-
mation consistante de F', ,. Cette propriété sera définie plus en détails dans le

lemme 2.1.
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L’équation discrétisée s’obtient alors en approchant le flux de P a travers 'interface
entre p et g par:

P, -P
F q 14
. dpq
Ainsi on a:
Pq - Pp
(2.9) > lop) 7 + > lla)gs =0 pour tout p €T
gq€N(p) Pq a€Aczt(p)

avec la convention Z =0.
9]

On peut remarquer que sur la frontiere du domaine ’approximation du flux est exact.

2.2.3 Discrétisation de I’équation hyperbolique

Avant de discrétiser (2.2), on doit définir le pas de temps k. Soit donc T un maillage
de ) qui satisfait les hypotheses (2.7) et 5 € ]0, 1], on choisit k € IR} qui satisfait la

condition suivante:

k P,— P
(2.10) m D o) % + > la)gi|<1-n pour tout p € 7.
p Cglflgp) Pq a€Aext(p)

On note alors t" = n k pour tout n € IN.

On discrétise tout d’abord la condition initiale et la condition aux limites. On définit

ug, pour tout p € T, par:

O_L Ul X
(2.11) W = m(p)/p o(z) d

et w?, pour tout a € A.,; et tout n € IN, par:

1 tn+ 1

Fi(a) e /aﬂ(T7t) dr dt

ou u est prolongée par 0 a (aﬂ \ aﬂ"') X IR .

(2.12) U =

On approche alors u par w;j avec:

(2.13) urp(e,t)=ulsizep, peT,ette[t" 1", nelN.
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Pour discrétiser (2.2), on utilise un schéma d’Euler explicite en temps, qui peut étre

vu comme l'intégration de (2.2) sur un pas de temps. De plus comme pour 1’équation

elliptique, on integre également 1’équation sur chaque maille, on obtient :
u(x, 1"t ")

/ (@, t") —ue,t") /

P k tn

On a alors pour tout p € T et tout n € IN :

tn+ 1

/ u(7,t) VP(7).n, drdt =0
Ip
pour tout p € T et tout n € IN

/ u(7,t) VP(1).n, dr dt = / u(7,t) VP(1).ny, drdl
ap Ipq

9€N(p)

+ Z / (1,t) VP(1).n, dr dt.

ae-Ae.rt(

On approche le flux de P a travers 'interface entre p et g par le flux F), , défini dans le
paragraphe précédent. Puis on choisit comme valeur de u aux interfaces des mailles,
ainsi qu’au bord, une valeur discrete décentrée vers ’amont de 1’écoulement. Alors,

I’équation discretisée est donnée par:

P, —P
(2.14)m(p) (uy p—up)—k Z (o) %_k Z [(a) (ﬂg 9;—_“; ga_): 0
P

qu U«G-Ae.rt(p)

pour tout p € T et tout n € IN et ou:
uy si P, > Py,

ug sinon.

Il sera plus facile de travailler, non pas sur (2.14), mais sur la formulation équivalente

suivante :
n+1 n n P P + _
m(p) (uy™' —ul)+k D (o) (up— ) . L4k > la) (u - )ga 0
4EN(p) pg 0€Aent(p)
Py>Pp
(2.15) pour tout p € T et tout n € IN,

obtenue en remarquant qu’en utilisant le schéma sur I’équation elliptique (2.9):

i p,—P o i p,—P
- Z u, [(0pq) qd L+ Z Uy, l(a) g, = Z u, [(0pq) qd .
gEN (p) rq a€Aczt(p) gEN(p) rq
Pg<FPp Pq>Pp

+ Y url(a)gt

U«G-Ae.rt(p)

pour tout p € T et tout n € IN.
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2.3 Convergence du schéma pour I’équation elliptique

On montre tout d’abord dans cette section ’existence et I'unicité a une constante pres
de la solution du schéma numérique sur I’équation elliptique (2.9). On établit alors la
convergence du schéma en montrant une estimation d’erreur en norme H'! discrete.

Enfin, on montre des estimations d’erreur en norme L” pour tout 1 < r < +oo.

2.3.1 Existence et unicité de la pression approchée

Proposition 2.1 Soit O un ouvert borné, polygonal et connexe de IR*. Soit T un
maillage de Q) satisfaisant la propriété (2.7). Soit g € L (09Q) tel que / g(t)dr = 0.
o9

Alors il existe une solution Pr de (2.8) et (2.9), unique @ une constante preés.

Démonstration de la proposition 2.1

On s’intéresse tout d’abord au noyau de 'application linéaire définie par (2.9).

Soit donc Pr satisfaisant (2.8) et (2.9), on suppose que

(2.16) > la)g. =0 VpeT

U«G-Ae.rt(p)

et on va montrer que:

P,=P, VpqgeT.

Soit po € T tel que P,y = mi7r_1 P,, d’apres le schéma sur ’équation elliptique (2.9) et
€

(2.16), on a:

P,— P,
Z Z(Upoq)% =

4EN (po) pod

0

et donc:

Py=P, Vg€ N(p)
Comme () est connexe, on obtient :
(2.17) P,=F, VpqgeT.
Ainsi le noyau de I'application linéaire définie par (2.9) est de dimension 1.

Intéressons nous alors a I'image de cette application. Pour cela, supposons qu’il existe

Pr satisfaisant (2.8) et (2.9) et sommons ces équations on obtient :

> Y g = [ grdr=0

peT ae-Ae.rt(p)
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Comme le noyvau est de dimension 1, d’aprés ce qui précede. 'image de ce systeme
Y ) p qul p ) Yy

L
linéaire est l'ensemble des B € IRY, B = by, by, ... br) tels que > b =0, ol
7=1

L = card(T).
L
Comme »_b; = / g(7)dr =0, il existe une solution Pr de (2.8) et (2.9), et d’apres
o9

=
(2.17), elle est unique a une constante pres.

Ce qui termine la démonstration de la proposition 2.1.

2.3.2 Estimation d’erreur en norme H' discrete

Théoreme 2.1 Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (2.7). Soit g €
L>2(09), on note P(-) la solution de (2.1), (2.3) telle que / P(z)dx =0. On sup-
Q

pose g telle que P est dans C*()). Soit Pr satisfaisant (2.8) et (2.9) et telle que
Soperm(p) Py =3 erm(p) P(x,) ot x, est défini en (2.7). On définit Uerreur sur la
maille p par e, = P, — P(x,) pour tout p € T.

Alors il existe C, ne dépendant que de o, aq, Q) et des dérivées secondes de P, telle

que:

(2.18) (Z 3 %z@m))mg Ch

peT geN(p)
et
1/2
(2.19) (St o) <
peT

Remarque 2.2 Remarquons que la premiere estimation peut étre interprétée comme

une estimation d’erreur en norme H}(Q) discréte. En effet, le gradient discret de
e, — €

dp

q
fonction constante sur chaque maille duale V,, = V;] UV,, qui est le quadrangle dont

. . Ay s P a
Uerreur est défini sur chaque coté o,y par , et donc peut étre vu comme une

les sommels sont x,, v, et les deur sommels de o,,, voir figure 2.1.

1
Or m(qu) =3 [(0pq) dpg, ainsi:

>y ()t

pET geN(p)

€g— €
est bien la norme L*(Q) de la fonction constante sur chaque maille V,, égale ¢ ——2.
P

La deuzieme estimation d’erreur étant en norme L*(), ce théoréme donne bien une

estimation en norme H'(Q) discréte.
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V—I—

pq

Vi
el 4

Tpq

Fic. 2.1 - maillage dual

Afin de démontrer ce résultat, on commence par établir la consistance du schéma au

sens volumes finis (voir [16]), et donc par définir 'erreur de consistance sur les flux.

Définition de Uerreur de consistance sur les flux

Comme il a déja été remarqué dans la section 2.2.2, les flux sont exacts sur le bord
du domaine, on ne définit donc 'erreur de consistance qu’aux interfaces des mailles

c’est a dire sur les cotés intérieurs au domaine.

Soit p € T et ¢ € N(p), le flux exact sur le co6té o,, dans la direction de p vers ¢ est:

FonlP) = o

et le flux approché sur le coté o,, dans la méme direction est :

/qu VP(7).n,q(r) dr

P, —-P
Fp,q(P):%
Pq

On définit I’erreur de consistance sur le flux de pression, notée R, ,(P), sur le coté

oy, pour tout p € T et tout g € N(p), par:

R, (P)=TF,,(P)— P(xq)d;qp(l’p)

On peut remarquer que la conservativité des flux exacts et approchés implique:
Rpg(P) = =Ry u(P)

On montre alors le résultat suivant qui établit la consistance du schéma au sens

volumes finis, c’est a dire la consistance des flux:

Lemme 2.1 Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (2.7).
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Soit g € L>=(9N), on note P(-) la solution de (2.1), (2.3) telle que / P(x)dx =0.
Q
On suppose g telle que P est dans C*(Q).

Alors, il existe C, ne dépendant que de o, oy et des dérivées secondes de P, telle que :

R, (P)| < Ch VpeT etV qge N(p)

Preuve du lemme 2.1

En utilisant un développement de Taylor, on montre qu’il existe C; > 0 et C; > 0 ne

dépendant que de «, a; et des dérivées secondes de P telles que:

P(zy) — P(wy)

P
By P) .

g dT =V P ().,

—I—‘VP(:ijq).n%q -

< Cy.h+ Cy.h

Démonstration du théoréme 2.1

On montre alors le premier résultat du théoreme 2.1, i.e. 'estimation d’erreur en
norme Hj discrete.

Démonstration de l’estimation d’erreur en norme H) discréte: (2.18)

En intégrant 1’équation (2.1) sur p € T et en utilisant la formule de Green, il vient:

(2.20) Z [(pq) Fp,q(P) + Z l(a) g, =0

qu ) U«G-Ae.rt(p)

On soustrait le schéma sur I’équation elliptique (2.9) a (2.20), on multiplie par e, et

on somme sur p € T, on obtient:

Z Z Ry y(P)l(opg) €p — Z Z l(opq) eqd;qep e, =10

PET geN(p) PET geN(p)

alors en utilisant la conservativité des flux exacts et approchés, on a:

Z Z (o) ( d ) Z Z Ry (P qu)(eq_ep)

pETqEN (p) re pEquN (p)

et donc d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient :

1/2

2 1/2
Z Z [(op9) ( d p) < (Z Z Rp,q(P)Ql(qu)dpq)

PET geN(p) rq PET geN(p)
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On conclut en utilisant le lemme 2.1 et en remarquant que:

(2.21) Z Z (opg) dpy = 2 Z Z m(Vye) = 2m(Q)

pE€T geN(p) pE€T geN(p)
on obtient :
( )2 1/2
e, — €
Z Z Z(qu)qdip < Ch\/Qm(Q)
PET ¢eN(p) pe

ou m(f2) est I'aire de Q et ou C ne dépend que de a, o et des dérivées secondes de

P.

On termine alors la démonstration du théoreme 2.1 en établissant la deuxieme esti-

mation de ce dernier, i.e. 'estimation d’erreur en norme L*(Q).

Démonstration de l’estimation d’erreur en norme L*(Q)): (2.19)

Cette estimation d’erreur est montrée en utilisant une inégalité de Poincaré-Wirtinger

discrete, i.e. le résultat suivant :

Lemme 2.2 Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (2.7). Soit e une
fonction constante par maille sur T, i.e. e(x) = e, pour tout x € p, p € T.
Il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, telle que:

(22 [l =momof <oy ¥ b,
1

pET geN(p)

. 1
ol moyg(e) = W/Qe(l')dl' = W > m(p) ey,

PET

Ce résultat sera montré en quatre étapes. Dans la premiere étape on 1’établit sur
un carré, dans la deuxieme on le montre sur un triangle rectangle. On I’étend a un
triangle quelconque dans la troisieme étape, enfin dans la derniere étape, on termine

en montrant cette propriété sur une union finie de triangles.

FEtape 1:

Soit C un carré inclus dans Q et Dy et D, les deux directions définies par C, voir
figure 2.2.

On note d = |b — ¢| et on suppose d > 2 h. On choisit comme systeme de coordonnées
le systeme défini par un point quelconque de IR* et les deux directions Dy et D.
On définit A, ¢ Uensemble des cotés a de A, tels que a NC # .

Pour tout a € A;,;, on note:

— pa(x, z) pour tout x,z € IR*, la fonction qui vaut 1 si le segment [z, 2] coupe a

en un point, 0 sinon.
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Fig. 2.2 -

~ Pa+ et py— les deux mailles situées de part et d’autre de «,
— €44 €t e, _ les valeurs de e sur les mailles p, 4 et p, _,
— d, la distance entre x,, , et x,, _, ou x,,, et x,, _ sont définis en (2.7)

— 0,1 angle entre a et Dy tel que 0,1 € [0,7/2]

Soient p et ¢ dans T tels que pNC # O et ¢NC # . Soient & = (x1,22) € pNC et
vy = (y1,y2) € ¢NC. On integre alors le long d’un chemin joignant (a1, x2) a (y1,y2),
voir figure 2.3.

D,

($1,y2)
(ylayQ)

(z1,72)

D,
Fig. 2.3 -

Alors, on a:

(@) = e(y)|=|er — &< 2wy — ol wa((@1,22), (21, 12)

aeAint,C
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+ Z |€a,-|— - €a7—| Pa ((1’1, y?)v (yh y2))

aeAint,C

pp-yeCNQ,Vrelni
En intégrant sur C N €} par rapport a y, on obtient pour tout + € C N Q:

&’ ‘ep - mOYC(e)‘S d? Z |€a,+ - ea,—| Pa ((xlvb)v (xlvc))

aeAint,C

+d Z |€a+ ea—|/99a byz) (C yz))dyz

aeAznt C

1 1
b = — dr = —+ NC)e,.
ol moye(€) (@) /c e(x)dx (@) ngTm(p )€,
Remarquons alors que pour a € A, ¢ fixé 'ensemble des points yq € [b, ¢], tels que

Vg ((b, Yya), (¢, yg))# 0, est la projection de a sur D; et donc un segment de longueur
[(a) sinf,1. Ainsi:

dle, —moye(e)| < d 3 ews — o] gal(21.), (x1,0))

aeAint,C

+ Z lea+ — €a,—| l(a) sin b,

aeAint,C
En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient :

d* e, — moyc(e)|2 <2 ( Z %l(a)) ( Z l(a)d, sin@ml)

aeAint,C aeAint,C

—|—2d2( 3 M¢a((x1,b),($1,c)))

A dy cos 4
( Z dy cos 0,1 @ ((:1;1, b), (x4, c)))
aeAintC

et donc:

2
d2|€p_m0yc(e)|2§4(d—|—2h)2( Z %Z(Q))

aeAint,C

+2d%(d +21) ( 3 l€ass — o] 2a((21,0), (xl,c)))

aeAint,C
On integre alors par rapport a 7 sur [b, ¢] et on obtient:

1 (p N {(b,l’z), (c,xg)D e, — moy.(e)]? < 20d > M[(Q)

peT aeAznt C a
(2.23) pour tout x, € [b, ¢].
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De la méme fagon, on montre :

2
Zl(pm {(51?1,5),(:1?1, )D le, — moye(e)]” <20d Y M[(a)
PET a€Aint,c a’
(2.24) pour tout x; € [b, ¢].

Ces deux inéquations vont nous permettre de passer a une union finie de triangles
dans la derniere étape.
On conclut cette étape en intégrant (2.23) par rapport a a2 € [b,¢| ou (2.24) par

rapport a 1 € [b,cl, il vient:

2
(2.25) S m(pnC)le, — moye(e)P <2082 Y ot = eal )
pET a€Aint c da

FEtape 2:

Dans cette étape on montre 'inégalité (2. 25) sur un triangle rectangle noté 7', ainsi
que des inégalités similaires a (2.23) et (2.24). On note H I’hypothénuse de T" et [ et
J les deux autres cotés de T

On utilise la symétrie orthogonale par rapport a I’hypothénuse H de T'. On construit
€ constant par morceaux sur C de la facon suivante:

€(x) = e, si @ appartient a pN T ou x appartient au symétrique orthogonal de pN T
par rapport a I’hypothénuse de T', voir figure 2.4.

On est donc ramené au probleme de I’étape 1, on obtient:

Zl(pﬂ])|ep moy,(e)]* < C > M[(Q)

peT aeAznt C a

2
=20 % —|€“’+d€“"| (a)

aeAint,T

ou (' ne dépend que de T

Remarquons alors que:
1 1
moy,(€) = W/CE(:L') de = W(T)/TZG(:L') dx = moyy(e)

Donc d’apres (2.24):
[ —|2
Zl(pﬁ[)|ep—moyT P<o( Y " (a)
peT aeAznt T da

ou (' ne dépend que de T
De méme d’apres (2.23):

2
Zl(pﬂj)|ep—moyT t<20 Y wl(a)

peT aeAznt T
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T2

€1

Fig. 2.4 -

et d’apres (2.25):
2 €+ — ea,—|2
S m(pn ) e, —moyg(o)f < ¢ Y el
pET aeAint,T a

ou (' ne dépend que de T
Afin d’obtenir 'estimation sur H, on procede de la méme facon en effectuant deux

symétries, une par rapport a I et I'autre par rapport a la droite portant J, il vient:

2
Zl(pﬂH) |ep—moyT(e)|2 <C Y wl(a)
peT a€Aint, T dy

ou C ne dépend que de T'. Ce qui termine I’étape 2.

FEtape 3 :

On étend ces résultats & un triangle quelconque 7" inclus dans €.

Pour cela, on décompose T' en deux triangles rectangles T} et Ty, voir figure 2.5.
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H, H,

Fig. 2.5 -

On note H; et H, les deux c¢otés de T inclus respectivement dans T4 et T, et [ le
c6té de T ayant une partie dans T4, que I'on note [y, et une partie dans T, que ’on
note I5. De plus, on note [; ; 'interface entre Ty et T.

Remarquons que, comme

m(1h) mOYTl(e) + m(T) mOYTQ(e)
m(T)

moyr(c) =
on peut écrire:
2
> m(p T e, — moyy(e)|* <2 (Z m(p (1 71) |, — moyr, (c)|
pET pET

m(13)

(2.26) +m(Th) (T ‘moyTz)(e) — moyTl(e)‘Q)

D’apres I'étape 3 on a:
2
2 €0, — €at]
(2.27) > m(pnTy) ‘ep — moyTl(e)‘ <C > — l[(a)
pET aeAint,Tl @

ou C ne dépend que de Tj.

Il ne reste donc plus qu’a estimer la différence entre moyr, (¢) et moyr, ().

Soit @ = (x1,x3) € I 9, alors:

‘mOYTQ(e) - mOYTl(e)‘z <2 (‘6(3?1711?2) - mOYTQ(e)‘Z + ‘6(51?1751?2) - mOYTl(e)‘z)
En intégrant sur [; o, il vient:
2 2
[(112) ‘moyTz)(e) — moyTl(e)‘ <2 (Z l(p N [172) ‘ep — moyTl(e)‘
p€T

+ Z l(p N [172) ‘ep — moyT2(e)‘2)

PET
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D’apres 'étape précédente, on a:

2
2 €at — €y
> l(p N [172) ‘ep - moyTl(e)‘ <Cp Y [os —€al® l[(a)

pET aeAint,Tl

et )
|€a,+ - ea,—|

Z l(p N [172) ‘ep — moyT2(e)‘2 < Z 7 l[(a)

pET aeAint,TQ

ou (1 ne dépend que de T; et ou Cy ne dépend que de T, donc:

2
2 €q— — €q,
[(112) ‘moyTz)(e) — moyTl(e)‘ <(C ( Z |d—+| I(a)

aeAint,Tl
€0 — € ,+|2
by ety
aeAint,TQ @

ou C ne dépend que de T} et Ts.
En reportant ce résultat ainsi que (2.27) dans (2.26), on obtient:

2
S mp ATy [, - moygle) < ¢ Y Fem =l g
pET a€Aint T a
ou C ne dépend que de T} et Ts.
De la méme fagon, on montre que:
2
S mlpAT) [, - moygle) < ¢ Y o= Cutl )
pET a€Aint T a
ou C ne dépend que de T} et Ts.
Et donc:
2
(2.28) S m(pnT) le, —moyp()f <C Y % I(a)

peT aeAint,T

ou C ne dépend que de T} et Ts.
De plus, on a:

2
> U(pn Hy) le, — moyp(e) <2 (Z [(p N H1) |e, — moyy, (e)
pET pET

(H)m(T,
+% ‘moyTl(e) - mOYTQ(e)D

et donc, avec un raisonnement identique, on obtient :

2
> l(pﬁ Hl) e, —moyg(e)’ <C 3 w I(a)

peT aeAint,T
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ou C ne dépend que de T} et Ts.

De meéme :

2
Zl(pﬂHz) e, — moy,(e)]? < ¢ > o = ot l[(a)
pET a€Aint T dy

ou C ne dépend que de T} et Ts.
Et

> l(p N [) e, — moy,(e)]” = > [l(p N [1)—|—l(p N ]2)} le, — moy,(e)]”

peT peT

2
<oyl by

aeAint,T da

ou C ne dépend que de T} et T,. Ceci termine ’étape 3.

FEtape 4 :

On procede comme dans ’étape 3, pour I’établissement de (2.28), afin d’établir cette
derniere sur une union finie de triangles, c’est a dire sur n’importe quel polygone
de IR
Ainsi:
2.29 ryo Y Lz —canl C
(220) Y mip) le, — moygle)f < s feem = el
peT aeAznt a
ou C ne dépend que du nombre de triangles utilisés dans la décomposition de (2.

Comme:
l€a— — €a,+| |2
y sl Ly 5 lealy, )
a€Aint, T @ pEquN( ) re
(2.29) donne I'inégalité de Poincaré Wirtinger (2.22) annoncée dans le lemme 2.2.
Ceci termine la démonstration de I’estimation d’erreur en norme L*(2) (2.19). En

effet, on a supposé:

Z m(p) P, = Z m(p) P(x,)

pET pET
donc:
1
moyg(e) = ——==> m(p)e, =0
m(Q) peT ’

et donc d’apres (2.18) et (2.22), il vient:

> m(p) e; < Ch?

PET
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ou (' ne dépend que de «, ay, ay, ) et des dérivées secondes de P.

Remarque 2.3 Une autre démonstration de ce résultat est possible (communication
personnelle de M. Crouzeix). On suppose tout d’abord 0 convexe. On considére alors

w de moyenne nulle et solution du probléme suivant :
Au(z) = e(x) — moyq(e) = € Q
Vu(r).n(r) =0 T €00
On a alors :

/|e(:1;)—m0yg )P de /Au (x) — moygq(e d:z;—/Au
Q

/p xdx—ZZep/ )npqdr

pET PET geN(p) rq
:—Z Z eq/ Vu(r).ny, dr
pETqEN pq
. r 1/2
e
Al Fen )
PET geN( ) rq

2) 1/2

d 1
P < — il suffit donc de montrer qu’il existe C' telle que :

l(apq) o

(==

PET 4EN(p) qu)

/ Vu(r).ny, dr

et comme d’aprés (2.7)

2. 2

PET geN(p

2
< 02/ le(z) — moya(e)|? dx

/ Vu(r).np, dr

Ceci résulte de la régularité H*(Q) et de Uinégalité suivante, que l'on établit par

passage a un triangle de référence,

2 . (/v+ IVu(z)? do + (/v+ |D*u(x)] dx)Q)

Ce qui termine la démonstration de linégalité de Poincaré Wirtinger discréte dans

/ Vu(r).np, dr

le cas ou Q) est conveze.

St Q) n’est pas convezxe, u est alors la somme d’une fonction réguliére et de fonctions
singulieres que ["on connait explicitement.

Une autre démonstration simple, et qui de plus affaiblit les hypothéses sur le maillage,

est possible dans le cas ou ) est convexe, voir [16].
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2.3.3 Estimation d’erreur en norme L" pour tout 1 <r < +cc
On montre dans ce paragraphe le résultat suivant :

Théoreme 2.2 Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (2.7). Soit g €
L>2(09), on note P(-) la solution exacte de (2.1), (2.3) telle que / P(z)dx =0. On
Q

suppose de plus g telle que P soit dans C*(0). Soit (P,),e7 satisfaisant (2.9) et telle

que:

Z m(p) P, = Z m(p) P(z,)

peT peT

ot l'on rappelle que x, est défini en (2.7). On définit e Uerreur par e(x) = e, =
P,—P(x,) sizep, peT.
Alors, il existe C', ne dépendant que de o, oy, Q et des dérivées secondes de P, telle

que:

1/r
(2.30) (Z mi(p) W) <rCh

pET

pour tout v tel que 1 <r < +oc.

De plus si T vérifie la propriété suivante :

(2.31) Il existe as tel que pour tout p € T = m(p) > azh®
Alors, il existe C' ne dépendant que de o, oy, az et de Q, telle que :

lelloe < C'h|In(h)]

1 —1
pour tout h tel que h < —exp (—)
a3 2

Démonstration du théoréme 2.2 :

On utilise les notations introduites dans la démonstration du lemme 2.2 page 26. Afin
d’établir ce résultat on utilise les deux lemmes suivants, que I’on démontrera par la

suite:

Lemme 2.3 Soit T un maillage quelconque de €. Soit v une fonction constante par
maille sur T, i.e. v(x) = v, pour tout x Ep, p € T.
Alors, il existe C' ne dépendant que de §), telle que:

37 [vas = ve|la) + X mip) vyl

a€Aint peT

1/2
(2.32)||v][r2 () = (Zm(p) |va2) <C

pET
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Lemme 2.4 Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (2.7). Soit e une
fonction constante par maille sur T, i.e. e(x) = e, pour tout x € p, p € T.

Alors il existe C' ne dépendant que de o, oy et de ), telle que :

1/r ) 1/2
(Z m(p)|€p|r) (Z Z dpq€p| (qu))

pET PET qeN(p)

PET

1/2
(2.33) + (Z m(p) |€p|2)

pour tout v tel que 1 <r < +oc.

On utilise le lemme 2.4 ainsi que I'estimation d’erreur en norme H'(2) discrete, on
obtient :

1/r
(Z m(p) |€p|r) <Crh
pET

ou (' ne dépend que de «, aq, () et des dérivées secondes de P.

Pour obtenir 'estimation en norme infinie, on remarque que, d’apres ’hypothese
(2.31) et I'inégalité (2.33), pour tout r tel que 1 <r < oo

1/r
ol B e < (Z m(p) |€p|,) <o

pET
ou (' ne dépend que de «, aq, () et des dérivées secondes de P.
Donc:

1-2/r
lellee < C'r (azh)
ou C ne dépend que de «, a3 et de ().

, X X , 1-2/r
II suffit d’étudier la fonction réelle r +— f(r) =r (ozg h) :
1
Cette fonction atteint son maximum en r = —2 In(as h) des que In(az h)< —3 (car
r>1).

Donc il existe ' ne dépendant que de a, a1, as et de  telle que

lle]lce < Chllnhl

1 —1
pour tout h tel que h < —exp (7)
as
Ce qui termine la démonstration du théoreme 2.2.

Remarque 2.4

L’estimation (2.32) donne Uinjection discréte de W' (Q) dans L*(Q) et lestimation
(2.33) donne linjection discrete de H'(Q) dans L"(2) pour tout r tel que 1 < r <
+00.

1l reste alors a démontrer les lemmes 2.3 et 2.4.
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Démonstration du lemme 2.3 :

Pour cela, on procede en quatre étapes comme pour l'inégalité de Poincaré Wirtinger
discrete (lemme 2.2 page 26). On montre tout d’abord le résultat sur un carré inclus
dans €, puis sur un triangle rectangle. On 1’étend & un triangle quelconque dans
la troisieme étape. Enfin on conclut dans la derniere étape sur une union finie de

triangles.

FEtape 1:

Soit C un carré inclus dans €. On note d = |b — ¢| et on suppose d > 2h. On choisit
comme systeme de coordonnées celui défini par un point quelconque de IR* et les
deux directions Dy et Dy définies par C (voir figure 2.2 page 27).

Soient p et ¢ dans T, tels que pNC # D et ¢NC # . Soient @ = (21, x2) € pNC et
y=(y1,y2) € qNC.

Alors:
(@) = o) = lvp = vyl < 3 |put = va| pa((21,0), (1, 0))
a€Aint,c
+ Z Vg, + — Ua,—‘ Pa ((bv y?)v (C, y?))
a€Aint,c
et
(@) = o < X |pat = va| @al((b22), (e,2))

aeAint,C

+ D

aeAint,C

Va4 — Ua,—‘ Pa ((ylv b), (y1, c))

On integre ces deux inéquations sur C par rapport a y, il vient:

d? ‘vp — moyc(v)‘g /Q‘v(x) — v(y)‘ dy < d? Z Vot — va7_‘ ©Dq ((:zjl,b), (:1;1,0))

aeAint,C

+d >

aeAint,C

Vot — va7_‘ [(aNC)

et

d? ‘vp — moyc(v)‘g Y

aeAint,C

Vo, + — Ua,—‘ Pa ((bv 1'2), (C, 1}2))

+d >

aeAint,C

Vot — va7_‘ [(aNC)

. 1
ol moy,(v) = W/CU(:L') dx.

On multiplie alors ces deux inégalités entre elles et on integre sur C par rapport a z,

on obtient :
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Z m(pNC) \vp — moyc(v)‘Zg ( Z Vgt — va7_‘/bc Vg ((:1;1, b), (x4, c)) d:z;l)

peT aeAint,C

X ( Z Vot — va7_‘/bc ©Dq ((b, xa), (e, :1;2)) dxsy

aeAint,C

P>

aeAint,C

Vot — Ua,—‘/bc ©q ((;](;17 b), (z1, c))d:z;l) ( Z ‘UM_ — va7_‘ [(anNC)

aeAint,C

—I—( Z va7+—va7_‘l(aﬂ6)

aeAint,C

Va4 — Ua,—‘/bc Pa ((bva)v (cva))de) ( Z

aeAint,C

2
Vot — va7_‘ [(an C))

+ ( >
a€Aint,c

Ainsi, on a:
(2.34) > m(pnC) \vp — moyc(v)‘2§ 4 ( >

peT aeAint,C

2
Vot — va7_‘ [(an C))
On remarque alors que:

2
ol32¢y = 3 m(pNC) o, < 2d (moye(v) +2|v — moye(v)|[22 ()
PET

Ainsi d’apres (2.34):

2
Vot — va7_‘ [(an C))

(2.35) [|v]lZ2(e) < 2 (Zm(pﬂc)lvpl) +8( >

peT aeAint,C

Ce qui termine I’étape 1

FEtape 2:

Soit T' un triangle rectangle inclus dans 2, on suppose que T' = (ABD) est la moitié
de C (voir figure 2.2 page 27). On construit ¥ constant par morceaux sur C de la facon
suivante :

v(x) = v, si x appartient a pN T ou x appartient au symétrique orthogonale de pNT'
par rapport a ’hypothénuse de T', voir figure 2.4 page 30.

D’apres ’étape précédente :

/| |2:1;—2/| |2d:z;<2d2</| |d:1;)2

8(2 >

aeAint,T

2
Vot — va7_‘ [(an T))
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et donc:

/| |2x<4f(/| |d@2+w( T

aeAint,T

2
Vot — va7_‘ [(an T))
Ce qui termine I’étape 2.

FEtape 3 :

On étend ce résultat & un triangle quelconque 7" inclus dans Q.
Pour cela, on décompose T' en deux triangles rectangles T} et Ty, voir figure 2.5.

D’apres 'étape précédente, on a:

2
2 36 / | |2 dx < Cl HUH%l(Tl) + ( Z |Ua,-|— — Ua7_| l(a N Tl))

aeAint,Tl

ou (1 ne dépend que de T7.
Et:

2
2 37 / | |2 dx < 02 HUH%l(T2) + ( Z |Ua,-|— — Ua7_| l(a N Tg))

aeAint,TQ

ou Cy ne dépend que de Tj.

Donc:

J P de = [ @)t [ o) de

2
e !\v!\%l<T1)+( > |va,+—va,_|z<am>)

aeAint,Tl

‘|‘CQ HUH%l(Tz) + Z |Ua,-|— — Ua7_| l(a N TQ)

aeAint,TQ

Ainsi:

2
/ lv(z)]* dx < max(Cy, Cy) HUH%l(T) + ( > |vat — va-|l(a T))

aeAint,T

ou (' ne dépend que de T} et 'y que de T5.

Ce qui termine I’étape 3.
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FEtape 4 :

On étend ce résultat a une union finie de triangles, et donc a n’importe quel domaine
polygonal de IR?, en utilisant le méme raisonnement que dans I’étape précédente.
Ceci termine la démonstration du lemme 2.3.

On va maintenant démontrer (2.33) qui donne l'injection discrete de H'(2) dans

L7 () pour tout +00 > r > 1 (car on est en dimension 2).

Démonstration du lemme 2./ :

Remarquons tout d’abord que si 2 > r > 1, alors il suffit d’utiliser 'inégalité de
Holder:

1/r 1/2
(Z m(p) Ieplr) < m (@) (Z m(p) Ieplz)

peT peT

1/2
(2.38) < (1+m(Q)"? (Z m(p) |€p|2)

PET

Montrons alors ce résultat lorsque 400 > r > 2.

On applique I'estimation (2.32) a v = |e]’~! e avec j > 1:

1/2
(Z m(p) |€p|2‘7) <C

S Jlews ™ ear = lea - ea -] (a)
peT

a€Aint

+ Z m(p) |€p|j_1 |€p|]

pET
ou (' ne dépend que de 2, et donc:

1/2
(Z m(p) Iepl”) <C

PET

i > max(feq 7 fea )

a€Aint

€t — ea7_‘ l[(a)

PET

+ Z m(p) |€p|j_1 |€p|]

En utilisant I'inégalité de Holder, on a pour ¢ tel que 400 > ¢ > 1 et ¢ tel que

1/2 1/q
(Z m(p) |€p|2j) <Cyj ( Z max(|ea7+|j_17 |€a,—|j_1)q l(a) daFF) X

a€Aint

!
q' 1/q
€a,+ 7 €a,-

1/q 1/q'
W Z(Cl) +C (Z m(p) |€p|(]_1)q) (Z m(p)|€p|q/)

peT pET

< 2

a€Aint
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o dyz = d(xp,,,a) si max(|ea7+|j_1, |ea7_|j_1): lea st et d(xp, _,a) sinon. On
rappelle que p, + et p, — sont les deux mailles situées de part et d’autre de a € A;,;.
Comme:
> max(|ea7+|j_1, |ea7_|j_1)q la)des <2 e;j_l)q m
a€Aint pET
on a:

g 1/q'

l(a)

€a,+ 7 €a,-

peT a€Aint (daFF)q/_l

1/q'
+ (Z m(p) |€p|q/)

PET

1/2 1/q
(Zm(p)|€p|”) SC(Zeﬁf"”qm(p)) 25 >

ou C ne dépend que de (.

On choisit j tel que 25 = r, on a donc bien 5 > 1 puisque r > 2, de plus on pose
2 1 1
J—1)g=2y doncq——]1>2 on a alors 5——:—,et:
r

1/r 1/q'
(Z m(p) Ieplr) <Cr| > > m(p) Ieplq')

Ca+ —
PET a€Aint (d pET
2 o
On utilise a nouveau 'inégalité de Holder avec s = — et donc s’ =g il vient,
q —4q
pour tout r > 2:
1/r 1/(¢"s) 1/(¢'s)
(Z m(p) |€p|r) <C (Z m(p) |ey|* ) (Z m(p))
PET PET PET
ear —ea |’ ) (o' )
+or| o BT ) ( Y ey dl 0T ))
a€Aint (da’:F) a€Aint
1 2—-4¢4 1 1 2—¢ 1
ona¢s=2doncl—¢ +-= T _ ~ o = q:—,donc
S 2 s! q' s 2q

€a,+ 7 €a,-

1/r
(;mwepy) <cr(m@)”|| &

a€Aint (da’:F)

ou C ne dépend que de (.
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Puisque, d’apres (2.7), il existe C; > 0, ne dépendant que de a et o, telle que
dog > C1d,, il vient, pour tout r > 2:
‘2 1/2
€a,+ 7 €a,-
—(a
by >)

1/2
+ (Z m(p) Ieplz) ]
PET

Ce qui termine la démonstration du lemme 2.4 et donc du théoreme 2.2 puisque:

2.

a€Aint

1/r
(Z m(p)leplr) < (m(Q)+1)Cr (Z

peT aeAint

ou C ne dépend que de «, oy et de ().

2
€at+ ea,—‘

da

e ]2
Z Z p| qu)
dpq

pET qEN(p)

2.4 Convergence du schéma pour I’équation hyperbolique

Dans cette section on montre la convergence de la solution de (2.15) vers la solution
faible du probleme (2.2), (2.4), (2.5), en établissant le théoreme suivant :

Théoreme 2.3 Soit T un maillage de Q qui satisfait la propriété (2.7) et k un pas
de temps vérifiant la condition de stabilité (2.10).

Soit uyy solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15).
On note P(-) une solution de (2.1). On suppose les hypothéses (2.6) vérifies. Soit
Pr satisfaisant (2.8) et (2.9).

Alors, il existe uw € L>(Q x IR tels que :
dans L= (Q x IR4) pour la topologie faible x, ¢’est a dire :

I // N ,tddt:// o t) du di
ey urg(,t) o(,t) de i, u(a,t) (e, t) de

pour tout ¢ € L'(Q x IR,).

De plus u est la solution faible du probleme (2.2), (2.4), (2.5), i.e. u € L= x IR)

vérifie :

/Q/JR+ u(e,t)pi(,t) de dt—/ /m u(z, 1) VP(2).Vo(z,t) de dt
-I-/uo :L'Od:zi—l—/ /IR (r,8) (7, t) gt (7)drdt =0

pour tout p € C=(0F x IRy) avee 0T = QU INT.
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Afin de démontrer ce théoreme, on établit des estimations sur la solution approchée.
La premiere est une estimation L pour avoir de la compacité. La deuxieme est une

estimation faible, dite “BV faible”, sur les variations de la solution approchée.

2.4.1 Estimation L>(Q2 x [R;) sur la solution approchée

Lemme 2.5 Soit T un maillage de Q) satisfaisant la propriété (2.7) et k € IR% un
pas de temps vérifiant la condition de stabilité (2.10).

Soit ury la solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15). On note P(-) une solution de
(2.1), (2.3). On suppose les hypothéses (2.6) vérifiées. Soit Pr satisfaisant (2.8) et

(2.9).
Alors :
ur ke @xmy) < maX(HUOHLOO(Q)a HEHLOO(anzRJ,))

Démonstration du lemme 2.5

Soit p € T et n € IN, alors I’équation (2.15) peut encore s’écrire:

k P P,
un-l-l =y |1 = —— l g + l(a)g;_
P ? m(p) quN: s ) Cdyy aegt()
Pq>Pp
k P, —-P
+ Z l(apq) qd - u§+ Z l(a)gjﬂﬁ
m(p) gEN(p) Pq U«G-Ae.rt(p)
Pq>Pp
donc:

n+1—bp p"’ Z bpqu + Z bpa W,

a€N(p) U«G-Ae.rt( )
Py>Pp

Ainsi u;"'l est combinaison linéaire des Uy, q€ Tetu! ac A

Remarquons alors que la somme des coefficients de cette combinaison est égale a 1 et

que:
b,y > 0 et by, >0 pour tout g € N(p) tel que P, > P, et tout a € A...(p)

De plus, d’apres la condition de stabilité (2.10):

k i

- l(0p) ——L2 + la)gh | <1
m(p) qGZN: pq dpq aegt( )
Pq>Pp

et donc b, > 0.
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On a donc une combinaison convexe, et par récurrence sur n, il vient :

lu n-|-1| < max<sup |up |, Zup |u”|) < maX(HuOHLm(Q), HEHLOO(QQJ,MR”)
a ext
pour tout n € IN et tout p € T.

Ce qui termine la démonstration du lemme 2.5.

2.4.2 Estimation “BYV faible”

Lemme 2.6 Soit T un maillage de Q) et k € IRY, satisfaisant la propriété (2.7) et la
condition de stabilité (2.10).

Soit T > 0, on définit Ny par Ny = max{n EIN; (n—1)k< T}.

Soit ury la solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15). On note P(-) une solution de
(2.1), (2.3). On suppose les hypothéses (2.6) vérifiées. Soit Pr satisfaisant (2.8) et
(2.9).

On définit alors :

_ & ‘P }%) no__ ,mn
EFlh(T)_kZth Z l qu d |up uq|
n=0peT qGJ;f Pq
+ > Ua)gy |u ”I)
U«G-Ae.rt(p)
et
EFoy(T Z ka ”+1 — uy|
n=0peT

Alors il existe C > 0, ne dépendant que de 2, n, g, P (solution exacte de (2.1),
(2.3)), a, on, T, ug et @, telle que:

EF,(T)< C A2 et EFy(T)< C kY2

Démonstration du lemme 2.6

On commence par montrer la premiere inégalité.

Soit n € IN, p € T, on multiplie (2.15) par u} et on somme sur n € {1, ce NT} et
p €T, il vient:

(2.39) Bi+B,=0

avec:

Y Ym (p) (' —p)

n=0peT
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et:

= P_Pp) n n n + n —n n
:ZZk Z [(opg) T(up—uq)up—l— Z l(a)g, (up—ua)up

n=0peT gEN(p
Pq>Pp

Remarquons alors que:

u (up"'l — up) = __ (up"'l — up)2 - — (up)2 + = (up+1)2
2 2 2
donc
1 Nt +1 2 1 0 Nr+1
Blz—§ZZm(p)(u; —uy) —§Zm(p (up) + = Z ( T )
n=0peT pET pET
D’apres le schéma sur I’équation hyperbolique (2.15), on a:
i (P, — P,
Z Z m(p) (unH —uy) Z Z Z l(opg) Tp (u; - u?)—l—
n=0 peT n=0 peT (p) (faejip Pq

1 & k (P, — P,
Bzt Y oy T S g ||
n=0peT m(p) 4N () Pq a€Acst(p)
(P, — P,
x |k Z [(0pg) Tp) (u; — ug)z—l—k Z [(a) gt (u; —HZ)Z
gqEN(p) Pq a€Acat(p)
Pg>Pp
1 2
(2.40) —5 2 mlp) (u)
p€T
Traitons alors le terme B,, et pour cela remarquons que:
n n 1 n 2 1 ny\2 1 ny\2
Uy (up —u ) = §(u —u ) + §(up) - §(uq)
de méme:
n n 1 n n\2 1 ny\2 1 —n\2
U, (up - ua) = §(up - ua) + §(up) - _(ua)
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donc:
1 P - Pp) n n\2 to(u® —u™)?
BQ:ﬁsz > Uop) T(up_uq)‘l' > la) gl (uy —y)
n=0peT (f:)i]ipp rq ae-Ae.rt(p)

Yk > low) %[(uzf—(us)?}

n=0p€T ¢EN(p
Pq>Pp

1 Nr

T2k 3 Ha)gh|(up)’ — ()]

n=0peT ae-Ae.rt(p)

or d’apres le schéma sur I’équation elliptique (2.9):

(P =P (P, — P
ZZ Z [(opq) Tp){(up } ZZ Z [(opq) Tp)(u;)z
n=0peT (%’?ZZPP Pq n=0peT qeN(p) Pq
N
==2.>. > Ua)galup)®
n=0pET a€Acct(p)
ainsi:
1 Ak P Pp) n n\2 + n —n\2
sz Z lO'pq T(up_uq) + Z l(a)ga (up_ua)
n=0peT gEN(p) Pq a€Aczt(p)

Pq>Pp

En reportant ce résultat ainsi que (2.40) dans (2.39), il vient:

k P, - P
yOpaL] I b PN N I
n=0peT (p) %eli(Pp) pq a€Acat(p)
(P,—P) . . R
X Z [(op9) qd - (up—uq)2—|— Z l(a)g; (up_ua)2
‘;31;7(1:1)2 rq ae-Ae.rt( )

<Y mp) P HEY. Y Ha)gt ()

peT n=0 ae-Ae.rt

On utilise alors la condition de stabilité (2.10):

N, P_Pp) n ny2 + (7 _ )2
> Sk ¥ tr) P @i S el (o )
n=0peT gEN(p Pq U«G-Ae.rt(p)
q>Pp
1) < L (ol () + 727 [ _g*ryar) ==
) —{||u m u T)ar | = —
=0 0|0 0o an .
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En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz et I'inégalité précédente, on a:

1/2| No P _p
EF1h(T)<h1/2< ) ZZk Z hy (o) M
n=0peT (%’GJ;TP dpq

1/2
+ Z hpl(a)g;')]

U«G-Ae.rt(p)

Mais :

kZZ Z hyl(a)gf <Th gt(r) dr

n= OpeTae-Ae.rt( ) o9

En utilisant a nouveau l'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient :

1/2
(P, — P,) o
ZZhl%qipd - DD D= dpq
pET 9EN(p) Pq pET qEN(p) rq
Pq>Pp Pg>Pp

1/2
(z 5 low) P>)

PET geN(p) rq
De plus, d’apres (2.7) :

(2-42)dpq = d(:z;p, qu) + d(:z;q, qu) >ah,+ahy zah, +aa l(apq) > (0‘1 + 1)hp

alnsi :
0' 2
h2 ba) < (o < m(§)
]%:T%ZN:) d,yq a1 a? (ag +1)? ]; quN: pa) g a1 a? (ag +1)?
Pg>Pp Pq>Pp

Pour compléter la démonstration du lemme 2.6, on montre qu’il existe C' > 0, ne
dépendant que de g, a, a1, Q et de P (solution exacte de (2.1), (2.3)), telle que:

(2.43) > Z

pET qeN(p) re

PP)C

Ce résultat sera démontré en quatre étapes (une autre démonstration est possible, en

utilisant 'estimation d’erreur (2.18), voir remarque 2.5):
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FEtape 1:
On montre qu’il existe C; > 0, ne dépendant que de g et de €, telle que:
1/2
(Pp — Pq)2 2
(2.44) Y e <G| X X Ha)(B)
PET geN(p) rq PEText a€Aext(p)

En multipliant le schéma sur 1’équation elliptique (2.9) par P, et en sommant sur
p € T, on obtient:

Z Z l(apq) &y Pdpq(

pE€T geN(p)

Z Z l(a)g. P,

pET ae-Ae.rt( )

Alors d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2
( > 1a) g )
U«G-Ae.rt

1/2
( Z Z [(a) (Pp)z)

PEText a€Aext(p)

(Pq Pp—(P 2
Z Z [(op9) d,,

pET geN(p)

De plus on a:

Z Z l(gpq) (Pq Pp - (Pp)z)

pET ¢eN(p) ©ra

1/2
l(;Z;q) (Pp . Pq)2 <2 ||g||L2(89) ( Z Z l(a) (Pp)?)

PEText a€Aext(p)

FEtape 2:

On montre qu’il existe C; > 0, ne dépendant que de «a, a; et de (), telle que:

)Y ¥ Ha(B) <0 (Z > Ao

peﬁfﬁt U«G-Ae.rt(p)

= B) 4 > m(p) (Pp)Q)

pET geN(p) P4 peT

Q) est un ouvert borné polygonal de IR?, tout d’abord € sera supposé convexe. Dans
ce cas, on choisit deux directions D; et Dy orthogonales et on décompose la frontiere
de Q) en quatre parties, non nécessairement disjointes comme sur la figure 2.6. On
note 777 un vecteur directeur de D; dont la norme euclidienne est plus grande grande

que le diametre de €.
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08y AN

| \\ [9) 8(23

0y

Fig. 2.6 -

On note Taq, (respectivement Taq,, Taq,, Taq,) 'ensemble des mailles de T qui ont

au moins un coté sur d€); (respectivement sur 92y, 0€s, 9€y).

Soit v € C(Q) tel que Vo € Q, 0 < () <1, ¢¥(x) =1V a € 9, et (x) =0
YV x € 03, on note v, = t(x,), pour tout p € T.
Soit p € Taq, et x € dp N Taq,, alors:

(Pr(2)) = (B < |(B)? — (P,
+ Z |(Pa,-l— ¢pa,+)2 - (Pa,— ¢pa,—)2| ‘Pa(l'v x + 771) + (Pp3.r ¢p3m)2

a€Aint
ou p3, est I'élément de Taq, tel que [@, 2 + m] N IQ3 € ps,, on rappelle de plus que
pour tout a € A;,;, on note:
— pa(x, 2) pour tout x,z € IR*, la fonction qui vaut 1 si le segment [z, 2] coupe a

en un point, 0 sinon.
~ Pa+ et py— les deux mailles situées de part et d’autre de «,
— P, + et P, _ les valeurs de Py sur les mailles p, ; et p, _,

— d, la distance entre x,, , et x,, _, ou x,,, et x,, _ sont définis en (2.7)

On integre sur 9§}y par rapport a z, il vient:
2
YX Ua(B)S X X UalB) - (B

pe%ﬂl U«G-Ae.rt(p) pe%ﬂl aeAe:pt(p)
+ D (Pagthpay)® = (Pam by, )| L)

a€Aint
+ Z Z [(a) (P, ¢p)2

pe7~8ﬂ3 U«G-Ae.rt(p)
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ce qui s’écrit encore: :

> Y (B)s XY UaB) = (P

pe%ﬂl ae-Ae.rt(p) pe%ﬂl ae-Ae.rt(p)

+ ZA: (‘(Pa"" ¢pa,+)2 - (P(L_ ¢pa,+)2‘ + ‘(Pa,— ¢pa,+)2 - (Pa,— @Z’pa,—)z‘) l(a)
+ 2 X U (Pthy) = (P x 0)]

pe7~8ﬂ3 ae-Ae.rt(p)

Mais, comme ¢ € C*(€2,[0,1]):

S Y Ha(R) s Y Y Ua)day,a) | e (P

pe%ﬂl ae-Ae.rt( pe%ﬂl ae-Ae.rt(

+ > — (P )| Ua)+ Y dall ||y (Pae)? (@)

a€Aint a€Aint

+ 2 2 Ua)d(@,a) [ e (P 0)°

pe7~8ﬂ3 ae-Ae.rt(p)

D’apres I'inégalité de Young, il vient:

> l(a)(Pp)%QZWHLm@ m(p) (P 4+ Y da ¢ e (Pam)? (@)

pe%ﬂl ae-Ae.rt(p) pET a€Aint
Loy Bt s Pl S (P 4 (P ta
d a,+ a,— a a

aeAznt a a€Aint

Remarquons alors que, d’apres (2.7), pour tout a € A, :

2 2
dy < hpa+ ‘|'hpa— < —l(a) <
aq [N eA)

dav:F

ainsi, il existe C', ne dépendant que de «a, aq, de () et de ¥ telle que:

> Y i (Pp)%c( > @*;—&*V«awzmwpp)?)

P€Ta0, a€Aext(p) a€Aint @ pET

et donc:

)2
> Y la)(B)< ( >y d Uopg) + 2 mip) (P)°

P€Ta0, a€Aczt(p) pET ¢€N(p) Pq peT
De la méme fagon, on montrerait ce résultat pour Taq,, Taq, et Taq,. Et en sommant

ces inégalités, on obtient (2.45), ce qui termine la seconde étape lorsque € est convexe.

Si © n’est pas convexe alors on décompose sa frontiere JQ en r parties (9€;)i<i<,
disjointes et pour tout 1 = 1,...,r, on définit 8(2; comme sur la figure 2.7.

On définit alors pour tout i = 1,...,r, 0 € C=(Q) tel queVa € 0, 0 < O (z) < 1,
PO(r)=1si7€ Vet pD(r)=0si7¢€ QQ;. Alors comme dans le cas convexe, on

montre (2.45).
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Fig. 2.7 -

FEtape 3 :

On montre qu’il existe C3 > 0, ne dépendant que de P (solution exacte de (2.1),
(2.3)) et de Q, telle que:

P, — P,)*
246) X mlp)(B) <O (Z > BB, 1)

peT pET qeN(p) Pg
Pour cela remarquons tout d’abord que:

X () (P <2 3 mip) P, = moyq(Pr)[*+2m(9) (moyq(Pr))

| moyg(Pr) = ﬁ > i),

or, par hypothese: |

mova(Pr) = —— 3" m(p) P(x,)
De plus d’apres le lemme 2.2 page 26, il existe C', ne dépendant que de €, telle que:
P, — P,)?
S mip) [P, - moyg(Prif< 0 Y Y Ly
peT PET qeN(p) pe

et comme [?(2) s’injecte continument dans C'(Q), il vient:

P, — P,)?
S <200 Y B ) 4000 Ple
pET pET q€N(p) Pq
ou (' et 'y ne dépendent que de ().

Ce qui termine I’étape 3.
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FEtape 4 :
On conclut, en remarquant que, d’aprés (2.44), (2.45) et (2.46)
1/2
>y B h e <0 ((02 vy ¥ BBl 03)
beToeNG) s veTeN) oo

ou (1 ne dépend que de g et de Q, ;5 que de o, a1 et de Q et C3 que de P et de ).

D’apres I'inégalité de Young, on obtient:

P, —P,)? 1 P, — P,)? 1
Z Z (P, - ») [(op) < 5 Z Z (qdip) l(opg) + 5 (012 (Cy+ C3))+Cs
pET q€N(p) pa PET 9N (p) Pq
et donc:
(P, — P,)?
Z Z % l(apq) <C
pET qEN(p) pq

ou C ne dépend que de g, a, ay, ) et de P.
Ceci termine la démonstration de I'inégalité (2.43) et donc de la premiere inégalité

du lemme 2.6.

Etablissons alors la deuxieme inégalité de ce lemme. Pour cela remarquons que d’apres

le schéma sur I’équation hyperbolique (2.15), on a:

n—I—l n & 2 Pq — Pp
Eth—Zka upl S22 K| 2 o) fuy — g —
n=0peT n=0peT (%’GJ;TP Pq
+ > o)y —ﬂﬁlgj)
U«G-Ae.rt(p)
On utilise alors I'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient :
1/2
NT P
EFy <k I3 EY K Z (o) L+ Y la)gt X
n=0 peT gEN(p rq U«G-Ae.rt(p)
q>Pp
1/2
N, n 2 P n 2 +
sz Zlapq |u —u| + Z l(a)|up_u|
n=0peT qu;T(P) p U«G-Ae.rt( )

et donc d’apres la condition de stabilité (2.10) et I'inégalité (2.41), il vient:

1/2 [{ 1/2
(g 5
n=0 peT n
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alnsi :
K 12
pra <1 (Tm(@)1—n) &)
n

ce qui termine la démonstration du lemme 2.6.

Remarque 2.5 Comme P est supposé dans C*(Q), Uestimation (2.43) peut étre
aussi donnée par Uestimation d’erreur en norme Hy discréte (2.18), mais la démons-
tration précédente n'utilise pas la propriété P € C*(2) et peut donc étre étendue a

des cas plus complexes.

2.4.3 Convergence du schéma numérique

On montre dans ce paragraphe le théoreme de convergence pour le schéma numérique
appliqué a I’équation hyperbolique, c’est a dire le théoreme 2.3.

Pour cela, on établit tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.7 Soit T un maillage de Q et k € IRY satisfaisant la propriété (2.7) et
la condition de stabilité (2.10). Soit ur solution de (2.11), (2.12), (2.13) et (2.15).
On note P(-) une solution de (2.1), (2.3). On suppose les hypothéses (2.6) vérifiées.
Soit Pr solution de (2.8) et (2.9).

Alors ury, vérifie Uégalité suivante :
//Qx1R+ ur (. 1) (‘Pt(l'a t)— VP(x).Vo(z, t)) dx dt + /Q uo(z) p(x,0) dx
u(r,t tydrdt =&k, h
+ﬂ/égxm+1477)9@?#%77) T (k,h)

pour tout p € C(Q% x IR, IR), avec QT = QU INT, ou E(k,h) ne dépend que de
h, k, ¢, Q, up, w, P, g, a, ay et den.
De plus pour tout ¢ € C°(Qt X IR, IR) :

lim E(k, h) = 0

h—0

Démonstration du lemme 2.7 :

Soit p € CX(QF x IR4), on définit T tel que, V x € QF, supp(p(z,.))C [0,7]. On
note alors Ny = max{n EIN; n—1)k < T}.
On multiplie alors le schéma sur I’équation hyperbolique (2.15) par

1 tn+ 1

Fnp) Je /pc,o(:z;,t) dx dt

et on sommesur p € T et n € {0, cee NT}, on obtient :



54 SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR UN SYSTEME ELLIPTIQUE-HYPERBOLIQUE...

avec:
NT 1 n+1
K= Z Z(u;"'l u;) /n /c,o(:z;,t) dx dt
n=0peT t p
et
Ak (P, —Pp)
Ly = Z Z Z l(opg) (up UZJ) qd :
n=0peT (;61;755) rq
S @@ -mgt | x—— [ [ ety ded
+ a)(u, —u,)gr | x / p(a,t)dedt
ae.Ae.rt(p) g m(p) " P

De plus, on note:

Fio = //Qle+ ur (@, t) e, t) de di —I—/Quo(x) o(x,0)dx

et

Bao=— ([ ursle,) VP(e,t) Vlw, Oy dudi+ [ ) 9(7) (7. t) dr dt
QxIRy B

QX]R+

On va alors comparer F; et Fq ainsi que Fy et Fq afin d’établir le résultat cherché.

Comparaison de I et Iy :

Remarquons que Fq s’écrit encore:

Fqo = Z Z u /( ) — c,o(:z;,t”)) dx

n=0peT

et donc en reportant les différences sur wr g, il vient :

Fio=— %T: > o (uptt — u;)/cp(:z;,t”"'l)d:z; -y ug/c,o(x,()) dx

n=0peT p pET p
Ainsi:
NT t77«+1
But Bl <3 3 Juptt =l [ [leie 0l dedt+ [ uf = uo(a)l|o(e,0)] da
n=0peT e p Q2
ou |
Ha)=u) = —/ d tout T
ur(x u uglx)dx pour tout x € p, p €
T( ) P m(p) p ( )

Comme ug € L*=(Q):

(2.48) lim/Q W%(z) — uo(x)| (x, 0)] dz = 0

h—0
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En effet, comme ) est borné, il existe (u;);emnw C C2() telle que:
lim |lu; — wol|pr@) =0

j—+oo

Alors :
[ 1 (@) = (@)l p(e,0) do < [ u(a) = uh ()] [ple, 0) do

+ [ o) = ws @)l (e 0 do + [ Jus() = wole)] ol 0] do

pour tout j € IN et ou u]T(:L') = L/u](y) dysizep, peT.
m(p) Jp
Or: 4
/Q|UJT($) = (@)l (2, 0) de < lpfloe sup [Vus(z)[ m(@2) A
et

[ 15 ) = () o, 0) o < gl () s = wllas ey

Donc, pour tout ¢ > 0, il existe J € IN tel que:
€
/Q|UOT($) — uo(@)l (@, 0)[ dv < 5 4 [lelloe sup [Vus(w)m(2) A

Ainsi, V e > 0, il existe H > 0, ne dépendant que de J, ¢, ) et de ¢, tel que pour
tout h < H:

[l @) = wofa) (e, 0)] de < &
Ce qui termine la démonstration de (2.48).

De plus, d’apres le lemme 2.6

NT tn+1
Xt =gl [ [ledeldedt < el e, O 8

n=0peT

ou C ne dépend que de Q, n, g, P, o, aq, T, ug et w.

Comme dans [16] (démonstration du théoreme 7.1), on montre que k tend vers 0
lorsque h tend vers 0.
Remarquons tout d’abord que si g = 0 alors, d’apres le schéma sur 1’équation ellip-

tique (2.9), on a:

P,—P
Z l(opq) qd =0
9€N(p) ba
pour tout p € T.
Ainsi en choisissant tout d’abord py tel que P,, = min,er P, et en utilisant la

connexité de 2, on obtient :

P, =P, pour tout p, ¢ € T
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et donc:

u;"'l = u, = ug pour tout p € T et tout n € IN
et d’apres (2.48), ur ; converge vers ug dans L™ faible x, ug étant dans ce cas I'unique
solution faible de (2.2), (2.4), (2.5). Ainsi lorsque ¢ = 0 la démonstration du théoreme

2.3 est terminée.

On peut donc supposer g % 0. Soit y € IR\ {0} et W C Q, W compact tel que
d(w, %) > y ou Q° est le complémentaire de . On montre alors, voir [16] (démons-
tration du théoreme 7.1), que:
I1Pr(+y) = Prllwe < [yl 3o D0 Uow) [Py — Byl
PET geN(p)

Remarquons que, d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz :

1/2
| Pr— Pllriq) < (m(ﬂ) > m(p) |€p|2) +>. / |P(zp) — P(x)| dx

peT peT ’P

ainsi d’apres la régularité de P et d’apres le théoreme 2.1, il vient :
lim [[Pr = Pllpie) =0

Donc, si

hmZZlam )|P,— P =0
pETqEN()
on a:

1P +y)— Pl <0
et ainsi VP = 0, ce qui n’est pas possible puisque g Z 0. Alors il existe une constante
A > 0 telle que:
22 Zlapq (P —P) = Z Z l{opg) [Py — Py = A
pET aEN(p) PET q€N(p)

Pg>Pp

Et donc, il existe p € T tel que:

m(p) A
l(opg) (P, — Py) >
qGZN%) " QM(Q)
Pq>Pp

Comme dp; < 25, il vient:

P P A
Z [(opq) - > m(p)
dpg 4hm()

gEN(p)

Py>Pp
D’apres (2.10), on obtient: .
4
(2.49) k< #
Ce qui montre que k tend vers 0 lorsque h tend 0.
Ainsi
h—0

Traitons alors la différence entre £y et Fy.
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Comparaison entre Iy et Fy :

On introduit pour cela le terme Fy; défini par:

tn+ 1

Nz P P,
E21:ZZ Z(u —uy) ——— / / (r,t)dr dt
n=0peT | ¢eN(P) o
Pq>Pp
t77«+1
+ u —u, / / T,t) g(T)dr dt
U«G-Ae.rt o
alors:
Nz P, —P
By — En| < sup V(e 0)] kY by | D Juy —uyl %l(%q)
(z,t)eQx IR n=0 peT gEN(P) Pg
Pq>Pp

+ > qu—ﬂilgil(a))

U«G-Ae.rt(p)

Ainsi d’apres le lemme 2.6:

(2.51) |y — Fy| < sup  |V(x,t)] C h'1?
(l’,t)EQX]R+

ou C ne dépend que de Q, n, g, P, o, aq, T, ug et w.

Comparons alors les termes Fy; et Esg, et pour cela remarquons que Fip s’écrit

encore :
NT P P tn+1
E21:ZZ(ZU / / (r,t)dr dt
n=0peT \geN( i
t77«+1
+ Z u —u, / /c,o T,t) g(T)dr dt
U«G-Ae.rt( ) "
de méme:
NT t77«+1
Ey = Z Z (—u;/ /VP(:I;).V(,Q(:I;J) dzx dt
n=0peT o p
tn+1
+ X [ [amngte) e dra
U«G-Ae.rt(p) " .

Comme P est solution de (2.1), (2.3), on obtient:
Nrp
Eypn=> > ( / / VP(7).np(7) e(7, 1) dr di
n=0peT geN(p o
> .

U«G-Ae.rt

tn+ 1

/G(“? — (1)) g*(7) p(.1) dr dt)
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Ainsi:
|Eao + Eor| < Ei(h, k) + E(h k)
avec:
et P, —-P
)% > (VP = ) sty
n=0peT ¢eN(p i q dpg
et

gZ(h,k)://mm\aT,k(r,t) a(r )| gt (7) |o(r, )] dr dt

ot Ur p(7,t) =Ul siT € a,a € Ay, et t € 1", 1" n € IN.

Commew € L*(0Qx IR ), en utilisant un raisonnement analogue a celui utilisé pour
(2.48), on obtient:

fimn E(h, k) = T 1ol e @y Nolisonmy [ [ fora(rt) = atr, )] drdi = 0

xR 4

Remarquons alors que, comme P est solution de (2.1), (2.3) et que Pr est solution
de (2.9), on a pour tout p € T :

> [ VPEa (= 3 o) L

9€N(p)

Ainsi:

ST s [ (vreien - B

n=0p€eT geN(p

(99(7—7 t) - S‘Q(xpv t)) dr dt‘
Alors, d’apres la régularité de ¢ et I'inégalité (2.42), il vient:

E(hk)<T  sup |Ve(a,t)] max(||uolo, |7

(l’,t)EQX]R+

> % dytiere) (1801 1)

PET 9€N(p)
D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a:

1/2
E(hk) <T  sup |w<x,t>|max(uuouoo,uauoo)(Z 3 dpq«apq)) x

(z,t)eQx IRy peT q€N(p)

o ef? 1/2
(Z Z dpq l(opg) (|Rp,q(P)|2 - ﬁ))

pET geN(p)
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Ainsi a I’aide du théoreme 2.1 et du lemme 2.1, on obtient :

Ei(h, k) < T sup [Vep(w, t)] max(|[uolloc, [[T]oc ) m(2) C' B

(l’,t)EQX]R+

ou C ne dépend que de «, oy, des dérivées secondes de P et de ().

Et donc:

On conclut alors a 'aide de (2.47), (2.50), (2.51) et (2.52):

Eio+FEy = // wr (e, (c,ot(:zj )=V P(x).Vo(z, t)) dx dt—l—/ uo() p(x,0) dx

—I_//QQ R E(T7t)g(7—) @(T7t) det —= ElO -I_ E1 ‘I’ E20—|— E21 —I— E2 — E21 — g(k7h)
Xy

ou E(k,h) ne dépend que de h, k, ¢, Q, ug, w, P, g, a, oy et de n.
De plus pour tout ¢ € C(QF x R4, IR):

limE(k,h) =0

h—0

Démonstration du théoréme 2.3 :

D’apres le lemme 2.5, la suite (w7 x)n>o est bornée dans L (2 x [R,). Ainsi d’apres
la relative séquentielle compacité des bornés de L* pour la topologie faible x, il existe

une sous-suite, notée (u7; x, )icv, et il existe u € L>(Q2 x IR ) tels que:

(2.53) lim UT k= U

(maxperl. hp)—0

dans L>(Q) x IR, ) faible «.
(est a dire, que pour tout » € L'(Q x IRy)

(maxplegnhp _}0//QX]R+ Uy ke (2,1) oz, 1) de dt = //QX]R+ x, 1) p(a,t)dedt

De plus d’apres le lemme 2.7, pour tout ¢ € IN, on a:

//QX]R+ uT (T, 1) (‘Pt(l'at) — VP(:I;).V(,Q(:I;,t)) dx dt + /Q uo(z) p(x,0) dx
u(r,t tydr dt = E(ki, hs
—I_//QQXIR+ u(r,t) g(7) e(7,t)dr ( )
pour tout ¢ € CZ(QF x IR, IR), et ot

lim  E(ki,h) =0

(maxperl. hp)—0
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En utilisant (2.53), on passe a la limite dans 'inégalité précédente, ainsi u € L () x

IR ) vérifie:
/Q/IR+ u(x, t)pi(a,t) doe dt — /Q/IR+ u(x,t) VP(z).Vo(e,t)de dt
— + _
+ /Q uo(x) o(x,0) dx + /89 /IR+ u(r,t)p(r,t)g"(r)drdt =0
pour tout ¢ € C(QF x IR,).

Donc u est solution faible du probleme (2.2), (2.4), (2.5).

Comme P € C?() alors 'unicité de la solution faible est un résultat classique, c’est
une conséquence du théoreme de Cauchy - Lipschitz. On montre alors que toute la
suite (7 x)nso0 converge vers u L faible «.

En effet, supposons que urj ne tend pas vers v dans L faible %, alors il existe une
sous suite, notée (u7; r, )iemv, p € L'(Q X IR;) et C' > 0 tels que

(2.54) /MR+ (u(e.t) = ur (e ) pla,t) dadt > C

Mais cette sous suite est bornée dans L, il existe donc une sous suite, encore notée
(ur i, )iew et il existe v € L(Q x IRy) tels que ur k, tend vers v dans L> faible
*. En utilisant le méme raisonnement que précédemment on montre alors que v est
I'unique solution faible de (2.2), (2.4), (2.5). Donc u = v p.p., ce qui contredit (2.54).

Ce qui termine la démonstration de la convergence du schéma numérique.



3. Schéma volumes finis sur double maillage pour
un écoulement diphasique en milieu poreux

Ce travail a été réalisé en collaboration avec S. Verdiere ((anciennement en these a
I'Institut Francais du Pétrole, aujourd’hui ingénieur chez Elf). Il a donné lieu a un

article qui est soumis (voir [40]).

3.1 Introduction

On s’intéresse a la résolution d’un probleme issu de la modélisation d’un écoulement
diphasique en milieu poreux. La pression capillaire ainsi que la gravité sont négligées.
On suppose que deux phases sont en présences, une phase eau (notée w) et une phase
pétrole (notée o). On cherche alors a déterminer la saturation u de la phase eau et la

pression du fluide P sur un domaine borné Q de IR*, solutions du systeme suivant :
(3.1) div(K(x) M(u(2,1)) VP(2,1))=0, z€Q, t € IRy,

Kow(u(z,t))
o

avec des conditions aux limites et une condition initiale qui conduisent a un systeme

(3.2) ug(,t) — div (K(:L') VP(:L',t)) =0, v€Q, telR,,

bien posé. K est le tenseur de perméabilité absolu, K,, (respectivement p,) est la
perméabilité relative (respectivement la viscosité) de la phase ¢, pour ¢ = 0 ou w.

De plus, M est la mobilité totale telle que:

[/77’10 [77’0
M = ) | Fnl)

Les parametres pétrophysiques, c’est a dire la perméabilité absolue et les perméa-
bilités relatives, sont donnés par les géophysiciens comme des fonctions constantes
sur une grille fine, qui peut étre composée de millions de cellules. La discrétisation
du probleme elliptique conduit a un systeme linéaire de la taille de cette grille fine.
Ce systeme étant trop grand pour les capacités machines, il est alors nécessaire de
réduire le nombre de cellules afin de pouvoir effectuer des tests numériques. En gé-
néral ces parametres sont homogénéisés afin d’obtenir 'information sur une grille

grossiere. Ainsi, les méthodes classiquement utilisées résolvent I’équation de pression
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(3.1) et I’équation de saturation (3.2) sur un méme maillage, le maillage grossier.
Toutefois, cette condensation des résultats peut parfois conduire a des raisonnements
trop “globaux” (voir [22]).

La méthode de double maillage, proposée dans [38] et dans [39] permet d’éviter
ces problemes en résolvant ’équation en pression (3.1) sur le maillage grossier et
I’équation en saturation (3.2) sur le maillage fin.

L’étape principale de 1'algorithme de cette méthode est la reconstruction des flux
(K'VP) sur le maillage fin a partir des valeurs connues sur le maillage grossier.

On expose ici deux méthodes de reconstruction. La premiere, proposée par T. Gal-
louét, consiste a interpoler les flux a l'aide des valeurs sur les cotés du maillage
grossier.

L’idée de la deuxieme méthode, proposée par D. Guérillot, J.M. Thomas et 5. Verdiere
(voir [38] et [39]) est de résoudre une succession de problemes indépendants localement
dans les mailles grossieres.

Dans une premiere partie, on donne des résultats de convergence pour un probleme
simplifié. On considere un cas homogene avec une mobilité totale égale a un, ce qui
conduit a un systeme elliptique - hyperbolique linéaire. On utilise des schémas vo-
lumes finis pour discrétiser ce probleme sur des maillages rectangulaires: un schéma
a cinqg points pour ’équation elliptique, un schéma décentré vers ’'amont de 1’écoule-
ment pour 1’équation hyperbolique. On présente alors les deux méthodes de recons-
truction des flux, puis on établit la convergence de la solution approchée, donnée par
le schéma numérique, vers la solution exacte du probleme.

On considere tout d’abord le probleme simplifié pour lequel les deux méthodes de re-
construction sont utilisées. La premiere méthode (par interpolation) est moins chere
en cout calcul, mais nous n’avons pas réussi a la généraliser a des cas plus complexes.
On présente alors un cas test physique avec des hétérogénéités et une mobilité totale
non constante. On n’utilise dans ce cas que la deuxieme méthode de reconstruc-
tion des flux (méthode de résolution de problemes locaux). Ces résultats numériques
confirment la validité de la méthode de double maillage méme dans le cas d’un milieu

poreux hétérogene et d’un probleme non linéaire.

3.2 Résultats de convergence sur un probleme simplifié

Le probleme que l'on traite dans cette partie est le suivant.
Soit Q un ouvert polygonal de IR? que 'on peut mailler par des rectangles, on note

0N la frontiere de 2, on considere alors le probleme elliptique-hyperbolique suivant :
(3.3) AP(x)=0, z €,

(3.4) w(x,) — div(VP(2)u(e,1))=0, x€Q, t € IRy,
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avec les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :

(3.5) VP(r)n(r)=g(r), 7€ 09,
(3.6) u(r,t) =u(r,t), (r,1) € Nt x IR,
(3.7) u(x,0) = up(x), x€Q,

o INT = {r € 9N ; g(r) > 0} et ot n est la normale unitaire & 9§ extérieure a Q.
On suppose que:
(3.8) o ge HYON), telle que P € H2(Q)
t dr = 0.
e /89 g(T)dr

Remarque 3.1 Si Q) est convexe, alors g € HY*(0Q) suffit pour que P € H*()

(voir [20]).

Plus précisément, on cherche P dans H*() solution de (3.3), (3.5) au sens variation-

nel, i.e. telle que:
(3.9) /va(x).w(x) di — /89 g(r)¥(r)dr = 0 pour tout ¢ € H'(1),
et u dans L(Q) x IR.) solution de (3.4), (3.6), (3.7) au sens faible:
//IR v, )iz, t) do dt — // (2,1) VP(2).V (e, 1) de dt
.
(3.10) +/u0 o(2,0)de + am/m+ T(r,1) (1) g* (r) dr di = 0

pour tout ¢ € CHOQT x IR, IR) avec Ot = QU INT.

3.2.1 Discrétisation de I’équation elliptique

3.2.1.1 Hypotheses sur le maillage grossier

On considere donc un maillage grossier, noté T. On fait les hypotheses de régularité

suivantes :

e Toute maille ) € Ty est un rectangle.

e L’intersection entre deux mailles de Ty est soit un point soit un

(3.11) ¢ segment, ce segment est alors un c6té de chacune de ces deux mailles.

o Il existe o > 0 et H > 0 tels que pour tout coté o du maillage Ty
on ait o H <l(o) < H.
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ou [(o) est la longueur de o.

Quelques notations seront utiles pour la description du schéma numérique:

pour tout ) dans Ty, on note:

N(Q) I'ensemble des voisins de @), i.e ’ensemble des éléments de Ty qui

ont une interface commune avec (),

A.+(Q) 'ensemble des cotés de @) situés sur le bord de 2,
xg le centre de (),

m(Q) laire de @,

ng la normale unitaire a 9@ extérieure a ().

Pour tout @, € N(Q):

0@, l'interface entre () et ),
ngg, la normale unitaire a ogg, extérieure a (),

dgg, la distance entre x¢ et xq,.
Pour tout o € A...(Q):

= 17 Jo 9(7) d7

3.2.1.2 Equation discrétisée pour ’équation elliptique

On définit la solution approchée sur le maillage grossier par
(3.12) Pro(x)=Py six€e@, Q€ Ty

On discrétise alors (3.3) sur Ty, et pour cela on utilise un schéma volumes finis a cing
points; Le principe des schémas volumes finis, voir [16], est d’intégrer les équations

sur chaque volume de contréle, ici les mailles, on obtient alors:

Z VP(r).ngg,(T) dr + Z / Jdr =0 pour tout Q) € Ty.

QuEN(Q) 7@ o€Aent(Q

1
l{egg,) fUQQv

On approche le flux de pression VP(7)ngg, dr a travers un coté ogq,

par: (Fo, — Fo)/dgq,-
L’équation discrétisée est ainsi donnée par:
(Pg, — Fo)

(3.13) > loge,) y + > l(o)g,=0 pour tout Q € Ty.
Q'UGN(Q) QQ’U O'G-Ae.rt(Q)
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3.2.2 Discrétisation de I’équation hyperbolique

3.2.2.1 Hypotheses sur le maillage fin

On veut discrétiser (3.4) sur un maillage plus fin que Ty, on définit donc 7, un

maillage de Q vérifiant les hypotheses de régularité suivantes:

e Toute maille ¢ € 7, est un rectangle.

e L’intersection entre deux mailles de 7;, est soit un point soit un
segment, ce segment est alors un c6té de chacune de ces deux mailles.
(3.14%
o Il existe 3> 0 et h > 0 tels que pour tout coté ¢ du maillage Ty,
on ait Bh <I(c) < h.

e Pour tout g € 7Ty, il existe Q € Ty tel que ¢ C Q)

Remarquons que la derniere hypothese assure qu’une maille de 7}, ne soit pas a cheval

sur deux mailles de Tzr.

I1 faut alors reconstruire le flux de pression sur chaque ¢6té du maillage fin 7, a partir
des valeurs connues sur le maillage grossier Ty.

Nous présentons ici deux approches possibles:

1. La premiere, proposée par T. Gallouet, donne les flux approchés a travers un
coté ¢ de T, en utilisant une moyenne pondérée des flux approchés a travers les

cotés du maillage grossier Ty situés de chaque cotés de c.

2. Laseconde méthode, proposée par D. Guérillot et S. Verdiere (voir [22]) consiste

a résoudre des problemes localement dans les mailles de Tg.

Quelques notations seront utiles a la description des méthodes de reconstruction des

flux ainsi qu’a celle du schéma numérique pour ’équation de saturation :

Soit ¢ € T}, on note alors:

x4 le centre de ¢,
Q, I'élément de T tel que ¢ C @,

N(q) I'ensemble des voisins de ¢, i.e 'ensemble des mailles de 7, ayant une

interface commune avec ¢,
Nint(q) 'ensemble des voisins de ¢ situés a lintérieur de @,
Nezt(q) Vensemble des voisins de ¢ situés a I'extérieur de @,

A.+(q) ensemble des cotés de ¢ situés sur le bord de Q.
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Pour tout ¢, € N(q):
dgq, la distance entre x, et z,,,
Cqq, l'interface entre g et ¢,
N4, la normale unitaire a ¢,,, extérieure a g,
F,,, le flux de pression approché sur ¢y, allant de ¢ vers ¢,
Fy,, le flux de pression exact sur ¢,,, allant de q vers q,, i.e.

— 1

(3.15) Fgg = m . VP(7).ngq,(7T)dr.

Pour tout ¢ € A.4(q):

o, le coté de (), qui contient ¢,
F. le flux de pression approché sur ¢ extérieur a {2,

F'. le flux de pression exact sur ¢ extérieur a (Q, i.e.
Fo= = [g(r)d
.= 7)dT.
Z(C) cg

3.2.2.2 Reconstruction des flux approchés de pression par interpolation

Cette méthode consiste a interpoler les flux sur les c6tés des mailles grossieres situées
de part et d’autre du coté considéré du maillage fin.

Supposons donc que ¢ et ¢o soient deux mailles de 7j, incluses dans une maille
grossiere (2. On note Q) et ()3 deux des voisins de @)y et Ly (respectivement Ls) la

distance de ¢;,4, & 09,0, (respectivement de ¢y, 4, & 0g,0,), voir figure 3.1.

Q1 Q2 @3

Cq1q92

N )
G 0.0,

Ll L2

TQ1Q:

Fig. 3.1 -

On approche alors le flux sur I'interface entre ¢; et ¢; dans la direction de ¢; vers ¢,
par:
Fq1q2 _ Ly FQ1Q2 + Ly FQ2Q3
Ly + Ly
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Ce qu’on peut écrire sous la forme suivante, pour tout ¢ € 7, et ¢, € N(q):

PQv - PQq H v - d(C v O-Qqu)
Fqu = Z nqu'anQv d ( = qu
QuEN(Qy) QqQv 99y
H,, —d
(316) _I_ Z nqu‘ng gcr ( q9v H (chv 9 0-))
UEAemt(Qq) 99y

ot d(-,-) est la distance euclidienne de IR? et ou

H _ LQq s 5qu.LQq =0
e lg, sinon
Lg, étant la longueur de (), et [g, sa largeur et n, est la normale a o extérieur a .

Remarquons que F,, est bien une moyenne pondérée des flux sur les cotés de Ty

situés de part et d’autre de ¢y, puisque:

Hqu - d(chv 9 O-Qqu)
H

q9v

Z |nqu'anQv

QveN(Qq)

(3.17) T Z |nqu.ng| (quv - d(cqu,a)) 1

UeAemt(Qq) H

q9v

Pour les cotés ¢ € A.,+(q) situés sur le bord du domaine, on choisit I’approximation
suivante :

FC — ch
Remarque 3.2

1. Conservativiteé des flux

Cette reconstruction vérifie bien le principe de conservativité, i.e. pour tout
q € Th et tout ¢, € N(q)
F,

990 — _FQU‘]

2. Conservation

Comme on veut que léquation [, AP(x)dx =0, ou P est la solution du pro-
bleme elliptique, soit bien approchée sur le maillage fin, on veut que la recons-

truction des flux vérifie la propriété suivante :
(3.18) B, = Z l(cqq,) Fiaq + Z l{c) F. =0
qu EN(q) CeAemt(q)

pour tout q € Tj,.

Montrons que la reconstruction qui est donnée par (3.16) vérifie bien cette équa-

tion.
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q1 Ql

A A
C\‘/ q q2\‘/lq

A

: qs3 qu
Oc : e 27— > Qq Q2

v

15,9/ Qs

q

Fig. 3.2 -

Soit g € Ty, on se place dans la configuration de la figure 3.2 afin de détailler

l'expression des fluxr de pression sur chacun des cotés de q.

Dans ce cas les flux sont donnés par:

quh FQqu
L Lo, — L
Fpp = 7 Fo,0, — =% Go.
qq LQq LQq
FC — ch
! lo, — 1
Foge ] Fo.. + ;i L Fo0,

Ainsi:

lq Lq

B, =
1 quLQq

(LQq Fou0. +lo, Fo0. + Lo, 9.0, + o, gac)

et done d’aprés (3.13):

B, =0

1l est facile de vérifier que les autres cas de figure possibles donnent le méme

résultat.
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3.2.2.3 Reconstruction des flux approchés de pression par résolution de
problemes locaux

Cette méthode consiste a chercher une pression approchée sur le maillage fin pour
reconstruire le flux.

Pour cela, on résout des problemes découplés localement dans chaque maille ) € Tg.
Tout d’abord, on a besoin d’une reconstruction des flux de pression sur les cotés de
T inclus dans les cotés du maillage grossier 7. Ces reconstructions correspondent
aux conditions aux limites des problemes locaux cités précédemment.

Soit ¢ € Th et q, € Newi(q), on rappelle que ¢ C Q, (Q, € Tu) et q, C Qq, (Qy, € Tar)
avec Qg # Qq,. On approche alors le flux F, a travers c,, par le flux Fg g, a
travers g, q,,, on a donc:

_ Pqu — PQq

quv = FQquv - dQ 0
9% qu

Pour les cotés ¢ situés sur le bord du domaine on prend le flux exact:

Fc:gc:%/cg(T)dT

Il ne reste donc plus qu’a reconstruire les flux de pression sur les cotés de T, situés a
I'intérieur d’une maille de Tz.

Pour cela on cherche une approximation de la pression a l'intérieur de chaque grosse
maille. Cette reconstruction est cherchée sous la forme d’une fonction constante sur

les mailles de T, c’est a dire que I’on cherche la solution approchée sous la forme

(3.19) pr(x)=p, siz€q,qe T

On veut que pr, soit une “bonne” approximation de la solution du probleme (3.3),
(3.5), or nous verrons plus tard que Pr,, approche “bien” cette derniere. On construit
donc p7; de la fagon suivante, on considere chaque () € Ty comme un sous domaine
de © maillé par les éléments de T}, qui sont inclus dans @, on discrétise alors (3.3) sur
() de la méme facon que dans le paragraphe précédent. On integre (3.3) sur g € Ty,

on obtient a 'aide de la formule de Green :
> [ VPOuedr+ X [ VPO dr+ Y [grydr =0
qveNint(q) Caqv qveNe.rt(q) Caqv CeAemt(q) ¢
On considére alors le flux de pression connu sur le bord de @), c’est a dire sur toutes
interfaces ¢y, 00 ¢, € Nepi(q). Sa valeur est:
o, — Ta,

4Q,Qq,

Pour les cotés ¢y, tels que ¢, € Nii(q), on utilise le schéma a cing points déja utilisé

sur la grille grossiere. On approche alors le flux sur une interface de ce type par:

pqv _pq

d

q9v
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Ainsi pr,, défini par (3.19), est solution du probleme suivant :

Pq, — P Pqu PQq
Z l(cqu) % —I_ Z Z(CQQU) dQ —I_ Z Z(C) gC = 0

quNint(q) 99v QveNe.rt(q) qu” CeAe.rt( )
(3.20) pour tout g € Tj.

Cette équation permet de construire le flux de pression approché sur chaque interface

entre deux mailles voisines ¢ et g, telles que ), = @),,, on pose:

quv — p‘h;l pq

q9v

Remarque 3.3

1. Léquation (3.20) conduit a ny problémes linéaires indépendants, ou ny est le
nombre de mailles de Tir.

2. Cette reconstruction vérifie bien le principe de conservativité des flur ainsi que

celui de la conservation (voir remarque 3.2).

3.2.2.4 Equation discrétisée associée a I’équation hyperbolique

Avant de discrétiser (3.4), il reste encore a se définir un pas de temps k. Soient donc
Tu et Ti, deux maillages de Q, satisfaisant respectivement (3.11) et (3.14), et n € ]0, 1],
alors on choisit k € IR} qui satisfait la condition de stabilité suivante:

k
(321) — | > Fulleg)+ > le)FXf<1-q pour tout ¢ € 7.

m(g) |, eN(q) € Aozt (q)
Faqy >0

ou FF est défini par 3.25.
On note t" = n k pour tout n € IN.

Discrétisons tout d’abord la condition initiale et la condition aux limites; On définit
pour tout ¢ € Ty, :
(3.22) ug = L/uo(ac) dx
m(q) Jq
et pour tout ¢ € Ty, tout ¢ € Amt(q) et tout n € IN

7Im,-l- 1

(3.23) T = / w(r, ) dr di
kl tn c

Pour discrétiser I’équation de saturation on utilise un schéma d’Euler explicite en
temps et volumes finis en espace décentré vers I’amont de I’écoulement. On approche

alors w par wr, g avec

(3.24) ur, mp(z,t) =u) sizeqgettelt"t" g Ty etne lN.
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Le principe des schéma volumes finis est d’intégrer I’équation a discrétiser sur chaque
pas de temps et chaque maille. La discrétisation de cette équation se fait alors comme

dans le chapitre 2. L’équation discrétisée est donc la suivante:

(un—l—l n

qi Z Ugg, {(Cqq,) Fagu — Z l(c) (ﬂ?Fj—u?F;):O

quN( CeAemt(q)

m(q)

pour tout ¢ € T, et tout n € IN, ou
ug st Fug, >0

99y

u? sinon

et ou Ft et F7 sont définis de la fagon suivante:

- s1 les flux sont reconstruits par interpolation :

L1 1
S = o) /Ucmax(g(T),O)dT et F = (o)

/ac max(—g(7),0)dr
(3.25)

- sl les ﬂuX sont reconstruits par résolution de problemes locaux :

/max 0)dr et /max 7),0)dr

En utilisant (3.18) ou (3.20), ce schéma peut encore s’écrire sous la forme suivante :

(un—l—l _ n B . B
m(Q) ! Z qu qv _uq) l(cqu) - Z Z(C) (uc - uq) Fc+ =0
Qv GN( ) CeAemt(q)
Faqy >0
(3.26)

3.2.3 Estimations d’erreur pour le probléme elliptique discrétisé sur le
maillage grossier

On établit dans ce paragraphe l'existence et 'unicité a une constante pres des so-
lutions de (3.12) et (3.13). Puis on montre la convergence de la solution approchée
vers la solution de (3.9) en établissant des estimations d’erreur en norme H' discrete.
Cette démonstration généralise les résultats donnés dans [23] et [41]. En effet dans
[23], R. Herbin considere un probleme de diffusion convection avec une condition aux
limites de Dirichlet, dans [41] le probleme elliptique est le méme que celui considéré
ici. Mais dans ces deux articles la solution exacte du probleme est supposée réguliere
(C?(f2)), alors qu’ici, on ne suppose cette derniere que H?(f2). Des estimations d’er-
reur en norme H' discrete, sont également établies dans [27] lorsque la solution exacte
est H™ (3/2 < m < 2) pour un probleme de diffusion convection avec une condition

aux limites de type Dirichlet homogene sur un maillage de carrés. Ici les résultats sont
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montrés pour un maillage de rectangles de tailles variables (nécessaire seulement pour
la méthode de double maillage) et se généralisent a des maillages plus complexes (voir
remarque 3.4). Dans [36] les auteurs établissent la convergence d’un schéma volumes
finis en utilisant la théorie des éléments finis mixtes pour une équation de diffusion
avec une condition de Dirichlet homogene sur un maillage rectangulaire. Ils établis-
sent des estimations d’erreur en supposant la solution exacte dans H*(2). Dans [11]
les auteurs s’intéressent a la convergence d’un schéma volumes finis mailles diamants

pour un probleme de diffusion convection.

Proposition 3.1 Soient Ty un maillage de Q0 satisfaisant les hypotheses de régula-
rité (3.11), et g dans H'Y*(0Q) telle que [, g(7)dr = 0. Alors il existe une unique
solution a une constante prés Pr, du probléme (3.12) et (3.13).

Nous ne faisons pas cette démonstration ici, elle est identique a celles données dans
[31] ou [32] ou celle de la proposition 2.1 page 22.
On montre alors le résultat suivant:

Théoréme 3.1 Soit Ty un maillage de Q satisfaisant les hypotheses de régularité
(3.11). Soit g dans H'Y*(0Q) telle que [, g9(T)dr = 0. On note P(.) la solution
exacte du probléme (3.3), (3.5) telle que [ P(x)dx = 0. On suppose de plus que g
est telle que P soit dans H*(Q). Soient Pr, solution de (3.12) et (3.13) et telle que
Yoer Q) Py = Yger,(Q)P(xq). On définit Uerreur sur la maille ), pour tout
Q € Ty, par Eg = Py — P(xq).

Alors il existe C, ne dépendant que de 0, a et de la norme H* de P, telle que

o 2 1/2
MZ(UQ%)) <CH

(x v

QETH QueN(Q) doq,

oz m<@>|EQ|2)1/2s cu

Q€T

Pour établir ce résultat, on commence par montrer la consistance du schéma au sens
volumes finis.

Conststance du schéma :

Remarquons tout d’abord que pour tout ) € Ty, P(zg) a bien un sens car H*(12)

s’injecte contintiment dans C' ().
Soit Q € Ty et @, € N(Q), on définit I'erreur de consistance Rgg,(P) sur l'interface
entre () et (), par:

P — P 1
Roo,(P) = Dlre) = Plra) Y P(r)ngg, dr
dQQv Z(UQQv) TQQy
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Sur le bord l'erreur de consistance est nulle puisqu’on connait le flux exact qui est g.
Définissons un maillage dual comme le montre la figure 3.3. Pour toute maille ) € Ty
et tout @, € N(Q), on définit la maille duale Vgg, qui est le quadrangle qui a pour

sommet zg, zg, et les deux sommets de o¢q, .

+ Q . 2
Vaa, - I
. rQ,
g Ty
- 7 . Vaa,
. Qo -
Y
ge 7QQ.
FiG. 3.3 -

On peut alors considérer que 'erreur de consistance est une fonction Ry (P) constante
sur chaque maille duale Vgg,. Remarquons de plus que l'aire de la maille duale
Voo, construite autour de 'interface ogg, (Q € Ty et @, € N(Q)) est égale a
(dgg, l(0gg,))/2 ainsi la norme L? de l'erreur de consistance est définie par:

1

1/2
[ B (P)|z2(0) = (2 > dQQvl(UQQv)RzQQv(P))

QeTH QueN(Q)

On va montrer que le schéma est consistant au sens volumes finis (voir [16]).

Lemme 3.1 Sous les hypothéses du théoréeme 3.1, on montre qu’il eviste C', ne dé-
pendant que de o et de §, telle que:

| Ra(P)|lr2) < C Pl H

Démonstration du lemme 3.1 :

Pour montrer cela, on commence par supposer que P € C*°(€).

Soit @ € Ty et Q, € N(Q), placons nous alors dans le repere orthonormé (noté
CY%9v) qui a pour origine zg et dont I’axe des abscisses est (zgzg,) (voir figure 3.4).
Notons de plus a et b (a < b) les ordonnées des deux sommets de 0gq,, dg la distance
entre x¢g et ogg, et dg, la distance entre z¢, et 0gq,, on a alors dg + dg, = dgg, et
Roo,(P) s’exprime sous la forme suivante:

1 b P P(dgg,,0) — P(0,0)
d d :
l(O’QQv) a 81’1( Q7$2) $2+

Rgq,(P) = —



74 SCHEMA VOLUMES FINIS SUR DOUBLE MAILLAGE...

)
TQQ,
b
LQ,
J}Q } 1
dg daq,
a
Fig. 3.4 -

Notons

— 1
PQszi/ P(T)dT
l(0qq.) Joga,

en utilisant un développement de Taylor avec reste intégrale on obtient :

__ b 1
KUQQJ(bev—fXOAD):L/ VT%dQ,xﬂ.(iij) dxy—/’ %;tzﬂfxrt)rrdtdr
@ 7QQu

de méme:

l{oga.) (Paq. — Pldgq.,0))= /;VP(anxz)- ( ~da. ) da,

p)
-/ /oltDQPWHl—t>va><r—va>.<r—va>me
TQQu
ainsi :
H? bl ,
mwﬂwgmagaE(AAthWmewmz
+/ab/olt|D2P|(th+(1 —t)dgq,, 2 l) dtd:z;Q)

9*pP
6:1%6:1@

2 2
o 1P =30 %

=1 j5=1

En effectuant un changement de variables dans chaque intégrale on obtient:

H? 1 1
oo P < ot (o PP+ [ 02
Z(O-QQv) dQQv dQ V5Qv dQv V&Qv

ou Vng =Voo, NQ et VéQy = Vog, N Q..
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Ainsi d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz et les hypotheses (3.11), on a:

H\?2
|Roq,(P)| < | P]

— ay/l(0gq,) doa,
H 9 1/2
(3.27) = V2 (/ (|P|2—|-|VP|2—|-|D2P|2)(z)dz)
ay/l(oge,) doq, \'Vea

Vo)

et donc:

1 H?
(3.28)  |[Ru(P)|l72() = 5 Yo Y dgg,lloge,) Ry, <
QETH QuEN(Q)

1P 152 )

o?

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.1 dans le cas ou P € C'*(2).

Placons nous alors dans le cas o P € H?*(Q) alors (voir [29]) il existe (P;)jem,

P; € C*() pour tout j € IN, telle que:
lim [|25 = Pll2a) = 0

De plus comme H?(f)) s’injecte continiiment dans C'(2), il existe C, ne dépendant
que de Q telle que:
(3.29) 15 = Plle=a) < ClIF; = Pllazq)

D’apres (3.28), on a:
H
(3.30) 18 (Pi)lr2) < — 1 illmz @)

On va montrer qu’il existe (', ne dépendant que de « et de H telle que:
[1Ba(Pj) = Ru(P)|r2@) < C [P = Pllaz
En effet :

1 2\ /2
Rag.(P) = Faa (P < = ([ (9P - 9Ree)’) s

2
L 1P — Pjllz (0
QQ

v

On utilise alors le lemme suivant que ’on démontrera par la suite.

Lemme 3.2 Soit T un maillage de Q (non nécessairement rectangulaire). On sup-
pose que lintersection entre deux mailles de T est soit un point soil un segment, ce
segment est alors un coté de chacune de ces deuxr mailles. On note N(p) Uensemble
des voisins de p € T. On suppose qu’il existe une famille de points (x,),e7 telle que
pour tout p € T, x, € p et pour tout p € T et tout ¢ € N(p), [xp, x,]| est orthogonal
a 0py et [xy, 0, N oy # O
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Soient alors p € T, q € N(p) et u € HY(V,,), (voir figure 3.3 pour la définition de
Vi)
Alors, la trace de u sur o,, existe, ¢’est un élément de L*(o,,). De plus, il existe une
constante C' telle que:

C
(331) HUHL2(qu) S 7”uHH1(qu)

d(xpaxq

Ainsi d’apres le lemme 3.2 et I'inégalité (3.29)

2 2C
|Rog,(P) — Roo,(P;)| < P — Pllizvo, ) + ——||P — Pi||g2
00.(P) = o0, ()] <~ | = Pl + o 7 1P = Pl

ou (' ne dépend que de (2 et donc:

2 40 m(Q)
HRH(PJ) - RH(P)HL2(Q) < (a + T HP] — PHH2(Q)

ou C ne dépend que de ().

En passant a la limite sur (3.30), on termine la démonstration du lemme 3.1.

Montrons alors le lemme 3.2.

Démonstration du lemme 3.2 :

Tout d’abord, remarquons que cette inégalité est vraie sur un triangle rectangle par

exemple celui noté 7' sur la figure 3.5.

[y sinf- - - /\

ey
/
o
~.

Fig. 3.5 -

Donc si w € H! (T), il existe une constante C' telle que:

(3.32) lallz2y < Clll gy
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ou ¢ est défini en figure 3.5.

Soit p € T, q € N(p) et u € H'(V,,). On se place dans le repere donné par la figure
3.5. On note F' I'application linéaire qui transforme V;] en 7T, elle est définie par:

£ y
F
N . e y) = o [ tand
y 7 y
Fy(a,y) = {5 sin @

ou ly, l5 et # sont définis en figure 3.5.
On définit & € HY(T) par a(#,§) = u(F‘l(:Z',yN)), pour tout (&,7) € T. Alors:

Iy sing l5cos —1 [(opg)
2 . 2 2 1 pq
/, wir)dr _/0 ! ( Iy sin 0 y““y) I sing %

:/01 (=g + 1,9) (o,,) di = l(;fg)/&wr)dr

donc d’apres (3.32) il existe une constante C' telle que:

(0,9)
llZ2(s,) < C ) [l 7y = € / o) gy

l1 l2 sin 0
Remarquons alors que siny = {3 sin0/[(o,,) et que Iy siny = d(x,, 0,,), ainsi:

C
[alFr—— Az o)

2
u
Ty, Opg) | HHl(V;rq)

de la méme facon :

C
I, < gyl

q? pq)

et donc, il existe une constante C' telle que:

ull72(r,,) < @HUH%P(VW)

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.2 ainsi que celle de la consistance du

schéma, montrons alors les estimations d’erreurs du théoreme 3.1.

Démonstration du théoréme 3.1 :

Comme P € H*(Q) est solution de (3.9):
(3.33) AP(z)=0  pp.xzefl

et:
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Ainsi en intégrant (3.33) sur Q € T, il vient:

(3.34) 3 VP(r)ngg, dr+ Y / =0

QuEN(Q) 7@ €At (Q

On soustrait alors (3.13) a (3.34), on multiplie par Fg, on utilise la conservativité

des flux exacts et approchés (pour plus de détails voir le paragraphe 2.3.2 page 23),

on obtient :
(EQU - EQ)2
> Z(UQQv) =2 2. loge,) Raq,(P) (B, — Eq)

et donc d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.1, on obtient :

2\ 1/2 1/2
l M < [ d R2 P
Yo Y loge,) y < Y. > Uoge,)dgo, Rhq,(P)
QETH QveN(Q) QQy Q€T QueN(Q)
< C|| P2y H

ou (' ne dépend que de « et de ().
On termine la démonstration du théoreme 3.1 en utilisant 1'inégalité de Poincaré

moyenne discrete démontrée dans le lemme 2.2 page 26, qui donne:
1/2

<CyH

1/2 b 5
(Zm<@>|EQ|2) <o [T % g Fa—ta)

Q€T QETH QueN(Q) daq.
ott C ne dépend que de Q et Cy que de a, Q et de la norme H? de P.

Remarque 3.4 Cette démonstration se généralise a des maillages plus complexes,
il suffit qu’ils vérifient les propriétés (2.7) page 17. On peut choisir par exemple un
maillage triangulaire (voir remarque 2.2.1 page 17).

De plus, en utilisant le lemme 2.4 page 36 ainst que le théoréme 3.1 page 72, on a:

1/r
(Z m(@)lEQr) <CrH

Q€T

pour tout r tel que 1 < r < +oo et ot C ne dépend que de o, Q et de la norme H*
de P.

On en déduit une estimation en norme infinie (comme dans le théoréme 2.2 page 35) :

max |Eg| < C H In(H)
QETH

ou C' ne dépend que de o, Q0 et de la norme H? de P.
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3.2.4 Estimations d’erreurs pour la reconstruction des flux approchés de
pression

Afin de montrer la convergence de la saturation approchée on a besoin d’estimations
d’erreur sur les flux approchés de pression reconstruits sur les cotés du maillage fin.
Dans le cas de la méthode de résolution de problemes locaux, il faut de plus s’assurer

que la reconstruction existe toujours.

Proposition 3.2 Soient Ty et T), deux maillages de Q) satisfaisant respectivement
(3.11) et (3.14), et g dans H'*(0Q) telle que [,q9(T)dr = 0. On note P(.) la
solution de (3.9) telle que [ P(x)dx = 0. Soient Pr, solution de (3.12) et (3.13) et

Alors il existe pr, solution de (3.19) et (3.20).
De plus soient deux solutions de ce probléme p%) et p%), alors pour tout Q € Ty, il

existe Cg ne dépendant que de ) telle que:

p%)(:zj) = p%)(l’) + Co pour tout x € Q.

Démonstration de la proposition 3.2 :

Comme on 'a déja remarqué, (3.20) définit ngy problemes linéaires indépendants, ou
nz est le nombre de mailles de 7zr.

Soit donc ) € Ty, on va montrer qu’il existe une solution (p,),e7, unique a une
qCQ
constante pres de (3.20).

Par un raisonnement semblable a celui effectué dans la démonstration de la proposi-

tion 2.1 page 22, on montre que si:
Py, — P
Z [(cqq.) % + Z /9(7) dr =0
qveNe.rt(q) Qqu CeAemt(q) ¢

pour tout ¢ € T, ¢ C Q, alors:
(3.35) Py = Pqy pour tout ¢ € T, ¢ C Q et tout g, € Nini(q)

Il reste a établir ’existence de ces solutions, supposons donc qu’il existe une solution

et sommons alors les équations de (3.20), on obtient:

Z Z [(cqq,) w + Z Z /9(7—) dr =0

9€Th qveNe.rt(q) qu” q€Tn CeAemt(q) ¢
qCQ 9CQ

ce qui s’écrit encore::

0 g0+ Y [y dr=0

o.en(@)  dea. oehmn(@)”
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Or (Py)ger, vérifient (3.13), il y a donc existence de solutions de (3.20). De plus
d’apres (3.35) on a bien le résultat suivant :

Soient deux solutions de (3.19) et (3.20), p%) et p%), alors d’apres (3.35) pour
tout Q) € Tm, il existe Cg ne dépendant que de @ telle que:

P%)(l') = p%)(x) +Cq  pour tout = € Q)

On montre alors le résultat suivant qui donne des estimations en norme L? sur les
flux reconstruits.

Proposition 3.3 Soient Ty et T), deuxr maillages de Q) satisfaisant respectivement
(3.11) et (3.14), et g dans H'Y*(9Q) telle que [, g(T)dr = 0. On note P(.) une
solution de (3.9). On suppose de plus que g est lelle que P soit dans H*(Q). Soient
Pr,, solution de (3.12) et (3.13).

H

Soient py, satisfaisant (3.19) et (3.20). Notons
1/2
— N2
Ap = (Z > Ueqn) dog, (Fqu - qu'u) )
9€Th qwEN(q)

ot l'on rappelle que F,,, est le flux approché sur linterface entre q et q,, il est défini
en section 3.2.2.2 si les flux sont reconstruits par interpolation et en section 3.2.2.3
st les flux sont reconstruits par résolution de problemes locauz. On rappelle €galement
que Fy,, est le flur exact défini par (3.15). Alors il existe Cy et Cy, ne dépendant que
de Q, B, a et P, telles que

A, < CyVH

si les flux sont reconstruits par résolution de problemes locaur,
Ay <CyH

si les flux sont reconstruits par interpolation.

Démonstration de la proposition 3.3 :
Flux reconstruits par interpolation :

D’apres la définition des flux interpolés, on a:

Hyq, — d(cgq,,00,0.) \ Fa. — P,
quv = Z (anv‘anQv) ( = qu d
QuEN(Qy) 99 QqQv

H, —dc.,..
_I_ Z (nqu‘ng) ( qqv H(chU 0-)) gg

UEAemt(Qq) 99y
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et
SERUNY [PETEYY
QueEN(Qy) v
T S e
o€Aezt(Qq) 990
alors :

(Z S Uegq) qu[ ZQ)(quv—d[(;qu,aQqu))

9€7Th 9v€N(q) QuEN(Qq 990
(PQv — Po,
dg,0.

(nqu'anQv) - quv nqu'nQ

)

9\ 1/2

H,U_dc 1}70- F
> ( i )) ((200020) 60 = g, 11| Fo)
)

UeAemt(Qq 99v

Ainsi, d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz:

Ay < 4(A3h + A4h)

ou:

Az, = (Z Z Z [(cqq,) dqq, %

9€7Th ¢ EN(q) QvEN(Qq)

9\ 1/2
PQv - PQq F
X nqu‘anQv d - |nqu‘anQv qqv
QqQv
et
1/2
— — 2
Aap = (Z Z Z l(cqu) dyq, |nqu.ng| Fo— 1y, (nqu.ng) )
9€Th quN(q) UeAemt(Qq)

Ainsi d’apres (3.14), et en intervertissant les sommes sur le maillage fin et sur le

2) 1/2

ot A,(Q) est 'ensemble des cotés ¢ de Ty, tels que ¢ N Q # O et ot n, est I'une des

deux normale a ¢, de méme:

Ay < (h Z Z Z |nc ne|l(c)

QETH 0EA2:(Q) c€EAL(Q

maillage grossier, on obtient :

e (hz SOy

QETH QueN(Q) cEAR( Q)

Py — P
) [ne-nga, % — |ne.

v

/VP Voo (7) dr

(3.36) —%/CVP(T)ILC(T) dr (nc.ng)

2) 1/2
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Traitons tout d’abord Asj,. Pour cela, on note, pour tout @ € Ty, Q, € N(Q) et
c € Ap(Q), ¢, le projeté orthogonal de ¢ sur oqq,, alors:

2

Lo — FE
Agh 3h Z Z Z (|nc %
QETy QvEN(Q) CEAh(Q) QR
P - P 1 2
+ |ne. (za,) (zq) — VP(r).ngg, dr| +
doq. Z(CQQH) 5ay

+ |n.. 7/ VP(r)n.dr — —/VP(T).nC dr )

t CL? oI l(c) Je |

Remarquons, que si ¢ C ogq, alors le dernier terme de I'inégalité précédente est nul.

Soit @ € Ty, Q. € N(Q) et ¢ C ogg, un c6té du maillage fin. On note alors N (c)
I’ensemble des cotés a de A,(Q) tels que ¢ est le projeté orthogonal de a sur ogg,.
On note de plus V. le volume défini par la figure 3.6.

Fia. 3.6 -

Alors d’apres (3.11) et (3.14):

ST R <m(Vo) < (H + h)l(e) < (H +h)h

a€N(c)
alnsi : 5
(3.37) Z —
N (o 5
On a alors:
EQU
Agp < 2 Z Z Z d
ﬁ QeTH Q,EN(Q)<Cogq, Q@
P 1 ?
+‘ tra.) = Plra) _ [V P(r)nga, dr
dgg, c) Je

BEyY Y Z '”c

QETH QueEN(Q) ceAR(Q

nch—/VP nedr

2] 1/2
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et donc:

B, — Eo
A< |25 XY looa) P2k

QeTH Q.EN(Q) Q@

B

ozﬁz Z Z [(cqq,) d9,q,,

q€7~h qv eNe.rt( )

q9v
2] 1/2

ot l'on rappelle que pour tout g € Ty, (), est I’élément de Ty tel que ¢ C Qy, Newi(q)

BeyY Y Z '”c

QETH QveN(Q) ceAL(Q

ndT—/VP n.dr

(3.38)

est I’ensemble des voisins ¢, de ¢ tels que ¢, ¢ Q.

On montre alors le lemme suivant :

Lemme 3.3 Soient Ty et T, deux maillages de Q satisfaisant respectivement (3.11)
et (3.14), et g dans H'Y?(0N) telle que [, g(T)dr = 0. On note P(.) la solution de
(3.9) telle que [ P(x)dx = 0. On suppose de plus que g est telle que P soit dans
H?*(Q).

Alors, il existe C', ne dépendant que de o, 3 el de la norme H* de P, telle que :

1/2
( Z Z ququ l(cqu) B;qv) S C H

q€7~h Qv eNe.rt(q)

ot By, est défini par:

P(x — P(x —
(3.39) Byg, = ( qu) ( Qq) — Iy,

dQ,Qq,

Démonstration du lemme 3.3 :

On suppose tout d’abord que P € C'*(1).

Notons Df = (respectivement D ) le triangle défini par g, (respectivement xgq, )
et les deux sommets de ¢, , et dg, (respectivement dg, ) la distance entre z¢, (res-
pectivement ¢ ) et ogo, (voir figure 3.7).

Remarquons que m(Df, ) = (qu (cqu)) /2 et que m(Dy, ) = (qu (cqu))/Z

Notons:

P ! /c P(7)dr

e l(cqu) aaw

et plagons nous dans le repere orthonormé ayant pour origine zq, et dont I'axe des
abscisses est (zg,rq,, ). Notons de plus a et b (a < b) les ordonnées des sommets de

Cqq, (leur abscisse étant égale a do_ ).
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Dt D

49w 99w

Fig. 3.7 -

Alors:
B — P(ququ,O) — P(0,0) 1 b 8P(
e ququ l(cqu) @ axl

En utilisant un développement de Taylor avec reste intégrale, il vient:

qu, 1’2) dl’g

__ b 1
Hcgg,) (Pag. — P(0,0))= / W(qu,xz).(‘fg ) day — / t D?P(r ) 77 di dr

et:

Caqu

T2

— b _d
Z(quv) (qu” - P(ququ70)): /a VP(qu7$2)- ( . ) dl’Z

[ [iDPe e (L 0)20,) (7~ w0, )~ wq,. ) didr

Caqu

ainsi en effectuant un changement de variables, on obtient :

H 1 1
| Byg| < ——— (E/DJr |D2P|(z)dz—|—d—/_ |D2P|(z)dz)

- l(cqu) a qv 99y

et d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a:

(3.40) Bl < -1 ( /

a l(cqu) a?

1/2
|D? P|*(2) dz)
ou Dyy, = D}, UD,, .
On en déduit que:

e
H2(Q
(Z Z ququ l(cqu) B;qv) S 7() H

2
q€7~h qveNe.rt(q) @ 6
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On utilise alors comme dans la démonstration du lemme 3.1 la densité de Coo(ﬁ)

dans H?*(2) pour conclure. Ce qui termine la démonstration du lemme 3.3.

On revient a la démonstartion de la proposition 3.3. On traite alors le dernier terme
de (3.38).

Soit Q@ € Tu, Q, € N(Q) et ¢ € Ax(Q) tel que n..ngg, # 0. Plagons nous alors
dans le repere orthonormé qui a pour origine 1'un des sommets de ¢, et dont I’axe des
ordonnés est parallele a ogg,. On note [ la distance entre ¢ et ogq, et lg la longueur

du coté de ) qui est orthogonal a ogg,. On a:

dt dl’g

tl’g

/ VP(r ndT—/VP n.dr| <

et d’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient :

(3.41)

< Vi () [[Plrvne)

[, VP@Endr — [VP(r)0dr

Ainsi:

IO v v reneel

Jonedr — /VP ).n. dT
QETH QueN(Q) c€EAR(Q

3H2 12 H?
> X 2 Pliewne < 5 1Pl

Q€T Qu GN(Q) cCoQQy

(3.42)

On utilise alors (3.38), I'inégalité précédente, le théoreme 3.1 et le lemme 3.3, on
obtient :

(3.43) Ay, < CH

ou C ne dépend que de P, 3, a et de €.
Traitons alors Ay;. On rappelle que d’apres (3.36):

/VP (1) dr

Aygp < (h >y > |nc ne|l(c)

QGTH UeAemt(Q) CE.Ah

2) 1/2

Pour tout o € A..+(Q) on note og le coté de () opposé a o (i.e le coté de Q) tel que

_% /CVP(T).nC(T) dr (nc.ng)

[75.M0,| = 1, 0l Ny, est 'une des deux normales de og). On note de plus @, le voisin
de @ ayant pour c6té og. Pour tout ¢ € A,(Q), on définit comme précédemment

5o, le projeté orthogonal de ¢ sur o = 0Q N IQ, (voir figure 3.8).



86 SCHEMA VOLUMES FINIS SUR DOUBLE MAILLAGE...

N R A Qs
: A A

i € “QQoy

B :

2 + EO'Q +
rq : LQs
v @ v
Fig. 3.8 -

On décompose alors Ay, sous la forme suivante :

1 2
Ay <|4h Z Z Z l NeNy (—2 /VP(T).nU dr —/ VP(r).n,dr
QETH 0€At(Q) cEAR(Q l( ) g 7Q
P(xq,) — Plzg)|’
‘|‘ VP(T).TLQQU dT — =
l(oq) Jogq doq,

2

N ‘P(mcg@;op(m)

1
— P(r). d
-y Lo VP(Pnea,dr

T

1
—I—@ ‘/Cé;% VP(r)n.dr — /CVP(T).nC dr

En utilisant (3.37), ceci s’écrit encore:

2

8H

wely ¥ oyl

2
QGTH UeAe.rt CCU ﬁ l

Ly oy oyl \ [ P(rnga, ar - P = Fleal]
(o) Jog

QETH 0€A:(Q) cCoQ dQQU

ngdr—/ VP(r).n,dr

2

+ > > Z ‘P( 2.) = P(zq) — l(lc) /CVP(T)-WQQU dr

QETH €At (Q) cCoQ dQQU
2]

1/2

)ncdr—/vp e dT

+4h > Y Z

QETH 0€EAt(Q) cEAR(

D’apres (3.11) et (3.42), il vient:

16 H?
Z Z l(cqu)ququ Bt?qv + ﬁ HPHH2

qe7~h qveNe.rt( )

Ay, <
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2

iz T

QGTH oEAext (Q)

/UVP(T).nU dT—/a VP(r).n,dr

1/2

+l(og) dQQoRéQU(P))

Par un raisonnement analogue a celui utilisé pour établir (3.41), on montre que pour
tout Q) € Ty et tout 0 € At (Q), on a:
(3.44)

< /m(Q) [Pl

On conclut a l'aide de I'inégalité précédente ainsi qu’avec les lemmes 3.1 et 3.3:

/UVP(T).nU dT—/a VP(r).n,dr

(3.45) Ay <CH
ott C' ne dépend que de a, 3, Q et de la norme H? de P.

On a donc bien, d’apres (3.43) et (3.45):
Ap <4 (Asp 4+ Ayn) <CH
ott C' ne dépend que de a, 3, Q et de la norme H? de P.

Flux reconstruits par résolution de problémes locaux :

On montre alors 'estimation pour les flux reconstruits par résolution de problemes
locaux. Pour cela on établit tout d’abord le lemme suivant. La premiere estimation
de ce lemme renseigne sur la qualité des flux approchés sur les cotés de Ty, situés a
I'intérieur des mailles de 7. C’est une estimation en norme Hj discrete, c’est a dire
une estimation sur la norme L? du gradient discret. La deuxieéme estimation est une

estimation en norme L? de I'erreur de pression sur le maillage fin.

Lemme 3.4 Soient Ty et T, deux maillages de Q satisfaisant respectivement (3.11)
et (3.14), et g dans H'?(0) telle que [, g(7)dr = 0. On note P(.) la solution
de (3.9) telle que [ P(x)dx = 0. On suppose de plus que g est telle que P soit
dans H*(Q). Soient Pr, solution de (3.12) et (3.13) et telle que Y ger,, m(Q) Py =
Yoer, M(Q) P(xq). Soient pr, solution de (3.19) et (3.20) el telle que pour tout
Q€ Tu qucg m(q) py = qucg m(q) P(z,).

On définit ql’erreur sur la m;ille q, pour tout ¢ € Tp, par e, = p, — P(x,).

Alors il existe C', ne dépendant que de ), 3, o et P, telle que

, 1/2
(Z > %«)) <CVE

q€7~h qveNint(q) 99v

1/2
(z m<q>|eq|2) oV

9€Th
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Démonstration du lemme 3.4 :

On montre tout d’abord la consistance des flux approchés sur les cotés de T, situés

a l'intérieur des mailles grossieres.

Lemme 3.5 Sous les hypothéses du lemme 3.4, il existe C ne dépendant que de 3

telle que :
1/2
(Z Z [(cqq,) dyg. quv(P)) S C| Pl h
9€Th qu€Nint(q)
Ple,) - Plx,)
z,,) — P _
(3.46) Ry, (P) = : d - Foq,

q9v

Ce lemme se démontre comme le lemme 3.1.

On peut alors montrer la premiere estimation d’erreur du lemme 3.4.
Comme P € H*(Q) est solution de (3.9), on a:

(3.47) AP =0 p.p. dans Q

et
VPn=g p.p. sur 9}

Soit ¢ € Ty, on integre (3.47) sur ¢, d’apres la formule de Green, il vient:

(3.48) > Ulew)Fut X [otrdr=0

quN(q) CeAemt(q) ¢

On soustrait cette équation a (3.20), on obtient:

p v _p T P qv - P q J—
Z (%_quv) l(cqu)—l— Z (M_quv) l(cqu) =0

d
qveNint(q) 99v qveNe.rt(q) Qquv

On multiplie cette équation par e, et on somme sur ¢ € T,. En utilisant (3.46), on
obtient :

YY) Y Y RulP)len)e

qe7~h qveNint(q) 99v qe7~h quNmt(q)

Py — P _
+ Z Z (M - quv) [(c4q,) €4 =10

q€Tn quNemt(q) ququ

D’apres la conservativité des flux exacts et approchés, il vient :

2

Y Y e e LSy S Rl (e ) - B

qe7~h qveNint(q) 99v qe7~h quNmt(q)

ol

Py — P, _
By = Z Z (M - Fqu) [(cqgq,) €
(q)

q€Tn qvENeat ququ



3.2 RESULTATS DE CONVERGENCE SUR UN PROBLEME SIMPLIFIE &89

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz et le lemme 3.5, on obtient :

SY U (66[76)2 <2B,

q€7~h qveNint(q) 99w

1/2
g, — €4)°
(3.49) +%WWM%Z > mmﬁyﬁj
qqv

qe7~h qv eNint(q)

Traitons alors By, celui ci peut encore s’écrire sous la forme suivante :

Equ B EQq P(quv) B P(qu) =
B, = Z Z ( + — P, | Ucge,) €
(a)

q€7~h q’UeNe.Tt q ququ ququ

En utilisant a nouveau 'inégalité de Cauchy Schwarz, on a:

1/2 1/2
< (S E wont) AT E et s )
(quh qveN&mt( ) qq q qq qq

qe7~h Qv eNe.rt(q)

) 1/2
(Z Zﬁ@fﬂiw%ﬂ

QeT QueN(Q QQu

On utilise alors le lemme 3.3 et le théoreme 3.1, on obtient :
1/2

Bi<CVH| Y 3 UdgndQ) eyl

Q€T q€Ty
qCQ

ott C' ne dépend que Q, a, 3 et de la norme H? de P.

D’apres 'inégalité (2.45) page 48, il existe C, ne dépendant que de 3 et de €, telle
que pour tout Q) € Ty :

S H0g10Q I <C| T Y e Tl L e

9€Tn 9€7Th 9uEN;nt(q) 99v 9€Tn
qCQ 9CQ 9CQ
On utilise également le lemme 2.2 page 26, qui donne 'existence de €', ne dépendant

que de €, telle que:

S mlg)le,—moygf <€ ¥ ¥ el

9€Th 9€Th 9uEN(q) qu

: S e
ou m0yQ(€) - m(ﬂ) q%;h (Q) q-
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On peut alors terminer la démonstration du lemme 3.4. Comme on a supposé que les
moyennes discretes de la solution exacte et de la solution approchée py étaient égales

sur chaque @) € Ty, on a:

donc: 2
(GQU - eq)2
<cva(Y X (eqy,) 2"
qe7~h qveNint(q) 99v

ott C' ne dépend que de 2, a, 3 et de la norme H? de P.

Ainsi en reportant ce résultat dans (3.49), on obtient:

J\ 12

(£ 5 et} covm
9€7h 9w €Nine(q) 4qv

ott C' ne dépend que de 2, 3, a et de la norme H? de P.

On termine alors la démonstration de I'estimation de la proposition 3.3 pour les flux

reconstruits par résolution de problemes locaux :

Remarquons tout d’abord que l'on a:

(3.50) Ap < Ay + Aap
ol
P P 2 1/2
qu _ Qq T
Alh = (Z Z l(cqu) dq% di — 4L gqqy )
q€7~h qveNe.rt(q) Qquv

et

pv_p T
qd q—quv

q9v

Agp = (Z Z [(c4q,) dyq,

qe7~h qv eNint(q)

On obtient alors:

Aqp < (2 Z Z l(cqq,) dyq,

q€7~h Qv eNe.rt(q)

P(quv) B P(qu) N F
dQ,q,,

q9v

2) 1/2

2y w5 ) [feste

QETH QueN(Q) \ cCoga, dgo,

Mais $ocogo, 1(€) de < (Secogo, 10)) (Tecong, de) < loga,) h2 H(3* h).

On conclut alors a 'aide du théoreme 3.1 et du lemme 3.3 :

(3.51) Ayp<CH

ott C' ne dépend que de a, 3, Q et de la norme H? de P.
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De la méme facon on a:

iy o\ 1/2
Agp < (2 > l(cqu)dququv(P)) + (2 2 2 l(cqu)%)

qe7~h qveNint(q) qe7~h qveNint(q)

ainsi, d’apres les lemmes 3.4 et 3.5, on a:
(3.52) Ay, < CVH

ot C' ne dépend que de a, 3, Q et de la norme H? de P. En reportant (3.51) et (3.52)
dans (3.50), on obtient le résultat cherché.

Ce qui termine la démonstration de la proposition 3.3.

3.2.5 Convergence de la saturation approchée vers la solution faible du
probleme hyperbolique

L’objectif de ce paragraphe est d’établir la convergence de la saturation approchée
vers la solution faible de (3.4), (3.6) et (3.7). On utilise une technique introduite par
R. Eymard et T. Gallouét dans [14] pour le méme probleme que celui qui est considéré
ici mais en utilisant un schéma couplé volumes finis - éléments finis. Ces résultat ont
été étendus a un schéma completement volumes finis dans [41].

On montre donc dans ce paragraphe le résultat suivant:

Théoreme 3.2 Soient Ty et T), deuxr maillages de ) satisfaisant respectivement
(3.11) et (3.14), et g dans H'Y?(0N) telle que [, g(T)dr = 0. On note P(.) une
solution de (3.9). On suppose de plus que g est telle que P soit dans H*(Q). Soient
Pr, solution de (3.12) et (3.13). Soient pr, solution de (3.19) et (3.20). Soit de
plus k € IR’ vérifiant la condition de stabilité (3.21). On note ur, g la solution de
(3.22), (3.23), (3.24) et (3.26).

Alors, il existe une sous suite, encore notée (ur, gr)hem, €t il existe u € LN x IR)

telles que :

lim =u
H—0 TnoH ok

dans L*(Q x IRy), pour la topologie faible x, de plus u est la solution faible du
probléme (3.4), (3.6), (3.7), i.e. u vérifie (3.10).

Remarque 3.5 [l n'est pas évident dans ce cas que la solution faible de ['équation
hyperbolique soit unique. En effet, on ne peut plus utiliser le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, comme dans le chapitre précédent, puisque pour cela il faudrait que V P soit
au moins Lipschitzien. Toutefois il est possible que ce résultat puisse se démontrer en
adaptant la démonstration de R. J. DiPerna donnée dans [13].



92 SCHEMA VOLUMES FINIS SUR DOUBLE MAILLAGE...

Afin de montrer ce théoreme, on commence tout d’abord par établir les deux résultats
suivants. Le premier donne une estimation L sur la solution approchée, et le second

donne une estimation faible sur les variations de wrz, p .

Lemme 3.6 Sous les hypothéses du théoréeme 3.2:

gy prill o < U = max(Jluo] oo, [[7]])

Démonstration du lemme 3.6 :

11 suffit pour cela d’utiliser (3.26) et la condition de stabilité (3.21), pour remarquer

n+1

que uy™! est conbinaison convexe de uy, uy (g, € N(q)), u} (¢ € Acri(q)). Et donc

C

par récurrence on obtient :
| < max([[uolloos |7 )

pour tout ¢ € Ty, et tout n € IN (pour plus de détails voir la démonstration du lemme

2.5 page 43).

Lemme 3.7 Soient Ty et Tj, deux maillages de Q satisfaisant respectivement (3.11)
et (3.14), et g dans H'?(9) telle que [0, g(7)dr = 0. On note P(.) une solution de
(3.9). On suppose de plus que g est telle que P soit dans H*(Q). Soient Pr, solution
de (3.12) et (3.13). Soient p7, solution de (3.19) et (3.20). Soit de plus k € IRY
vérifiant la condition de stabilité (3.21). On note uy, g solution de (3.22), (3.23),
(3.24) et (3.26). Soit T €]0,+00[, on note Ny = max{n EIN; (n—1k < T}, et
on définit EFyy, et EFyy, par:

Nrp
EFlh:Z Zk Z thqv Ugv—uﬁl(cqu)Jr Z h ﬂ?_ug Z(C)Fj
n=0q€T, qvEN(q) cE€EAezt(q)
Faqy >0
Nrp
EFy, = Z Z k Z h Fyq, lug, — ug|Ucgq,) + Z H ! —uy| l(c) rr
n=0q€T, qvEN(q) cE€EAezt(q)
Faqy >0
et N
T
Ll = Z Z kEm(q) |u§"’1 — uy|
n=0q€Tn

Alors il existe C', ne dépendant que de ug, u, Q, o, 3, g, T, n et de la norme H? de
P, telle que:
EF, < CVh

si les flux sont reconstruits par résolution de problemes locaur,
BFy < C (Vh+H)
si les flux sont reconstruits par interpolation, et

EFsy < CVE
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Démonstration du lemme 3.7 :

Comme dans la démonstration du lemme 2.6 page 44, on montre le résultat suivant:

Np 5
(B53)3 Y k| S Fuglup, —upPlleg) + Y @ —up] () FF | < Cp
n=0q€Tn qu GN( ) CeAemt(q)

Foqy >0

. 1 .
ou Cp = ;(HUOHZO m(Q) + T HQHH(QQ) HUHZO l(aQ)l/z)'

On en déduit que:

(3.54) EFy <205 Th (vi/2 +/lolzeon) z(aﬂ)l/z)

ou:
BV = Z Z Fq, Uegq,)
9€Th quN(q)
Fyq, >0
de méme:

(3.55) ERy, <205 T (h BV + 1/l om z(aﬂ)l/z)

I1 suffit alors de montrer que BV; < C'/h. Remarquons alors que:

1/2
BVIS\/m(Q)Ah_I_\/mQ (Z Z / vP(r |2d7')

Bh VB

qe’]’h qveN Caqu

D’apres le lemme (3.2), on a:

— 1/2
B‘/l < m(Q)Ah + — (Z Z HPHH2 (Vagw) )

B ﬁh 9€Th quN( )

ou C ne dépend que de 3 et de ().
Ainsi en utilisant la proposition 3.3 et en reportant I'inégalité précédente dans (3.54)

et (3.55), on a:
EFy;, <CVh

EF,, <C (\/E+ H)

ot C' ne dépend que de Q, 3, « et des normes H*(Q) de P et L*(09) de g.
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Remarquons de plus, que d’apres (3.26) et I'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient:

Nrp
EFy, < Vk SN R DD F

n=0q€T;, €N (q)
Foqy >0

UZU - u2|2 [(cqq,)

1/2
(o) F+)) x
Ce-Ae.rt(q)

N
X Zkzk Z Fg, legq,) + Z l(c)Fj
n=0 q¢€7T, q}?EN(q) cE€EAezt(q)
aqp >0

Alors d’apres (3.21) et (3.53), on obtient:

EFs, <+/Cpk (ZT: kY m(p) (1 — 77))
n=0 q€Tx

ou Cp ne dépend que de n, ug, ), T, g et de @, ainsi:

EFy, </CsTm(9) (1 — )k
Ce qui termine la démonstration du lemme 3.7.
On établit alors le résultat suivant :

Lemme 3.8 Sous les hypothéses du théoréeme 3.2, wr, p i verifie:

/ /me ur (1) (i, t) = VP(2) Vla.t)) dedt + | wole) pla,0) da

+//89+XJR+ u(r, ) g(7) (T, t)drdt = E(H, h, k)

pour tout o € C(QT x IR, IR), avec QT = QUINT et ou E(H, h, k) ne dépend que
de H, h, k, up, @w, p, Q, P, g, o, B et de n.

De plus pour tout p € C(Q% x IR4, IR) :

lim E(H, h,k) =0
H—0
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Démonstration du lemme 3.8 :

Soit ¢ € C°(QF x IR, IR), on définit T' tel que, pour tout x € O, supp(e(x,-)) C
[0,7]. On note NT—maX{nEIN n—1 k<T}

7Im,-l- 1
/t

On multiplie alors (3.26) par /c,o x,t)dx dt, et on somme sur n € IN et
q

q € Tr, on obtient :

avec:
n—I—l n 1 i
Z > (u [ ota,tyd at
n=0q€&7}, k i g
et
Yy | ¢ L
— Foy, (uy, —ug) l(cqq, ) —/ o(a,t)dx dt
n=09€Ts | quE€N(q) " ! " m(q) Jen Jg
Faqy >0
l(c) FF ! o dx d
+ceAZt<)(uc ) E: m(q) /t /199(1; )de

De plus on note:
Fio = // ur mr(a,t) ea, t) de dt + / uo(x) ¢(x,0) dx
Qx IRy Q
et

o=~ [ [ wpmale.d) VP, 1). V(e 1) do de
QX]R+

* / /agxm u(7, 1) g(r) (7, t) dr di

On va alors comparer F; et Fyg ainsi que F; et Fy, cette comparaison fera apparaitre
les termes d’erreur.
En exploitant la définition de w7, gy et en reportant les différences sur ur, g (pour

plus de détails voir démonstration du lemme 2.7 page 53), on montre que:

Eio = Z Z ”+1 —u?)/c,o(:z;,t”“ Z /qc,o z,0)d

n=04€T;, 4 9€Th

Ainsi:

NT tn+1
Bt Euol 3 30l =gl [ oo, Oldade+ [ 1 = (@)l o (. 0)| do

n=0q€&7Ty, q Q
ou ]

C(r)=ud=—— d tout

ur () = u, ) /quo(l‘) x pour tout = € ¢, g € T,
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Montrons tout d’abord que k tend vers 0 lorsque H tend vers 0. Pour cela on procede
comme dans [16] (démonstration du théoreme 7.1).

Remarquons tout d’abord que si ¢ = 0 alors
Fu, =0 pour tout ¢ € T, ¢, € N(q)

et donc:

upgtl = ul = u pour tout ¢ € T et tout n € IN

et d’apres (2.48), uy, mx converge vers ug dans L faible , ug étant dans ce cas
solution faible de (3.4), (3.6), (3.7). Ainsi lorsque ¢ = 0 la démonstration du théoreme

3.2 est terminée.

On peut donc supposer g % 0. Soit y € IR\ {0} et W C Q, W compact tel que
d(w, ) > y ou Q° est le complémentaire de . On montre alors, voir [16] (démons-

tration du théoreme 7.1), que:

1Py (- +y) = Pr()llmie < vl 22 Do loge.)

QeTH QueN(Q)

— Pg|

Remarquons que, d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz :

QETH QeTy

1/2
| Pr; — Pllria) < (m(ﬂ) > m(Q)|EQ|2) + > / |P(zq) — P(x)| dx

ainsi d’apres la régularité de P et d’apres le théoreme 3.1, il vient:
lim (| Pr; = Pllzye) =0

Donc, si

—Pol=0

Jm > > Uogq)
QeT QuEN (@)
on a:

1PC+y) = POllpiam <0
et ainsi VP = 0 p.p., ce qui n’est pas possible puisque g Z 0. Alors il existe une
constante A > 0 telle que:

Y. > Uogae,)

QGTH QUGN(Q

2. — Pl = A

Comme dgg, <2 H, on obtient:
|Po, — Pol A

Y. > Uogae,) y > oo

QETH QueN(Q) QQu

Mais:
[Py, — Pgl

Z Z (Cago) [Fyq,| = Z Z l(ogq.,)

9€Th 40EN(4) QETH QLEN(Q) dgq,
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|Po, — Po

puisque si ¢y, C 0gg, alors |Fy,, | = —=—. Ainsi:
dqq.
A
2 Z Z cqu qu Z Z cqu qu Z 2H
a€Th ?GN;)) 9€7Th 9s€N(q)
99y

Alors il existe ¢ € Ty, tel que:

m(q) A
Heaq,) [Foq,| 2
qv;\;(q) " " 4m(Q)
Faqy >0
D’apres (3.21), on obtient:
4 Hm(Q
(3.57) g < (@)

- A

Ce qui montre que k tend vers 0 lorsque H tend 0.

En utilisant le lemme 3.7, la régularité de ug ainsi que (3.57) (pour plus de détails
voir démonstration de (2.48) page 54), on obtient:

Il ne reste donc plus qu’a comparer £y et Fyy. Commencons par le faire pour les flux

reconstruits par la méthode de résolution de problemes locaux.

Flux approchés de pression reconstruits par résolution de problémes lo-
caux :

Introduisons Fy; défini par:

NT t77«+1
Ba==3 S| Y Futg-w) [ [ wrnda
n=0 qe7~h qu GN Caqu
quv>0
tn+1
+ u — u / / g (T) (T, t)drdt
Ce-Ae.rt o

On va tout d’abord montrer que:

]1{1£H>0|E2 —E21| = 0

En effet :
gttt 1
PRVSES oD / / /g ) = ol 1)] Tl
n=0g€Tp | c€Acat(q o (q
gttt
+ > quv o — Uy | / /‘c,ort t)‘d:z;drdt
gwEN(g Caqu

Faqu >0
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et d’apres la régularité de o, on obtient:

By — Eni| < CEFy,

ou C ne dépend que des dérivées du premier ordre de ¢.
Et donc d’apres le lemme 3.7 il existe €', qui ne dépend que de ¢, g, Q. 3, a, ug, T,
T, n et des normes H*(Q) de P et L?(99) de g, telle que:

(3.59) |Ey — Ey | <C VR

On montre alors que la somme de Fy; et de Fyo tend vers 0 lorsque H tend vers 0.
Remarquons tout d’abord que, d’apres la conservativité des flux approchés, Fo; peut

encore s’écrire:

Nrp g+l
E21:ZZ( S Fu / [ etrtydra
n=09€Tn \g,EN(q Caqv
tntl
+ u —u, / /g (7,1 drdt)
Ce-Ae.rt o
de meme
Nrp $n+l
Iy = Z Z (—u?/ /VP(:I;).V(,Q(:I;J) dx dit
n=0q€&7}, t q

7Im,-l- 1

+Z/

Ce-Ae.rt

/CE(T, t) gt (7)) p(r,t)dr dt)

Comme VP.n = g p.p. sur df2, on obtient:

Em:f;z( > [ TPy el dr e

n=0q€Tp, gw€N(q Caqu

7Im,-l- 1

tntl
(3.60) + > / (u(T,t) — uq) gt(r)e(r,t)dr dt)
c€Aczi(q) " ¢
Ainsi:
|Ea0 + Eor| < E(H, b k) + E(h, k)
avec:
gttt
& Hh k ‘Z Z Z / VP )nqu(T)_quv)‘P(Tvt)det
n=09€Tx g, €N(q €aqv
et

&nk)= [ (e ) =0 o (7) lo(r ) dr di
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ol Ur (7, t) =Ul siT €c,c € A, et t € 1", 1", n € IN.
Comme @ € L>®(0Q x IR, ):
lim & (h, k) = lim [|pllsms) 9] (sams) //89 - [wr a(r.t)—u(r,1)|dr dt = 0

Remarquons alors que d’apres (3.20) et (3.48), on a:

Z VP(7)ng,(7)dr = Z [(4q,) Fyq,

quN(q) €aqv quN(q)
Ainsi:
t77«+1
Sk =[50 3 Z s (VP(r)q,(7) = Fu) X
n=0q€T}, ¢, EN (g o Caqv

X (c,o(r,t) — c,o(:z;q,t)) dr dt‘

on obtient d’apres la régularité de ¢:

_ M,UT \/m(Q
(3.61) & (H, h,k) < M, hUT Y Z (Cage) | Fagy — Fago| < — ©) h
ou M, = sup  |Ve(x,t)] et ou 'on rappelle que U = max(||[t]|co, |[t0]|o0) €t que

(1) €2x[0,T]
HuE,H,kHOO S U'
En utilisant la proposition 3.3, on obtient :

E(H k)< CVH

ott C' ne dépend que de a, 3, Q, T, ©, ug, U et de la norme H? de P.
Et donc:
(3.62) lim | By + Bl = }}%(a(ﬂ, hok) + E(h.k))=0

On conclut alors a 'aide de (3.56), (3.58), (3.59) et (3.62):
Eio+ Eso ://Q BUE,H,k(wat) (@t(x,t)—vp(x).V¢(x,t)) dx dt—l—/Q uo() p(x,0) dx
xIR4
—|—//89 R ﬂ(T,t)g(T) @(T,t) det = E10—|—E1 —|—E20—|—E21 —|—E2—E21 = g(H,h,k)
xIR4

et
lim E(H, h, k) =0
H—0

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.8 pour le cas ou les flux de pression
sont reconstruits par résolution de problemes locaux.
Traitons alors le cas ou la deuxieme méthode de reconstruction des flux de pression

est utilisée.
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Reconstruction des flux par interpolation

Rappelons que dans ce cas Fy est de la forme suivante :

¥y | % L
— Foy, (uy, —ug) l(cqq, ) —/ /c,o(:z;,t)d:z;dt
n=09€Ts | quE€N(q) " ! " m(q) Jen Jg
Faqy >0
[(c) 1 G
+ = ul / gt(r)dr / /c,o(:z;,t) dx dt
@E@( JW@UC m(q) Jim s
Introduisons Fsy défini par:
NT t77«+1
Ba=-3 Y| ¥ Rt -u)[ [ e
n=0 q€7~h Qv GN Caqv
quv>0

7Im,-l- 1

+ > (ar-

CeAemt(q)

"

(r,t)dr dt)

Alors, de la méme facon que pour la différence entre Fy et Fy; dans le paragraphe

précédent, en utilisant la régularité de , on obtient:
|By — Eaya| < Cyp Elyy,

ou (U, ne dépend que des dérivées du premier ordre de ¢. Et donc d’apres le lemme
3.7, il existe ', qui ne dépend que de ¢, Q, 3, o, ug, u, T, 1 et des normes H*(Q2) de
P et L*(09) de g, telle que:

(3.63) |Ey — Ey| < C(Vh+ H)

On va alors montrer que:

Iim |Fyg + Fas| =0
1 | 20 22|
Remarquons tout d’abord que:

tn+ 1

N
Em:zz( S Fu / [ etrtydra
n=0q€T;, \gvEN(g quv
gttt
— Z ( o(7,1) drdt)
c€Aczt(q) "

ainsi en utilisant la formulation (3.60) de F3g, on obtient :

|Bao + Eoa| < E(H, b, k) + E(H, h, k)
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ou:
7Im,-l- 1

E(H, h, k)

zzz/t

n=04¢€T, quN

/C Foqo — T).nqu(T))gO(T, t)dr dt

99y

et
1

(A=Y Y jr-u

n= 0qe7~h CeAe.rt() ( C)

/:tn+// — g (7) (v, t)dydr dt‘

Traitons tout d’abord le terme E,(H, h, k). Remarquons alors, que d’apres la régularité

“ ﬁ/jﬂ/ /U g (1) ‘?(Tat) — @(v,t)\dv dr dt

u? —u”
<2U T My \/1(09Q) ||g|l 200y H

de ¢, on a:

¥y ¥

n= Oqu CeAe.rt

ou on rappelle que M, =  sup  |Vp(z,1)|
(z,t)ef2x[0,1]
De méme:
1 t77«+1 N
¥y ¥ [z — [ [ [ gte]en ) - etrn)| dydr ar
n=0q¢€Th c€EAcrt(g (Uc) " c0e

<2UTM,H Y, > %/ﬂ*(v)dv

QGTH UeAe.rt

<2UTM, (69)@ l9ll2200) H
Ainsi:

Ex(H, h k) <20 [T 1(09) [M VT ( 52) gll2o0y H + Es(H, h k)]

W ACGESK

—g(7) (T, t)) d~ dr dt) 2) v

Montrons alors que E(H, h, k) tend vers 0 lorsque H tend vers 0. E(H, h, k) s’écrit
encore sous la forme suivante :

ol

& (H, b k) (ZZ 5 M( — (/

n Oqu CeAe.rt

tn+ 1

Nrp

55(H7h7k) :(Z Z Z

n=0 QGTH UeAe.rt( CCU

/j"*/ (1) oy i — ﬂ [

/VP drx%

7Im,-l- 1

2) 1/2

c,o(T,t) dr dt x %/UVP(V).TL(V) d~
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Pour tout ) € Ty et tout o € A.4(Q), on note og le coté de () qui est opposé a o
(i.e. le coté de Q tel que |n.n,,| = 1) et Q, le voisin de @ tel que 9Q, N IQ = oq
(voir figure 3.8 page 86). On note de plus pour tout ¢ C o, CCLQQU le projeté orthogonal
de ¢ sur og = 9Q N IQ,. Alors, on a:

Es(H, h, k) =

1/2
(5 Z Z Z Z (gl,cr,c2 ‘|’ 5270'702 ‘|’ 5370702 —|— 5470702 —|— 557g7c2))

n=0 Q€Ty UeAemt(Q) cCo

ou:

agc‘ /
&M‘ /

7Im,-l- 1

[t ([P - | | VP o)

tn+ 1

/Uc,o(’y,t) d dt (@ /Cém VP(r).n(r)dr
__P(an)_'}«xQ))‘

doq,
Es e = ‘P(xQ d)QQ (l 10 dy — %/ccp(nt) dr) dt‘
R et g )

7Im,-l- 1

55,g,c=‘ T fernara ([ SPomG) - [P )

D’apres la régularité de P, en utilisant (3.41), on a:

glcrc S HS‘QHOO H HPHH (VenQ)

ou V. est donné par la figure 3.6 page 82.

Ainsi:
Nt
)IDIEEDD Z (Eroe) STl 32 >0 Y IPIewang)
n=0Q€Ty 0 €At (Q) ¢CO Q€T 0€A0t(Q) °C7

< TllellZe H Pl

Remarquons de plus que:

SIS Z (B0l STl 22 X0 Ueg) By,

n=0Q€ETy UeAemt(Q) cCo 9€Th QveNe.rt(q)

ou By, est défini par (3.39).
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D’apres le lemme 3.3, il vient :

1
Yy Y 2 periaplon

n=0 Q€Ty UeAemt(Q) cCo

ott C' ne dépend que de a, 3 et de la norme H? de P.

D’apres la régularité de ¢ on a:

1
E30.0 < [Roo,(P) — o (T)ngg, dr| M, Hk
ou M, = sup |Ve(z,t)|
(z,t)ef2x[0,1]
Alors
l(c

Yy S U (02 <Az i
n=0 Q€Ty c€Act(Q) cCO
<Yy (z(aQ)RgQU(P)—/ |VP(T)|2dT)
QETH €A (Q) 7@

D’apres le lemme 3.2 et les hypotheses (3.11), il vient:

ZZ by Z (Es.0)”

n=0 Q€Ty UeAemt(Q) cCo
<cH Y (log)dog, B, (P)+1Plirwe,,))
UeAemt(Q)

ou (' ne dépend que de T', v et a.

Ainsi d’apres le lemme 3.1, on a:

¥y Y Y. rzcn

n=0 QGTH UeAemt(Q) cCo

ott C' ne dépend que de T, ¢, o et de la norme H? de P.
De plus, d’apres les hypotheses (3.11), on a:

>y Y M e TR S S g deo. Rio (P

n=0 QGTH UeAemt(Q) cCo QGTH QveN(Q)

En utilisant a nouveau le lemme 3.1, on obtient :

¥y ¥ Z (Eroe)’ < CH

n=0 QGTH UeAemt(Q) cCo

ott C' ne dépend que de T, ¢, a, et de la norme H? de P.
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Enfin d’apres (3.44), on a:

DD Z (Gl STIRILH 32 30 Pl < CH

n=0 QGTH UeAemt(Q) cCo QGTH UeAemt(Q)

ott C' ne dépend que de T, ¢ et de la norme H? de P.

Alors d’apres les résultats précédents, il vient :
E(H, h.k) < CVH

ott C' ne dépend que de a, 3, T, ¢ et de la norme H? de P.
Et donc:

E(H k) < CVH
ott C' ne dépend que de a, 3, Q, U, g, T, ¢ et de la norme H? de P.

On traite alors le terme E(H, h, k). D’apres (3.18) et (3.48), pour tout ¢ € T, on a:

Z l(cqq,) Fog, + Z ll(gcc)) /ch(’Y)d’Y: Z l(chU)Fqu—l_ Z /9

quN(q) CeAemt(q) qv EN(q) CeAe.rt

donc:

Es(H, h. ) <ZZ T

n=0 q€7~h CeAe.rt

zzz/t

n=0gq€T, quN

jugl e

g t)dt
l(ac) /t" ol

| (B = TP 000, (7)) (00, 1) = (s 1)) i

99y

_|_

d’y dr

7Im,-l- 1

En utilisant la régularité de ¢ et un argument similaire a celui utilisé pour E4(H, h, k),

on montre que:

T _
ve, F, —F

q9v

(3.64)  &(H,h, k)< CVH +

Z Z [(c4q,) dyq,

9€Th dv GN(q)

q9v

ou C ne dépend que de a, 3, T, U, ¢, P et de g et ou C, ne dépend que de ¢.

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz et la proposition 3.3, on obtient :

E(H, h, k) < C VH + rvC VQm(Q)Ah <c(m+VvH)<cvVi

8
ou C ne dépend que de o, 3, T, U, w, p, Q, P et de g.
On alors:
(3.65) | g0 + Eay| < E(H, k) + E(H, b k) < CVH

ou C ne dépend que de o, 3, T, U, w, o, Q, P et de g.
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D’apres (3.56), (3.58), (3.63) et (3.65), il vient:
o+ Eso ://Q BUE,H,k(wat) (@t(x,t)—vp(x).V¢(x,t)) dx dt—l—/ﬁuo(:p) o(x,0)dx
X IR 4
-I-//89 " u(r,t) g(t)e(r,t)drdt = Ewo+ E1+ Eao+ Fag+ Ey— Foy = E(H, b, k)
X IR 4

et
lim E(H, h, k) =0
H—0

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.8. On établit alors le théoreme 3.2.

Démonstration du théoréme 3.2 :

D’apres le lemme 3.6, (w7, mx)nem est bornée dans L>(Q x IR,), alors d’apres la
relative séquentielle compacité des bornés de L pour la topologie faible x, il existe

une sous suite, encore notée (ur, mr)hem, et il existe u € L=(Q x IRy ) tels que
(3.66) 1111£n>0 UT HE = U
dans L>(Q) x IRy) pour la topologie faible x, c’est a dire que:
u x,t)pla,t d:z;dt:// u(x,t) p(x,t) de dt
S, st t) el ) NGO

pour tout ¢ € L'Y(Q x IR,).
En passant a la limite dans I'inégalité du lemme 3.8, on obtient :

//Qxﬂﬁ ule ) (il 1) = VP) Vgl 1)) do di + /Q uo() p(x,0) da
+//89Xm+ u(r, 1) g(1) (T, t)drdt =0

pour tout ¢ € C°(QF x IR, IR).

3.3 Résultats numériques

Deux programmes ont été générés (un pour la résolution sur un maillage et un pour
la méthode de double maillage) afin de résoudre un probleme diphasique en milieu
poreux hétérogene correspondant au probleme (3.1), (3.2). Le méme schéma volumes
finis, celui décrit dans le paragraphe 3.2, est utilisé dans les deux cas. L’algorithme

du programme de la méthode de double maillage est le suivant:

Etape 1 - Calcul des parametres nécessaires pour résoudre 1’équation de pression

a l’aide d’'une homogénéisation adaptée de la grille fine vers la grille grossiere.

Etape 2 - Calcul de la pression sur la grille grossiere.
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Etape 3 - Reconstruction du flux de pression sur la grille fine en utilisant la

pression sur la grille grossiere.
Etape 4 - Résolution de I’équation de saturation sur la grille fine.

La vitesse de Darcy (K V P) est reconstruite sur chaque interface du maillage. Le flux
de pression est défini par le produit de la vitesse de Darcy et la longueur de l'interface
considérée.

Il est possible et méme conseillé d’avoir un pas de temps non constant. Pour plus de
détails, voir [39]. L’étape d’homogénéisation (étape 1) nécessaire dans le programme
pour la méthode de double maillage homogénéise le produit de la perméabilité absolue
et de la mobilité totale (voir [22]). En effet, comme les parametres sont donnés sur
la grille fine, cette étape permet de déterminer les coefficients discrets de 1’équation
de pression lorsque le milieu est hétérogene (voir Cas-Tests 2 et 3) et la mobilité
totale dépend de la saturation (voir Cas-Test 3). Dans le cas homogene avec une
mobilité totale constante (voir Cas-Test 1), il n’y a pas d’étape d’omogénéisation.
Ce test correspond au cas théorique. Des conditions aux limites de type Neumann et
Dirichlet sont utilisées.

Décrivons les différents cas tests utilisés. D’un point de vue physique, chacun corres-

pond a un processus de récupération de pétrole a ’aide d’une injection d’eau dans la

nappe.

3.3.1 Description des cas tests

Un test classique dans 'ingéniérie pétroliere est considéré: il concerne une géométrie
de type “quart de five spot”. La figure 3.9 représente la grille grossiere. Celle ci est

3 mais les tests numériques sont faits

dessinée en 3 dimensions afin de justifier les m
en dimension 2. Sur 9€); on se donne une condition de Dirichlet en pression et sur
08, une condition de Neumann en pression (voir figure 3.9).

Sur 095 = JN /(92 U 9€3), une condition de Neumann homogene est utilisée. Afin
d’éviter des différences entre les tests numériques, dues aux problemes d’indices de
productivité, les termes sources sont pris en compte dans les conditions aux limites
plutét que dans les puits.

Plusieurs maillages ont été utilisés, ils sont tous rectangulaires et a pas constant.
Ils different selon les simulations. Le nombre de cellules en x est égal au nombre
de cellules en y. On introduit la notation (ng,n;) qui correspond a une résolution
numérique du probleme avec un maillage ny X ny pour 1’équation en pression et
un maillage nj, x ny pour ’équation en saturation. Lorsque ny # nj, la méthode de
double maillage est utilisée. On note alors mi (respectivement mlpb) la reconstruction
par interpolation (respectivement par résolution de problemes locaux). Lorsque le
milieu est hétérogene, la méthode mlpb décrite dans le paragraphe 3.2 s’étend en

interpolant chaque flux discret aux interfaces du maillage grossier (conditions aux
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Fic. 3.9 - Caractéristiques Géométriques des Cas-Tests

limites des problemes locaux) proportionnellement aux valeurs de la perméabilité
absolue et de la mobilité totale sur le maillage fin (pour plus de détails, voir [39]).
Pour chaque cas test, la résolution sur le maillage le plus fin est considerée comme la
référence.

A un temps donné, une estimation d’erreur en norme L! sur la saturation et en
norme L? sur le flux de pression sont calculées pour chaque simulation. On définit
alors: |le(u)||pr (respectivement ||e(F')||z2), la norme L' (respectivement L?) de la
différence entre le cas de référence et la résolution considérée pour la saturation
(respectivement pour le flux de pression).

Pour tous les cas tests, et toutes les simulations, ces estimations d’erreurs sont cal-

culées au temps: 2000 jours.

3.3.2 Validation sur le Cas Simplifié - Cas Test 1

On considere une simulation sur un cas homogene (K = 100 M D) et avec une mobilité
totale constante (M = 1). C’est le cas étudié dans le paragraphe 3.2 dans I’approche
théorique.

Trois maillages différents sont choisis, donnant 8 simulations:

(16,16), (16,48) i, (16,48)m1p6, (16, 144) 5, (16, 144) pipn, (48, 144),04, (48, 144) 1,0 €t
(144,144), la derniere étant la référence. Pour les cingq premieres simulations, on fixe
le maillage (ngy x ny) celui sur lequel ’équation en pression est résolue, et on cherche
a déterminer I'influence de ny, (i.e. h) sur le flux de pression (voir tableau 3.1) et

sur la saturation (voir figure 3.10). Pour les quatre dernieres simulations, le maillage
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(ny, x ny) celui sur lequel I'équation en saturation est résolue est fixé, et on cherche a
déterminer 'influence de ny (i.e. H) sur le flux de pression (voir tableau 3.1) et sur

la saturation (voir figure 3.10).

Simulations | Méthode de Reconstruction lle(F)]|| L2
(16,16) 3,19 10~
(16,43) mi 2,12 102
(16,43) mlph 1,94 102
(16,144) mi 2,80 10*
(16,144) mlpb 2,67 10*
(48,144) mi 1,82 107
(48,144) mlpb 1,70 107

TaB. 3.1 - Influence de ny et de ny, sur ||e(F)||p2 - Cas-Test 1

% 10-3 Norme L' sur I'erreur en saturation

1,111072

—
—
|
I

-3
A4 1075 1y g3

—4 —4
7,02 10 6, 16 10 1.14 10—4 8,37 10—5
(16,48) (16,48) (16,144) (16,14%2 (48,144) (48,14%2

mi mlpb mi mlp mi mlp

(16,16)

F1G. 3.10 - Influence de ny et de ny, sur ||e(u)||p: - Cas-Test 1

Malheureusement, le nombre de simulations ne permet pas de déterminer I'influence
de ny et de ny. On ne peut pas faire plus de simulations parce qu’entre deux simu-
lations différentes, on est obligé de multiplier n;, au moins par 3, alors, la différence
entre les erreurs est trop importante pour conclure sur 'influence de ny. De plus, il est
impossible de choisir un trop grand n;, (a cause des capacités des machines) et nj, doit
étre un multiple de ny. Ceci dit, les résultats numériques montrent la convergence

des solutions approchées comme il a été démontré dans 'approche théorique.
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3.3.3 Un cas hétérogene avec une mobilité totale constante - Cas Test 2

Le simulateur est alors appliqué sur un cas hétérogene avec une mobilité totale tou-
jours constante égale a 1. La matrice de perméabilité absolue est générée par une
distribution lognormale avec une longueur de corrélation de 3 metres en z et en y

(voir figure 3.11 page 109). Pour ces choix, un estimateur algébrique (voir [21]) est

Fi1G. 3.11 - Matrice de Perméabilité (en MD) du Cas-Test 2

utilisé pour générer la matrice de perméabilité sur la grille la plus fine. La méthode
me basée sur une interpolation n’est plus utilisée. En effet, 'interpolé ne tient pas
compte des hétérogénéités du milieu poreux sur le maillage fin.

Comme dans le Cas-Test 1, le tableau 3.2 page 112 et la figure 3.12 page 112 donnent
les estimations d’erreurs sur le flux de pression et la saturation.

Les résultats observés pour la méthode mlpb sont du méme ordre que ceux du Cas-
Test 1. Toutefois, les erreurs sont un peu plus importantes dans ce cas, ceci est du
a la présence des hétérogénéités. Ainsi, méme lorsque la reconstruction du flux de

pression est plus délicate, la qualité des résultats est satisfaisante.

3.3.4 Un cas hétérogene avec une mobilité totale non constante - Cas
Test 3

On étend la méthode de double maillage a un probleme avec une mobilité totale non

constante, c’est a dire dépendant de la saturation. Dans ce cas test, la méthode de
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double maillage est appliquée a un cas systeme réellement couplé. Ainsi, I’équation
en pression doit étre résolue a chaque pas de temps, ce test montre 'intéréet de la
méthode de double maillage en termes de précision et de temps CPU comparée aux
résolutions sur un seul maillage.
Un milieu poreux hétérogene est généré par une distribution lognormale avec une
longueur de corrélation égale a 25 metres en x et en y (voir figure 3.13 page 113).
Les lois de perméabilités relatives utilisées sont du type Corey (voir [6]) comme suit :
By (1) = Fiym 0™ et bipo(u) = k “yre g ——
(W) = K 07 et Erp(u) = ko (1 — w™)" avec u” = [RT—

Un rapport de mobilités défavorable est choisi pour le Cas-Test 3

I / ko
Hw Ho
Le tableau 3.3 page 112 résume les différentes propriétés du fluide de ce Cas-Test. Six
simulations sont considérées: (10,10), (10,30)m16, (30,30), (10,90).m15, (30,90).m10
et (90,90).
Les estimations d’erreurs sur le flux de pression et sur la saturation sont données
dans le tableau 3.4 page 112 et la figure 3.14 page 113.

Ceux ci montrent que la convergence des solutions approchées est encore obtenue

malgré le fait que le probleme soit complexe de part ses hétérogénéités et sa non
linéarité.

Les courbes du watercut (ou pourcentage d’eau), voir figure 3.15 page 114, sont tres
intéressantes pour 'ingéniérie du réservoir. Cela correspond au rapport entre le flux
d’eau et le flux total au puits producteur (i.e. sur 9€2). 1l est tres important d’avoir
une bonne évaluation de la percée de ’eau au puits producteur. La comparaison du
watercut (voir figure 3.15 page 114) pour chaque simulation montre que les résultats
obtenus avec une simulation sur le maillage fin sont similaires a ceux obtenus avec la
méthode de double maillage (mplb). On a considéré une résolution de I’équation en
pression sur un maillage 10 x 10 et une résolution de 1’ équation en saturation sur la
grille la plus fine (30 x 30 ou 90 x 90 selon le cas).

Le Tableau 3.5 page 114 montre les temps CPU pour les différentes simulations. On
peut encore noter que la méthode de double maillage utilisée ici a également deux pas
de temps différents. En effet, le pas de temps pour la pression est calculé comme si
les équations en pression et en saturation étaient toutes deux calculées sur le maillage
grossier. Ainsi, le pas de temps de la pression est calculé a 1’aide d’un rapport entre
les conditions de CFL pour ’équation en saturation sur les maillages fin et grossier
(voir [22]). Le cout calcul en utilisant la méthode de double maillage (ng,ny) et deux
pas de temps est presque du méme ordre que celui pour la simulation (ng, ny), tandis
que la simulation (np,np) demande un tres long temps CPU. Ces résultats semblent
naturels puisqu’au lieu de résoudre un systeme linéaire sur une grille fine n;, x nj, a

chaque pas de temps, la méthode de double maillage (np,n;) nécessite de résoudre
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I’équation en pression que sur une grille ny X ngy pour chaque pas de temps et de
résoudre ny, problemes locaux. Une parallélisation pourrait étre un bon moyen pour
résoudre 1’équation en saturation, calculée avec un schéma explicite et donc pour

diminuer le temps CPU.

Conclusion :

Dans ce chapitre, dans un cas homogene avec une mobilité totale constante, on a mon-
tré la convergence de la méthode de double maillage avec deux méthodes différentes
de reconstruction des flux.

La premiere est moins chere d’un point de vue cout calcul mais la deuxieme peut étre
étendue a des problemes physiques plus complexes (cas hétérogene avec une mobilité
totale non constante). Pour les deux méthodes, on a donné des estimations d’erreur
pour les flux reconstruits, de 'ordre de H pour la méthode par interpolation et de
lordre de vH pour la méthode de résolution de problémes locaux (résultats qui ne
semblent pas optimaux pour la seconde méthode).

Ces résultats sont suffisants pour passer a la limite dans 1’équation discrete associée
a la saturation et ainsi on établit la convergence de la saturation approchée avec la
méthode de double maillage vers la solution exacte.

On a utilisé la méthode de double maillage avec reconstruction des flux de pression
par résolution de problemes locaux dans un cas hétérogene avec une mobilité totale
non constante. Le calcul des estimations d’erreurs pour différents cas tests montrent
la convergence numérique de I'algorithme de la méthode de double maillage.

Enfin la méthode de double maillage a été validée par son efficacité d’un point de vue
cotut calcul en la comparant a des méthodes classiques (seulement un maillage).
Ainsi, il semble possible d’appliquer la méthode de double maillage a des simulations

sur des cas réels.
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Simulations lle(F)]|| L2

(16,16) | 3,94 107"
(16,48) iy | 2,69 1072
(16, 144}, | 5,58 10~

TAB. 3.2 - Influence de ny, sur ||e(F)|[z2 - Cas-Test 2

% 10-3 Norme L' sur I’erreur en saturation

13,4 1073

13

12

11 +

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1
16,16 16,48 16,144
( ) ( mlpb) (mlpb )

F1G. 3.12 - Influence de ny, sur ||e(u)|[z1 - Cas-Test 2

Rapport de | wyi | Uor | N | Mo | Bwm | Kom | ftw (¢ P) | pto (¢ P)
mobilité

2 02102 2 |15 04 1 1 0.8

TAB. 3.3 - Propriétés du fluide du Cas-Test 3

Simulations lle(F)]|| L2
(10,10) | 2,15 107!
(10,30) iy | 1,27 1072
(30,30) | 1,27 1072
(10,90)mis | 2,18 1077
(30,90) 0, | 3,38 1077

TAB. 3.4 - Comparaison de ||e(F)||z2 - Cas-Test 3
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F1G. 3.13 - Matrice de perméabilité (en MD) du Cas Test 3

Norme L' sur I'erreur en saturation

x 10~
TS
9 1
8 1
7 1
6 1
5 1
4 1
3 T -2
2 1,52 1075 4 47 10-2 )
1+ 4,45 1077 92 10~*

10,10 10,30) (30,30 10,90 30,90
( ) (mlpb) ( ) (mlpb) (mfpb)

F1G. 3.14 - Influence de ny, sur ||e(u)|[z1 - Cas-Test 2
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Fic. 3.15 - Comparaison du Watercut - Cas-Test 3

Maillage en Pression — | 10 x 10 | 30 x 30 | 90 x 90

Maillage en Saturation

!
10 x 10 11| XXXX | XXXX
30 x 30 52 203 | XXXX
90 x 90 797 | 1350 | 18052

TAB. 3.5 - Comparaison des temps CPU (s) - Cas-Test 3



4. Schéma volumes finis pour un probleme
elliptique avec une condition aux limites de type
Fourier

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la convergence d’un schéma volumes finis pour une équa-
tion elliptique définie sur un ouvert polygonal connexe de IR* avec une condition aux
limites de type Fourier. Le flux de pression sur le bord du domaine n’étant alors plus
une donnée du probleme comme dans les chapitres 2 et 3, on introduit des inconnues
en plus sur le bord du domaine. On montre alors des estimations d’erreur en norme
H' discréte du domaine ainsi qu’en norme L? discréte du bord. On établit de plus

des estimations en norme L” pour tout r tel que 1 < r < +oo.

Soit Q un ouvert borné polygonal connexe de IR?, on note 9 le bord de Q. Le

probleme considéré est le suivant :

(4.1) —AP(z) = f(z), z€Q,

avec la condition aux limites suivante:

(4.2) VP(r)n(r)+ AP(T) =g(r), 7€ N,

ou n est la normale unitaire a J§) extérieure a ).

On suppose que

A e IRY,
(4.3)
e L), g€ H¥*Q) et tels que P € H*(Q).

On cherche a déterminer P dans H?*(2) solution variationnelle de (4.1)-(4.2), i.e.

vérifiant :
(4.4) Avm@vw@mw—é

pour tout ¢ € H'(Q).

(90) = A P()) i) dr = [ fla)vla)da

Q
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4.2 Discrétisation

4.2.1 Hypotheses sur le maillage

Soit 7 un maillage de Q. Soit p € T, on considere alors que p est un ouvert de IR
On note h, le diametre de p, N(p) I'ensemble des voisins de p et o,, I'interface entre
les mailles p et ¢ ou ¢ € N(p). On suppose que T vérifie les méme hypotheses de
régularité que dans le chapitre précédent, on utilise de plus les méme notations, que

I’on rappelle toutefois :

e L’intersection entre deux éléments de T est soit un point soit un segment,

ce segment est alors un coté de chacune des deux mailles considérées.

e Pour tout p € T et tout a € A..+(p), il existe x, € a tel que [x,, x,]

est orthogonal a a.

e Il existe une famille de points (x,),e7 telle que pour tout p € T, x, € p
et pour tout p € T et tout ¢ € N(p), [x,,x,] est orthogonal a o, et

[2p, 4] N oy # O

o Il existe o > 0 tel que pour tout p € T : d(xp,,dp) > ahy,

o Il existe ay > 0 tel que pour tout p € T et tout coté a de p :
ayh, <l(a) < h,

(4.5)

ou [(a) est la longueur de a.

NOTATIONS

h = maxh,,,
pET

At ensemble des cotés du maillage qui sont inclus dans 952,

Aini Vensemble des c6tés du maillage qui sont dans €.

Pour tout p € 7, on note:
n, la normale unitaire a 9€) extérieure a €,
Aci(p), 'ensemble des cotés de p situés dans le bord de €,

N(p) 'ensemble des voisins de p, c’est a dire ’ensemble des mailles de T ayant

un co6té commun avec p,
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f» la moyenne de f sur p, i.e.

Pour tout ¢ € N(p), on note:

dpy = d(xp,,), ot d(-,-) est la distance euclidienne de IR?,
o, U'interface entre p et ¢,

N,y la normale unitaire a o, dirigée de p vers q.
Pour tout a € A.+(p), on note:

d,q la distance de z, a z,,

o = l(l—a)/ag(T) dr.

4.2.2 Equation Discrétisée

Pour discrétiser (4.1), un schéma volumes finis est utilisé; le principe des schémas
volumes finis, comme on 'a déja vu dans les chapitres précédents, est d’intégrer

I’équation continue sur chaque volume de controle (ici les mailles p € T et les cotés
a € Aext)-

Ainsi, d’apres la formule de Green, on a, pour tout p € T :

— [ vP(r)m, Z/ VP(r) () dr — Y /VP 7)dr

ap qu 7p ae-Ae.rt
:/f(:zj) dx
p

Et, pour tout a € A :

/VP dT—I—)\/P dT—/lg(T)dT

On approche P par P; avec

P, sizep, peT,
(4.6) Pr(x) =
P, six€a, ae A

Les équations discrétisées s’écrivent alors:

Z lO'pq Pq_Pp_ Z l(a) Pa_Pp :m(p)fp pourtoutpeT
g€N(p) dpq a€Aexi(p) dpa
et P Pp
(4.8)  I(a) + AP, l(a) = l(a) ga pour tout a € A..t(p), p €T




118 SCHEMA VOLUMES FINIS POUR UN PROBLEME ELLIPTIQUE AVEC...
4.3 Convergence du schéma

4.3.1 Existence et unicité de la solution approchée

On montre tout d’abord l'existence et 'unicité de la solution du probleme discrétisé

en établissant un principe du maximum discret.

Lemme 4.1 On suppose les hypothéses (4.3) vérifiées. Soit T un maillage de 2
satisfaisant (4.5).
Alors il existe une unique solution Pr de (4.6), (4.7) et (4.8).

Démonstration du lemme 4.1 :

Afin de démontrer ce lemme, on établit tout d’abord le lemme suivant qui donne un

principe du maximum discret.

Lemme 4.2 On suppose les hypothéses (4.3) vérifiées. Soit T un maillage de 2
satisfaisant (4.5). Soit Pr la solution de (4.6), (4.7) et (4.8). On suppose que pour
tout p € T, f, >0 et pour tout a € Aept, go > 0.
Alors :

P,>0 e P,>0 pourtoutp €T ettoul a € A.p.

Démonstration du lemme 4.2 :

On suppose que le minimum de {(Pp)peT U (Pa)aeAm} est atteint sur une maille

intérieure au domaine c’est a dire en P,; ot py € 7. Alors comme pour tout p € T,
fp >0, d’apres (4.7):

P,— P P,— P
Z [(0poq) % Z [(a) Tpo <0

qu(pO) Poq ae-Ae.rt(pO) poa

et donc:
P, = P,, pour tout g € N(po) et P, = P,, pour tout a € A..+(po)

Comme () est connexe, le minimum est atteint sur le bord.
Le minimum de {(Pp)peT U (Pa)aeAm} est donc P,, ou ag € A... Supposons de plus
P, < 0. Alors d’apres (4.8), comme A > 0:

P, <0= g, <0

Ce qui contredit les hypotheses, donc P,, > 0. Ceci termine la démonstration du

lemme 4.2.

On termine alors la démonstration du lemme 4.1.
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On suppose que pour tout p € T, f, = 0 et pour tout @ € A..i, g. = 0. Alors d’apres
le lemme 4.2, on a:

(prO\v’pETetgaZO‘v’aEAmt)ﬁ (PpZOVpETetPaZOVaEAem)

(fp§0\v’p€Tetga§0‘v’a€Aext):> (Pp§0Vp€Tet Pag()‘v’aEAmt)
Ainsi:
(fp:0Vp€Tetga:0‘v’a€Aext):> (Pp:0Vp€Tet Pa:()‘v’aEAmt)

Donc I'application linéaire définie par (4.7) et (4.8) est injective et donc bijective
puisqu’on est en dimension finie.
Il existe alors une unique solution Py de (4.6), (4.7) et (4.8).

4.3.2 Estimations d’erreur en norme H'(Q2) N L*(90)

On établit la convergence du schéma en montrant le résultat suivant qui donne une
estimation d’erreur en norme Hy (Q)NL?*(99) discrete ainsi qu’une estimation d’erreur

en norme LQ(Q) :

Théoreme 4.1 Soit P la solution exacte de (4.1) (4.2). On suppose les hypothéses
(4.3) vérifiées. Soit T un maillage de Q satisfaisant (4.5). Soit Pr la solution de (4.6),
(4.7) (4.8). Pour tout p € T, on définit Uerreur sur la maille p par e, = P, — P(x,).
On définit de plus, pour tout a € A.yi, Uerreur sur le coté a par e, = P, — P(x,).
Alors il existe C', ne dépendant que de g, Q, f, A, o, ay et de la norme H*(Q) de P,
telle que :

1/2
e, — €,)? €, — €,)?
[Z ( > U S <d—>)+ > Uy eaf
PET \geN(p) Pq a€Aezt(p) pa a€Aeqt
(4.9) <Ch

1/2
(1.10) (Z m<p>|ep|2) <Ch

PET

Démonstration du théoréme 4.1 :

On commence tout d’abord par définir I’erreur de consistance sur les flux sur chaque
coté du maillage.

Soit p € T et ¢ € N(p), alors le flux exact sur le coté o,, dans la direction de p vers

q est:
— 1
Fog(P) = —

/ VP(7).np,(7) dr

l(apq) Ipq
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On définit I'erreur de consistance dans la direction de p vers ¢, notée R, ,(P), par:

R, (P)=T,,(P)+ P(xq)d— P(x,)

De méme, soit p € T et a € Aci(p), le flux exact sur le coté a dans la direction n est

donné par:

1
FyalP) = =i [ VP(r)n(r) dr
' l(a) a
On définit alors I’erreur de consistance, notée R, ,(P), par:

Ryal P) = Fyo(p) 4 T2 1)

De plus lorsqu’on a discrétisé la condition aux limites on a également introduit une

erreur de consistance qui est la suivante:

Ru(P) = P(x,) — @/GP(T) dr

On montre le résultat suivant qui donne la consistance du schéma au sens volumes

finis (voir [16]):

Lemme 4.3 Sous les hypothéses du théoréme 4.1, il existe constante Cy, ne dépen-
dant que de la norme H* de P, de o et de ay, et Cy, ne dépendant que de la norme

H? de P, telle que:

1/2
(4.11) (Z Z l(opq) dpg RM(P)2 + Z Z [(a)dp, Rp,a(P)Z) <Cih

pET qeN(p) PET a€Aczt(p)

1/2
(4.12) ( S l(a) ]%a(P)z) < Cyh

U«G-Ae.rt

Démonstration du lemme 4.3

On montre tout d’abord le premier résultat qui donne la consistance des flux.

Démonstration de (4.11):

Pour établir ce résultat, on commence par supposer P € C°(2).
Soit p € T et ¢ € N(p). Alors en utilisant un raisonnement analogue a celui utilisé
pour établir (3.27) page 75, on montre que:

Ch

(4.13) | By y(P)] € ——===IPlln>(v,y)
l(apq) dpq
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ou C ne dépend que a et a; et ou V,, est le quadrangle ayant pour sommet z,, z, et

les deux sommets de o, (voir figure 2.1 page 24). De plus, on note:

P32 :/
Pl = (]

pq

1/2
(IP]* + [V P> +|D*P*) () dz)

et

P(z)
dzdz;|

pp =30y |2

=1 j5=1

On traite alors les termes d’erreur de consistance sur les flux de bord comme le font
R. Eymard, T. Gallouét et R. Herbin dans [16] pour une condition aux limites de
type Dirichlet.

Soit p € T tel que A.+(p) # O, et a € A(p). On choisit comme repere, que 1'on
note CP*, le repere direct qui a pour origine x, et pour axe des abscisses (x,, ).
Notons de plus b et ¢, ¢ > b les ordonnés des deux sommets de a. On note I,, le
segment orthogonal a [x,,z,] et tel que

1 1
d([pavxp) = d([pav a) = §d(xpvxa) = §dpa

On note e et f (e < f) les ordonnées des deux sommets de [,,, leur abscisse étant
égale a d,, /2 (voir figure 4.1).

Ly, a
c ,,,,,,,
flbo-
P T, -
e - -
bro- :
Vpa
V;;a
Fig. 4.1 -

Alors:

1 e 9P P(dya,0) — Pyu + Ppo — P(0,0)
- —da d o ras P P )
/bal'l(p7 ) S dpa
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ol

1 !
[a d_ /PdaQ, d
i1 | 1Py = s [ P20

En utilisant un developpement de Taylor avec reste intégrale, on a:

f 1 feoP
/SP(dpa/Z,s)ds—ﬁ G (s ) ds

+l([h72 [/ / t|D? P|( p“tst) dt ds+
/ / t|D? P|( 24+ (1 - )dpa,st) dtds]

En utilisant un changement de variables dans les deux dernieres intégrales, on obtient :

f 1 feoP
/6 P(dyaf2,8)ds = o [ 5 (dpars) ds

h? 2 5
—L— || |D*P|(2)d / D2P\(2)d
i (L 1P+ 7 [ 10

pa pa

R,u(P)] < ‘

[(Lya)

R,u(P)] < ‘

[(Lya)

ou VP est le triangle dont les sommets sont z,, et les deux sommets de I, et V;, est

celui dont les sommets sont x, et les deux sommets de [,, (voir figure 4.1).

En utilisant 1'inégalité de Cauchy Schwarz et en remarquant que [([,,) = [(a)/2
(puisque I, est 'image de a par I'’homothétie de centre x, et de rapport 1/2), il

vient :
f 1 e 9P
(P < /Pda2, ds — — [ (4. 5)d
P < i [ P21 s [ 5 s
Ch
(4.14) +——— [Pllm>,.)
l(a) dpq

ou C ne dépend que de a et ay et ou V,, est le triangle ayant pour sommets x, et les

deux sommets de a.

1l reste alors a traiter le terme suivant :
1 c 9P

1 b
_ ‘l([m)/e Pldf2.5)ds = s | a—xl(dpa,t)dt‘

Remarquons pour cela, que d’apres la régularité de P, on a:

dyo
(8:1:1)‘( : 0,03—|—(1—0)t) do dt ds

A s fixé, on utilise le changement de variables suivant, a (6,1), on associe (xy,x2),

tels que:

dyo 0
2

et ro=0s+(1—0)t

1 =
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on obtient :

dpa/2 z1) s+(1-6(z1)) Dp 2 doo dos d
/ / /xl s—|—1 01’1 | |<x17$2) dpa(l_e(xl)) fane

Et donc, d’aprés I'inégalité de Cauchy Schwarz :

2h P 2 dpa/2 (z1) s+(1—=0(z1) 1 1/2
| HH Vpa (/ / / 70[:1;2 dry ds)
d l (z1) s+ (1—0(z1))b (1 —G(IEI))

V2h

A< ———=|Plla>,
i (Vi)

En reportant ce résultat dans (4.14), on obtient:

Ch
(4.15) |Rpa(P)| < ——==IPlln2(v,.)
dpo l(a)

Ainsi:

ou C ne dépend que de « et a;.

Alors en utilisant (4.13) et (4.15), on a:

1/2

(Z Z (0pg) dpg R (P) + Z Z [(a) dya Rp,a(P)Q) <Ch
pET geN(p) PET a€Acui(p)

ott C' ne dépend que de a, a; et de la norme H? de P.

Ce qui termine la démonstration de I'inégalité (4.11) lorsque P € C'°°(£2). On conclut

en utilisant la densité de C°°(Q) dans H?*(2) (voir [29]) comme dans la démonstration

du lemme 3.1 page 73.

Démonstration de (4.12) :

Remarquons que comme P € H*() alors on peut définir la dérivée tangentielle de
P sur le bord du domaine 9P(z(.),y(.))/ds, elle est dans L?(99).

On procede alors de la méme facon que précédemment. On montre tout d’abord le
résultat pour P € C'*(9f2) puis on conclut par densité.

En utilisant un développement de Taylor avec reste intégrale ainsi que 'inégalité de

Cauchy Schwarz, on a:

Fa(P) < la) ( [ (9P<w<;i,y<s>>)2)

1/2
(Z z(a)éa(P)Q) < W[ Pl ag)

U«G-Ae.rt

1/2

et donc:

Ce qui termine la démonstration du lemme 4.3.
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Démonstration de l’estimation d’erreur en norme Hj N L*(0N)) discréte :
(4-9)
Comme P € H*(Q) est solution de (4.4):

AP =f p.p- sur £,
VPn+ AP =g p.p. sur 0f.

En intégrant la premiere équation sur p € T et la deuxieme équation sur a € A...(p),

alors, il vient :

(4.16) Z l(opg) (P) + Z Z(Q)FPA(P) =m(p) f,
q€N(p) a€Aczt(p)

et
(4.17) —l(a) Fpu(P)+ X(a) P, =(a) g,
On soustrait (4.7) a (4.16), on multiplie par e, et on somme sur p € T, on obtient
alors:

€y — €

- Z Z l(opg) €p qd - Z Z [(opq) €p Rpy(P)
pET qeN(p) Pq pET qeN(p)
€q — €
— Z Z l(a)e, y L Z Z l(a)e, Ry o(P) =0
pGTaEAemt(p) pa pGTaEAemt(p)

En utilisant la conservativité des flux exacts et approchés, il vient :

2
2 _
Zzg%q( )+Z 3 Mw
PET qeN(p) dpq PET a€Acxi(p) dpa
(4.18) = Z Z l(opq) By q(P) (ep — € )‘I' Z Z l(a) ep By a(P)
pET qeN(p) PET a€Acat(p)

On soustrait alors (4.8) a (4.17), on multiplie par e, et on somme sur a € A..+(p) et

sur p € T, on obtient :

S Y ) €2d€“€p+A S la)et == S U(a) Rpu(P) e

PET a€Acat(p) a€Acxt PET a€Acyi(p)

(4.19) A Y l(a) Ru(P)e

U«G-Ae.rt

On somme alors (4.18) et (4.19), et en utilisant 1’inégalité de Young, on obtient:

a

zzzapq( )+z > z<a>(ed )+Azz

pequN ) q peTae-Ae:pt( ) a€Acat
1
< 9 Z Z l(apq) dpq Rp,q(P)z + Z Z l(a) dpa Rp,a(P)z
pET qeN(p) PET a€Acat(p)

A S Ua) Ry(P)

U«G-Ae.rt
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On conclut alors a I'aide du lemme 4.3, on a:

2

_Z Zl%q (qd )+Z Z l(a)(ead )-I-)\Zl GSChQ

pEquN ) Pq peTae-Ae.rt( ) ae-Ae.rt

ott C' ne dépend que de la norme H? de P, de a, a; et de A.

Démonstration de l’estimation d’erreur en norme L*(Q): (4.10)

Terminons alors la démonstration du théoreme 4.1. Pour cela, on montre 'inégalité

suivante :
2 < C l (eq - €p)2
Z m(p) €p = Z Z (qu) d
peT PET \qeN(p) pe

ou C ne dépend que de (.

On choisit une direction qui n’est parallele a aucun des c6tés du maillage, notons
n € IR? un vecteur porté par cette direction et tel que |||y > §(2), ott §(Q) est le
diametre de ().

Alors pour tout @ € A, on note:

e pour tout z et z dans IR*, p,(z,2), la fonction qui vaut 1 si le segment [z, 2]

coupe «a et 0 sinon.
o 0, I'angle entre a et n
si a € A, on note de plus
o p,+ et p,_ les deux mailles situées de part et d’autre de «,
o ¢, et e, _ les erreurs sur les mailles p, 4 et p, _,
o d, la distance entre x,, , et x,, _,
sia € A.pt, on note
e p, la maille de 7 ayant pour coté a,
o ¢, lerreur sur p, et e, _ = e,,

o d, la distance entre z,, et a.
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Soit p € T et x € p, alors:

ol < 3 leas — o |palma+m) + 2 Jealule, w4+ )
aEA U«G-Ae.rt

et donc d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz :

2
€q+ — €q,—
le* <2 (> M%(%x +1) (Z dy cos 0, o, + 77))

e d, cos b, e

+2C > ea|* palz, x + 1)

U«G-Ae.rt

ou C ne dépend que de Q et 7.

On a donc:

2
€a4+ — €a,—
lep|* <26(Q) > Q%(%x +10)+2C > e alz,x+1)

= d, cosf, ved,

On integre alors par rapport a x, on obtient:

(ea,+ — Ca—

- L w2000 ¥ i@

U«G-Ae.rt

> m(p)le,)” <28(Q)

peT acA

On termine alors la démonstration du théoreme 4.1 a 1’'aide de 1’estimation d’erreur

en norme H}(Q) N L?(99Q) (4.9), on a alors:

Y mp)le,l* < Ch
PET

ot C' ne dépend que de Q, a, a;, de A et de la norme H?*(Q) de P.

4.3.3 Estimation d’erreur en norme L" pour tout 1 <r < +4oc

On montre dans ce paragraphe le résultat suivant :

Théoreme 4.2 Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (4.5). On note
P(-) la solution exacte de (4.4). On suppose les hypothéses (4.3) vérifiées. Soit Pr la
solution de (4.6), (4.7) et (4.8). On définit e Uerreur par e(x) = e, = P, — P(x,) si
rep peT.

Alors, il existe C, ne dépendant que de o, ay, Q et de la norme H?*(Q) de P, telle

que:

1/r
(4.20) (Z m(p) |ep|r) <rCh

pET

pour tout v tel que 1 <r < +oc.
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De plus si T vérifie la propriété suivante :
(4.21) Il existe as tel que pour tout p € T = m(p) > azh®

Alors, il existe C' ne dépendant que de a, oy, as, Q et de la norme H*(Q) de P, telle
que :

lelle < ~C'h In(h)

1 —1
pour tout h tel que h < —exp (—)
a3 2

Démonstration du théoréme 4.2 :
D’apres le lemme 2.4 page 36, on a pour tout r tel que 1 < r < 400:
1/r ) 1/2 1/2
(Z m(p) |€p|r) <Cr (Z Z |€q;7€p| l(apq)) + (Z m(p) |€p|2)
pET PET qeN(p) Pq peT

ou C ne dépend que de «, oy et de ().

Alors en utilisant le théoreme 4.1, il vient :

1/r
(Z m(p) Ieplr) <Crh

pET

ot C' ne dépend que de g, Q, f, A\, a, oy et de la norme H?*(Q) de P.

Si de plus T vérifie (4.21), on déduit de I'inégalité précédente, comme dans la démons-

tration du théoreme 2.2 page 35, une estimation en norme infinie:

lelle < ~C'h In(h)

1 —1
pour tout h tel que h < —exp (—)
a3 2
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5. Schémas a quatre points et décentré amont
pour un systeme elliptique - hyperbolique non
linéaire, convergence et estimations d’erreur

On s’intéresse a la convergence de la solution approchée du probleme

AP =0
up — div (VP f(u)) =0

sur un ouvert borné, ou f est une fonction croissante. Sur I’équation elliptique, le
schéma volumes finis “a quatre points” présenté dans le chapitre 2 est utilisé. Pour
discrétiser I’équation hyperbolique, on utilise un schéma décentré vers ’amont de
I’écoulement. On montre alors, en supposant la condition initiale a variations bornées,
une estimation d’erreur, en norme L', de lordre de h'/* ot h définit la taille du
maillage. De plus, on établit la convergence de la solution approchée vers la solution
entropique du probleme ainsi que I’existence et 'unicité de cette derniere.

Ce chapitre a été publié sous la forme d’un acte de Congres avec comité de lecture

(voir [42]).

5.1 Présentation du probleme

Soit ) un ouvert borné convexe polygonal de IR?, on note J la frontiere de Q, alors

on considere le probleme elliptique - hyperbolique suivant :

(5.1) AP(z) =0, z €,
(5.2) w(x,1) = div(VP(x) f(u(z,1))=0, z€Q, L€ IR,

avec les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :

(5.3) VP(r)n(r)=g(r), 7€ 09,
u(r,t) =u(r,t), (r,t)€ Nt x IRT,
u(z,0) = up(x), x€Q

ot 90T = {7 € 90 ; g(7) > 0} et olt n est la normale unitaire & IQ extérieure a 1.
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On suppose que:

1. wpel>(Q)etue C'N L0000 x IR,).
2. fe CYIR,IR) et f croissante.

(5.6) 3. ge L=(00), telle que P € C*0)
et vérifiant la relation de compatibilité : / X g(t)dr = 0.
o9

4. Chaque composante connexe de 90T est un segment,

1
et on suppose que g vérifie / —dr =W <+
oat g(7)

Notons que les hypotheses 4. sont des hypotheses techniques que ’on n’a pas réussi

a lever bien qu’elles ne soient probablement pas nécessaires

Le probleme étant non linéaire, la solution faible n’est pas unique, il faut donc consi-
dérer la solution entropique.

On note (aTb) = max(a,b) et (aLb) = min(a,b), ainsi pour tout k € IR, |. — k| sont
les entropies de Kruzkov et f(.Tk) — f(.Lk) sont les flux associés.

Alors, on cherche P € (C%(f2) solution au sens classique de (5.1), (5.3), et u dans
L= x IRy) solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. vérifiant I'inégalité sui-

vante :

//QleJ, lu(x,t) — k| i, t) de dt + /Q luo(x) — k| (x,0) da
(5.7) _//me (f(u(:li,t)T/i)—f(u(x,t)J_/f)) VP(2).Vep(a, ) de di

+ //amxm (f (. )T )= (. t)i/f)) g(T)e(r,t)drdt >0

pour tout & € IR et tout ¢ € CHQT x IR, IR,), avec QT = QU INT.

En fait il sera nécessaire pour la suite de pouvoir choisir une fonction test non nulle
sur 0~ ={7 € IN; g(7) <0}, donc ce n’est pas (5.7) qui sera utilisée mais plutot

la formulation suivante qui est équivalente a (5.7):

//QleJ, lu(x,t) — x| @iz, t) dedl + /Q luo(x) — k| (x,0) da
(5.8) _//me (f(u(:li,t)T/i)—f(u(x,t)J_/f)) VP(2).Vep(a, ) de di

+ //89+x1R+ (f(H(T,t)T/i)—f(H(T,t)J_/i)) g(T)e(r,t)drdt >0

pour tout & € IR et tout ¢ € CHQ x IR, IR}).
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Remarque 5.1 [l est clair que siu € L= (Q x IR}) vérifie (5.8) alors u vérifie (5.7).
Réciproquement, en choisissant comme fonction test dans (5.7) une fonction qui tend
vers la fonction caractéristique de Q) (par exzemple celle définie en annexe A page 237)
et en utilisant la croissance de f et le caractére négatif de V P.n sur 9™, on montre
que stu € L=(Q x IR ) vérifie (5.8) alors u vérifie (5.7). Les deux formulations (5.7)

et (5.8) sont donc équivalentes.

5.2 Discrétisation du probleme

On se donne un maillage 7 de Q. Pour tout p dans 7 on note:

h, le diametre de p,
m(p) laire de p,

N(p) I'ensemble des voisins de p, c’est a dire 'ensemble des mailles de T

ayant un co6té commun avec p,
Ac.+(p) 'ensemble des cotés de p inclus dans 0.
Pour tout coté a de p, on note:
[(a) la longueur de a.
Pour tout ¢ € N(p), on note:

o, U'interface entre p et ¢,
dy, la distance entre x, et , ot x, et x, sont définis en (5.9),

n,e la normale unitaire a o, allant de p vers q.

Pour tout a € A..+(p), on note:

Enfin, on note h = max,e7 h,.
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On suppose alors que T satisfait les hypotheses de régularité suivantes:
e L’intersection entre deux éléments de T est soit un point soit un segment,

ce segment est alors un coté de chacune des deux mailles considérées.

e Il existe une famille de points (x,),e7 telle que pour tout p € T, x, € p
et pour tout p € T et tout ¢ € N(p), [x,,x,] est orthogonal a o, et
[2p, 2g] N0y # O.

o Il existe o > 0 tel que pour tout p € T : d(xp,,dp) > ah

o Il existe ay > 0 tel que pour tout p € T et tout coté a de T :
arh <lla)<h et a3 h?®<m(p) <h?

(5.9)

Remarque 5.2 Tout d’abord notons que comme pour tout p € T et tout g € N(p),
[€p, 4] N Opg # O et que Q est convexe, alors toutes les mailles de p sont convexes.
De plus, les hypotheses étant assez générales, on peut considérer différents types de

maillages vérifiant ces conditions, voir remarque 2.2.1 page 17.

On discrétise alors I’équation elliptique comme on 1’a déja fait dans le chapitre 2

page 15. La solution approchée, associée a 1’équation elliptique, est définie par
(5.10) Pr(z) =P, sieep(peT)

Le schéma numérique pour I’équation elliptique s’écrit alors:

P,—P
(5.11) >, o)+ X Ua)g.=0 VpeT
qu(p) Pq ae-Ae:rt(p)
Afin de discrétiser I’équation hyperbolique on se donne un pas de temps k& > 0

vérifiant la condition de stabilité suivante:

kM P, — P,

(5.12) Z T4 (opg) + Z l(a)g;' <(1—mn)
m(p) ) P a€Acst(p)

ot n €]0,1[ est donné, et ot M = sup f'(s) avec U = maX(HUOHOO, HEHOO)
se[-UU]
On note alors " = nk pour tout n € IN. Remarquons que comme pour (2.49)

page 56, on montre qu’il existe C' > 0, ne dépendant que des données et de ay, tel

que

(5.13) k< Ch

La solution approchée, associée a I’équation hyperbolique, est définie par

(5.14) urp(z,t)=u) sizep(peT)ettelt" " (ne IN)
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De plus, on discrétise la condition initiale et la condition aux limites de la facon

suivante :
1
5.15 ul = —/u x)dx our tout p € T
( ) p m(p) , 0( ) P P
et:
1 s
(5.16) @ = ey /H(T,t) drdt  YneINetVae Aum(p),peT
tn a

Pour discrétiser I’équation hyperbolique, on utilise un schéma d’Euler explicite en
temps et un schéma de type volumes finis en espace, on integre donc 1’équation sur

chaque maille, on obtient alors:

/ w(a, ") — u(x, ) de — ¥ f(u(r, tn)) VP(7).np(7) dr

k g€N(p) Ipq

= Y [r(utnem) gtrydr =0
U«G-Ae.rt(p) .

pour tout p € T et tout n € IN.

On choisit comme approximation de la valeur de u aux interfaces des mailles ainsi

qu’au bord, une valeur décentrée vers I’amont de I’écoulement, ainsi le schéma numeéri-

que s’écrit :

un-l—l _ un P o P B
m(p) 5 k b — Z qd . l(o-pq) f(upq)
raq

(5.17) — > la) (g F@) — g7 f(up)) =0

U«G-Ae.rt(p)

u, si B, > P,
pour tout (p,n) € T x IN et ot up, =

u? sinon

Il sera également utile de voir le schéma sous la forme suivante, obtenue a ’aide du

schéma sur 1’équation elliptique (5.11):

u;—l—l — U, Py — by n n
m(p) Lt~ Z( g ) (10 = 1)
(5.18) - X Uyl (F@) - flup)) =0

pour tout (p,n) € T x IN.
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5.3 Résultats principaux

On rappelle que la convergence de la solution approchée associée a a 1’équation ellip-
tique vers la solution exacte de (5.1), (5.3) a déja été établie dans le chapitre 2. On
a montré que Pr existe et qu’elle est unique a une constante pres (voir proposition
2.1 page 22). On a également établi une estimation d’erreur en norme H'(Q) discrete
(voir théoreme 2.1 page 23) ainsi que des estimations d’erreur en norme L () pour

tout r tel que 1 < r < +oo (voir théoreme 2.2 page 35).

En utilisant ces résultats de convergence, pour la solution approchée associée a I’équa-
tion elliptique, on montre la convergence de la solution du probleme discrétisé (5.15),
(5.16), (5.18) vers la solution entropique de ’équation hyperbolique ainsi que 1’exis-
tence et 'unicité de cette derniere. Pour cela on passe a la limite dans les équations
discrétisées, on montre alors que la solution approchée converge au sens non linéaire
faible x vers une solution processus entropique, voir [17] (ou une solution entropique a
valeur mesure, voir [12]) de I’équation hyperbolique. Il reste & montrer que cette solu-
tion est en fait la solution entropique. Cette étape, développée dans [17] dans le cas ou
0 = IR?, se généralise au probleme considéré ici malgré la difficulté supplémentaire

introduite par les conditions aux limites.

A. Szepessy traite ce probleme sur un ouvert borné dans [34] pour une équation du
type u; + div(F(u)) = 0, il introduit la trace de la solution a valeur mesure sur
le bord du domaine, et pour cela utilise fortement le caractere BV de la solution
entropique alors qu’ici cette derniere n’est supposée que dans L>(€). Dans [3] les
auteurs établissent la convergence de E-schémas en utilisant le résultat d’unicité de
la solution & valeurs mesures de A. Szepessy ([34]), et donc supposent la solution
entropique a variations bornées. Pour d’autres résultats sur la convergence de schémas

volumes finis, on peut se référer a [25] ou [43]

De plus, en supposant la condition initiale a variations bornées, on établit, comme
ceci est fait dans [15] dans le cas on © = IR?, une estimation d’erreur en norme L'
pour la solution approchée associée a I"équation hyperbolique, de l'ordre de h'/*. La
différence essentielle entre [15] et ce travail provient des termes de bord qu’il faut
controler, ceci est fait a 1’aide de la prise en compte des termes de bord la ou le flux
est “sortant” dans la formulation entropique (voir remarque 5.1). Cette formulation
permet d’avoir une estimation d’erreur sur €2 tout entier. Des résultats d’estimations
d’erreur pour I'équation u, + div(F(u)) = 0 sur IR? x IR, on F ne dépend de z et t

qu’a travers u, sont donnés dans [9], [10] et [43].

Commencons par préciser ce que l'on entend par fonctions a variations bornées:

Définition 5.1 Soit K C IRY, N > 1, K ouvert., on définit 'ensemble des fonctions
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a variations bornées sur K, noté BV(K), Uensemble des fonctions u telles que :
[u| By (x) < +o0

ou |.|pv(k) est la semi norme sur BV (K) définie par:

N 0
¥ o 1
lavisg = Lo { [ u() 52w 0 € CEK ), el < 1)
Le but de cette section est alors de montrer les deux résultats suivants:

Théoreme 5.1 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifices. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas
de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).
Soit ury la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).

Alors, il existe uw € L= x IRy) tel que

}lLin% ury =u dans L], (2 x IR}), pour tout r < +oo.
%
De plus u est Uunique solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. u vérifie (5.8).

Remarque 5.3 Siug € LN BV(Q), alors on peut montrer que u € L= (Q x IR{)N
BV (2 x [0,T]) pour tout T < +oo. Pour cela, on utilise une technique introduite
dans [1] pour une équation hyperbolique définie sur IR* x IR, (d >1). Elle consiste
a discrétiser 'équation hyperbolique sur ['intersection entre le domaine et un maillage
rectangulaire. Puis on utilise les propriétés de la solution donnée par la discrétisation
sur ce maillage particulier afin de récupérer a la limite une solution a variations

bornées.

Théoreme 5.2 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifiées. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas de
temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Py solution de (5.10), (5.11). On
suppose de plus que ug € BV(Q) et on note uw € L=(Q x IRy)N BV(Q x [0,T]) pour
tout T € IR} la solution entropique de Uéquation hyperbolique de (5.2), (5.4), (5.5),
c’est a dire vérifiant (5.8). Soit ury la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).

Alors, pour tout T €0, +oo[, il existe C, ne dépendant que de Q, T, ug, uw, u, P, [,
g, W, n, a et de aq, telle que:

(5.19) // lur (e, t) — u(e, 1) dedt < C B4
Qx[0,T]

Afin de montrer ces deux résultats, on va tout d’abord établir des estimations sur
la solution approchée, une estimation L*°, obtenue a 1’aide du caractere stable du
schéma, une estimation dite “BV faible” qui permet de controler les variations en

temps et en espace de ury, enfin une estimation continue d’entropie.
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5.4 Estimations sur la solution approchée associée a
I’équation hyperbolique

5.4.1 Stabilité du schéma

Lemme 5.1 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifices. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas
de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).
Soit ury la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).

Alors:

[ koo < max(fluollo, ([Tl ) = U

Démonstration du lemme 5.1 :

Soient p € T et n € IN, d’apres le schéma sur 1’équation hyperbolique (5.18) on a:

u;—l—l — u; 1 o q 14 Z(qu) f(uq) f(up)
m(p) \ &5 g Ug — Uy
Pp<Pq

ur) — f(u? |

Y «@ﬂf!%4¥ﬁ)
a€Aczt(p) U = Up i

—I_L Z M [(0pg) f(uq) — f(up) u? + Z [(a) g;_ f(u_ag — f—(uP) u,

m(p) | yixiy Do ug — U € Acrt(p) U — Uy

Pp <Py

On a donc une combinaison de termes dont la somme des coefficients est égale a un,
il reste a montrer qu’ils sont tous positifs. Il est clair que les deux derniers coefficients
le sont d’apres la croissance de f. On montre que le premier I'est aussi a 'aide de la

condition de stabilité (5.12), la combinaison est donc convexe, et par récurrence:

|%ﬂ§ﬂm@ﬂ7WPhm)SMSmM@%Mme%mewOZU
pET ae-Ae.rt(p

pour tout p € T et tout n € IN.

5.4.2 Estimation BV faible

On montre dans ce paragraphe des estimations sur 1’accroissement de la solution

approchée :

Lemme 5.2 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifices. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas
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de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).
Soit ury la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).
Soit T' € IR”,, on note Ny = max{n EIN;(n—1)k < T}.

Alors il existe C', ne dépendant que de n, o, o, Q, T, ug, w, f, P et g, telle que:

Jr P,—P
SN k| X T o) |fluy) = )|+ X Ha)gh [£@) — f(u})
n=0peT cgz;gp) Pq a€Acat(p)

(5.20) < %

el Ny C
(5.21) m(p) [ut — | < —
7;”;7 A N

Démonstration du lemme 5.2 :

On commence par établir I'estimation “BV faible” en espace (5.20), pour cela on

multiplie le schéma sur '’équation hyperbolique (5.18) par kwuj et on somme sur

n € {0, ce NT} et sur p € T, on obtient alors:
(5.22) A+ B=0

avec:

A=Y Y mp) (™ ) g

et n=0peT
Nr PP
B==3 3 k| X " loy) () = flu})
n=0peT (;ilz(;’?q) raq

On peut encore écrire A sous la forme:

A=-— ZT: > @ (UZJrl - u;)2 +> @ (u;VTH)2 - @ (ug)2

n=0peT PET PET

or d’apres le schéma sur 1’équation hyperbolique (5.18), on a pour tout p € T :

m 1 on)\? k? P,— P, . .
) (u;+ - up) - “2m(p) qGZN%p) T4, l(opq) (f(uq) - f(up))

Pp <Py
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et donc d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz :

Nt k P, — P
AZ—ZkZQm() Z qd pl(%ﬂ;)"’ Z l(a)g;' X
n=0 peT p LI a€Acat(p)
P, - P " ) 2
| % (7)) (f(uq) —f(up))
g

(5.23) Y Uag (f(n@:)—fw;)f)l—zmép) ()"

U«G-Ae.rt(p)

On va alors traiter le terme B, pour cela on pose F(r) = / s f'(s)ds, B s'écrit alors:
0

n

Bz—gT:Zk Z qu_Pp [(opq) (/u;q f’(s)(u;—s)ds—l—F(uZ)—F(u;))

n=0peT %—"GJZ(J—}’?) rq
b Xt ([T 6 s b+ rG) - F<uz>)]
U«G-Ae.rt(p) u;
En remarquant que (pour plus de détails voir [8]):
¢ 1
/ f'(s)(c—s)ds > i (f(c) — f(b))? pour tout b, ¢ € IR
b
on obtient :
& 1 Pq — Pp n n 2
B2Y S k|5 2~ low) (F(uf) = f(u)) +
n=0peT (;ilz(}_;);) Pq
1 2
+ —n n
togr 2 la)gl (@) = f(w))
U«G-Ae.rt(p)
=N n Pq — Pp n n
= X Uaygh (Fm) = Fup) = 3~ o) (F(u)) = F(uy)
a€Aeqt(p) gEN(p) Pq

Pp <Py
or d’apres le schéma sur 1’équation elliptique (5.11) on a:

S o) P+ Y ) )

U«G-Ae.rt(p)

> la)gr Flup)=— >

U«G-Ae.rt(p) qu(p)

Ainsi:
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B> k —
N nZ:%J g%;' 2M qGZN%P)
Pp<Pyq

P, - P, ” ) 2
= Uow) (J) = S ()

1 2
+ n n
togr 2 Na)gl (@) = f(u)
U«G-Ae.rt(p)
2| X U (o F@) —gr Flup) = 3 S o) Fluy)
peT U«G-Ae.rt(p) (;ijigq) Pq
P, —P "
- Z qd . [(op9) F(up)
gEN(p) raq
Pp>Pq
comme pour tout n € IN
P, —P " P, —P "
Z Z % l(apq) F(uq) = - Z Z % l(apq) F(up)
pET 9EN(p) rq pET 9EN(p) rq
Pp<Pq Pp>Pq
il vient :
= 1 Pq - Pp n n 2
B2Y Y k|gyr 2 o low) () = f(u)
n=0peT gEN(p) rq
Pp<Pq
1 2
(5.2) toy 2 Magh (@) =) = X gl F()
U«G-Ae.rt(p) ae-Ae.rt(p)

Ainsi d’apres (5.22), (5.23) et (5.24) on obtient:

Sykl b b s BB s ||
- _ a a ga
n=0peT 2M 2 m(p) gEN(p) dpq . a€Aczt(p)
Pp<Pq
P, —P 2 2
> S o) (Flup) = SGp)) YD Mgl () = f(u))
9EN(p) Pq a€Aeqt(p)

Pp <Py

§Z@(ug)2+ik2 S la)gf F(a)

n=0 peT ae-Ae.rt(p)
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et d’apres (5.12), on a:

> P S 1) (1) = 7))+ T et (sm)- f(UZ))2]
1 2
< (@l 427 s £ [ (o707 )

D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, on en déduit:

& Pq - Pp n n —n n
IDILADY o) [F(uf) = Fup)|+ X2 U)ol | @) — flup)
n=0peT (;61;7(1:1)3) Pq aeAemt(p)
1/2
Py = b +
<C TZ Z l(apq)‘|' Z l(“)ga
peT (;31;7(1:1’2 re ae-Ae:rt(p)

ou C ne dépend que de n, 0, T, ug, uw, [ et de g.

Remarquons alors que:

Z Z b l(opg) < Z Z |€qd;q€p| l(opg) + Z Z (opg) [Bpg(P)]

T aelip T qeN T 4EN
pE (;q>(Pp) pET qeN(p) pET qeN(p)

+zz/

pET geN(p) "7

|IVP(7)|dr

ou pour tout p € T, e, est 'erreur en pression sur la maille p, c’est a dire e, =
Py — P(xy).

De plus pour tout p € T et tout ¢ € N(p), R, ,(P) est 'erreur de consistance sur le
flux de pression sur l'interface o,,, 1.e.:

l(alpq) /crpq VP(7).np,dr — P(xq)d;qp(xp)

D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient :

Rp,q(P) =

>y

peT qGN( ) pq
q>Fp

1/2
—e |2
qu > (Z Z d e qu)) +
Pq

PET geN(p)

1/2
|V P(r |2d7')

1/2
(Z Z dpgl(pq) [Bpq(P )|2) —I_\/—E(Z Z /

pET qeN(p) pET geN(p) "7

ou C ne dépend que de « et aj.
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Et donc d’apres Iestimation d’erreur Hy discréte du théoreme 2.1 page 23, le lemme

2.1 page 24 et le lemme 3.2 page 75, on a:

P, - P C
Z Z ! . l(opy) < 7
pET 9EN(p) rq
Pg>Pp

ou C ne dépend que de «, ay, ) et de P.

Remarque 5.4 [l est possible de démontrer ce dernier résultat sans utiliser la régula-
rité de P. Ce résultat est établi dans le chapitre 2, voir démonstration de (2.43)

page 47.

Ceci termine la démonstration de I'inégalité (5.20), puisque:

& P, - P
SN k| X T ) [F) = fp)|+ X Ha) gl [£@) — f(u})
n=0peT gEN(p) Pq a€Aeqt(p)

Py>Pp

IA

Sl

ou C ne dépend que de , O, T, up, w, o, oy, Q, f, P et deg
On complete la démonstration du théoreme 5.2 en établissant (5.21) qui se déduit
directement & partir du schéma numérique (5.18) et de la condition de type C.F.L.

(5.12). D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz:

Nr Np Cm 1/2

n=0peT n=0peT

Nz P,—P 2
<Y k| Y T o) | fug) — Flup)

n=0peT (5—%1;75%) Pq

1/2
2
+ > Ua)gh|f@@p) — fluy) D
a€Aecat(p)
et donc:
Nrp

n+l <

n
up

™

lilng
2
=
@:

%o

ou C ne dépend que de n, oy, o, Q, T, ug, @, f, P et g.
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5.4.3 Estimation d’entropie pour la solution approchée

On note M(Q) (respectivement M(Q x IR;) et M(9QF x IR,)) I'ensemble des
mesures positives sur ) (respectivement sur Q x IR, et 90+ x IR,), c’est a dire des

formes linéaires positives et continues sur C.(Q) (respectivement sur C.(Q x IR) et
C.(00F x IR)).

On montre alors une estimation d’entropie continue pour la solution approchée en
établissant le résultat suivant :

Lemme 5.3 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifices. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas

de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).
Soit ury la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).

Alors il existe prp € M(QX IR}, pr € M(Q) et iy, € MOV x IRy) telles que:
//MR+ lwrp(2,1) — & o, £) da dt + /Q luo() — x| p(, 0) de
- / /Q - (Flursle,)Tr) = flurale.t)Lr)) VP(2).Vo(e, ) de dt
G2 /[ o, (A OTR) = F((r, 1) L)) () ol 1) dr di
= ([ (m (e 01+ Va0 ) a0

~ et 0 dur@) = [[ e dr)

pour tout k € IR et tout p € CLHQ x IR, IR,).
De plus il existe C', D et E, ne dépendant que de n, oy, o, Q, T, ug, uw, f, P et g,
telles que pour tout T € |0, +o0[ :

(5.26) pr (2% [0.11)< CVh

(5.27) 7ir s (00F x [0,7])< D h

(5.28) }lLl_r% () =0, de plus siug € L= N BV (Q), alors unr () < Eh
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Démonstration du lemme 5.3 :

On établit tout d’abord une inégalité d’entropie discrete sur la solution approchée en

montrant le lemme suivant :

Lemme 5.4 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifices. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas
de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).
Soit ury la solution de (5.14), (5.15), (5.16), (5.18).

Alors uT, i vérifie une inégalité d’entropie discréte, c¢’est a dire l'inégalilé suivante :

wt — gl = |u? — k P, —-P
m(p) |4 |k |y |_ Z%) ﬁ [(op) (f(ugT/{)—f(uZJ_/i)
(5.29) —(f(u;—l—/i) — f(u;J_/i))) - > Ua)g! (f(ﬂg—r’f) — f(u, Lr)
a€Aczt(p)

—(f(u;—l—/i) - f(u;J_/i)))g 0

pour tout p € T, tout n € IN et tout x € IR.

Démonstration du lemme 5./ :

Soient p € T et n € IN, d’apres le schéma sur 1’équation hyperbolique (5.18) on a:

2
un—l—l — un _I_
ATl P

Pp <Py

Pq — Pp n n
T Uow) (1) = 1)

+ 3 la)gF (S — f(ul))

U«G-Ae.rt(p)

donc:
u;H = G(u;7 u? (q € N(p))vﬂg (Cl € Aewt(p)))

G est une fonction croissante en uj (¢ € N(p)) et en @, (@ € Acr(p)), et c’est aussi,

d’apres la condition de stabilité (5.12), une fonction croissante en 7.

De plus:
K= G(li,li (¢ € N(p)),k(a € Aext(p))) pour tout k € IR

Ainsi pour tout k € IR on a:

k
VT <" T4+ ——
e Tl

Pp <Py

5B o) (e Tr) = FTw))

+ S la)g! (f(ﬂZTﬁ)—f(uzT’f)))

U«G-Ae.rt(p)
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et
k P,—P
u;""lj_/i > up Lk + —— > % [(opg) (f(uZJ_li) — f(u;J_/i))
m(p) 4EN(p) Pq
Pp <Py

+ Y la)gt (fLe) - f<uZM>))

U«G-Ae.rt(p)

La différence de ces deux inéquations donne le résultat cherché.

Démonstration du lemme 5.3 :

On peut alors démontrer le lemme 5.3. Soient « € IR, ¢ € CHQ x IRy, IR,) et
T €10, +oo[ tels que le support de ¢ est inclus dans @ x [0,7]. On note alors N =
max{n EIN;(n—1)k < T}.

1 ¢t
On multiplie (5.29) par ( )/ /c,o(:z;,t) dx dt, et on somme sur p € T et n =
mip) Jir P
1,..., Ny, on obtient alors:
(5.30) T+ T, <0
avec :
n—I—l _ _ n __ ntl
(5.31) Z Z i L Bl /c,o(:z;,t) dx dt
n=0peT k i p
tntl
T, = / /c,o (x,t)dx dtx
n= OpGT e

P,—P

(5.32) [ S T o) (TR = )= (£ o) = (L) )

gEN (p)
Pp<Pq

+ Y Mgl (SpTr) - Sl L) - (F@Te) - f @3“)))]

U«G-Ae.rt(p)

On va montrer que

TotTo< [], (m (z,0)| + [V (e, t>|) dyr (1)
—I-/QQQ(:I:,O) dpr(z) + //89+><1R+ o(7,1) dfiy (7, 1)

avec:

(5.33) Tio = _//me lur s, t) — k| @i, ) de dt — /Q luo(x) — k| o(z,0) de
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et

Ty = / /Q - (Flursle,)Tr) = flurale,t)Lr)) VP(2).Vo(e,t) de dt
(5.34) . / /8 mm W(r, ) Tk) = f(a(r,t)Lr)) g(7) (7. ) dr dt

-/ /m_xm (Frura(m ) TR) = Flyura(r, 1) L)) g(r) o, £) dr di

ou yur p(T,t) =ul siT €a,a € Agge(p) (p€T) et t € 1", t"[ (n € IN).
Cela suffira pour conclure puisque d’apres la définition de 92~ et la croissance de f:

(5.35) — / /8 . (F(rura(r, O T) = fyura(r,0)Lr)) g(r) p(r.t) dr dt > 0

Pour montrer ceci, on va comparer T} a Tig et Ty a Ty, cette comparaison fera

apparaitre les termes de mesures introduits dans le lemme 5.3.

Comparaison de Ty et T
En utilisant la définition de w7y et en intégrant en temps on a:
tntl
Tio = Z > Jup — /<;|/ / (x,t") — o(x ,t”""l)) dx dt —/ luo(x) — k| p(x,0) da
n=0peT Q

en reportant les différences sur |urp — k|, on peut encore écrire Tio sous la forme

suivante :
Nrp |u7b+1 _ Kﬁ _ |1Ln _ Kﬁ ntl
Ty = Z Z 3 L /cp(:z:,th) dx dt
n=0peT o

+ [ (1) — 1~ o) = 1) ol 0)

o up(z) =u)siz €p(peT).
Comme la fonction |. — k| est lipschitzienne de constante de Lipschitz égale a 1 et

d’apres la régularité de ¢, on obtient:

N
|T1 - T10| < Z Z |U;+1 n|/

n=0peT

tn+1

[ leda. Dl dedt+ [ uly(a) = uo(a)| ol 0) da
P
Ce qui donne:

(5.36) |'Ty — Tho| < // loe(x, 1) |d1/¢k x, 1) —I—/ z,0) dur(x)

ou les mesures 1/717,g € M(Q x IRy) et ur € M() sont définies de la fagon suivante:

N
(537 < v >= 5 Xt | [

n=0peT

tn+1

/ [p(x,t)| dedt Vb e C(Q x IR,)
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(5.38) <prt >= [ (o) —w(@)|[b@)lde Ve C@)

En utilisant I’estimation BV faible en temps (5.21) ainsi que (5.13), on obtient pour
tout T' €]0, 400 :
AN(@ < [0,1)< Ch?

ou C ne dépend que de n, ay, a, Q, ug, uw, T', f et de g.
De plus d’apres (2.48) page 54, si ug € L>(Q), on a:

lim (@) = fim [ o (2) — )| dx = 0
Montrons que si ug € L> N BV(Q), alors:
(@) = [ Jufp (@) = wo(w)|do < Ch
Q
ou (' ne dépend que de ug, oy et de €.

Commencons par supposer ug € Coo(ﬁ), alors:

Jole) = o de < s [ o) = )] ey
<yt /// V(02 + (1= 0)y)| db dy da

T m(p) pJpJ0
En utilisant le changement de variables:
T z=x—y

et d’apres (5.9), il vient:

/Q|u0¢(x)—uo(x)|dx§§ji// / o Ty 02) [Vuoly +02)] =0 dy

pET m(p

puisque pour tout p € T, p est convexe (voir remarque 5.2) et ou 1’on note B(0, k) la
boule de IR* de centre 0 et de rayon h, et olt 1, est la fonction caractéristique de p.

En utilisant a nouveau un changement de variables:
y—=r=y+460z

o1 a:

/Q|u0¢(x)—uo |d:1;<2 ///Oh|Vu0 )| dz do de

et donc:

hmh?

/Q|u07(:1;) —ulz)| de < Z /p|Vu0(:1;)| de
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ainsi d’apres (5.9) page 132:

/Q W% () — uo(z)| de < O h /Q Vuo(x)| dx = O Juo| gy

ou C ne dépend que de .
Supposons alors uy € L> N BV(Q). Soit pa € C=(IR?) telle que:

L. supp(p2) C {:1; € IR?; |z| < 1}
2. pa(z) > 0 pour tout = € IR?
3. de =1

R pa(x) dx

On définit alors pour tout 5 € IN, pa; par pa () = n pa(j ) pour tout x € IR?.

Soit u; = g * ps j|g, ou Uy est le prolongement par 0 de ug a IR? tout entier.

Alors u; € C*(Q) et

(5.39) i fluy —wollzi@) =0
de plus
(5.40) luj|Bvie) < |uwolByv(a)

En effet, soit ¢ € C(Q, IR,) tel que ||¢|lee < 1 soit ¢ =1 ou 2, alors:

Jos@ 28 e = [ [t paste =)ty 5 e
de(x)

= [ wolw) [ ool =) T e dy

Comme ¢ € C(Q, IR, ), a partir d’un certain rang

0
supp (ﬂz,j * a—f) c

ainsi :
Ly Oe(x) Ip2,; *¢)(y)
/Qu](:zj) o, d:z;—/Quo(y) o, dx
Mais :
ps o) S llllo [ o) d = |l
donc:

[ 2 e < up{ [ wote) 2 s € @R, el <1

On a donc bien:

luj|Bvie) < |uwolByv(a)
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Alors :

[ 1) = wol)] da < [ Juy(e) = wpla)l o+ [ Juk(e) = o) do
+ [ Juj(@) = wof)| de

; 1
ol ulr(x :—/uly dy si x € p.
T( ) m(p) » ]( )
Or
[ @) = @)l de = ¥ [ == [ (w(5) - uoly yqd
& peT VP m(p) p
< /M; ) = uoy)|dy = [ lus(y) = woly) dy
peT P
donc:
| @) =us(@)l da < 2 fg=uoll 1 o) +C e slaviay < 2 lu—uoll 2y +C b ol ay

ou (' ne dépend que de .

En passant a la limite sur j, on obtient le résultat cherché, c’est a dire:
| 1) = wol)| de < C o sviay

ou (' ne dépend que de .

Comparaison de Ty, et T,

Comme pour Tjg, en utilisant la définition de wr, on obtient:

7Im,-l- 1

Tho = Z Z( u, TK) f(u;J_/i))/t

n
n=0peT

/ VP(x)Veo(x,t)dedt

_ / /amm+ (7, 1)Tr) — f(a(r t)Lr)) g(r) p(r. 1) dr dt

tn+ 1

—I—ZZ Z (f(u;—l—/i) uJ_/i/

/(—g(T)TO) o(7,t)dr dt
n= OpeTae-Ae.rt @
On multiplie (5.1) par p(z,t) et on integre sur p € T et sur [t",¢"T![, n € IN, on a:

tn+ 1

//t AP(z)p(z,t)dz dt =0
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d’apres la formule de Green il vient :

tn+ 1

—// VP(2).V(x,t) de dt + Z/ Y P(7)py o7, t) dr dt
£ Opq

gEN(p
+ Z / e(r,t)drdt =0

U«G-Ae.rt

TQO—ZZ( (uy Tr) — fluy LK) /th( Z / (7,8) VP(7)nyy(7)dr
+ Y /¢rt To)d)dt

a€Aczt(p
- / /WX]R+ (f@@(r,t)Tr) = f(a(r,t)Lr)) g(r) (T, t) dr dt

Introduisons Tyq, défini par:

T = 3 32 (F ) — L) /( > At

) y p/ o(r,t)dr
n=0peT ! geN(p) Ppe Jopa

+ Y /¢rt To)d)dt

U«G-Ae.rt

_ / /8 - (f@(r.t)Tr) - f(ﬂ(r,t)L/i)) g(7) (7 1) dr dt

on obtient alors:

|T20 — T205| = Z Z( u Tli f(u;J_li))
n=0peT
et P,— P,
> / lvp( )rpa(T) — 7] dr dt
geN(p) P dpq
En remarquant que si ¢ ne dépend pas de ¢ alors |Ty0 — Thos| = 0 puisque d’apres

(2.20) page 25 et le schéma sur 1’équation elliptique (5.11):

Z/ VP(r)mp(r) == > / qu;qppz(apq)

qu op ae-Ae.rt qu )

Ainsi, on peut écrire:

|To0 — Toos| = 7;) ;( u, Tk) f(u;J_/i)) X
X /t:n:le]zv:(p) /qu (@(T,t) - %/p@(m,i) d:z;) [VP(T).npq(T) _ 4 ;qu] dr dt
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Ce qui nous donne une autre partie de p7j; puisque:
(5.41) Too— Tl < [ 19(a, )] Py, )
QX]R+

ou la mesure I/gg)k € M(Q x IR, ) est définie de la facon suivante:
(2) h t77«+1 1
. Z ()/n [ [ [ e+ —0y,0)]
n=0peT q EN m\p opg Jp JO

(5.42) < |(FupTr) = f(ul Lr)) (VP(T).npq(T) %)‘ d0 dz dr di

pour tout 1 € C.(Q x IR,).

Montrons que pour tout 17" €]0 4 ool :
AL [0,T)) < Ch

ou C ne dépend que de aq, a, Q, ug, w, T, f et de P.

En effet :
I/(T)k(ﬂ x [0,7]) < hZ oy k/ (uy Tk) f(u;J_/i))
n=0pET qeN(p
P, —P
(VP(T).npq(T) — %) ‘ dr
pq
et donc:

(uy Tr) — fluy LK)

A2 (@ % [0,77) <hZZ 3 k/

n=0pET ¢EN(p
Py> P, p

B (f(ug—rli) . f(ugj_/i))} (VP(T).npq(T) - %)‘ dr

ce qui s’écrit encore::
M20T e o)
V(T)k(ﬂx[o 1) < Z Z l(opq) pq(qT
P

PET geN(p)

+ / dT)

En utilisant la régularité de P ainsi que I'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient :

Plzy) — P(wy)
dyq

VP(1).ny, —

A % [0,7]) <

ST Uopy)dp Ch

PET qeN(p)

1/2 ,\ 1/2
+(Z Z Z(qu)dpq) (Z Z l(opq) Teﬂ) )

PET geN(p) PET qeN(p)

MZUT(
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ou C ne dépend que de P.

On conclut avec le théoreme 2.1 page 23 et en remarquant que:

Z Z l(opg) dpy < 2m(9)

PET geN(p)
Ainsi:
AL X [0,T)) < Ch

ou C ne dépend que de f, @, ug, T, 2, o, oy et de P

Il reste encore a traiter la différence entre Tyg, et 13, pour cela remarquons que:

Toqy, = ZT: > [ > (f(u;—l—/i) — f(u;J_/i))/ o(7,1) (g(T)TO)dT dt

n=0 peT U«G-Ae.rt(p) *

# 3 (T = sl 20 = (10570 = s 10) ) 22 [ iy

g9EN(p)
Pq>Pp

- / /WX]R+ (f@@(r,t)Tr) = f(a(r,t)Lr)) g(r) (T, t) dr dt

On obtient alors:

| T0p — T2|<ZZ > ‘f uy)

n=0peT q¢EN(p
Pq>Pp

dr dt

1 )/c,o(:z; ) dx

tn mip (/('thdx)_(’t)

+//89+><1R+ ‘f(ﬂ(ﬂt)) - f(ﬂT,k(T,t))‘g(T) o(7,t) dr dt

7Im,-l- 1
dr dt

+zz 3 \f(u;>

n=0 peTae-Ae.rt

ou ry: 00T — IR est définie par ur(7,t) = u? si 7 € a (a € Aere(p), p € T) et
te [t t"[ (n € IN).
Ainsi on a:

(5:48) [T =Tl < [ 1Vela D] dvffl o 1) + P, ) diiy 4(7,1)

aQt x IRy

ot les mesures i, € M(OQF x IR ) et I/gg)))k € M(Q x IRy ) sont définies de la fagon
suivante

(G41) <Trv>= [ (f@( 1)~ S o) elr, )] dr dr
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pour tout ¢ € C.(INF X IR), et

P,—PF, h
< vt ,;/)> flu d L X
B BT 8 -] B2 o
q p -

<.

/, /p/ol (07 4+ (1 — 0)x,t)| db dx dr dt
YOS [ - fa|—

n=0 p€T a€ Azt (p) m(p)

+1

(5.45) /j/// )TOV (07 + (1 — 0)e,0)] db da dr di

pour tout 1 € C.(Q x IR,).

En utilisant 'estimation “BV faible” (5.20), on obtient pour tout T' €]0, 400 :
VL@ % [0,7]) < C B2

ou C ne dépend que de 1, ay, o, Q, T, ug, w, f, P et de g.

De plus d’apres la régularité de @, on a:
(09 % [0,7]) < Ch

ou C' ne dépend que de @, 092, g, T et de f.

On définit alors urr € M(Q x IR,) par:

3 .
< pTRe >= Y <V >

pour tout ¢ € C.(Qx IR, ), et d’apres (5.30), (5.35), (5.36), (5.41) et (5.43) on obtient
le résultat cherché (5.25).

5.5 Démonstration de ’estimation d’erreur du théoréme 5.2

Dans ce paragraphe, on montre le théoreme 5.2, pour cela on utilise le résultat suivant

qui sera démontrer plus tard:

Lemme 5.5 On note P la solution de (5.1) et (5.3) telle que [ P(x)dx = 0. On
suppose les hypothéses (5.6) vérifices et que 0 € Q, ce qui est toujours possible a un
changement de repére prés. Soit a > 0 tel que By(0,a) C Q ou By(0,a) est la boule
de IR* (pour la norme Euclidienne) de centre 0 et de rayon a.
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Soit € L=(Q x IRy) telle que —U < a(x,t) < U p.p. (x,t) € Q x [R. On suppose
qu’il existe p € M(QU x IRy), po € M(Q) et 1 € MOt x IR,) telles que :

//Qx1R+ [U(x,t) — k| @e(x,t) dedl + /Q |uo(2) — k| p(,0) da

_//szm (2,6)Tk) — f(a(z,t) Lr)) VP(2).Vp(x,t) dr dt

(5.46) + / /WX]R+ (f(@(r.t)Tw) = f(a(r,t)Lr)) g(r) @(7,t) dr dt
Z = // (I% (x, 1) + [Ve(x, t)|) dp(z,t)

—/ (2,0) duo(x //Q+><]R (r,t)dm(T,1)
+

pour tout k € IR et tout p € CLHQ x IR, IR,).
Soit v € L™(Q x IRy) solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. qui vérifie

l'inégalité suivante :

//£2xm+ lu(y,s) — k| ps(y,s)dy ds + /Q luo(y) — k| w(y,0)dy
(5.47) -1[LXB+(f@w%sYﬂﬁ—me%syuQ)Vuxyyv¢@hsy@ds

+/AQ+XB+< (o S)Tli) f(ﬂ(a,s)J_/i)) g(o)p(o,s)dods >0

pour tout k € IR et tout p € CLHQ x IR, IR,).
Alors, pour tout T € |0, +o00[, il existe C' ne dépendant que de Q, T, uo, W, u, P, [,
g et de W, telle que:

u(z,t)— Hldedt < C
J oy [ )l ) i <

+% (1 + r:i 1) +&(r, [0, T] x ) + 50(7“79)]

1o(Q)+72 (F9F < [0, 1)+ (r+ 1) (2 = [0,77)

pour tout r € IRy, et ou € ne dépend que de Q, v, T et de u, de plus:

lim E(r,[0,T]xQ)=0 siue L™(QxIR;)

r—+0oo

(5.48)

E(r,[0,T] x Q) < siue L*(Qx [Ry)NBV(Qx[0,T]) VT € IR,

= | Q

ou C' ne dépend que de ), T et de u.
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De méme, & ne dépend que de Q, r et de ug, de plus:
lim &(r,Q) =0 siug € L>®(Q)

r—+0oo

(5.49) o

7

Eo(r, Q) < st ug € L= N BV(Q)

ou C ne dépend que de ) et de ug.

Démonstration du théoréme 5.2 :

On peut alors terminer la démonstration du théoreme 5.2. D’apres les lemmes 5.3 et

5.5 0n a:

t) — t)|de dt <
J oy ) = e, D ot <

pr(Q) + Ty (92F % [0,71)

+(r + Dpr e (9 0,77) +%(H r;il)]

ou C ne dépend que de Q, T, ug, w, u, P, f, g et de W.

En choisissant r = ¢/,L77k (ﬁ x [0, T]), et d’apres les propriétés de p7y, de pr et de

fir s (voir lemme 5.3), on a:

// lurs(e,t) — u(e, )] de dt < C YA
Qx[0,T]

ou C ne dépend que de Q, T, ug, w, u, P, f, g et de W.

Démonstration du lemme 5.5 :

Pour montrer ceci on utilise I'inégalité suivante que l’on démontrera par la suite:

//Qx[o,T]Wx’t) —u(z, )| (t)dedt = C |po(Q) + 71 (W x [0, T])

(5.50) 0+ D (0% [0,7]) + - (1 + ’“i 1) +E(r[0,T] x Q) + go(r,ﬂ)]

r ra

pour tout ¢ € C}(IR4, IRy), dont le support est inclus dans [0, 7], o C' ne dépend
que de ¢, a, Q, T, ug, w, u, P, f, g et de W et ou E(r,[0,T] x Q) vérifie (5.48) et
Eo(r, Q) vérifie (5.49).

On choisit alors comme fonction test dans l'inégalité précédente la fonction ¢ €

C.(IR4, IR, ), dérivable par morceaux (que I'on peut régulariser) définie par:

T—t
st [0.T]

o) =
0 ST >T
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on obtient :

//QX[O i) = ule D] de dt < C ol @) + 7 (992F x [0, 77)

+(r+ Dy (2 % [0.77) + ! (1 + ri 1) +E(r,[0,T] x Q) + Eo(r,m]

r ra

ou C ne dépend que de ¥, a, Q, T, ug, u, u, P, f, g et de W.

Démonstration de l’'inégalité (5.50) :

On va démontrer cette inégalité en utilisant une technique introduite par Kruzkov
dans [26].
Soit donc py € C®(IR?) telle que:

L. supp(p2) C {:1; € IR?; |z| < 1}

2. pa(z) > 0 pour tout = € IR?

3. /]R2 p2(x)de =1

et soit p; € C°(IR”) vérifiant les propriétés 1, 2 et 3 précédentes.
On définit alors pour tout r € IR, r > 0, py.(x) = r? py(r ) pour tout = € IR* et de

la méme fagon on définit p, ,.(z) = rp,(r x) pour tout = € IR.
Soit ¢ € C}(IR4, IR, ), dont le support est inclus dans [0,7]. On pose alors:

oot ,9) = 60 (v (1= =) = y) Bl = 9

Remarquons que, comme € est convexe, le décentrement de x en (1 — 1/r a), permet
d’annuler la fonction ¢ lorsque y est sur le bord de ) et x dans €, cela permettra
d’éliminer certains termes dans (5.51). De méme le décentrement du support (déja
utilisé dans [15]) de p; . permet d’annuler ¢ lorsque s = 0 et ¢ > 0.

On choisit comme fonction test (., .,y, s) dans (5.46), on fixe Kk = u(y, s) et on integre
par rapport a y et s sur  x IRy, de méme dans (5.47) on choisit comme fonction
test p(a,t,.,.), on fixe Kk = a(x,t) et on integre par rapport a = et ¢ sur  x IR, on

ajoute alors ces deux inéquations, on obtient :

(551) Elr + E27’ + ESr + E47’ + E57’ Z E67’
avec:
1
= [ atet) = uly ) (0 pa (o (1= =) =) 7y ot = 5) dodt dy ds
(Qx IR )2 ra ’

Bar= [ Toole) = ul ) 000) s (= (1= =) =) 71, —s) e dyds
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//me ( 8)Ta(a, 1))~ f(u(y,s)J_ﬂ(x,t))) x

(VP(y) — VP(:I;)).V,OQJ, (:1; (1 — L) — y) V(t)py,(t —s)de dt dy ds

ra

//me ( cs) T, 1)) — f(u(y,S)J_ﬁ(:z;,t))) "

— VP(:I;).V,OQJ, (:1; (1 — L) — y) V() Py, (t — s)de dt dy ds

ra ra

B = [f o (PO T 5) = (7. 0) L. )

1
g(T) (1) pa,r (T (1 — R) — y) By, (t — s)drdtdyds
et
EGT — E67’a —I_ E67’b ‘I‘ E67»c ‘|‘ E67»d —|— E67’e
avec:

¢'(t)\ P (t— ) dp(, 1) dy ds

b= [y (e~ 5) )

e, = //me+ Pw( (1 - L) —y) O() (1, (t = 5)| dp(a, 1) dy ds

e = —//(QXB+)2
Bos == [ 6002 (1= 22) =) prol=s) dulo)

B == [ om 900 (7 (1= 72) =) Bt = o) ditt)

Afin d’établir I'inégalité (5.50), on commence par minorer Fg,..

(e (1= =) =) |90 (0 — 5)duCe ) dy ds

ra
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Minoration de I,

Remarquons tout d’abord que Fs,, vérifie:
1
_E67’a < qublHoo/ / p277’<x (1 - _) _y) ﬁl r(t_s) ddedlu(x7t)
[0,T]xQ JIR?x IR+ ra ’
On effectue alors le changement de variables suivant :
1

(5.52) y|—>Z:r<x<1——)—y) et s 0 =r(t—2s)
on obtient :

By < 'Oo/ / 5,(0)d=d du(z, ) =[] 1([0,T] x O

o e [ (el (0)ded d ) = [ ([0, T] % )

Traitons maintenant le terme suivant :

/IRQX]R_ p2(y)r ‘ﬁ'l(s)‘ dy ds du(z,t)
< 18l 7o 10,7 )

o

[0,T]x&

De la méme fagon, on montrerait que:
1 _
oo < (1) (1 =) [0l My m(Bo(0, 1) u[0,7] % )

en notant M, = sup |Vpa(z)| et ot B2(0,1) est la boule unité de dimension 2.
l’EBQ(O,l)
De plus

— Forg < 0(0) 1o(Q) et — Eere < |[t]lcc m(9QF x [0, T])
Et donc en regroupant les résultats obtenus, on obtient:
g > —=C (uo(Q) + (0927 % [0,77) + (r + 1) (@ x [0,71))

ou C ne dépend que de ¥, a, py et de py.

Il reste alors a majorer les termes situés a gauche de I'inégalité (5.51).

Majoration de E,

On va montrer que la différence entre F;, et F; tend vers 0 lorsque r — 400 si
u€ L2 x IRy) et est de 'ordre de 1/r siu € L=(Q x IRy)N BV (2 x [0,T]) pour
tout 1" € IR, ou Iy est défini par:

f=f
QX]R+

a(x,t) — u(x, )| (t)dx di
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Remarquons que, d’apres la définition de py et celle de p,, F; s’écrit encore sous la

forme suivante :

B = //me//mm Wz, 1) — ule, ) (1) paly) py(s) da dt dy ds

De plus en effectuant le changement de variables (5.52), on obtient :

i o e 22220 )t

15 (:1; _it w/“) p2(2) 5, (0) d= db dee di

7

Introduisons alors Ky, défini par:

G = oo, 1,
QxR+ R2xIR_

Alors:

By — By| < //
(IR?)2x R4 x IR _

2,1) = e, )| 15 ( M)

7

D' ()p2(y) py(s) dy ds dx di

1) = ule ) (1) 1)
) 1 (s 21

7

p2(y) Pi(s) dy ds dw dt

et donc:

(B — Bl <20 |9/ T [ 10y, () da

ot ), = {:1; € Q; d(z,00) < - (1 + 5@))}.

r a

Ainsi:

Q

|Evy — Bi| < —
r

ou C ne dépend que ), T', a, ug, u, u et de .
De plus:

B = Bul < W [ //M p2(y)71(5) 15 (x - M)

u(x,t) —u (:1;— y—l_x/a,t— i)‘ dx dt dy ds
r

7

et donc:

|E1rb - E1r| S "¢/"m 5(7“, [OvT] X Q)



5.5 DEMONSTRATION DE L’ESTIMATION D’ERREUR DU THEOREME 5.2 159

ol

£(r,[0,T] x Q) = {
(r,[0,7] x Q) = sup //[OM
(5.53) n € IR?, | <

u(z,t) —u(e+n,t+ 7)1 (x +1n) dedt;
L+46(Q)/a

1
etTEIR,Ogrg—}

7

On montre alors le lemme suivant :

Lemme 5.6 Soit K C IRY, N > 1, K borné et conveze. Soit g € L®(K), on définit :

E(r,K) = sup{//K

ou (3 ne dépend que de K etr € IR,.

9y) = gly +n)| 1 (y +n) dy; n € RY, |n| < ﬁ}

7

Alors:
lim E(r, K)=0

r—+0oo

Si de plus g € L*(K) N BV(K) alors:

E(r,K) <

= | Q

ou C ne dépend que de g et de K.

Démonstration du lemme 5.6

On suppose tout d’abord g € C*°(K), alors:

/K\g(y) — gy + )| 1 (y +n) dy < /K/OI\VQ(H@U)\ | 1 (y +n) db dy

On effectue le changement de variables x +— 2z = x 4+ 01, comme K est convexe

z=0(x+n)+(1—-0)x € K, donc:

1
/K\g(y) — gy +m)| 1x(y+n) dy < /0 /K V()] Inld=db = Inllg|Bv(x)
Donc: 5
E(r, K) < - l9|Bv(x)
Si g € L>(K) comme K est borné, g € L'(K) donc d’apres la densité des fonctions

C>(K) dans L'(K), il existe (g, )nerw C C°(K) telle que:

lim g, — ¢gllmx)y =0

n——+oo

Ainsi:

/.

9n(y) = gy +m)| 15 (y + ) dy

9(y)=gly+m)| 1 (y +n) dy <2 Hgn—gHv(K)Jr/K
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et donc:
E(r, K) <2||gn — gllzr ) + - |9n| BV ()

en passant a la limite sur r puis sur n, il vient:

lim E(r,K)=0

r—+0oo

Supposons alors ¢ € L* N BV(K), alors, comme pour (5.39) et (5.40), on montre
qu'il existe (g, )new C C(K) telle que:

lim g — gnllnx) =0

n——+oo

et
gallBvry < gl Bvx)

pour tout n € IN.

Alors de la méme fagon que précédemment il vient :
. 5 3 5
E(r, K) <2||gn — gllzr ) + - 9.1 Bviry < 21|90 — 9l k) + - 9BV (k)
En passant a la limite sur n, on obtient :
B
€(r, ) = ~lglsvir)

Ce qui termine la démonstration du lemme 5.6.

Remarquons alors que:

E(r,[0,T]xQ) < SUP{//]QT[XQ

u(z, t)—u(z+n,t+7)|1g(x +n) 1[07T](t—|—7') dx dt ;

1+ 6(0)/a

1
ne IR, [n] < et 7€ IR, || < - |

donc d’apres le lemme 5.6, siu € L (Qx IRL)NBV (2 x[0,T]) pour tout T' € 0, +00],

on peut montrer que

E(r,[0,T] x Q) <

= | Q

ou C' ne dépend que de u, Q, oy, et de a, et si u € L=(Q x IR)

lim E(r,[0,T]xQ2)=0
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Majoration de FE,

400
Soit w(x,y,s) = ¥(0) pa,r (:1; (1 — L) — y) / p1,.(—0)df, alors on choisit comme

ra
fonction test dans (5.47) p(x,.,.), on fixe Kk = up(x) et on integre par rapport a x sur

(2, on obtient :
—Fop + Eaip + Eap 2 0

avec:

Bac= [ l00(y) = uola) (0) pz, (e (1= =) = o) -0y do dyd

ra

By = // XR( 5) Tuofx)) - f(u(y,s)J_uo(x)))x

VP<y>.vp2,r(x (1= =) —v) e [ i (-0) dody ds e

ra

En utilisant le changement de variables (5.52), on montre que:
Eay, < @/’(0) 50(r79)

ol

up(x) —uo(z +n)|1g(z +n) dz;n e IR, || < H(Si )/a}

Eo(r, Q) = sup{/Q
(5.54)

En utilisant le lemme 5.6, si ug € L™ N BV (), on a

50(T7 Q) S Q

7

ou C' ne dépend que de ug et de oy, et si ug € L=(N)

lim &(r,Q) =0

r—r0o0

Pour majorer Fs,,, on introduit Fs,,., défini par:

Ba = [ (7 (0 T o) (wt2) L) ) ¢
VP Vs (2 (1= =) =y 00) [ 5 (~0) dody ds de

et en intégrant par parties, on obtient:

o= (223 . (0Tt )
w0) ([ 7 -00d0) [ TP@)ao) (o (1) ) dodys

ra
On a donc:

o0
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| Fazrs| < 2M U (0)

ra—l an JIR? ra
+oo
></ / 5y(—0)d8 ds
B+ S !

ou Mp = supxeﬁ‘vp(:p)‘.
Or:

(5.55) /IR / 0)do ds <

car le support de U'intégration est de 'ordre de 1/r. Ainsi:

1
"

ra
Eooy <2 M M Q) —
b = U (0) Mp m(0 )r(ra—l)
De plus:
| Fagr — Eoars| < M 4p(0) Mp (/ / )drds)
B+ S
+x/a
r//2 uo(@) = uo (l’—y / )‘ Vpa(y)| da dy
IR %% r
et donc:

|z — Eaes| < M 4p(0) Mp My m(B5(0,1)) Eo(r, Q)

Ainsi en regroupant les résultats on obtient

By <O (14 10 4o g(n9)
T

ra—
ou C ne dépend que de ¥, a, f, P, ps, @ ,ug, u, oy et de (.
Majoration de Es,

Introduisons Fs,, défini par:

Eoo = [[ o ()T ) (uta.t) Lige. 1)) )
1
(VP(y) — VP(x)).V,oz,r (x (1 — —) — y) () Py, (t — s) de dt dy ds
ra
Puisque P € C*(Q) et que AP = 0 sur (2, d’apres la formule de Green, il vient :
E3rb =0

De plus:
1 60
B = Bl < M O (14 082)

( y—l—:z;/a 5)
/ / u:z;t T — — =
R?xIR_JQx[0,T] r

r Voa(y)] u(s) de di dy ds
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et donc:

3()

B = Bl = M ol Cr (1482 €000 0.7 M, m(B2(0,1)

ou B3(0,1) est la boule unité de dimension 2 et ou E(r, Q x [0, T']) est défini par (5.53).

Ainsi

Es < CE(r,Q x [0,T])

ou C ne dépend que de f, w, ug, ¥, P, Q, a, oy, T et de ps.

Majoration de E.,,

On procede comme pour 1’étape précédente et on montre alors :

By € M 6]l €(r.92 % [0.7]) M, m(B2(0, 1))

Majoration de Es,

On choisit dans (5.47) la fonction test suivante:

p(rt,,9) = 607, (=) 90) [ (7 (1= =) =y + TP dy

0 ra

on fixe k = u(7,t) et on integre sur I+ x IR, on obtient :
(5.56) Esi, 4+ Esgp + Ess > 0
avec:
_ = — .
Bor = = [ [ s v 1100 3) =T 0L = ) (1) ()

+oo 1
[ o (T (1 - —) —y+VP(7) ’y) dy dy ds dr dt
0

ra

Esar = //ag+ xQx (R4 )? (f(u(y, s) Tu(r, t))—f(u(y, s)La(r, t))) p1,(t—s)g(T)
O-I—OO VP(y).Vpa, (T (1 — %) —y+ VP(7) fy) dy ) (t) dy ds dr dt

et:
B = [ e (F(ato, s Tatr.0) 1 (w(o. ) Lu(r, 1)) ) 7 (0 = 5)

(o) g()(t) /Om Pou (r (1 - i) — o+ VP() ’y) dv do ds dr dt

ra
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Commencons par majorer Esy,., pour cela introduisons Fsy,j, défini par:

Boos == [ 180 9) =T 8) B (=) 000 (7)
+oo
/ P2, (T (1 — L) —y+ VP(7) ’y) d~ dy ds dr dt
0 ra
En intégrant par parties, il vient:
_— — . /
B = [ o 11008) =T )| Pt = ) (0) ()
+oo 1
/ P2r< (1——)—y—|—VP(T)’y) dv dy ds dr dt
— 0
S v, 10(028) =7 8)] 71, (=5) 8(0) ()
1
/ P2,r< (1——) —y-I-VP(T)’y) dv dy ds dr
0 ra

et donc:

‘IESITb

(Il T + (0)) 20U

/am 9(7) /Q /Om pre(7 (1 - :—a) —y+ VP(r)7) dydydr

Remarquons alors que puisque Q est convexe (7 — y).n(r) > 0 et donc d’apres la

définition de py,, on a:

7.n(T) N 7.n(T)

g(r)y = VP(r)n(r)y < (1 —y).n(r) + VP(r).n(r)y -

= (7- (1 — %) —y+ VP(T)’)/) n(T) + T'::LELT) < % (1 + 5(3))

Notons que bien que ’hypothese £ convexe ne soit probablement pas nécessaire, elle

est techniquement tres utilisée ici. Ainsi

(5.57) v< ) (1 + 5(9))

rg(T a

De plus en effectuant le changement de variables suivant :
1

(5.58) yl—>Z:T<T (1——)—y—|—VP(T)’y)
ra

on obtient :

ﬂ
) g‘I]; T
‘E51rb (H@/J lloo T 4 1(0) QU/ / et )/ p2(z)dz dvydr
Q+ 0 IR?

Ainsi:
(1420} ()7 + 000) 20 mo) 1

7

‘IESITb
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Il reste a borner la différence entre sy, et Esq,:

= CORS. COIROT OIS

+oo 1
[ o (T (1 - —) —y+VP(7) ’y) dy dy ds dr dt
0 ra

E517’b - E517’

en utilisant le changement de variables (5.58), on obtient:

OO+ xIR?x IRy xIR_

E517’b - E517’

a(r,t)—a (rt = 2)| w0 /()] g(r)
/;Oo p2(2) dydzdsdr dt

et donc de la méme fagon que précédemment :

3(©)

B = B (14 22) 0,71 000 ol 17

ou:

_ 1
E.((0,7] x 90, 1) = sup{// (7, 0) — Tt +0)| drdi: 0 € IR, 0<0< —}
0,7]x90+ r

Comme w € C1(90F x IR ) alors

ou C ne dépend que de w, ) et de T
Ainsi

E517’ S -
r

ou C ne dépend que de a, ), T, ¢,u et de .

Traitons maintenant le terme Ejs, ; d’apres (5.57), on a:

Bl < M Il llglle [ [a(r.t) = (o, s)| Py (t — 5)

(9012 x R4 x[0,T]
(1+5) worm 1

g(7) prr\ Tl ——) =0+ VP(r)y] dydodsdrdt
0

ra

D’apres la définition de py, ainsi que (5.57):

|7 — o] <

T (1 — %) -7+ VP(T)’)/‘ + % 17| + v |VP(7))
<! (1 L8O | sup, g [VP(2)] (1 . 5(9)))

a g(7) a
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comme U est C1(00+ x IR, ), on a:

50

1 a|VP (2
s < M 02, T o (1+ bt V() (1+ < >))

191]eo a

(H_J_l) g(T) 7) 1
(5.59) // / P2, (T (1 - —) — o+ VP(7) ’y) dv do dr
oQt xaQt ra

ou (7 ne dépend que des dérivées premieres de w.
Supposons que JNT ait | composantes connexes (8(2}")1931. On effectue alors le

changement de variables suivant dans (5.59) sur chaque composante :
1
(o,y) s 2 =1 (1 - —) — o+ VP(r)y
ra
On obtient alors:

Bl < M g2, T (1 i 2C0 2R ITE) (1 + 5?)))

1
Z//axfrw o9t x[0,(1+22) LT} VP(7).n(o(z))

p2r(2)dzdr

Comme chaque composante connexe de 92T est un segment, on a alors pour tout
1 <j <1, n(o) =n(r) pour tous o et 7 dans QT et donc:

L e T (RS

1
— / (2)d
/QQ"' g(T) T X R2 p27 (Z) <

ainsi d’apres (5.6):
C
| Essr| < —
-

ou C ne dépend que de f. ¥, g, T, w, Q, a, Petde W.

On montre alors que Fss, est “proche” de — Ej,.. Pour cela commencons par remarquer

que:
— 0+Oo VP(1).¥Vpy, (T (1 — 7“1_Cl + VP(7) ’y) — y) dvy = p2.r (T (1 — %))

et donc:

By + oy < //ammx(m)? (a5 Tatr, ) =1 (uly,s) Lar. 1))

g(7) /(J+OO(VP(y) — VP(T)).vaJa (T (1 — i) —y+ VP(7) ’y) d~

ra

p1,(t —s) () dydsdrdt
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d’apres (5.57):

| Fsor + Esp| < |¢]]o MTQU//@ g(7)

é

/TJT(HM
0

‘ )\vp(y) ~ VP(r)

QtxQ

1

Voo, (T (1 - —) Y+ VP(r) ’y)‘ dy dy dr
ra

De plus toujours d’apres (5.57) ainsi que d’apres la définition de ps .

ly—71l=|r (1—:—a) —y+VP(T)7+£—VP(T)7‘
S% (1+ 5(3) N Supweg(lTV)P(l‘)l (1+@))

D’apres la régularité de VP, et en effectuant le changement de variables (5.58), on
obtient :

1 5(0) S|P 5
| Bse + 5| < [[¢l]ec MT2U Cp ~ (1+ () | supsen [VP()] (1

9(7) 9))

a

rgl(‘r) (1+6(§2)
/ / / 7 [Vpa(2)| dydzdr
oot Jo R

et donc:

1 (2 a|VP
| Esor + Ese| < 0|l MT2U Cp - (1 + () + SUP.ep | (2)] (1 +

)
a@ 9(7) l
(1+ - ) Mpm(Bg(O,l))/amr et
ou M, = sup |Vpa(x)|.

zeIR?

En reportant les résultats obtenus dans (5.56), on a

C
E57’ —

IA

”
ou C ne dépend que de Q, T, a, ¥, ug, w, f, u, P et de ps.

Synthése des résultats
En reportant tous les résultats obtenus dans (5.51) on obtient:

/ /Qx[o,ﬂ'ﬂ(%” — u(x, ) () dy dt > C

1o(Q) + 7 (90F x [0, 71)

+(r 4+ 1)p (ﬁ < [O,T]) + % (1 + r:i 1) + E(r, [0,T] x Q) + So(r,ﬂ)]

pour tout ¢ € C}(IR4, IRy), dont le support est inclus dans [0,7], ot C ne dépend
quede Q, T, oy, a, ¥, up, u, f, u, P, p; et de ps et ou & et & vérifient respectivement
(5.48) et (5.49).
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5.6 Convergence de la solution approchée associée a
I’équation hyperbolique

On va passer a la limite dans I'estimation d’entropie continue pour la solution appro-
chée (5.25) afin de montrer la convergence de la solution approchée vers la solution

entropique du probleme, on montre le résultat suivant :

Théoreme 5.3 On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypothéses
(5.6) vérifices. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas
de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).
Soit ur i la solution de (5.15)-(5.16)-(5.17). Alors il existe p € L>(Q x IR x]0,1[)
tel que:

}Lig% urp — poquand h — 0 au sens non linéaire faible x

c’est a dire que ['on a:

(5.60) lim glurp(z, 1) (e, 1) de dt = /MR+ /Olg(/,b(x,t,f))cp(x,t) dé d dt

h—=0JOxIR 4

pour tout p € L*(Q x IR) et tout g € C(IR, IR).

De plus on a les deux résultat suivants :

1. p est une solution processus entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. p vérifie
l'inégalité suivante :

//QleJr/ lp(z,t, &) — r| o, t) dfd:l;dt—l—/ luo(z) — k| @(x,0) dz
(5:61) /me/ ( v 1€ Th) - f(thaf)M)) VP(2).V(x,t) de du dt

u(r,t)Tr)—flu(r,t)L t)ydrdt >0
—I_//amleJ, (f(u(T, ) li) f(u(r, ) li)) g(T) (T, t)drdt >
pour tout k € IR, et tout p € CLQ x IR, IR,).

2. p ne dépend pas de son troisieme argument, donc p est la solution entropique

de (5.2), (5.4), (5.5), de plus elle est unique.

Démonstration :

Pour démontrer la premiere partie de ce théoreme on aura besoin de compacité, on

va utiliser le résultat suivant dont la démonstration est donnée, entre autres, dans

[17]:

Lemme 5.7 Soit £ C IR" (d > 1). Soit une suite (up)nerv C L(E), |[tn|lee < U
pour tout n € IN. Alors il existe p € L= (Ex]0,1[) et une sous suite encore notée
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(Un)nem tels que:

lim w, = p non lin€aire faible
n——+oo

.e. 0on a:

im | gun(e) d:z;_// () dé dz

n—+oo J g

pour tout p € L*(E) et tout g € C([-U, U], IR).

On utilise ce résultat pour passer a la limite dans (5.25), on obtient alors qu’il existe

une sous suite, encore notée (U7'7k)h€]Ri, et il existe u € L=(Q x IRy x]0, 1]) tels que:

lim// ur gz, t) e, t)dedt = // / o(x,t)dé de dt
h—0 QX]R+ QX]R+

de plus p est solution processus entropique de (5.2), (5.4), (5.5), i.e. p vérifie (5.61).

Remarquons que si p ne dépendait pas de son troisieme argument alors on aurait
démontré le théoreme 5.1, car u serait alors la solution entropique de (5.2), (5.4),
(5.5). On va donc démontrer le dernier résultat du théoreme 5.3 en montrant I'unicité
de la solution processus entropique. On utilise pour cela le lemme 5.5.

Soit donc p et v deux solutions processus entropiques de (5.2), (5.4), (5.5), alors elles

vérifient les inégalités suivantes:

//QleJr/ lp(z,t,€) — x| (2, t)dfd:z;dt—l—/ luo(z) — k| @(x,0) dz
B /m/ (F (o 0T o) = (1.0 L) )  PLw). V1) d e

+ //amxm (f (a(r. ) Tw) = f (ml. t)i/f)) g(T) @(r,t)drdt >0

et

//QX]RJr /01 vy, s,8) — k| ey, s)dB dy ds + /Q luo(y) — k| @(y,0)dy
a /me/ ( wy, s, 0) T’f) f(’/(yvsvﬁ)i’f)) VP(y).Voly,s)dddyds

+//8S2+><1R+ (f(ﬂ(a,s)—l’/i)—f(ﬂ(a,S)J_/i)) g(o)p(o,s)dods >0

pour tout x € IR et tout ¢ € CHQ x IR, IRy).
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D’apres le lemme 5.5 pour tout 7' € IR7, il existe C', ne dépendant que de Q, T', uy,
u, u, P, f, get de W, telle que:

//Qx[o,T] /o1 /o1 (. t,6) — vz, B)[ dE dp du dt

1<1_|_ ra )—|—E(r,[O,T] x Q) + &(r, Q)

< (C
- r ra-+1

pour tout r € IR, et ou:

lim &(r,[0,T] x2) =0

r—+0oo

et:
lim &(r,2)=0

r—+0oo

En faisant tendre r vers 400, il vient :
1 41
[ ][ et = vie, e @) deds dedi < 0
ax[o,7]Jo Jo

u(a.1,6) = v, B) pp. (2,8,6,8) € Q x IRy x]0, 1[x]0.1]

Donc i et v ne dépendent pas de leur troisieme argument et :

ainsi

pla,t) =v(x,t) pp. (x,6) € QA x IRy

Donc g est I'unique solution entropique de (5.2), (5.4), (5.5). Ce qui termine la dé-
monstration du théoreme 5.3.

On conclut alors la démonstration du théoreme 5.1, en montrant que:

(5.62) wry — u dans L]

loc

(2 x IR,), pour tout r < 400

Soit K un compact de Q) x IRy et r < 400, on suppose tout d’abord r pair. On doit

alors montrer que:

li // ) —u(z, )| 1x(x,t)dedt =0
im QleJuT’k(x ) —u(x )‘ Kx(x,t)dx

h—0

ou 1x est la fonction caractéristique de K.
Remarquons pour cela que:
//me ‘UT,k(l‘,t) — u(:z;,t)‘r 1g(z,t) dv dt
= g(—l)pcf //MR+ (ur s 1)) (w2, 1)) (1) d dt
ou:

p!
o=
pt(r —p)!
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Ainsi en choisissant dans (5.60) g(s) = s"? et ¢(-,-) = (u(, -))p 1 € LY(Q x IRy),

on obtient :

i //me [ur k(e t) = u(e, )| 1xe(w,1) da dt
N Zi%(_l)p ¢ //QX]R_I_ (u(x’t))r_p (u(xﬂ‘))p 1g(x,t)dedt

= [ et = a0 Tt et =0

Ce qui termine le cas ou r est pair.

Pour r < 400 impair il suffit d’utiliser I'inégalité de Holder pour se ramener au cas

précédent :

// uTkxt)—u:z:t‘lkxt)dxdt<<
QX]R+

Ul

Ce qui termine la démonstration du théoreme de convergence 5.1.

1/2
Nurr(z,t) — u(z, t)‘ d:z:dt)

o 1/2
ur(x,t) — u(:z;,t)‘Z( Y dx dt)
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6. Convergence de schémas volumes finis a flux
monotone pour une équation hyperbolique non
linéaire avec conditions aux limites

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une équation hyperbolique non linéaire, de la forme

suivante :

U + div(v f(u)): 0

sur un ouvert borné, avec des conditions aux limites et une condition initiale, ou v
est une fonction vectorielle et f une fonction scalaire.

On discrétise ce probleme a 'aide d’un schéma volumes finis a flux monotone, dont
les exemples les plus classiques sont le schéma a décomposition de flux et le schéma
de Godunov 1-D par interface.

On montre alors deux résultats. Le premier concerne le cas ou f est croissante. Fn
ne supposant les conditions aux limites et initiales que dans L°°, on établit la conver-
gence de la solution approchée, donnée par le schéma, vers la solution entropique du
probleme. On montre également ’existence et 'unicité de la solution entropique. La
technique employée est différente de celle utilisée dans le chapitre 5, elle permet de
montrer la convergence de la solution approchée. méme si v(x,t) # VP(x) et permet
d’éviter certaines hypotheses techniques nécessaires au chapitre précédent. Toutefois
on n’a pas dans ce cas d’estimations d’erreur.

Le deuxieme résultat concerne f quelconque. On suppose dans ce cas les conditions
initiales et aux limites plus régulieres que dans le cas f croissante afin d’avoir I'exis-
tence et 'unicité de la solution entropique, qui est a variations bornées (résultat
donné dans [2]). On montre alors la convergence de la solution approchée, donnée par
le schéma numérique, vers cette solution entropique.

Pour établir ces deux résultats, on montre tout d’abord des estimations sur la solution
approchée. La premiere est une estimation L. Elle permet d’avoir de la compacité
non linéaire faible x (voir [17]).

La deuxieme estimation, dite estimation “BV faible”, est une estimation faible sur les
variations en temps et en espace de la solution approchée. On utilise pour cela une
technique introduite dans [15], on doit toutefois traiter en plus les termes de bord
absents dans [15] puisque les auteurs s’intéressent a un probleme sans condition aux

limites.
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Enfin la troisieme estimation est une estimation continue d’entropie. On montre que
la solution approchée vérifie une inégalité d’entropie similaire a celle vérifié par la
solution entropique avec en plus des termes d’erreur. Comme dans [15], ces termes
d’erreurs s’expriment sous la forme de mesures que 'on peut contréler a 1’aide de
I’estimation “BV faible”.

Pour montrer la convergence de la solution du probleme discrétisé vers la solution
entropique de l’équation, on passe a la limite dans I'inégalité d’entropie continue
vérifiée par la solution approchée. On montre alors que la solution approchée converge,
en un sens non linéaire faible x vers une solution processus entropique (voir [17]),
ou une solution entropique a valeur mesure (voir [12]) de I’équation hyperbolique.
On utilise dans cette étape une technique introduite dans [3] afin de retrouver les

7 termes de bords. Il reste alors a montrer que cette solution est en fait la

“bons
solution entropique. Pour cela, on procede comme dans [34], ou 'auteur s’intéresse
a I’équation u; + div(F(u)) = 0, ou F' ne dépend de x et t qu’a travers u et montre
que la solution a valeurs mesure de ce probleme est unique. Cette étape nécessite de
supposer u a variations bornées.

Dans le cas ou f est croissante, on montre qu’il n’est pas nécessaire de supposer u a
variations bornées.

Enfin, on termine ce chapitre en essayant d’expliquer pourquoi on n’arrive pas 1’hy-

pothese u a variations bornées dans le cas ou f n’est pas croissante.

6.1 Présentation du probleme

Soit Q un ouvert borné de IR? (d=2 ou 3). On suppose ) polygonal si d=2, po-
lyedrique si d=3. On note 99 la frontiere de 2. On considere alors le probleme

hyperbolique suivant :
(6.1) w(, 1) + div(v(a, 1) f(u(z,1))=0, = €Q, t € IRy,
avec la condition aux limites donnée dans [2] et la condition initiale suivantes:

{sign (u(T,t) — /i)—sign (E(T,t) — /4;)} [f(u(r,t)) — f(/i)} o(r,t)n(1) >0
(6.2) (r,t) €00 x IRy, Vk € IR,
(6.3) u(z,0) = up(x), x€Q,
ou n est la normale a 9f) extérieure a € et ou pour tout a € IR

1 sia>0
sign(a) =4 —1 sia<0
0 sia=10
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On suppose que:

o uy € LX) etwe LN x IR,),
YIR, I
(6.4) e fecCYIR,IR),

e vE Cl(ﬁ X [R+,[Rd) telle que sup lo(z, )] =V < 400
(x,t)eﬁ)(]R+
et telle que divo(x,t) =0V (2,1) € Q x IR,.

Alors u € L*(Q x IRy) N BV(Q x [0,71]), pour tout T' > 0, est solution entropique
de (6.1), (6.2), (6.3) si u vérifie I'inégalité suivante:

//me+ [u(z,t) = £l @@, t) du dt + /Q |uo(@) — K| @(x,0)du

(6.5 //QleJ,[ (x,t Tli) f(u(:z;,t)J_/i)] v(a,t).Vo(x,t)dedt

_ //anlR+ sign {E(T,t) — /i} [f(’yu(T,t))—f(/i)] o(r,t).n(T)p(r,t)drdt >0

pour tout x € IR et tout ¢ € CHQ x IR,,IR,). On note pour tout a et b dans
IR, (aTb) = max(a,b) et (aLb) = min(a,b), ainsi pour tout « € IR, |. — k| sont les
entropies de Kruzkov et f(.Tk) — f(.Lk) sont les flux associés. Et ot yu est la trace

de u € BV(Q x [0,T]) pour tout T' €]0, +o0[, c’est a dire:
Comme € est un domaine polygonal (si d = 2) ou polyedrique (si d = 3), il existe Ny

sous ensembles de 9f) inclus dans différents hyperplans de IR? tels que si I’on note
0y, ..., 00y, ces ensembles, on ait 90 = U 99, et 99, N 09, C IR*™?* pour tout
1,] € {1, .oy Ny}, i # 7. On définit alors @ € LOO([Rd x IR, ) par:

u(x,t) siz e telRy
u(x,t) =
0 siz € (IRT\Q), 1€ IR,
Alors :

2e Nd
(6.6) hm / / ‘ J—~yu(r, t)‘ dtdrds =0
29

e—=0 g
pour tout 17" €10, —I—OO[ et ou x(7,s) =7 —n(1)s.
Remarque 6.1 [’existence et ["unicité d’une solution entropique d’un tel probleme

est donnée dans [2]. 1l faul toutefois metire des hypothéses assez fortes sur les don-

nées, c¢’est a dire :

up € C*(Q), we C*N L0 x IR,)

(6.7) v e CHQ x IR, IRY) telle que  sup  |v(z,t)] =V < +o0
(l’,t)eﬁle+

feC*IR)
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Proposition 6.1 Si f est croissante, il n'est pas nécessaire d’introduire la trace de

u sur le bord de Q. En effet dans ce cas la condition aux limites (6.2) s’écrit :

(6.8) Flur.))=f(a(rt))  ¥(r1)el;

ou

I, = {(T,t) €N X IRy ; v(r,t)n(r) < 0}
Alors u € L™(Q x IRy) est solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), si et seulement

si elle vérifie :

S 1) = sl ) da it | fuof) = ] (e, 0) d

(6.9) n / /Q -
—/AWB+HWnﬂ}#M)

pour tout o € C° ((Q x IRy)UT, ]R+) et pour tout k € IR.

f(u(:z;, t)) —f(r)|v(x,t).Veo(a,t)dedt

o(r,t)n(1)p(r,t)drdt >0

Démonstration de la proposition 6.1

D’apres les lemmes 6.13 et 6.14, si u € L™(Q x IR}) vérifie (6.5), on peut définir
une trace a f(u) qui est unique. On la note v f(u). Alors comme on montre (6.63),

on montre:
U’y J()(m,t) = f(m)|=sign (w(m, 1) = #) [ (w) (1) - f(ﬁ)H o(r t)on(r) > 0
p.p. (1,1) €00 x IRy, Vk € IR,
On choisit alors k = u(7,t), on obtient:
£ (u(r, 1)) = £ (@, )| o7, ).n(r) > 0

Ainsi:

o(rt)n(r) <0 = f(u(r.t))= f(a(r.1))

6.2 Discrétisation

On se donne un maillage 7 de Q satisfaisant les hypotheses de régularité suivantes:

— L’intersection entre deux mailles voisines de 7 est un hyperplan de IR®.

Cet hyperplan est alors un des c6tés de chacune des deux mailles.

— Il existe @ > 0 et h > 0 tels que pour tout p € T :
1
ah? < m(p) [(Op) < — ¥ et dp)<h
o)

(6.10)
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ou Jdp est la frontiere de p, m(-) (respectivement [(-)) est la mesure de Lebesgue
d-dimensionnelle (respectivement (d — 1)-dimensionnelle) et §(p) est le diametre de
p.

Pour tout p € 7, on note N(p) I’ensemble des voisins de p, A..+(p) 'ensemble des
cotés de p situés dans 02, et pour tout ¢ € N(p) on note o,, I'interface entre les

mailles p et g et n,, la normale a o,, allant de p vers q.

On utilise alors un schéma a flux monotone, pour cela on a besoin de définir F' €

C(IR?, IR) telle que:

o F'(u,v) est croissante par rapport a u et décroissante par rapport a v

pour tout u,v € [—U,U], ou U = maX(HUOHOO, HHHOO)

(6.11) 2 @ F'(u,v) est lipschitzienne sur [—~U, U] par rapport & u (respectivement
a v) de constante de Lipschitz My (respectivement My)

o F(u,u)= f(u) pour tout u € [—U,U]

Remarque 6.2 La premiere hypothese assure la monotonie du schéma, elle permet,
entre autres, d’établir Uinégalité d’entropie continue pour la solution approchée (6.24).
La derniére hypothése est une hypothése de consistance, on peut grace a elle établir

la stabilité L™ du schéma ainsi que sa convergence.

Deux exemples possibles de flux numériques :

o On peut choisir par exemple le schéma a décomposition de flux. Cest a dire que

l'on décompose f en fi + fo ou fi est croissante et fy décroissante. Alors:
Fu,0) = fi(u) + fa(v)

o Un autre exemple classique est celui du schéma de Godunov 1-D par interface,
F s’exprime dans ce cas sous la forme suivante :

min f(c stu <o
c€ [u,0] f( ) -

Flu,v) =

max f(c stv<u
c€ [v,u] f( ) -

On se donne alors un pas de temps k > 0 vérifiant la condition de stabilité, de type
C.F.L., suivante:

(6.12) F(My+ M)V

a?h

ou n € [0,1] est donné. On note t" = n k.

<(1-n)



178 CONVERGENCE DE SCHEMAS VOLUMES FINIS A FLUX MONOTONE POUR...

La solution approchée est définie par
(6.13) urg(e,t)=ulsiz€p(peT)ette[t" " (ne€ IN).

De plus, on discrétise la condition initiale et la condition aux limites de la facon

suivante : |

6.14 ud = —/u x)dx our tout p € T,

( ) 2" m(p) Iy o(z) p p

et:
gt

(6.15) " = m /mnwmdt VneINetVae Aulp),peT.
tn a

Pour discrétiser 1’équation (6.1), on utilise un schéma d’Euler explicite en temps et
un schéma de type volumes finis en espace. On integre donc 1’équation sur chaque
volume de controle (ici les mailles). On obtient alors pour tout p € T et tout n € IN:

tn+1

) — (1)
/u(:z;, )k u(z, d:z;—l— Z k / (T,t).npqdrdt
p

4 Z - 7er/ T, t)n(r)drdt =0

U«G-Ae.rt

Pour tout p € T, tout ¢ € N(q) et tout n € IN, on note:

tn+1

/ v(T,1) npq TOdet

tn+1

/ v(T,1) nqp TOdet

tn+1

/ (1,1 npq) TOdr dt

de sorte que:
tn+1

/ )Ny (T) dr dt = v], — v
De la méme facon, pour tout p € T, tout a € A...(p) et tout n € IN, on note:
tn+1

a / (7,1). TOdet

tn+1

o (/ n(r))TOdr dt

alnsi :
tn+1

/ T, 1). drdt—v R

ap?

ou 'on rappelle que n est la normale a df) extérieure a (1.



6.3 RESULTATS PRINCIPAUX 179

On considere alors le schéma numérique suivant, obtenu par décentrement :
n—I—l n

m(p) ——+ ’ Ly Z [U Fupy,uy) — vgpF(uq,up)}
gEN(p
(6.16) + > [on Punan) — ol F(a,ul)] =0
U«G-Ae.rt(p)

pour tout (p,n) € T x IN.

6.3 Résultats principaux

Le but de ce chapitre est de montrer les deux résultats suivants:

Théoreme 6.1 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifies, on suppose de
plus [ eroissante. Soit T un maillage de Q satisfaisant la propriété (6.10), et k un
pas de temps vérifiant la condition de stabilité (6.12). Soit ury, la solution de (6.13),

(6.14), (6.15), (6.16).
Alors, il existe uw € L= x IRy) telle que:

}lLin% ury = u dans L} (0 x IRy), pour tout v tel que 1 <r < 400
%

de plus u € L=(Qx IR ) est la solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. u vérifie
(6.9).

Théoreme 6.2 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifiées. On suppose de
plus les hypothéses (6.7) satisfaites. Soit T un maillage de Q) satisfaisant la propriété
(6.10), et k un pas de temps vérifiant la condition de stabilité (6.12). Soit ury la
solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16). On note u € L=(Q x IR )NBV (2 x[0,T]),
pour tout T' > 0, la solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. u vérifie l'inégalité

(6.5).
Alors:

}lLin% ury = u dans L], (0 < IRy), pour tout r tel que 1 <r < 400
%

Remarque 6.3 Les hypothéses de régularité sur les données (6.7) ne sont nécessaires
que pour assurer les résultats d’existence et d’unicité de [2]. Toutefois afin d’établir
["unicité de la solution processus entropique on utilise ici, fortement, le fait que la
solution entropique soit dans BV (2 x [0,T]), pour tout T > 0.

6.4 Estimations sur la solution approchée

Afin d’établir ces deux résultats, on va tout d’abord montrer des estimations sur la
solution approchée, une estimation L*°, une estimation dite “BV faible” qui permet
de controler les variations en temps et en espace de w7, enfin une estimation continue

d’entropie.
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6.4.1 Stabilité du schéma

Lemme 6.1 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifiées. Soit T un maillage
de Q) satisfaisant la propriété (6.10), et k un pas de temps vérifiant la condition de
stabilité (6.12). Soit ury la solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16), alors:

[ koo < max(fluollo, ([Tl ) = U

Démonstration du lemme 6.1 :

Soient p € T et n € IN, remarquons que comme div(v) =0 on a:

(6.17) Z (v;q — vgp)—l— Z (v;a — vgp): 0

QEN(Z?) ae-Ae.rt(p)

On peut donc encore écrire (6.16) sous la forme suivante:

pq qap

0 )y k 5 [v” Ful,ul) — F(ul,ul) L F(ul,ul) — F(u?,ul)
m(p) ’)

geN(

F(um,um) — F(u”,u”) o F(ur,ur) — F(ﬂg,u;)])

+ Z [Una L’ an — v, - —
ae-Ae.rt(p) ' up - ua ? up - ua
2 F n7 ny _ n7 n F n7 ny _ | n7 n
(3 [ )

m(p) 4EN(p) Up = Uq Up — Uy

n F(ugvﬂg) - F(“Za“?) n F(“Za“?) - F(Ugvu;) —n

—I_ Z Upa n i —I_ Uap n g a

a€Acui(p) Up = Ug Up — Uy

On a donc une combinaison de termes dont la somme des coefficients est égale a un, il
reste a montrer qu’ils sont tous positifs. Il est clair que les deux derniers coefficients le
sont d’apres la monotonie de F'. Le premier ’est aussi d’apres la condition de stabilité

(6.12), en effet:

m(p) un — ul a» un — ul

k ( Z [v;q F(u;,u”) — F(u;,u;) Lo F(u;,u”) — F(u?,u;)]
9€N(p)

n P’ a p>7p n P’
—I_ Z [Upa u” an —I_ Uap
U«G-Ae.rt(p)

< ( S (4 M) Vi) + X (M Mz>W<a>)

m(p) EN(p) a€Aeat(p)
< k(M + M)V

a?h

<1
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La combinaison est donc convexe, et par récurrence :

|%ﬂ§m%%ﬂsw mogmgmw@wmmﬂmm%mmO:U
peT ae-Ae.rt(p)

pour tout p € T et tout n € IN.

6.4.2 Estimation BV faible

On montre dans ce paragraphe des estimations sur ’accroissement de la solution

approchée :

Lemme 6.2 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifiées. Soit T un maillage
de Q) satisfaisant la propriété (6.10), et k un pas de temps vérifiant la condition de
stabilité (6.12). Soit ury la solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16).

Soit T € 10, 4+0c[, on note Ny = max{n EIN;(n—1k< T}.

Alors il existe C', ne dépendant que de T, uo, w, u, f, v, n, Q et de F, telle que:

N

S 0% % i (P - FO)+ g (R0 - )

n=0 peT quN(p) 'U«q_C_ _Up uq_c_ _’u,p
up>ul

b (s, (1600 = Fle) s (710 = FCe.0) )

ug Leld<uy ug <e<d<uy

—I—ZT:kZ Z( )(U” max (F(d,c) —f(d))

ra —n n -n n
n=0 pGTaEAemt (uaJ-up)SCSdS(uaTup)

(6.18) +o" max (f(d)-pXCMQ))fg

P (@ Lup)<e<d<(an Tup)

el N .
(6.19) m(p) |uit — | < —
2;%;%;_ A N

Démonstration du lemme 6.2 :

On commence par établir I'estimation “BV faible” en espace (6.18). Pour cela on
procede comme dans [15], toutefois on devra traiter en plus les termes de bord.

Soit T' €0, +ool, on multiple alors le schéma (6.16) par kuy, on somme sur p € T et
sur n = 0,..., Ny. On rappelle que Ny = max{n EIN;(n—1)k< T}. I1 vient :

(6.20) A+B=0

ou:

A=Y S mlp) (¥ — )

n=0peT
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et
Nrp
B:ZkZ{ Y ou [U Fuy,uy) — vy, F(uq,up)}
n=0 peT \geN(p)

+ 3wl v P ;,—g)—vgpF(ag,u;)}}

U«G-Ae.rt(p)
Remarquons alors que A peut encore s’écrire sous la forme suivante :
" . m(p) (o2
S SPDEL N UALIYS U SR N R SR
n=0peT pET pET

Or comme divo=0, d’apres (6.17), le schéma (6.16) se réécrit:

m(p) u - ;—I— Z( { (up,uy) — f(u;)}—vf;p{F(uZ,u;) f(u;)])
+ Z( )(v;a [FPlun,an) — flun)] o [P, ) - f(u;)D: 0
a€Acqt(p

Donc d’apres I'inégalité précédente, on a pour tout p € T :

> (w[Flaga) )]

9€N(p)

") = )

2 T 7 2m(p)

+ 0 (o — s [ ) - W)D}

U«G-Ae.rt(p)

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient :

A>— ZG:T ( ) Z% ; ( ) [( %:()(U;q—l-vgp)‘F ;()(U;a—l—vgp))
X { Z:( )(U;q {F(ujmuq) f(u;)r-l-vgp{F(uq,up) f(u;)r)

b3 ([Pl = )] o [P ) - f<“?>r)}]

U«G-Ae.rt(p)

Ainsi d’apes la condition de type C.F.L (6.12) et la conservativité de 'expression

précédente, on a:

Az-y P () Zkz M1+M2) 2 (”Zq{F(uzvug)_f(“;)r

peT n=0 peT
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o [P ) = )] o, [Pl ) = £ o, [Pl ap) = 7))

+ X (el m - ) e [P ) - ren])

U«G-Ae.rt(p)
et donc:
HUOH%2(Q) i 1—n l ( 2
P L ol o/ B o [ max [F(d,e) - f(d)
2 nzz% ];- 2 (Ml + Mz) qe]z\f:(p) = up <c<d<up [ }
u;>u"

+ max {F(d, c) — f(c)r)

up <c<d<up

up <c<d<up up <c<d<up

i (g [0 - Flea]'s e (1000~ Plea])]

+ Z( )[v”a max {F(d, ¢) — f(d)}2

pa,— _
e (2 Lup)<e<d< (0 Tup)

(6.21) +o?, max [F(d) - Fe, d)ﬂ

(@ Lug) <e<d<(al Tup)

Traitons alors le terme B. En utilisant (6.17), on a:

B:%;kz{

n=0 peT

Z up (v;q {F(u;,u”) — f(u;)}—vf;p {F(ug,u”) — f(u;)D

9€N (p)
+ Z uy (v;a {F(u;,ﬂg) — f(u;)}—vgp {F(ﬂgﬂﬂ) _ f(u;)D}
a€Aczt(p)
D’apres la conservativité des flux, il vient :
Nt
B=Y kY Y {v;;q (u; [Pz, ar) = F()]—ar [, r) - f(ug)D

n=0 p€ET qeN(p)
u;>ug

—op, (up [Py = Flap)] = [P, ) - f(u@;)})}
+ NE kZ;AZ(){ (Pt - s —m [Pl - s@)))

R AL R A TR B RV

FRY S (o - ] e ) - )

n=0 peT ae-Ae.rt(p)
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On note G une primitive de la fonction s f’(s), en intégrant par partie, il vient pour
tout b,e € IR :

G(b) — G(e) = /be sf'(s)ds
— b [F(b,e) = F(b)]—<[F(b,e) — f(e)] - /b [£(s) = F(b,e)] ds

Alors:
B =Wy @ G

ol

:%T:kz Z (v;ung{f(s)—F(u;,ug)} ds

n=0 p€eT | ¢geN(p)

=ZTIkZ{ > (vp, — i) [Glup) = G@)]

n=0 peT ae-Ae.rt(p)

enfin :

—Y kY Z( )(v;;a an | F(up, ) — f(an)| —n, | P, ul) - f@s)])

n=0 peTae-Ae.rt p

De plus on a (voir [15]), pour tout (b,e) € IR*:

e 1 2
J 1) = Feelds 2 s (<m><c<a;i<m) /(e = Fie,d)]

max [f(d) — F(e, d)r)

(bLe)<e<d<(bTe)
En utilisant I'inégalité précédente, il vient :
M > _ ?
b 2 (M1 + M,) Z b Z Z { (uggr?gj;u; {F(d’ ) f(d)}

n=0 pET qeIN(p)

u>u
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—I_uggr?g%);ug {F(d, c) — f(c)r)
0y, (ug_r?;f;u {f(d) — F(e, d)rtgg?gafgu; [f(c) — F(e, d)r)}

_|_2 (M1 ) Z kY. v;a( max {F(d, c) - f(d)}

n=0  pET a€Arat(p) (uy J_u")<c<d<( Tu")

max {F(d, c) — f(c)r) —I-U:p( max [f(d) — F(e, d)}2

(@, "J_u")<c<d<( "Tu") (_"J_u")<c<d<( "Tu")

max [ﬂ@—F@@ﬂﬁ}

(@, "J_u")<c<d<( "Tu")

et donc:

1 Nz 2
BW>____ - Ny {v” ( max |F(d,¢)— f(d
T 2(My + M) nZ:% z%’qé%\;(p) . “?Zﬁcﬁdﬁuﬁ[ (de) = J )}

n n
Up >Ug
2

max {F(d, c) — f(c)}

ug <e<d<uy

g (ung?%?;ug {f(d) — F(e, d)rtgg?gafgug [f(c) — F(e, d)r)

—— N

2
+2(M1 ) Zk > Z( ){Upa ) 2 nTun){F(d, ) — f(d)}

n=0 peTae-Ae.rt

+ol max [ﬂ@—F@@F}

(_"J_u")<c<d<( "Tu")

Remarquons alors que:

= ZT: kY ( > (g =) Gl + X (v, — o) [Glay) — G(EZ)})

n=0 peT qu(p) ae-Ae.rt(p)

et donc d’apres (6.17), on a:

— YR Y (W en) G 2~ sup |G| THOR)V

n=0 pETGEAemt(p) SE[—U,U]
De plus:
N
(3)|§U2k2 Z v M1|u —u”|—|—v M2|u —ur|
n=0 peTae-Ae.rt( )
et donc:

|B®| <20 (M, + My) T1(0Q) V
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En utilisant (6.20), (6.21) ainsi que les expressions précédentes de B!, B?) et BG),
on a:

TP MPIR (A IEEMLTERND)
Uy, >u

+ max {F(d, c) — f(c)}2

ug <e<d<uy )
2 }

—I-USP( max {f(d) — F(e, d)]2_|_ max [f(c) — F(e, d)} )

ug Leld<uy ug <e<d<uy

-I-ZT:k > Z( ){U” max {F(d,c) — f(d)}2

ra —n n n n
n=0  pET a€Aini(p (g Lu )<c<d<( Tu )

P (@p Lup)<e<d< (@R TuR)

+o max [F(d) — F(e, d)r})

9 HUOH%2(9)
(6.22) < r[n%xU |G(s)| TV I(00)+ 20U (My + M) T 1(092) + s

On utilise alors I'inégalité de Cauchy Schwarz ainsi que I'inégalité (6.22), on obtient:
N
Sk D {v;q ( max {F(d, c) — f(d)}—l; max {F(d, c) —f(c)})

)

2 eld<ul
n=0 p€eT q€IN(p Y2
u;>ug

ol (ug%a%u; [£(d) = F(c, d)}+u max | f(c) = F(e, dﬂ)}

+ ZT: k> Z( ){U” max {F(d, c) — f(d)}

pa - n kL n
7=0  peT aCAunilp (g Lu )<c<d<( Tu )

Hap (w "J_u")<r£l<adx<( "Tu")[f(d) - e, d)}
1/2
<C ZkZ > (v, + ) +Zk2 >, (vt i)
n=0 peT qEIN ) n=0 peTae-Ae.rt( )
Uy, >u
ou C ne dépend que de T', ug, @, u, f, v, n, Q et de F.
On conclut en remarquant que d’apres les hypotheses sur le maillage (6.10):
N
DR | X (ptep)t D (vt [ STV Y m(0
n=0 p€T | q€IN(p) a€Aezt(p) peT
up >y
TV TV m(Q)
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Ainsi:

;Jkpez;qe%){ (ug%a%ug[ﬂd,c)— f(d)|+ max [F(d.e) - f(c)})

+oj, (m (@ =Fled, max  |f(0)-Fe d>])}

+ Z kY. { L) max {F(d, c) — f(d)}

7=0  pET a€Arnt(p) <c<d<(ugTu )

ol max )[f(d) — F(c.d)] }) <

(_"J_u")<c<d<( u Tul

ou C ne dépend que de T', ug, w, u, f, v, n, Q et de F.

Ceci termine la démonstration de (6.18). On montre alors (6.19). Pour cela, on utilise

le schéma numérique (6.16), qui a I'aide de (6.17) peut encore s’écrire sous la forme

suivante :
() =) =k Y (o [Pl ap) = F)] = [P, ) = rr)] )
1EN(p)
+ X ([P - re)] o [P w) - 1))

a€Aeczt(p)

pour tout (p,n) € T x IN.

Et donc

Nrp N

3 Sl 1< ks 5 Lo (s [P )

n=0peT n=0 p€T q€IN(p) ===

n n
up>uq

)
ol (ug%a%ug f(d) = Fle,d)]+ max  [f(e) = Fe, d)})}
+ Z Y Z( ){ oy 12X [F(d,c) — f(d)]

n n
7m0 pET aE Aoy Led<(ug Tull)

ol e () - dﬂ})

P (@ Lup)<e<d< (TR Tun

En utilisant (6.18), on obtient:

>0 % mlp) ] <

i
o
5
\‘{
S0

ou C ne dépend que de T', ug, @, u, f, v, n, Q et de F.
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6.4.3 Inégalité d’entropie continue

On note M(9Q) (respectivement M(Qx IR, ) et M(IQx IR, )) 'ensemble des mesures
positives sur O (respectivement sur  x IRy et 90 x IR, ), c’est a dire des formes
linéaires positives et continues sur C'(Q) (respectivement sur C.(Q x IR, ) et C.(95) x

IRy).
Tout d’abord définissons la trace y(ur ) de la solution approchée par:
(6.23)  y(urp)(r,t) =uysiT€dpNdQetie [1" 1", peT, nelN.

On montre alors une estimation d’entropie continue pour la solution approchée en

établissant le résultat suivant :

Lemme 6.3 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifiées. Soit T un maillage
de Q) satisfaisant la propriété (6.10), et k un pas de temps vérifiant la condition de
stabilité (6.12). Soit ur i, la solution de (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) et v(uwr ) définie
par (6.23).

Alors il existe prp € M(Q x IR}), pr € M(Q) el fiy, € M(OQ x IR,) telles que :

(6.24) Tho+ T20 < T30

pour tout k € IR et tout p € CLHQ x IR, IR,).
Ot :

To == [ Worsest) = sl t)dwdi = [ uo(a) = sl o(2,0) da

Ty = —//M+ [f(uT,k(x,t)m)—f(um(x,t)m)] o(e, ). V(e 1) du di
+//F Xm[ )T, A (g ) (1, £) T

—F(a(r,t)m,y(um)(r,t)m)] o(7,0).n(7) o, 1) dr dt
+//mm+ [F(y(um)(r 0T, (7 4) Th)

—F(y(um)(r,t)m,a(r,t)m)] o(m 8)on(7) (. ) dr dt

el
T30—// (|99t:1?t|—|—|V<,9(:1; t)|)dﬂ7k$t —I—/ (,0) dur(x)
+ //QQXIR+ p(7,t) dity (7, 1)
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De plus pour tout T' € 10, 400] il existe C', D et K, ne dépendant que de n, o, Q, T,

Ug, U, f et v, telles que :

(6.25) pr (2% [0.11)< CVh
(6.26) [ (aﬂ X [O,T])—> 0 quand h tend vers 0
(6.27) p7 () — 0 quand h tend vers 0

Démonstration du lemme 6.3 :

On montre tout d’abord une inégalité d’entropie discrete, c’est a dire:

e e k e e e e e
|up+1 — K| = |uy — K|+ T > (qu [F(up—l—/i,uq Tr) — Fuy Lk, uy J_/i)]
AP 4en(p)

—vy, [F(UZTKJ, uy Tw) — F(uy Tk, u;J_/i)])
k e e —N e —N
+— > v [F(up—l—/i, U, Tw) — F(uy Lk, uaJ_/i)]
m(p) U«G-Ae.rt(p)
(6.28) —vy, [F(ﬂs—l—/@, uy Tr) — F(ua, Tk, u;J_/i)]) <0
pour tout « € IR, tout p € T et tout n € IN.

Démonstration de l’'inégalité (6.28) :

Soient p € T et n € IN, d’apres (6.16) on a:

n k n n n n n n
up+1 = u, + —m(p)qejzv%p) {qu Fuy,uy) — vy, F(uq,up)}
k
+—— Up Py, W) — vy, F(T, uy)
0T T 05 T8) = P )

= G (g € N(p)). T (0 € Aui(p)

D’apres la monotonie de F', G est une fonction croissante en uy (¢ € N(p)) et en

i

! (a € Aepi(p)), c'est aussi, d’apres la condition de stabilité (6.12), une fonction

croissante en uy. De plus:

K= G(li,li (¢ € N(p)),k(a € Aext(p))) pour tout k € IR.

Ainsi pour tout k € IR on a:

k
u;"'l—l—/i <upyTh+ —— > [v;q FluyTr,uy Te) — vy Fuy Tk, u;—l—ﬁ;)]

m(p), &0 "
k
+—— ¥ [%F(u;mw:m)—vzpF@Wvu?“)]
(p) ae.Ae.rt(p)
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et
”+1J_/<; >y Lk 4 —— [ (up Ly uy Le) — vy Fuy Lk, u;J_/i)]
(p 9€N (p)
TR
vr F(ub Le,w, Le) — ol F(u, Lk, u”J_/i)]
ETOIR T S

La différence de ces deux inéquations donne (6.28).

On montre alors (6.24). Soient k € IR, o € C}Q x IR, IR, ) et T € ]0, 400 tel que
le support de ¢ est inclus dans € x [0,7]. On note alors Ny = max{n € IN;n <
T/k+1}.

t77«+1

On multiplie 'inégalité d’entropie discrete (6.28) par / c,o x,t)dxdt, et on

somme sur p € T et n =0,..., Ny, on obtient alors:
(6.29) T+ T, <0
avec:
n—I—l _ _ n __ g+l
_ye oy M e Y ey dea
k £ P

n=0peT

Ty = / /c,o(:z;,t) dx dt x
tn Jp

n= OpeT
><{ > (v;q {F(u;—l—ﬁz, uy Tw) — Fuy Lk, UZJ_/{)}
4N (p)
o [P T Th) = Pl Ly 1))

+ > (U” {F(UZTKJ,EZTKJ) — F(UZJ_KJ,EZJ_KJ)}

ra
U«G-Ae.rt(p)

—” {F(ﬂs—l—/@, uy Tr) — F(u, Lk, u;J_/i)D }§ 0

ap

On va montrer que

Tio+ To < T3
en comparant T} a Tig et Ty a Ty, cette comparaison fera apparaitre les termes de

mesures introduits dans 7.

Comparaison de Ty et T

En utilisant la définition de urj et en intégrant en temps il vient :

TIO_ZZW —/<;|/ xt”—c,oxt”“ d:l?—/|uo ) — klp(z,0)dr

p€T n=0
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En reportant les différences sur |ur i — x| on peut encore écrire Ty sous la forme
suivante :

o=y 3 0

p€T n=0

n-|—1 _ /<J| _ |uz _ /<J| ntl

/ o(x, ") d dt
k tn

4 [ (180) 51 = o) = ) (,0)

o up(z) =u)siz €p(peT).
Comme la fonction |. — k| est lipschitzienne de constante de Lipschitz égale a un et

d’apres la régularité de ¢, on obtient:

Nrp gntl
=Tl £ 3 Sl =l [ [l t) dodit [ Jub(e) = wola)] (. 0) do
& p

n=0peT

Ce qui donne:
(6.30) |Ty — Tho| < // |<,ot x, 1) |d/,LTk z,t —I—/ (,0) dur(x)

ou les mesures /~L(79,)k € M(Q x IR, ) et ur € M(Q) sont définies de la fagon suivante:

// J}thTkJ}t ZZ|U”+1—U”|/ /|;/):1;t|d:1;dt
QX]R+

n=0peT

Ve C(x IRy)

| @) dur(e) = [ (@) = w(o)] [pa) de Vv e C@)

D’apres (6.19) on a:
(6.31) uP (@ = [0.17)< CVh

ou C ne dépend que de T', ug, @, u, f, v, n, Q et de F.

De plus d’apres (2.48) page 54 chapitre 2 u9 tend vers ug lorsque b tend vers 0 dans
LY(), et donc:
(6.32) lim () = 0

h—0

Comparaison de Ty, et T,

Décomposons tout d’abord Tyg sous la forme suivante :
T50 = To9a + Toop
ol :

Thou = — / /Q - [Flurale ) Tr) = flurale. t)Lr)| v(e, t).V (e, 1) de di
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et:
Toop = //F ><1R+[ u(r, )Tk, ’y(uTk)(T,t)T/i)
—F(H(T, L, y(urg)(T, t)J_/i):| o(1,t).n(1)p(r,t)drdt

—I_//r;rszJ, [F(’Y(UT,k)(T,t)T/i,ﬂ(nt)T,i)
_F(V(uTvk)(ﬂt)J-’ivﬂ(Tvt)J-’i)] v(7,t).n(T) p(7,t) dr dt

Comme pour T, en utilisant la définition de w7, et la formule de Green, on obtient :

7Im,-l- 1

/ (7,1).n,, dr di

Taos = — ZZ[ up Tr) — f(u L) ( /

n=0peT

7Im,-l- 1

+Z/t

U«G-Ae.rt

/a o(r,t)o(r,t).ndr dt)

puisque divo(z,t) = 0 pour tout (x,t) € Q x IR,

Remarquons alors que pour tout n € IN, p € T et ¢ € N(p), on a:

v(T, )Ny = (U(T,t).npq) TO— (U(T,t).nqp) TO Y (7,1) € apy x [t7, "]

et donc:
1 NT tn+1
T20a:§ZZ > {/ / O(T, 1)1y T()c,o(rt)drdt
n=0p€eT geN(p "

[F(u;—l—/i, ug Tw) — flup Tr) — Fuy Le,uy Le) + f(u, Lk)
+flug Tr) = Flup T, uy Th) — fug Le) + Fu) Lk, uZJ_/i)]
/ (1,1) nqp TO o(7,t)dr dt
[F(uj;m, WTk) — f(ul Tw) + F(u" Lr) — F(ul Lk, u" Lx)

+fuy Tr) — Fug Truy Tr) — fluy Le) + Fuy Lx, u;J_/i)]}

7Im,-l- 1

—zzz/t

n=0 peTae-Ae.rt

/ (7,1). (r,t)drdt {f(u;—l—/i) — f(u;J_/i)}

MY Y ¥ .

n=0 peT ae-Ae.rt

/a (U(T, t)n(T)) TO
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[F(u;Tli,ﬂ(T, OTkK) — F(u, Le,a(r, t)J_/i):| o(7,t)dr dt
gttt

/ )TO [F(H(T, )Tk, upyTr) — F(u(r,t) Lx, UZJ_/{)] o(7,t) dr dt

Remarquons alors que, comme divo=0, d’apres (6.17), on a:

t77«+1
T, = / c,o x, 1) d dt x
n

n= OpeT

X ( > {v;q [F(u;—l—/i, up Tr) — flup Tr) — Fluy Le,uy L) + f(u;J_/i)]
g€N(p)
—v [F(UZTKL, uy Tr) — flup Tr) — Fluy Le,uy L)+ f(u;J_/i)] }_|_

+ > {v” [F(u;TKJ,ﬂZTKJ) — fluy Tr) — F(uy L,y Lr) + f(u;J_/i)]

ra
U«G-Ae.rt(p)

—o" [F(ﬂZTli, uy Tr) — fluy Tr) — F(uy Le,uy Lk) + f(u;J_/i)] }) <0

ap

par conservativité, ’expression précédente s’écrit encore :

ZZ > {%l:nﬂ/p@(aj,ﬂdwdtx

n=0pET qeN(p
X (qu [F(u Tk, u Tli) f(u;—l—/i) — F(u;J_ﬁ;, ugj_ﬁ;) + f(u;J_/i)]
+oy, [f(u;—l—/i) — FuyTr,uy Tr) 4+ Fuy Le,uy Lr) — f(u;J_/g)D
1 7Im+1
—I——/ /c,o(:z;,t) dx dt x
tn q

X (vgp [F(uZTli,u;Tli) — fluy Tr) + fluy Lr) — F(UZJ_KJ,UZJ_KJ)]

o, [0 T = P T T+ Plag L 1) = i Lo)] )

7Im,-l- 1

/ c,o x, 1) d dt x
i
Z {v;a [F(UZTKJ,EZTKJ) — f(u;—l—/i) — F(u;J_/i,HZJ_/i) + f(u;J_/i)]
U«G-Ae.rt(p)
_vgp [F(EZTK;, u;—l—ﬁ;) — f(u;—l—/i) — F(u) Lk, u;J_/i) + f(u;J_/i)]}

Ainsi, d’apres les dernieres expressions de Tyg,, Too, et T3, on a:

8
(6.33) Ty — Tho| <D A

=1
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ou:

Ay

Ay

As = %T: D3 )/t:nH/gpq (U(T,t).nqp) TO ‘c,o(r,t) - kn”lo(p) /t" /pc,o(:z;,s) dx ds

A4:

Nrp $n+l 1 g+l
As = ;gaegt(p) » /G(U(T,t).n(T))TO‘cp(T,t) i /t" /pc,o(:z;,s) dx ds

A6:

>
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S5 X [ ) ol - ol [ s deas

‘F(u;—l—/i, uy Tr) — f(u;—l—/i)‘—l—‘F(u;J_ﬁ;, uy LK) — f(u;J_/i)‘ dr dt

Sy [ () L
v(T,1).nye) TO ‘4,9(7', ) — / /c,o(:z;, s)dx ds
n=0p€T geN(p) o Jopg e k m(Q) tn Jq

n n
Uy, >uq

‘f(ug—l—/i) — F(uy Tk, UZTKJ)‘—I-‘F(UZJ_KJ, uy LK) — f(uZJ_/i)‘ dr dt

7Im,-l- 1

n=0pET qeN(p
u;>ug

‘f(u;—l—/i) — Fu, Tk, u;—l—/i)‘—l—‘F(uZJ_/i, uy LK) — f(u;J_/i)‘ dr dt

sy oy [0

1 t77«+1
/ / v(T,1)ngp) TO ‘4,9(7', ) — / /cp(;z;, s)dx ds
n=0p€T ¢qeN(p) a8 Ipq ( qp) k m(q) " q

n n
Uy >uq

‘F(UZTKJ, uy Tr) — f(u?Tﬁ;)‘—l—‘F(u?J_ﬁ;, uy LK) — f(uZJ_/i)‘ dr dt

‘F(u;TKJ,ﬂZTKJ) — f(u;T/i)‘—I—‘F(u;J_li,ﬂZJ_li) — f(u;J_/i)‘ dr dt

Nrp
Z Z Z ‘f(u;—l—/i) — F(HZTK;,u;—l—/i)‘—l-‘F(HZJ_/i,u;J_/i) — f(u;J_/i)‘

n=0 peT a€Aecqpt p

(r)
gttt 1
(—U(T,t).n(T))TO ‘c,o(r,t) — ) /

tn a

7Im,-l- 1

/ o(x,s)drds| dr dt
P

n

7Im,-l- 1

/a (U(T, t).n(T))TO o(7,t)dr di

n
n=0 peT ae-Ae.rt(p) !

‘F(u;—l—ﬁz,ﬂ(r, OTR) = Fluy Tr,u, Tr) — Fuy Le,u(T,t) L) + F(u;J_li,ﬂZJ_li)‘

L=YY Y

7Im,-l- 1

/G(—U(T, t).n(T))TO o(7,1)

n

n=0peT ae-Ae.rt(p)

‘F(E(T, t) Lk, uy Le)—F(uy L, uy Le)—=F(U(r,6) Tr,uy Tr)+F(u, Tk, u;—l—/i)‘dr dt
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Traitons le terme A, pour cela remarquons que pour tout x € IR, tout p € T et tout

q € N(p) tel que u; > u7, on a:

ug <b<eluy

(6.34) 0 < Fluy Tr,u, Tr) — fluy Tr) < max (F(c, b) — f(c))

En effet comme uy < uy alors ugf Tr < uy Tk et donc d’apres la décroissance de F

par rapport a son deuxieme argument, on a:
0 < FluyTryugTr)— Fluy Tr,uyTre) = Fluy Tr,uyTr) — fluy Tk)

Pour établir "autre inégalité, il suffit alors de considérer tout les cas de figure pos-

sibles :
n n
o K> Uy > Uy

FlupTr,ui Tr) — fluy Tr) = F(r, k) — f(k) < max (F(c, b) — f(c))

qu<b<C<’U,pL

FlupTr,uy Tr) — flup Tr) = Fuy, k) — f(uy) < max (F(c, b) — f(c))

p) =
up <b<eLuy
n no>
* u, > U, =2 K

F(u;Tli,uZTli) — f(u;—l—/i) = F(ul,u?)— f(ul) < max (F(c, b) — f(c))

p? e Pl = ull <b<LeLul
De la méme fagon, on montre :
(6.35) 0 < Fluy L, uy Lr) — f(uy Lr) < ugéilfc};u; (F(c, b) — f(c))

De plus pour tout 7 € a,, et tout ¢ € [t",¢"T![, on a:

7Im,-l- 1

‘c,o(r,t) — ) Je /pc,o(:z;,s) dzx ds

(6.36) < (:L(;)Z) /j /p/ol

ou z(x,7,t,8,0) = (T+(9(:1;—T),t+(9(5—t)).

©t (Z(l', 7,1, 8, 9)) ‘—I—‘ch (Z(:L‘, T,t,8, (9)) ‘ df dx ds

Ainsi, d’apres les inégalités (6.34), (6.35) et (6.36), il vient:

(6.37) A< [ oD+ Voo 0 duf) o)
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ot pour tout ¢ € C.(Q x IR}), on a:

//MR+ DLTCOED DD ungggéu;(F(c,b)—f(c)) 7275?(;):)

nelN peT quN
/t

Uy, >u
tn+1
De la méme facon, on obtient :

n+1
/ v(T,1) npq TO // ‘@/} T+6(x—7), t—l—@(s—t))‘d@dxdsdrdt

(6.38) A< [ (lede 0l + Ve 0)l) duifr. )

ot pour tout ¢ € C.(Q x IR}), on a:

//QX]R+ x, 1) dMTk x, 1) Z Z Z ng?géu;(F(c’b)_f(b)) 27:@(;;:)

nelN peT quN
/t

Uy, >u
de plus:

(6.39) A< [l (ode D+ V(. 0l) diife 1)

tn+1

gntl
/ v(T,1) npq TO // ‘@/} T+6(x—7), t—l—@(s—t))‘d@dxdsdrdt

ot pour tout 1 € C.(Q x [R+), on a:

//QX]R+ x, 1) dMT x, 1) Z Z Z "g?c);ug(f(c)_F(b’C)) Q;h(]j;:)

nelN peT quN
/t

Uy, >u
tntl 1
/ v(T,1) nqp TO // ‘;/}(T—I—@(:l;—r),t—l—e(s—t))‘d@d:z;dsdrdt
n pJO
et enfin :
(6.40) A< [ (ede 0l + V6 0l) duffi. )

tn+1

ot pour tout 1 € C.(Q x [R+), on a:

//QX]R+ x, 1) dMTk x, 1) Z Z Z "g?c);ug(f(c)_F(b’C)) Q;h(]j;:)

nelN peT quN
/t

Uy, >u
tn+1
On traite les termes de bord As et Ag de la méme fagon, il vient:

gttt
/ v(T,1) nqp TO // ‘@/} T+6(x—7), t—l—@(s—t))‘d@dxdsdrdt

(6.41) A< [ (ode 0+ V(. 0l) dif 1)
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ot pour tout ¢ € C.(Q x IR}), on a:

//szRJr Y(a,1) d/”L(;j,)k(xvt) =
2(h +k)
DD max (F(C, b) — f(C))W

T ko3 " n
n€IN pET a€Arnt(p) ( Lun)<b<Le<L(uy Tull)

7Im,-l- 1

/tn /G(U(T,t).n(T)) t"*// W) T4+ 0(x—7), t-|-0(5_t))‘ d0 d ds dr di

et:
(6.42) A< [ (o0 Vol )] dulfl .1

ot pour tout ¢ € C.(Q x IR}), on a:

/OQXR+¢%$J)dM$L¢at):
> 2(h+ k)
5. max (€~ F(b ) T

nEIN pET € Aum(p )(_"J_u")<b<c<( uy Tul)
tntl tntl 1
/ /(—U(T,t).n(r))TO // ‘;/)(T—I—@(:l;—r),t—l—e(s—t))‘ df dx ds dt dt
£ a £ pJO
Pour traiter A; et Ag commencons par remarquer que:

‘F(u;—l—ﬁz,ﬂ(r, OTR) = Fluy T,y Tr) — Fuy Le,u(7,t) L) + F(u;J_/i,ﬂZJ_/i)‘
<2 M, [u(r,t) —u,|

et
‘F(ﬂ(T, t) Le,uy L) — F(uy Le,uy Le) — F(a(r,t) Tr,uy Tr) + F(u, Tr, u;—l—ﬁ;)‘
<2 M |u(r,t)—uy|
Ainsi:
(6.13) At as< [ el dr ()

ou pour tout ¢ € C.(IQ x IR), on a:

//QQXIR+ (7, 8) diig k(7 1)
k) /QQ/IR+ ‘U(T7t)'n(7—)‘ [ (m, O [u(r,t) — Ty k(7. 1)| dr dt

o Urp(m,t) =usiT€a,a€ Aulp), pe T et t € [t ¢"T [, n € IN.
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On a alors pour tout 7' €]0, +o0[:

CICRIUED SRIRTED o) i o U (S CRTEN )
P n€IN peT q€IN(p) o

n n
up>uq

+ max (F(c, b) — f(b)))

ug <b<eluy

ol (uggilﬁé y (f(e) = F(b, c))+ug§%§ u; (f(e) = F(b, c)))]

EGLPI )(v;;a e (et = 1)

n€lN pETaEAemt P

+o” max (f(c) — F(b, c)))

P @ Lun) <b<e<(@2Tul)

et donc d’apres (6.18), il vient:
6

(6.44) S (@x0.1)< cvh
=1

pour tout T' €10, 4+00[ et ou C ne dépend que de T, ug, u, u, f, v, n, Q et de F, v,
F et de a.

De plus, puisque w € L>°(92 x IR ), on montre que pour tout 7' €]0, 400 :
(6.45) }ILE%ETJC(@Q % [0,7])=0

On établit ce résultat, par “carte locale” pour se ramener & un hyperplan de IR?,

comme on a montré (2.48) page 54.

Conclusion :

On reporte (6.30), (6.33), (6.37), (6.38), (6.39), (6.40), (6.41), (6.42) et (6.43) dans
(6.29), il vient:

TotTo< [[ (w NI+ Ve, t)l)dwkxt + [ pla.0) dure)

t)di t
[ e 055

ol
6 .
Tk = ZM(;‘)JC
=0

D’apres (6.31) et (6.44), on a:

pr (2% [0.11)< CVh
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ou C ne dépend que de T', ug, w, u, f, v, n, Qet de F, v, I et de a.
De plus d’apres (6.32) et (6.45), on a:

lim pr(Q)=0 et %i_r}réﬁfk(aﬂ % 0,77)=0

Ce qui termine la démonstration du lemme 6.3.

6.5 Définition d’une solution processus entropique

Afin de définir la notion de solution processus entropique, on définit comme dans [34],
une notion de trace pour u € L= x IRy x]0, 1]).

Lemme 6.4 Comme Q est un domaine polygonal (d = 2) ou polyédrique (d =3), il
existe Ny sous ensembles de OQ inclus dans différents hyperplans de IR® tels que en
notant 08y, ..., 0Qn, ces ensembles, on ait O = vazdlaﬂi.
Soit € L®(Q x IR, x]0,1[), on note U = ||p||o et ft € L=(IR x IR, x]0,1[) telle
que :

w(z,t, ) stizef,telR,, a€ [0,1]

fiz,t,a) =
0 siz€ (IRT\Q), 1€ IRy, ac [0,1]

Alors, il existe yu € L°(0Q x IR4 x]0,1]), et il existe une suite (e1)1em, iMoo €1 =
0, telle que, pour tout g € C([-U,U]):

Na 1 r2a g1
lim ;//QQM1R+ - /0 g(i(x(r,8),t,0))dads o(T,t) dr di

l_H—OOi
Ny .
B t,a)d t)dr dt
;//QQixﬂ%+/() glyp(r,t, a)dap(T, ) dr

pour tout o € LY(OO X IR), ot x(7,s) = 7 —n(T) s pour tout 7 € IN et s € [g,2¢],

pour tout | € IN et ou on rappelle que n est la normale a O) extérieure a €.

Démonstration du lemme 6.4 :

Remarquons que pour tout g € C'([—-U,U]) et tout £ > 0, on a:

1 2e 1 N
[ ] stitar.s).t.0)) dads| < llgleg-ou

Donc, d’apres la séparabilité de I'ensemble des fonctions continues sur [—U, U] et
d’apres la relative sequentielle compacité des bornés de L>(9€ x IR ) pour la topo-

logie faible %, en utilisant un procédé diagonal, il existe une suite, (¢;)iepv telle que
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limy 400 &1 = 0 et telle que pour tout g € C([—=U,U]) il existe U, € L*(9Q x IRy)

tels que:

lim g?//a L /01 g(i(x(r,8),t,0))dads o(T,t) dr di

l_H—OOi QxIR4 €] Je

Ng
= U,(7,t t)dr dt
S [, Vot ol tydr

pour tout ¢ € L*(9Q x IR,).
Soit i = 1,..., Ny, et (7,1) € 99; x IR4, on suppose 7 & 0(9%;), ou I(I;) est le
bord de 9€); dans IR,

On note alors:

gy = {9 e C([-U,U]);

1
lim / U,(7,t)dr dt existe dans IR
=0 m(By((7,1),¢)) JBa((rt).e) o(7:1) }

| Bul(m1).2) = {(1:5) € 00 x Ry [[(mt) = (3, )]la < )

en notant ||.||4 la norme Euclidienne de IR?.

Si g € F(74), on note:

L 1
7,(r,1) = lim / Uyl t) dr dt
9( ) e—0 m(Bd((T, t), 5)) Ba((7,t),e) 9( )

On définit T @ Flry — IR , alors F{;; est un espace vectoriel qui
g — U,(7,1)

contient les constantes et T(; ;) est une forme linéaire positive sur |, donc d’apres

une version modifiée du théoreme de Hahn-Banach (voir [16]), on peut prolonger T(,

en T'(; 4 forme linéaire et positive sur C'([—U, U)).

Alors d’apres le théoreme de Riesz, il existe une mesure sur les boréliens de [—U, U]

telle que:

— U
Tirn(g) = Uy(r, i) = /_U g(A) dvi-4(X)  pour tout g € F{,

Remarque 6.4 v est une mesure de probabilité car 1 : M1 € F,y et U (X)) =1
done :

U
| dveath) =1

Soit g € C([-U,U]), dire que g € F{(;4 signifie que (7,) est un point de Lebesgue de
U, (i.e. Uy(7,t) existe). Or une propriété des points de Lebesgue (voir [33]) est que

UQ(T7t) = UQ(T7t) P-pP- (T,t) € an X [R_|_
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Donc: -
Up(rt) = [ gV dveny(3)
pour tout g € C([-U,U]), p.p. (1,1) € 9Q; x IR, pour tout ¢ = 1,..., Ny.
Alors d’apres [17], il existe yu € L= (9Q x IR1 x]0,1]) tel que
1
/ gyu(r,t,a))da = Uy(r,t)  p.p. (1,t) € 0Q x IR, et pour tout g € C([-U,U])
0
Ce qui termine la démonstration du lemme 6.4.

Remarque 6.5 Remarquons que vu n’est pas définie de maniére unique, elle dépend
de la suite (g))1en considérée. Toutefois, on montrera dans le lemme 6.5 que f(yu)

est définie de maniere “unique”.
Définissons alors ce qu’est une solution processus entropique :

Définition 6.1 On suppose les hypothéses (6.4) vérifiées.

Alors € L=(Q x IRy x [0,1]) est une solution processus entropique de (6.1), (6.2)
et (6.3) si p vérifie:

o [ bttty e s
+ /QleJ,/ ( (x,t,a)TK)— f(/,c(x,t,oz)J_/i)) dav(z,t).Ve(z,t)dr dt

Lo [ st =) (POt ) =)
(6.46) o(1,t)n(1)p(r,t)dadrdt >0
pour tout o € CHQ x IR, IR) et pour tout x € IR.

Comme pour la formulation entropique, si f est croissante, il n’est pas nécessaire de
définir la trace de p pour caractériser une solution processus entropique. On a dans
ce cas le résultat suivant :

Proposition 6.2 On suppose les hypothéses (6.4) vérifices. On suppose de plus f
croissante.

Alors € L=(Q x IRy x [0,1]) est une solution processus entropique de (6.1), (6.2)
et (6.3) si et seulement si p vérifie :

// / |M z,t, o) — k| da g, ) d:z;dt—l—/ luo(x) — k| p(x,0) da
Qx IRy Q

+ (x,t,a))—f(kK)

dav(x,t).Ve(z,t)de dt

QX]R+

(6.47)

_f(/i)) o(r,t)n(1)p(r,t)drdt >0

pour tout p € C! ((Q x IRy)Uls, ]R+) et pour tout k € IR.
On rappelle que : I, = {(T,t) €00 X IRy ; v(r,t)n(T) < 0}
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démonstration de la proposition 6.2

11 suffit pour cela d’utiliser 1’égalité (6.64) du lemme 6.7, on a alors:

f(@lr0)= f(hu(r,t,0))

p.p. (1,t,a) € I'; x [0,1].
En reportant ce résultat dans (6.46), on obtient (6.47).

Comme il a déja été remarqué vu n’est pas unique. Toutefois le terme de bord ren-

contré dans (6.46) est défini de maniere unique. On montre le lemme suivant :

Lemme 6.5 On suppose les hypotheéses (6.4) vérifiées. Soit p € L=(Q x IR4 x[0,1])
solution processus entropique de (6.1), (6.3) et (6.2), i.e. vérifiant (6.46).
Soit T €10, +00[, i € {1,.... Nu} et & € L}(0Q; x [0, T1), k € IR. On définit :

[l

Alors lim._,q TZ»(E)(CI)) existe, on a :

(1,38), t)—l—/i)—f(/l(x(r, s), t)J_/i):|
v(a(r,s),t)n(r)®(r,t)drdtds

lg%T //89 o / [ ’y/,L(T,t,oz)T/i)—f(’y/,L(T,t,oz)J_/i)] da
o(r,t)n(T) ®(7,t) dr dt.

Démonstration du lemme 6.5 :

Remarquons que comme p est solution processus entropique de (6.1), (6.3), (6.2),
on a:

//Qle /l‘ﬂxta ‘da@twt)dxdt—l-/‘uo —/4;‘ (:1; ())d

(6.48) + /QleJ,/ [ (x,t,a)TK)— f(/,c(:zj,t,oz)J_/i)] dav(x,t).Ve(z,t)dedt >0

pour tout ¢ € CH(Q x IRy, IR,).
Soit € > 0, € petit devant §(2), on note:

Qsz{xeﬂ;d(aj,aﬂ)gs} et Q%:{xeﬂ;egd(:p,aﬂ)§25}

On définit A®), ensemble des points = de Q. UQ,. tels que (7(z), s(x)) € 9Q x [0, 2¢]

est défini de maniere unique, ou:

v = 7(2) - s(a) n(7(x))

(voir annexe A pour la caractérisation de A())
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On a alors (voir annexe A):
(6.49) m((Q. UQy)\ A9) < O &2
ou C ne dépend que de (.
Remarquons de plus que si €1 > &4, alors:
{r coN; ¢ A(El)}c {r coN; ¢ A(”)}
Alnsi, soit 1 € {1, ce Nd}, et p € CLO9Q; x IRy) alors il existe ¢; > 0 tel que:

supp(yp) C (8(22' N A(El)) x IR,

Soit ¢ < &1, et ¥ € CL(]0,2¢1]), on choisit comme fonction test dans (6.48) ¢ X v, on
obtient alors:

Bi(s)+ Cl(s) 4+ Di(s) + Ei(s) > 0 au sens des distributions sur ]0,2 e

avec:

Bi(s) = //amleJ, /Ol‘ﬂ(x(T,s),t,oz) — li‘ dopy(T,t) dr dt

Ci(s) = —//mlm+ /01 [f(/l(x(r,3),t,oz)"l—/i)—f(/l(x(r,3),t,oz)J_/<;)] do

v(a(r,s),t)n(r)p(r,t)drdt

Dis) = //MMR+ /01 [f(/l(:z;(r,s),t,oz)T/i)—f(/l(x(T,5),t,oz)J_/<;)] do
v(a(r,s),t). V(T t)drdt

Ei(s) = //amxmjuo(x(r,s)) — li‘ o(7,0)dr

ou l'on rappelle que z(7,t) = 7 — n(7 s.

Comme B;, D; et E; € L'(]0,2¢,[) € M(]0,2¢,]) = (C([O,Zel]))/, que toute dis-
tribution de signe constant est une mesure alors C! € M(]0,2¢]). Et donc C; €
BV(]0,2¢e4]), ou BV/(]0,2¢1]) est 'ensemble des fonctions a variations bornées sur
10, 2&4].

Ainsi, d’apres les propriétés de BV/(]0,2e4[):

liml 2602'(5) ds = //amleJ, /01 [f(’y/,L(T,t,oz)T/i)—f(’y/,L(T,t,oz)J_/i) dov

e=0 ¢ Je

(6.50) o(r,t)n(1)p(r,t)drdt
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Soit ® € C(9Q x IR, ) et CH(9Q; x IRy) pour tout j = 1,..., N;. Notons alors que,
VY >0,3e >0 tel que:

(6.51) 3062 € C(9Q; x IR,), C* par morceaux et telle que:

(6.52) {(T,t) €00 x IRy ; ®)(1,1) = CI)(T,t)}C (602» N A<62>) X IR,
(6.53) m ({(T,t) €00 x IRy ; ®E(7,1) £ CI)(T,t)}) <

(6.54) des, 63 < &g, tel que Ve < &3 Supp(q)(sz’)) C (aﬂi N A(E)) x IR

On définit BZ»(E’EZ)), pour tout ¢ < &3, par:
2e
”2 = t,a)T iz, t, o)L
— 2 [ [P TR = e ) )

v(a(r,s),t).n(r) @(62)(7', t)dr dtds
Alors d’apres (6.50) et (6.54):
lim B = // /[ o) Tr)— o)l ]d
lim B; - flyplr t,a) Tr)=f(yu(r, 1 o) Lk)| da

v(r,t).n(r) ®E (1, 1) dr dt

et donc, d’apres (6.51), (6.52) et (6.53):

hmT( )(CI)) = lim lim B(E #2)

e—0 eo—0e—0

= //QQMJRJ, /0 [f(’y/,c(r,t,oz)T/i)—f(’y/,L(T,t,oz)J_/i)] dav(r,t).n(t) ®(r,t)drdit

Soit T €10, +oc[ et ® € LY(9Q x [0,T]) alors il existe (CI)(”)) e C.(09 x [0,T))
telle que:

lim ¢ =o
n—+400
dans L'(9Q x [0,T7]).
D’apres ce qui précede, on a:
lim 7 // /[ o) Tr)— ,t,L]d
lim 7; o] (yu(, b, 0) T )= f(ypu(, 1, @) Lk) | da

v(7,t).n(r) ®W (1, 1) dr dt = T;(®™)

Ainsi pour tout n € IN :

T(@) = Ty(@)] < 2[|8") — @12 aaupo.ry +

K3

En passant a la limite sur € puis sur n, on obtient le résultat cherché.
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6.6 Existence d’une solution processus entropique

La stabilité obtenue dans le lemme 6.1, donne suffisamment de compacité pour passer
ala limite dans I'inégalité d’entropie continue (6.24). Ceci permet de montrer le lemme

suivant :

Proposition 6.3 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifies. Soit T un
maillage de Q satisfaisant la propriété (6.10), et k un pas de temps vérifiant la condi-
tion de stabilité (6.12). Soit ury la solution approchée donnée par (6.13), (6.14),
(6.15) et (6.16).

Alors ur ) converge (a une sous suite prés) vers u € L*(Q x IR x]0,1[) au sens non
linéaire faible x lorsque h tend vers 0. Cest a dire qu’il existe (h;)jemn, limjsq0 by =
0 et telle que pour tout g € C([-U,U]) :

lim // glurp(x,t))e(a, t)de dt = // / e, t,a))dap(x,t)de dt
J—too QX]R+ QxIRy

pour tout ¢ € L'(Q x IR,).
De plus o est solution processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. p vérifie:

[ [ bttt e ol
+ /QleJ,/ ( (x,t,a)TK)— f(/,c(x,t,oz)J_/i)) dav(z,t).Ve(z,t)dr dt

B /am+ /01 sign (7, 1) = r) (f(»w(r,t, ) Tr)—f(u(r.t, QM)
v(r,t).n(1) (1, t) dadr dt >0

pour tout o € CHQA x IR, IR ) et tout x € IR.

Démonstration de la proposition 6.3 :

D’apres la stabilité L>(Q x IR, ) de la solution approchée, établie dans le lemme 6.1 :

Y (wr )L @axmry) < lurrllre@xmy) S U
D’apres [17], il existe une suite (h;)jem, limjyi0 hj = 0, il existe p € L®(Q x
IR x]0,1[) et @ € L=(09 x IR4 x]0,1]) telles que:

lim +(ur k) = £ non linéaire faible %
j—too

et

lim w7, r, = p non linéaire faible %
jortoo
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C’est a dire que pour tout g € C([-U,U]):

lim // UTk :L't)) (x,t)dxdt = // / :L'toz dozc,o(:z;,t)d:z;dt
J—++oo QX]R+ QxIRy
(6.55)

pour tout ¢ € L'(Q x IR,).

De méme:

lim //axlleJ, g(’y(u%k])(r,t)) (T, t)drdt =

j—+oo

(6.56) //89x1R+/ (T, t,a) da (T, t)drdi

pour tout ¥ € L'(9Q x IR ).

On va alors passer a la limite dans (6.24). Remarquons que (6.55) permet de passer a
la limite dans les termes intégrés sur 2 x IR} mais que (6.56) ne le permet pas dans
les termes de bord. Pour passer outre ce probleme, on utilise le lemme suivant dont

la démonstration est donnée, entre autres, dans [7]:

Lemme 6.6 Soit K C IRV (N > 1), K compact. Soit (u,)ney une suite bornée de
L(K) et w € L(K x[0,1]) telle que u,, converge vers u non lin€aire faible x lorsque

n tend vers +o0o.

Alors :
‘ 1
Jim [ g(guw) ey = [ [ g(yuly. ) dao(y)dy
pour tout g € C(K x IR, IR) et tout ¢ € L*(K).
Soit 1 € {1,..., Ny} et T €]0, +o0[, on note alors:
oyr = {(m1) € 00 x [0,T7; v(r,1).n(r) < 0}

Puisque v est continue par rapport a ses deux arguments, on a:

Crvr = {(7.1) € 00: x [0, T]; v(r.).n(r) < 0}

et donc:

Top = {(r.1) € 00 < [0.T]; v(r,1).n(r) < 0}
= {(7,1) € 99 x [0, T]; v(r,1).n(r) < 0}

de méme:

T, ={(r.1) € 90 x [0, T]; o(r,t).n(r) > 0}
= {(7,1) € 99 x [0, T]; v(r,1).n(r) > 0}
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Comme @ € L=(9Q x IRy) alors @ € L}, (09 x IRy) et donc, il existe (@™),en C
C.(09 x IR, ) telle que:

lim Hu —

n—+400 loc QQXIR'I') - 0

D’apres la régularité de F' et le lemme 6.6, il vient :

jginoo //_ [ (7, 0) TR, y(ur k, )(T,t)Tli)—F(ﬂ(n)(T,t)J_li,’)/(UTJC )(T,t)J_li)]
o(1,t).n(1)p(r,t)drdt

= // / [ (1, 1) Tk M(T,t,Oz)T/i)—F(ﬂ(n)(T,t)J_/i,ﬁ(T,t,Oz ]
o(1,t)n(1)p(r,t) dadr dt

Ainsi
‘// [ W) T, (1 ) (7)) = F (7, 0) L, 37,7, 0) L) | (7, 0).n(7)
£) dr dt — // / [ w(r, ) Tr /,L(T,t,a)T/i)—F(H(T,t)J_/i,ﬁ(T,t,oz)J_/i)]
U(T,t).n(r)cp(r,t)dozdrdt‘
<AMV HQQHOO//QQX[QT]\E(TJ) — ) (r, )| dr di
+ ‘// [ (7. ) Tres 1 (i )(T,t)m)—F(w)(r,t)M,y(u@,k])(r,t)m)]
o(r 8)on(r) () drdi — // /[ (7, 8) Th (7, 0) Tw)
—F(ﬂ(”)(r,t)J_ﬁ;,ﬁ(r,t,oz)J_/i)] o(r 8)on(7) (7, £) da dr dt‘

En passant & la limite sur j puis sur n, il vient:

dim [ [ i [F(a(r,t)m,y(u@,kj)(r,t)m)—F(u(r,t)M,y(u%)(r,t)m)]

o(r 1) () o(r 1) dr dt
_// / [ w(r, )T /,L(T,t,oz)T/i)—F(ﬂ(T,t)J_/i,ﬁ(T,t,oz)J_/i)]
(6.57) o(7, 1) () o(r 1) dadr dt
De méme, on montre:
dim [ /F ) [ (ur ) (T,t)m,u(r,t)m)—F(y(uT],k])(r,t)m,u(r,t)m)]

o(r, 1) () o(r 1) dr dt
_ /ﬁ/ [ (T, 1, 0) Th,ai(r, ) Tr) - F(ﬁ(r,t,a)J_/i,ﬂ(r,t)J_m)]
(6.58) o(7, 1) () o(r 1) dadr dt
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En utilisant (6.55), (6.57) et (6.58), on peut passer a la limite dans 'inégalité d’en-
tropie continue vérifiée par la solution approchée (6.24), on obtient :

// / lp(z,t, o) — k| i, t) dozd:z;dt—l—/ luo(x) — k| p(x,0) da
Qx IRy Q

Lo ( ) )= F (a1, 0) 1)) o, 0).Vip (1) dode

6.50) ~ [ [ (F@r 0T gl t.0) To) = P(a(r, ) L., b, ) L)
o(1,t)n(1)p(r,t) dadr dt
_ /r+/ a(r t,a)Tr,a(r, ) Tr)—F(u(r,t, o) Le,u(r,t) Lk))

o(1,t)n(1)p(r,t)dadr dt >0

pour tout x € IR et tout ¢ € CHQ x IR, IR ).

Il ne reste donc plus qu’a retrouver les bons termes de bords. Pour cela, on utilise
une technique introduite dans [3].

On remarque tout d’abord que d’apres la monotonie de F':
P@Tr,aTe)—F(@Le, ile)< sgn(t — &) (F(w,7) — f(r))
p.p- 7, ¢, a dans I'; x]0, 1], et
—P(ETr, T )+ F(ILs, TLk)< sgn(@ — k) (= F(7.7) + f(r))

p.p- 7, t, o dans 't x]0, 1.
Ainsi d’apres les inégalités précédentes et d’apres (6.59), p et @ satisfont I'inégalité
suivante

//QleJ,/ lp(z,t, o) — k| oi(x,t) do dx dt—l—/ﬁ|u0(:1;) — k| p(z,0)dz
- //F;/o sgn(u(r,t) — /i)(F(ﬂ(T,t),ﬁ(T,t,oz))—f(/i)) o(T,t).n(T)@(T,t)dadr dt
- /F+ /1 sgn(u(r,t) — ’f)(F(ﬁ(Tataa)aﬂ(T,t))—f(/i)) o(r,t).n(7)p(r,t) dadr dt

+ / / ( (x,t,0)TK)— f(/,c(x,t,oz)J_/i)) v(a,t).Vo(a,t)dade dt >0
QX]R+
(6.60)
pour tout & € IR et tout ¢ € CHQ x IR, IR}).

On montre alors le résultat suivant qui permet de retrouver les “bons termes de bord”

et donc de montrer que p est solution processus entropique:

Lemme 6.7 On suppose les hypothéses (6.4) et (6.11) vérifiées. Soit T un maillage
de Q) satisfaisant la propriété (6.10), et k un pas de temps vérifiant la condition de
stabilité (6.12). Soit ury la solution approchée donnée par (6.13), (6.14), (6.15) et
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(6.16). Soit v(ury) la “trace” de wry définie par (6.23) On note u (respectivement
o) une limite non linéaire faible x de wury, (respectivement de v(ury)). De plus, on
note vy une des traces de p (celle ci dépend de la suite (g7)) définie dans le lemme

6.4.
Alors:

(6.61) /01 [f(w(r,t,a))—F(u(T,t),p(r,t,a))] do=0 pp(rt)el-

et
(6.62) /0 [f(w(r,t,a))—F(p(T,t,a),u(r,t))] da=0 pop(rt)elt

De plus, on a:

[ Uontr ) To)=f(a(r.t,0) L) —sgn(atr, 1) — )
(6.63) X (f(’y/,c(r,t,oz)) — f(/i))} v(r,t)n(t)da >0

pour tout k € IR, p.p. (1,1) € 0N x IR,.
St de plus f est croissante, il vient :

(6.64) f@(r, )= flyu(r.t,e)) pp. ((7,1), @) I x [0,1]

Démonstration du lemme 6.7 :
Soit € > 0, ¢ petit devant §(£2). On rappelle que 'on note:
Q. ={reQ; dz,00)<e} et Q.={reQ;e<d,d0) <2e)

On commence par construire une fonction qui tend vers 'indicatrice de £). On définit

e par:
@:(2) = min [max (M — 1,0) ,1]
€

pour tout x € €.

Remarquons alors que:

1 SI$EQ\(Q5UQ25)
polz) = g(x) sl z € €.
@y G e0una®

g

ot I'on rappelle que A®) est I'ensemble des points x de Q. Ny, tels que (7(x), s(x))e
0 x [0,2¢] est défini de maniere unique avec @ = 7(x) — s(x) n(7(x)).
Soit @ € C'(9N), C! sur 9% pour tout 7 = 1,..., Ny On définit x.o : Q@ — IR
par:
O(r(x)) (1 — p(x)) sixe AL
Xeo(2) = :
0 stz €0\ (2:UQy)
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On raccorde alors vz a (2. U Q) \ A de telle sorte que Xe.0 soit C'! par morceau

sur et que:

C
|Vaixea(z)| < - pour tout = € (Qs U st) \A(E)
(6.65)

xeelleo < {19

ou C' ne dépend que de 2 (voir en annexe A pour la construction de y. ).

En dimension 1, si Q =]a,b[, on a:

Xs,@(x)

Fig. 6.1 -

Soit ¢ € C}(IR4, IR, ), on choisit alors comme fonction test dans (6.60):

ple,1) = xeo(@) (1)

On obtient :
(666) Tls —I' T26 —I' T36 —I' T46 —I' T56 Z 0

// / \p(x, b, a) — w|(t) Xe0(x) dade dt
Q2EUQEXB+

T = [ o) = 5] (0) xeolr) do di

T3 = //92EXB+ /01 (f(/,c(x,t,oz)—l—/i)—f(/,c(x,t,oz)J_/i)) v(a,t).Vxeolr)(t)dode dt

avec:

T == [ [ sonate.1) — ) (G0, 0). 77, 00) 1)
o(1,8).n(7) xea(T)(t) dardr dt
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-/ /w / sgn(u(r,t) —x) (f(w) = F(f(r, 1, 0).u(r.1)))
v(7,t).n(T) Xe0(7) (1) dardr dt

Remarquons tout d’abord que comme x. ¢ reste bornée et que m(2. UQy.) < C'e ou

C ne dépend que de (), donc:

IimT). = hm T5. =0

e—0

De plus:
m ({r €00 ; x=0(r) # ®(1)}) < Ce

ou C ne dépend que de (.
Alors :

tig 72 = [ [ [ sgnatr,t) = n) (Fatr. ). (e )= ()
o(1,t)n(7) ®(7)Y(t) dadr dt
et
lim 7. = [ [ son(a(r.t) = ) (F(s) = F(a(r, 1), 5(r, 1))
o(1,t)n(7) ®(7)Y(t) dadr dt

Il reste alors a passer a la limite sur T5.. Pour cela, on introduit T3;,. définit par:

Ty = //(QQEM(E))XBJr /01 (f(M(:z:,t,oz)T/i)_f(M(x,t,oz)J_m))
v(2,1).V [(1 = po(2)) (7 (2))| $(t) da da dt

On a (voir annexe A):

(6.67) m((Q U Q) \ A)) < O &?
ou C ne dépend que de (.
D’apres (6.65) et (6.67) on a alors:

|T365 - T35| S 05

ou C ne dépend que de Q, ¢, &, f, u, ug, k et de v.

Notons:

Tsee = //(Q2EOA(E))XB+ /01(f(ﬁ‘(l‘,t,Oé)T/i)_f(M(fL',t,Oé)J_/i))
o(r(2),4).V (1 = ¢e(2)) O(r(2)) ¥(t) dovda dt
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Comme v est réguliere, que m(€y.) < Ce, ou C ne dépend que de Q et que  est
C(0Q) N CHa) pour tout i =1,..., Ny, on a:

|T365 - T3cs| S 05
ou C ne dépend que de Q, ¢, ¢, f, @, ug, k et des dérivées premieres de v.
On définit alors T34. de la facon suivante:
Na 2e
Poae =3 [ 2 [ ) 10 T (a7 51,1, 0) 1)
o(1,t)n(7)®(7) (1) dads dr dt

ou z(7,8) =7 —n(7)s.

Alors d’apres la définition de ¢. et d’apres (6.67), on a:
|T3cs - T3ds| S 05
ou C ne dépend que de Q, ¢, . f, u, ug, k et de v.

On utilise alors le résultat montré dans le lemme 6.4. 1l existe donc une suite (),
telle que lli_lr_n e =0 et il existe yu € L>(9Q x IR4 x [0,1]), tels que:
—T00

hm Ts4:, = //axlleJ,/ (yu(r,t, ) TR)— f(’y/,c(r,t,oz)J_/i))
o(1,t)n(7) ®(7)Y(t) dadr dt

En passant a la limite sur [ dans (6.66), on obtient:

X
TN
=
N
<
~—~
A
o~
pa—
=|
~—~
A
\'N
e
pa—
|
~
&
pa—
S—’
<
~—~
A
o~
pa—
3
~—~
\]
pa—
o
~—~
pa—
<-
~—~
pa—
I\
e
[
\]
QL
o~

pour tout ® € C(IN, IR,) telle que ® € C'(9€;) pour tout 1 = 1,..., Ny, tout
Y€ CHIRy, IR, ) et tout k € IR.
Ainsi:
1
| UGutr ) Tr)=FGu(r.t,a) Li)=sgn(a(r.t) = r)
(F(@(r.t). (7,1, 0)—f(x))] v(r.t)n(7) da > 0
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p.p. (1,t) € I';, et:

/01 [f(yp(r,t, ) TR)=f(yu(r,t, o) Le)+sgn(u(r,t) — k)
(f(r) = F(r.t,0),a(r,1)))] v(r.t).n(7) da > 0

p.p. (7,t) € I't.
On choisit alors kK > U puis k < U successivement dans les deux inégalités précé-

dentes, on obtient alors:

(6.69) /01 [f(ypu(r, t, @)= F(u(r,t), @(7,t,0))] do =0 p.p.(r,t) €]
et
670) [ Uentrt )= F@r. o) m(r )] da =0 pp(r.t) € TF

En reportant dans (6.68), on obtient :

//aaxm+ /o1 [f(yu(rt,a)Tr)—f(yp(r, t, o) Le)—sgn(a(r,t) — k)%
< (fOyp(rt,0)) = £(5) ] v(r,1)n(7) @(7) (1) dadr dt > 0

pour tout ® € C(I0, IR,) telle que ® € CY(99;) pour tout i = 1,..., Ny, tout
Y€ CHIR4, IR, ) et tout x € IR.

Ainsi, pour tout k € IR, il existe V,, C 9Q x IR, tel que m(V,) = 0 et tel que:

[ [FOm(rta) TR = Fom(r, ) Le) —sgn(a(r, 1) — ) (Fu(r, ta)) = ()]
v(r,t)n(t)da >0
pour tout (7,%) € (09 x IR4) \ V..

Notons V' = U,eqVi, alors m(V) = 0 et pour tout (7,¢) € (092 x IRy)\ V et tout
K€ @,on a:

[ [ Gurt0) )= fn(r,ta) L) =sgn(i(r, ) = ) (Fu(r, ) = ()]
v(r,t)n(t)da >0

Soit k € IR, alors il existe (k,)nemw C @ telle que lim, 1, £, = K, ainsi pour tout

(1,1) € (O x IR4)\ 'V et tout x € IR tel que k # u(r,t):

1

| [emtr ) Tr)=fGurt0) Le)=sgna(r.t) = ) (F(u(r.t0) = ()]
(6.71) v(r,t)n(t)da >0
On va alors montrer que cette inégalité reste vraie pour k = w.

Soit (7,t) € (0 x IR)\ V. Soit (kn)nemw C IR telle que &, tend vers w(T,1) lorsque
n tend vers 'infini.
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On suppose tout d’abord que pour tout n € IN, k, < u(r,t) alors d’apres (6.71):
1
/[f(w(ﬂt,oz)T/fn)—f(w(T,t,a)Mn)
0
_ [f (7/,5(7-, t, oz)) —f(/in)” v(r,t)n(t)da >0
En passant a la limite sur n, il vient :

[ U Gur ) TG, 0)=f(ur,t.0) Lt )] o, .07 do
> [Mrutrt )= fr ) olr,t)a(r) da

De méme, en supposant que pour tout n € IN, k, > u(7,t) et en passant a la limite

sur n, on obtient :

[ G, t.0) Tatr, )= (7, @) L(r ) o7, () da
> = [*rntrt )= fm ) elr,t).a(r) da

Ainsi d’apres les deux inégalités précédentes, on a:

[ Gt 1,0 Tatr, )= (7,8, ) L, )] o, () d 2 0

Et donc on obtient (6.63), c’est a dire que pour tout (7,t) € (0 x [R;)\ V et tout
k€ IR:

[ Lo t0) o= fn(r,t0) L) =sgn(a(r, ) = ) (Fu(r, ) = ()]
v(r,t)n(t)da >0

Montrons alors (6.64). On suppose donc f croissante. Soit (7,t) € (I';) \ V, remar-
quons que d’apres la croissance de f, la négativité de v.n et I'inégalité précédente,

o1 a:

672)f [15n(r.t. @)= (0] = son(a(r, ) = ) (Fu(r, 1,00) = [()] dar < 0

pour tout k € IR.

On choisit alors k = u(7,1), dans I'inégalité précédente, il vient :

/o1 |f(yulr,t, @)= f(k)] do <0

Et donc:
f(VM(Tvtv Oz)): f(ﬂ(Tvt)) p-p- (T,t, Oz) € Fj ><]0, 1[
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Ce qui termine la démonstration du lemme 6.7 ainsi que celle de la proposition 6.3

puisqu’en reportant (6.69), (6.70) dans (6.60), on obtient que p € L=(Q x IR, ) est

solution processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. u vérifie I'inégalité suivante :

//M+/ (e, t,0) — £l i, t) dadedi + /Q|u0(x)—/f|99($,0)dx
+ /QleJ,/ ( (x,t,a)TK)— f(/,c(x,t,oz)J_/i)) v(z,1).Vo(z,t) dadr dt

_ /89/0 sign (u(7,t) — k) (f(’yM(T,t,Oé)) — f(/i))) o(r,t).n(7)p(r,t)dadr dt >0

pour tout x € IR et tout ¢ € CHQ x IR, IRy).

Remarquons de plus que si f est croissante, en utilisant (6.64), I'inégalité précédente
donne:

//M+/ b )=o) 4 [ o) = sl .0} d
(v, t,a))—f(k)|dav(x,t).Vo(x,t)de dt

— (%)

QX]R+

o(r,t)n(1)p(r,t)drdt >0

pour tout x € IR et tout p € C! ((Q x IRy)U F;,]R+).

6.7 Unicité de la solution processus entropique

On commence tout d’abord par montrer 'unicité de la solution processus entropique
dans le cas ou f est croissante.

6.7.1 Cas ou [ est croissante

Dans ce paragraphe, on établit le résultat suivant:

Proposition 6.4 On suppose les hypothéses (6.4) vérifiées et que de plus [ est crois-
sante. Soient p et v deux solutions processus entropiques de (6.1), (6.2), (6.3), (i.e.
vérifiant (6.47)), alors

e, t,a) =v(x,t,5) p.p. x, b, o, B € Q x IR, x]0,1[x]0,1].
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Démonstration de la proposition 6.} :
Afin d’établir ce résultat, on utilise le lemme suivant que I’on démontrera par la suite :

Lemme 6.8 On suppose les hypothéses (6.4) vérifiées et que de plus f est croissante.
Soient (1 et v deux solutions processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. vérifiant
(6.47), alors

(6.73) //me/ / (2,1, 0) — v, 1, B) da dB (1) de dt > 0

pour tout € CHIR,,IR,).

Soit T' € IR, , on choisit alors comme fonction test dans (6.73):

T —1
e S0SEST
W(t) =
0 sinon
On obtient :
// / / \u(z,t, ) — v(x,t, B)| dadB de dt >0
Qx[0,T]
Donc:

px,t,a) =v(z,t,3)  pp.x,t,a f€Qx IR x]0,1[x]0,1]

Ce qui termine la démonstration de la proposition 6.4.

Montrons alors le lemme 6.8

Démonstration du lemme 6.8 :

D’apres [16]:

//xlxﬂ%+/ / (2, ¢, ) — (x7t76)|dadﬁ¢t(l‘,t)dxdt

i, (x,t, ) f(l/(:l;,t,ﬁ))‘ da df
(6.74) v(a,t).Vo(z, t)dedt >0

pour tout ¢ € CH(Q x IRy, IR,).

On rappelle que 1'on note:

Qsz{xeﬂ;d(aj,aﬂ)gs} et Q%:{xeﬂ;egd(:p,aﬂ)§25}
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Soit . définie par:

@e(x) = min [max (M — 1,0) ,1]

e

pour tout x € €.

Remarquons alors que:

1 SI$EQ\(Q5UQ25)
polz) = g(x) six € (.
1 sl x € st N A(E)

217

ot I'on rappelle que A®) est I'ensemble des points x de Q. Ny, tels que (7(x), s(x))e

0 x [0,2¢] est défini de maniere unique avec © = 7(x) — s(x) n(r(x)) (voir annexe

A).

On choisit alors comme fonction test dans (6.74):

pla,t) = e=(x) ()

o ¢ € C}IR4, IR). En dimension 1, si Q =]a,b[, on a:

FiGg. 6.2 -

On obtient alors:

Als +A26 Z 0

avec:

A“://m\m)xm /01 /01 (s, ) — v(a, t, 8)| dadB u(t) () d dt
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(x,t, ) f(l/(:l;,t,ﬂ))‘dozdﬁv(:z;,t).chs(x);/)(t) dx dt

//QQE XB+

Comme @.(2) = 0 pour tout @ € Q\ (2. U Qa.), ||@elloo = 1, ||ttlloe S ULV S U

et comme m(: U Qy.) < Ceou C ne dépend que de €, on a:

lim Ay = Ay = //me/ / (2,1, 0) — v, 1, B)] dadBbi(t) da di

On rappelle que ji € L¥(IR? x IR, x]0,1]) est telle que:

w(z,t, ) sizeQ,telR,, a€lll]

e, t,a) =
0 siz € (IRT\Q),t€lR,, a€l0,1]

et v € L=(IR* x IR, x]0,1[) est telle que:

vz, t,[3) siz e, telRy, B€]0,1]

v(x,t,03)=
0 size (IRT\Q),telR,, 3€)0,1]

On définit alors:

2¢e

1 f(/l(:l;(r, s),t, a)) —f(l?(:l;(r, s),t, ﬁ))‘ da df
v(a(r,s),t)n(r)Y(t)dsdrdt

¥ Jog cte Jmy Jo
ou z(7,8) =7 —n(7)s.
D’apres la définition de ¢, il existe C' ne dépendant que de Q, f, U, v et de ¢ telle

que:

|A25 - A36| S 05
On définit Ay, par:

2¢e

1 f(/l(:l;(r, s),t, a)) —f(/l(:l;(r, s),t, a)) ‘ da dp
o(r,t)n(T)(t)dsdr dt

Y Joq, € Je JRy Jo

D’apres la régularité de v, il existe C' qui ne dépend que de ), f, U, 1 et des dérivées
premieres de v telle que:

|A35 - A46| S 05

En utilisant la croissance de f, on obtient :

A46 S A56 —I' A66
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20; € :6 Ry 01 f(/l(l’(T,S)vt,Oé))—f(/l(l’(T,S),t,og))‘
((—o(m.1).n(7))T0) (1) davds dr d
1O € 626 R.Jo tvﬁ))_f(l;(l'(T73)7t7ﬁ))‘

((=v(r,0)-n(r))TO) (1) dB ds dr di

On va alors montrer que ces deux termes tendent (& une sous suite pres) vers 0 lorsque
¢ tend vers 0.

Pour cela, on montre le résultat suivant :

Lemme 6.9 Soit p € L=(Q x IRy x]0,1]), w € C.(0Q x IRy), ¢ € CHIR,, IR,),
feCHIR,IR) et v e CY(Q x IR, IRY) telle que SUP (. 4)eTix IR lo(x,t)| =V < +oo.
On définit pour tout 1 =1,..., Ny et tout e > 0:

Y= [ [t Tt )5 (et s) ) ()]
((=o(r, 0)-n(r)) TO) (1) dads dr di

Alors, il existe une suite (e1)1ey telle que limy 400 &7 = 0 et telle que:

lim ZF e1) Z//QQ ><1R+/ [ (1,1, ) Tw(r, t)) f(’y/,c(r,t,oz)J_w(T,t))]

l—>—|—oo

(6.75) ((=v(rt).n(7)) TO) v (t) da dr dt

Démonstration du lemme 6.9 :

Soit T' € IR, tel que supp(vp) C [0,T7]. Soit ¢ € {1, cee Nd}, on note:
[or={(r.1) €00 x 0,7 ; v(r.t).n(r) < 0}

Remarquons alors que puisque v est continue par rapport a ses deux arguments:

Trvr C{(7,1) €00 x [0, 7] ; v(r,t)n(r) < 0}

donc pour tout € > 0:

://i_v /25/ [ tQ)Tw(r,t))—f(/jb(w(ﬂs)vtvO‘)J—w(T’t))]

((=o(r, 0)-n(r)) TO) (1) dads dr di

On utilise alors le lemme suivant :
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Lemme 6.10 Soient A un sous ensemble de IR® (d > 1), B un sous ensemble de IR”
(p=>1) et feC(AXB), alors il existe une suite (f,);emnv qui converge uniformément

vers f lorsque q tend vers linfini telle que f, est une somme de q produits de fonctions

de C.(A) et de L*(B).

Voir démonstration en annexe B.

On applique ce résultat a:

Gy« [FUUIxT;,; — IR

(. (1) — Gilpomt) = f(pTw(r )= f(pLw(r,1))
Alors il existe (G, ;)remv, qui converge uniformément vers (; lorsque r tend vers 400,

telle que:
Grip,m,t) = Zp] X]Tt

ot p; € C([—U.U)) et X € L' (T7, 7).

Alors d’apres le lemme 6.4, il existe une suite (¢;)epv telle que limy_ 4o, 67 = 0 et telle

que:

i St

— Z://_ /01 Gy (’yu(r,t, @), T,t)) do ((—v(r,t).n(r))"l’()) W (t) dr dt

et donc en passant a la limite sur r, on obtient (6.75). Ce qui termine la démonstration

2e /OlGN' (/Z(:z;(r, 8), T, t)) do ((—v(r, t).n(r))TO) (1) ds dr di

du lemme 6.9.

On peut alors terminer la démonstration du lemme 6.8, c’est a dire montrer que les
limites (& une sous suite pres) de As. et Ag. sont nulles.

Comme @ € L}, (09 x IR,), il existe (W, )new C C. (90 x IR,) telle que @, — @
dans L}, (99 x IR, ) lorsque n tend vers I'infini.

D’aprés le lemme 6.9, il existe une suite (&;)en et telle que lim; 1 &1 = 0 telle que:

ll:qr—noo 90, 5_1 :61 Ry 01 f(/l(x(Tv5)7tvo‘))_f(/l(x(7—v5)7t70‘))‘
((—v(r.1)n (7)) TO) W (t) dads dr dt =
—— ’y/,c T, t, ) ) f(’y/,L(T,t,oz)) ‘ dov ((—U(T,t).n(T))TO) p(t)dr dt

En passant a la limite sur n, on obtient :

’YM 7,1 a) f(’y/,c(r,t,a))]
((—o(r,)on()) TO) w(t) da dr dt

lim As., =

=400 0 X IRy
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et comme d’apres (6.64), sur I'; x [0,1], f(w) = f(yp) p.p., on a:

lim As., =0
I=+co

De la méme facon, il existe une sous suite encore notée (£;);en telle que:
hm A6sl = 0
=+
Ainsi, pour tout [ € IN :
Alsl —I' |A261 - ASsl| —I' ASsl - A4sl| —I' ASsl —I' A6sl Z 0

en passant a la limite sur [, on obtient:

//me/ / (. t, o) — v(z,t, B)| dadB(t) dae dt >0
pour tout ¢» € C.(IR4, IR}).

Ce qui termine la démonstration du lemme 6.8 et donc celle de la proposition 6.4.

6.7.2 Cas ou f est quelconque

On traite alors le cas ou f est quelconque. Comme on le verra dans le paragraphe

6.9, on ne peut pas utiliser la méme technique que dans le cas ou f est croissante.

Proposition 6.5 On suppose les hypotheéses (6.4), on suppose de plus les hypothéses
(6.7) satisfaites. Soient p € L=(Q x IRy x]0,1[) solution processus entropique de
(6.1), (6.2), (6.3), i.e. vérifiant (6.46). Soit u € L=(Q x IR )N BV (Q x[0,T]), pour
tout T > 0 solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. vérifiant (6.5).

Alors
et o) = u(x,t) p.p. (x,t,a) € Q x IRy x]0,1].

Démonstration de la proposition 6.5 :

Afin d’établir la proposition 6.5, on utilise le lemme suivant que ’on démontrera par

la suite:

Lemme 6.11 On suppose les hypothéses (6.4) vérifices, on suppose de plus les hy-
potheéses (6.7) satisfaites.

Soient p € L>(Q x IRy x]0,1]) solution processus entropique de (6.1), (6.2), (6.3),
i.e. vérifiant (6.46). Soit u € L2 x IR )NBV (2 x[0,T]), pour tout T > 0 solution
entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. vérifiant (6.5).

Alors

(6.76) // / lp(z,t, o) —u(a,t)| dath(t) de dt >0
QX]R+
pour tout » € CH(IR4, IR, )
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Soit T' € IR}, on choisit alors comme fonction test dans (6.76):

% si0<t<T
P(t) =
0 sinon
On obtient :
//QXOT / \p(x,t,a) —u(x,t)|dadedt >0
Donc:

et o) = u(x,t) p-p-, t, o € Q x IRy x]0,1]

Montrons alors le lemme 6.11.

Démonstration du lemme 6.11 :

D’apres [16]:

//szRJ,/ (s b, o) — u(x, t)| dorpe(w, t) due di

+ /me/ (2., 0) Tu(e, 1))~ f(p(x,1,0) Lu(z, 1)) da
(6.77) v(a,t).Vo(z, t)dedt >0

pour tout ¢ € CH(Q x IRy, IR,).

On procede alors comme dans le cas ou f est croissante, on choisit comme fonction
test dans (6.77) p(x,t) = . (2) (1), ot o € CL(IR4, IR), ot . est définie dans la
démonstration du lemme 6.8.

On obtient alors:

Als +A26 Z 0

avec:

= Loy [ ) = ute D] da 0o o

= //Q2EXB+/() (f(ﬂ(:li,t,oz)"l—u(:zﬁ,t))—f(/,c(x,t,oz)J_u(;z;J))) do
v(w,1). Ve x) ¢ (t) de dt
Comme @.(2) = 0 pour tout @ € Q\ (2: U Qa.), ||@elloo = 1, ||ttlloe S U, ||t < U

et comme m(: U Qy.) < Ceou C ne dépend que de €, on a:

lim A, = A = // / lp(z,t, o) — u(x,t)| datp(t) do dt
QX]R+

e—0
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On définit alors:

- _Zd:/m é/js/m /01 [f(ia(r.5),t @) Ti(e(r,5), 1)~
flp(x(r,s),t,a) La(x(r, s), t))} dav(T,t).n(7)(t) ds dr dt
ou x(7,s) =7 —n(r1)s.

D’apres la définition de . et la régularité de v, il existe C' ne dépendant que de €2,
f, U, v et de i telle que:

|A25 - A36| S 05

On définit alors A4, par:

=S [ [Tttt a Tt

Flp(x(r,s),t, o) Lyu(r, t))} dav(r,t).n(T)y(t)dsdr dt

ou yu est la trace de u qui existe puisque u € BV(Q x [0,T]) pour tout T" > 0, elle
est définie par (6.6). Alors:

hm |A35 — A45| =
e—0

lim (vywuooM Z//m - 5/ la(z(r, $), 1) — yu(r, 0)| ds dr dt) —0

On va alors passer a la limite dans A4.. Pour cela, on utilise le résultat suivant :

Lemme 6.12 Soit € L=(Q x IR. x]0,1[), w € C.(0Q x IRy), ¢ € CIR4, IR,)
telle que supp(e) C [0,T]. On suppose les hypothéses (6.4) vérifiées. On définit pour
tout v =1,..., Ny et tout ¢ > 0:

/89 € /QE/JRJr/ [ )yt ) Tw(r, t))—f(a(a(r,s),t, a) Lw(r,1))| da
o(r,t)n(T)(t)dsdr dt

Alors, il existe une suite (e1)1ey telle que limy 400 &7 = 0 et telle que:

lim ZF 1) Z//QQ ><1R+/ [ (1,8, 0) Tw(r,t))—f(yp(r, t, ) Lw(r,1))| da

l—>—|—oo

(6.78) o(r,t)n(T)Y(t)drdt
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Démonstration du lemme 6.12:

Ce lemme se démontre comme le lemme 6.9.

On peut donc déterminer la limite de A,..

Comme yu € L}, (92 x IRy), il existe (yu,)pew C C. (09 x IR,) telle que yu,, —
yu dans L, (99 x IR,) lorsque n tend vers I'infini.

D’apres le lemme 6.12, il existe une suite (¢;)ev telle que limy 4o 61 = 0 et telle

que:

261
N T
15 e 9% Ry €1 e, S (T 8),t @) Trun(r, 1))
—f(a(x(r,s),t, o) Lyu, (T, t))] dav(r,t).n(T)p(t)dsdrdt =
[ [ [ut ) Tru(r 0)=fGu(rt ) Ly, 0) da
O x IR 4
o(r,t)n(T)Y(t)drdt
En passant a la limite sur n, on obtient :
Jim A == [ [foutn ) Tratr )= fontta) Lyt )] da
o(r,t)n(T)Y(t)drdt
Ainsi, pour tout [ € IN :
Alsl —I' |A261 - ASsl| —I' ASsl - A4sl| —I' A4sl Z 0

en passant a la limite sur [, on obtient:

Lo [ et =l davdoi = [[ [ antr )Tyl o)
(6.79) —f(yu(r,t, Oé)J_’VU(T,t))] dav(r, t).n(r)y(t)drdt

pour tout ¥ € C.(IR4, IR}).
En utilisant une technique introduite dans [34], on montre a 'aide de (6.5) et de

(6.63) que:
//89x1R+/ [ (yu(r,t, @) T’)/U(T,t))—f(’y/,L(T,t,Oz)J_fyu(7-7t)):| da
o2 ol )on() (1) e = 0

Rappelons que (6.63) donne I'existence de Vi C 992 x IR, tel que m(Vi) = 0 et tel

que

[ U Ga(r ) TR~ Fapa(r, 1, @) L)~ sgn(i(r, ) — &)
(6.81) < (fOyp(rt,0)) = £(5)] v(r,t)n(r) da > 0
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pour tout k € IR et pour tout (7,t) € (9 x IR} )\ V4.
De plus, de la méme facon que I'on a établit ce résultat, en utilisant (6.5), on montre
qu’il existe Vo C 0Q x IR, tel que m(V2) = 0 et tel que:

[F(yu(r, ) Tr) = f(yu(r,t) L) —sgn(u(r,t) — &) (f(yu(r.t)) — f(x))]
(6.82) o(r,t).n(1) >0

pour tout k € IR, p.p. (7,1) € (092 x IR4) \ Va.

Soit donc (7,t) € (02 x IR4) \ (V4 U V3). On note

B(Tv t) = /01 [f(VM(Tv t, Q)T7u(77 t))_f(V/l(Tv t, oz)J_’yu(T, t)) U(Tv t)'n(T) dov

On va montrer que:

B(r,t) >0
On procede en trois étape suivant le signe de la différence entre yu(r,t) — u(7,1).
Etape 1: vu(r,t) =1u(r,t)
Il suffit de choisir k = w(7,t) = yu(r,t) dans (6.81), il vient:
B(r,t) >0
Ce qui termine la premiere étape.
Etape 2: vu(r,t) <u(r,t)
On décompose alors B en trois termes, de la facon suivante:
B(Tvt) = Bl(Tvt) + BQ(Tvt) + 83(7—7t)
ou:
Bi(r,t) = Flyp(r o) Tyu(r, t) = f(yu(r, 1, o) Lyu(r, 1))
o(1,t).n(7) da

/{QG[OJ];w(ﬂtva)@u(ﬂt)} [

By(T,t) = 7,1, ) Tyu(r,
(%) /{aG[OJ];wu(Tvt)Sw(Tvtva)SU(ﬂt)}[f(WL( he)Tyu(nt))
_f(’Y/“L(Tvtva)J—’yu(Tvt)) U(Tvt)'n(T) da
et
BT )= Jl opomtonasatna} TR0 T100m )= 007t 0) Lyt 0)

o(1,t).n(7) da
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Montrons tout d’abord que:
81(7—7 t) Z 0

Pour cela, il suffit de choisir & = yu(7,t) dans (6.81), on obtient:

[ [fGntr.t ) Tyu(r, )= Futr, a) Lyutr, 0)- Fap(r,t0)) fu(r, 1) +]
v(r,t)n(t)da >0

En remarquant que:
f(’Y/“L(Tv tv O‘)Tﬁyu(ﬂ t))_f(’Y/“L(Tv tv O‘)J—’Yu(ﬂ t))

—Fyulr.t0))+ f(’yU(r,t))Jr] o(7,t)on(7) da = 0

/{aE[O,l] syu(T b)) >yu(r,t) }

o1 a:

81(7—7 t) Z 0

Montrons alors que:

82(7—7 t) Z 0

Soit a € [0, 1] tel que yu(r,t) < yu(7,t,«) < u(r,t), on choisit alors k = yu(r,t, a)
dans (6.82), il vient:

) [f(w,t,a))—f(w(r,t)) o(r, ) n(7)|2 0
et donc:
BQ(T,t) Z 0
On montre enfin que:
Bg(T,t) Z 0

Remarquons quen choisissant x = (7, ¢) dans (6.82), on a:
[f(ﬂ(r,t))— f(w(r,t))] o(ryt)(r) > 0
On suppose que:
{w € IR w>u(r,1) et tel que [f(w) _ f(w(r,t))] o(r )n(r) = 0}7& 0

et que:

min {w € IR; [f(w) — f(’yu(r,t))] o(r,t).n(r) = 0}< +o0

w>u(T,t)

On définit alors u* tel que

v* = min {w €IR; [f(w) — f(’yu(r,t))] o(r,t).n(r) = 0}

w>u(7,t)
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Alors, par définition de u*, on a:

(6.83) [f (’yM(T, L, a)) —f(’yu(r, t))] v(r,t)n(t)da >0

{a€0,1];u(r,t) <yp(r ta) <urh
De plus en choisissant k = u* dans (6.81), il vient:
! * * *
[ Gutr )T )=r (et 0) 1)+ (1)) )| o, 1)) e 2 0

Remarquons que:

[f (yuulrst, ) Tu) = f (yuul, t, ) L)+ F (yu( 8, a))—f(u*>]
v(r,t)n(r)da =0

/{0‘6[071] ;'yp,(T,t,Ol)Su*}

Ainsi:

/{ae[O,l] ) [f (’yM(T, t, a)) —f(u*)] v(r,t)n(r)da >0

De plus, puisque
[f(u*) - f(’YU(T,t))] o(r,t)n(t) =10
/{aE[O,l] (T to)>urt [f (7M(T7 2 a)) _f(U*)] U(T, t).n(r) do
(6.84) = [f(’YM(T, t, oz)) —f(’yu(r, t))] v(r,t).n(r)da =0

{a€[0,1]svu(r,t0) >u*}
Ainsi d’apres (6.83) et (6.84), il vient:
83(7—7 t) Z 0

Ce qui termine I’étape 2.
Etape 3 : vu(r,t) > u(r,t)

On procede comme dans 1’étape 2.

Ainsi en utilisant (6.79) et (6.80):

//QXZRJr /01 |z, b, ) — u(x, )| datb(t) de dt >

Ceci termine la démonstration du lemme 6.11 et donc celle de la proposition 6.5.
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6.8 Démonstration de la convergence du schéma numérique

6.8.1 Démonstration du théoréme 6.2

D’apres la proposition 6.5, si p est une solution processus entropique, i.e. vérifiant
(6.46) alors y = u p.p.ou u € L=(Q x IR )NBV(Q x[0,T]), pour tout T € ]0, +o0],
est 'unique solution entropique de (6.1), (6.2), (6.3), i.e. vérifiant (6.5).

1‘[[ _=

r
loc

non linéaire faible x, et donc dans pour tout r tel que 1 < r < +oo (voir
démonstration de (5.62) page 170). Ce qui termine la démonstration du théoreme

6.2.

6.8.2 Démonstration du théoréeme 6.1

D’apres la proposition 6.4, si p est une solution processus entropique, i.e. vérifiant
(6.47) alors p ne dépend pas de son troisieme argument et donc p est solution en-
tropique de (6.1), (6.2), (6.3) (remarquons que ce lemme donne aussi 1'unicité de la
solution entropique).

Donc d’apres la proposition 6.3, il existe u € L=(Q x IR,) telle que:
li =

r
loc

non linéaire faible , et donc dans L] . pour tout r tel que 1 < r < +oo (voir
démonstration de (5.62) page 170). De plus u est 'unique solution entropique de

(6.1), (6.2), (6.3). Ce qui termine la démonstration du théoreme 6.1.

6.9 Quelques remarques sur la trace de la solution
entropique

Remarquons que comme on a défini une trace pour pp € L= (2 x IR+ x[0,1]), on peut
définir une trace pour u € L*=(Q x IR ). Cette trace n’est pas unique mais, comme u
est solution entropique de (6.1), (6.2) et (6.3), son action sur f 1’est. On peut montrer

les deux lemmes suivants, qui se démontrent comme les lemmes 6.4 et 6.5:

Lemme 6.13 Comme Q est un domaine polygonal (d = 2) ou polyédrique (d = 3),

il existe Ny sous ensembles de O inclus dans différents hyperplans de IR®. Notons
oy, ..., 00N, ces ensembles, on a alors 0} = vazdlaﬂi.
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Soit u € L=(Q x IR,), on note U = |Jul|o et & € L¥(IR? x IRy) telle que :

u(x,t) six €, telR,
a(x,t, o) =
0 six € (IRT\Q), t € IR,

Alors, il existe Fu € L>(0Q x IR,), et il existe une suite (&))emn, limsy00 € = 0,
telle que, pour tout g € C([-U,U]):

lim Z//QQ e o . g(tu(x(r,s),t))dsp(r,t)drdt

Z_H—OOi_
= t,a)d t)drdt
Z//QQ ><1R+/ FJu(r,t,a)dap(r,t)dr

pour tout ¢ € LY(0Q x IR, ot x(7,8) =7 —n(7) s pour tout 7 € I et s € [e,2¢)]

pour tout | € IN et ou on rappelle que n est la normale a O) extérieure a €.
On note alors pour tout g € C([-U,U])

1
yg(u)(T,t) = / g(iu(T,t,a)) doa p.p. 7,1 €00 x IR,
0

~u n’est pas définie de maniere unique, elle dépend de la suite (&;);epv considérée.

Mais comme le montre le lemme suivant, son action sur f est “unique”.

Lemme 6.14 On suppose les hypothéses (6.4) vérifies. Soit uw € L= x IR,) so-
lution entropique de (6.1), (6.3) et (6.2), i.e. vérifiant (6.5).
Soit T'€]0,+00[, i € {1,..., N} et & € L}(0Q: x [0, T1). On définit :

[l

Alors lim._,q TZ»(E)(CI)) existe.

T,$), t)T/i) —f(ﬂ(:z;(r, s), t)J_/i):|
v(a(r,s),t)n(r)®(r,t)dr dtds

Remarque 6.6

1. w e L™(Q x IR,) est alors solution entropique si:

//me [u(e,t) =l iz, t) de di + /Q |uo(2) — | p(x,0)dz
+//§2xﬂ%+ [f(u(l’,t)T/i)—f(u(l‘,t)J_li)] v(z,1).Vo(z,t)de dt

-/ /8 oo, o [ 1) =] [’y Fu)(m 1) — f(/i)] o(r,t)n(7) p(rt) dr dt > 0

pour tout k € IR et tout p € CLHQ x IR, IR,).
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2. Siu e BV(Qx[0,T]), pour tout T > 0, alors la trace de u (notée yu) classique-
ment définie pour les fonctions a variations bornées coincide avec celle définie

dans le lemme 6.13. On a:

1 2¢
lim —
e=0 & Je

ﬂ(x(T,s),t)—’yu(T,t)‘ ds =0 p.p. 7,6 € 0Q x IR,

el
yu(T,t) = Ju(r, t, a) p.p. T, b, a € 09 x IR, x]0,1]

Toutefois I'existence d’une telle solution entropique est encore un probleme ouvert.
L’application de la technique utilisée pour f croissante, c’est a dire la méthode utilisée
pour démontrer le lemme 6.8, pourrait permettre d’établir ’existence d’une telle

solution. Mais on va montrer que cette méthode ne permet pas d’aboutir.

En reprenant la démonstration du lemme 6.8, on remarque qu’il faut passer a la limite

dans le terme suivant (seul terme posant un probleme):

Ay = —é/@g é/:s/m [ [ (#tetr ).t 0) Tita(r, ), 1,)) -
f(/l(:l;(r,5),t,oz)J_D(x(T,3),t,ﬁ))] dadfv(r,t).n(r)y(t)dsdrdt

oi ¢ € CHIR4, IR,).
On ne peut plus décomposer ce terme en deux termes As. + Ag. puisque le signe du
flux n’est plus seulement dépendant du signe de v.n.

On passe donc directement a la limite dans A4.. Pour cela remarquons que pour tout

g€ C([-U,UPIR), on a:

é/:s/;/Olg(/l(:z;(r,3),t,oz),l?(:1;(r,s),t,ﬁ)) do dB ds

Donc, d’apres la séparabilité de I'ensemble des fonctions continues sur [—U, U]? et

< llglleq-v.ump)

d’apres la relative sequentielle compacité des bornés de L>(9€ x IR ) pour la topo-
logie faible %, en utilisant un procédé diagonal, il existe une suite, (¢;)iepv telle que
limy 400 &1 = 0 et telle que pour tout g € C([—U,U]) il existe U, € L=(IQ x IRy)

tels que:

1 261 1
lim // — / (1 ,8),1, dad ,t)dr dt
m T g(f(x(r,s),t,a))dads (7,t) dr
= U t t)dr dt

pour tout ¢ € L*(9Q x IR,).
Soit i = 1,..., Ny, et (7,1) € 99; x IR4, on suppose 7 & 0(9%;), ou I(I;) est le
bord de 9€); dans IR,
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On note alors:

1

Fion= e C([-0,U lim / U,(r,t)dr dt est ﬁni.}
O L el e e T AL

ol :
By((r,1),e) ={(v,5) € 0% x IRy 5 |[(7,1) — (7, 8)]la < ¢}
en notant |.||4 la norme Euclidienne de IR?.

Si g € Iy, on note:

L 1
U,(r1) = lim / Uylr, 1) dr di
9( ) e—0 m(Bd((T, t), 5)) Ba((7,t),e) 9( )

On définit Ty @ Iy — IR, alors Fi;; est un espace vectoriel qui
g — Ug(Tvt)

contient les constantes et T{; ;) est une forme linéaire positive sur F, ;) donc d’apres

une version modifiée du théoreme de Hahn-Banach (voir [16]), on peut prolonger T(,

en T, forme linéaire et positive sur C([—U, U]?).

Alors d’apres le théoreme de Riesz, il existe une mesure (ici de probabilité) sur les

boréliens de [—U, U]? telle que:

Tra(9) = Uy(r,t) / / (A &) dA7 (X, €)  pour tout g € Fiyy

Soit g € C([-U,U)?), si (7,t) est un point de Lebesgue de U, (i.e. U,(7,t) existe)
alors g € I+ 4. Or une propriété des points de Lebesgue est que

UQ(T7t) = UQ(T7t) P-pP- (T,t) € an X [R_|_

(1) / / ) dA (M, €)

pour tout g € C([=U,U}?), p.p. (1,¢) € 02 x IR,.

Donc:

Ainsi
b= te= [ 070 el s
o(r,t)n(T)Y(t)drdt

Pour conclure, il faut déterminer le signe de Aj.
Remarquons que si g(A, &) = G1(A), d’apres le lemme 6.4, il existe yu € L™ (99 x
IR, x [0,1]) telle que:

1
UGl(Tﬂf) :/0 Gl(’Y/“L(Tvtva))da

p.p.en (7,t) € 00 x IR .
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De mémesi g(A, ) = G2(A), d’apres le lemme 6.4, il existe v € L™ (9Q x [R4 x [0, 1])
telle que:

1
Usuiri) = | Galyw(r,1,9)) d
p.p.en (7,t) € 092 x IR .

De plus toute I'information, pour conclure sur le signe de A4, que l'on a est sur yv

et y41. 11 faudrait donc montrer que:
/ / FATE) = FALE)] dA(r(A€)
= [ [ [ Gt .00 Tt 1.0) =1 (st ) Lywr 1, 8)] da d
pop. en (r.1) € 90 x IR,.

Le contre exemple suivant (adapté d’un contre exemple de [4]) montre que ceci n’est
pas possible:
On définit w € L*(IR4 x IR,) par:

1 s’il existe p € IN tel que2pae <t < (2p+1)x

(0 sinon.

u(x,t)

0 T 22 3x 4x bx 62

FiG. 6.3 -
et v € LRy x IRy) par:

0 s'ilexistep € IN tel que 2pa <t < (2p+1)x

1 sinon.
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v(x,t)

0 T 22 3x 4x bx 62

Fig. 64 -

On va montrer qu’il existe ¢ € L*(IR,) tel que:

2e
liml / u(x, 1) To(x,t) (t) de dt
Ry

e=0 ¢ Je

233

#/IRJr /01 /01 yu(0,t, ) Tyv(0,t, 5) dadB o(t) dt

ou yu et yv sont les traces de u et v définies par le lemme 6.4.
En effet, pour tout (x,t) € IRy x IR, :
u(z, ) To(x,t) =1

donc:

liml ZE/IRJr u(x, ) To(a,t) e(t) d:z;dt:/ (t)dt

e—=0 ¢ Je R4

Soit g € C([0,1], IR), on va alors montrer que:

liml 2Eg(u(ac,t)) dr = /01 g(u(a)) da

e=0 & Je

L>(IR ) faible %, ou:

Soit ¢ € C(IR,, IR), on note:

€

Bo= [, [ sluten) et = [ 5 (60 o) ity
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alors:
1 p2et 2kt = (2k+2) =
E@:—/ Zl/ dt—l—/ o(t)dt
& Je k=0 2kx 2k+1) @
1 k)= 1 r2k+2)e
—= 0 dt — = 0 1 t)ydt| d
L 0+ s et =g [ (o0 + o) w01t
donc
1 r2et® g(l) (2k+1) = (2k+2) =
L, = —/ — / t dt—/ t)dt
v g Je ];) [ 2 2kx SO( ) (2k+1) & 99( )

1 (2k+2) = (2k+1) =
O (/ (1) dt—/ (1) dt)] dz
2 (2k+1) 2kx

En utilisant la régularité de ¢, il vient:

B, < 1g(1) + g ¢! oo m (suppl2)) - [

€

Et donc:
E,<Cx

ou (' ne dépend que de g et de .

Donc:

liml jsg(u(x,t)) dr = /01 g(u(a)) da

e—=0 g

L>(IR ) faible %, ou:

1

0 0<a<-—

sil<asy

u(a) =
1 siz<a<l
De méme, on montre que:
. 1 2e 1

11_1;%2 i g(v(:z;,t)) d:z;:/o g(u(a)) da

L>(IR ) faible *.
Et donc:

/IR+ /01 /01 yu(0,t, ) Tyv(0,t, B) dadB o(t) dt = Z/ﬂﬁ o(t) dt

Donc:

2e
hm / (x, ) To(x,t) p(t) de dt
IR+

e—=0 ¢

%/BJ, /01 /01 yu(0,t, ) Tyv(0,t, 5) dadB o(t) dt
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pour tout ¢ € L' tel que ¢ # 0.
On peut méme remarquer que:

e=0 g Je

2e 1
liml / u(x, ) To(x,t) e(t) de dt # / / yu(0,t, ) Tyv(0,t, o) da(t) dt
R4 IRy JO

pour tout ¢ € L' tel que ¢ # 0, puisque:

f, [ 00 Taet0. ) doetryde = 5 [ atry

IR+

Ce qui termine le contre exemple.

On ne peut donc pas utiliser I'information sur yu et yv pour déterminer le signe de

Ay. Cette technique ne semble donc pas applicable au cas f quelconque.
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A. Construction de x. o

Par souci de simplicité, on se limite au cas d = 2.

A.1 Caractérisation de A®)

Soit £ > 0, on rappelle que I'on note:
Q. ={reQ; dz,00)<e} et Q.={reQ;e<d,d0) <2e)

On rappelle de plus que A®) est 'ensemble des points = de Q. N Qy. tels que
(7(x),s(x))e 0N x [0,2¢] est défini de maniere unique avec @ = 7(x) — s(x) n(7(x)).
Soient 7,7 € {1, cees Nd}, on note:

Tijg = 692 N 69] et P»(is) = {l‘ € Q 3 d(l‘,ﬂ]‘) S 25}

)

(£)

On distingue alors deux cas, suivant si P est convexe, cas de la figure A.2, ou non,

cas de la figure A.1.
Si P19 nest pas convexe, on définit AE? (voir figure A.1) par:

]

)

Al = {:L' €0 d(x,00) < 2¢e et tels que d(x,09Q;) = d(x,00;) = d(l’,TZ’]‘)}

Si PZ] est convexe, on définit AE?

Alors

comme sur la figure A.2.

2,7=1

A = 0, \ (UN,d_ Ag;))
On définit de plus, si AE? est convexe:

Ti(;) le point de Q. tel que d( ), 00 i) = ( i ’aQ )=

L5

L) = d(x . m)

2]7

7; le point de 9€; tel que d(

2]7

109y = d(r, 7))

2]7

7; le point de 0€); tel que d(

2]7

( ) e point du segment |7, Z(] ), ;] tel que d( 8(2 ) =

( ) e point du segment |7, e ), ;] tel que d(7; (&) ,00) =

]
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8(22 Tij

09,

Fic. A.1- P»(é) non convexe

K3

73
09, i
2¢ @ e\
" €
Q e T]‘ Aij
2
)
00

Fig. A.2- P9 convexe

K3
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On a bien:

m((Q UQy)\ A®) < O &2

ou C' ne dépend que de €, puisque pour tout ¢,5 € {1,..., Ny}, si Pi(f) n’est pas
convexe :
m(Af)) < 7 (2¢)?

. =4
et s1 Pi(j) est convexe:

0;)
m(A) <80

g
ou ;; < m est 'angle entre 9Q; et 09;.

A.2 Construction de Y. o

Soit & € C(9Q), C1(9%;) pour tout ¢ = 1,..., Nz. On peut alors définir x. ¢ pour
tout x € Q.

On a:
1 stz €0\ (9.UQs)
pe(z) = g(x) six € Q.
— =1 si x € Qg N AL
€
Soit xeo @ @ — IR telle que:
O(7(2)) (1 = ¢<(z)) size AC)
X57<1>($) = .
0 stz €0\ (2:UQy)

De plus, on veut que y. ¢ soit C' par morceau sur ) et que:

C
|va6,<I>(x)| S ; p-p- x* € (QE U Qgs) \A(E)

xeelleo < {19

ou C ne dépend que de (.

Il ne reste plus qu’a définir y. ¢ sur (QE U st) \A(E).

Sl existe 7,5 € {1, cees Nd}, 1 # 7, tels que x € AE? et tels que AE? n’est pas convexe
alors:

(I)(TZ']‘) sl x € QE

Xea(e) = ®(7i;) (2 — M) stz € Qe
E

Sinon, il existe ¢, 7 € {1, cees Nd}, 1 # J, tels que x € AE? et A est convexe. On note

]
TZ»(;) le triangle défini par les points TZ»(E) 7; et 7;. De plus, si « € Ti(f) (respectivement

7 0
T ¢ TZ»(;)) on note z,;(x) le point du segment [TZ»(;), 7;] (respectivement de 0f);) tel que
(¢)

[, z;(x)] est parallele a [r;, 7;]. De méme, si @ € T}’ (respectivement = ¢ Ti(f)) on
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note x;(x) le point du segment [TZ»(;), ;] (respectivement de 0€);) tel que [, x;(x)] est
parallele & [7;, 7;].

Alors:
Xeol@) = O(r) d(x, xi(x)) + O(r)) d(w,a;(x))  sia g T

et:

Xeo (@) = O(m) dz, () (1= pe(i(@))+0(7) d(w, 25(2)) (1 — ()
six € Ti(f)



B. Démonstration du lemme 6.10

On rappelle que le lemme 6.10 est le suivant:

Lemme B.1 (voir [28]) Soient A un sous ensemble de IR* (d > 1), B un sous
ensemble de IR (p > 1) et f € C.(A x B), alors il existe une suite (f,)semv qui

converge uniformément vers [ lorsque q tend vers Uinfini telle que f, est une somme

de q produits de fonctions de C.(A) et de L'(B).

Démonstration:

Soit K}B (respectivement Kf) la projection sur B (respectivement sur A) du support
de f. On partitionne alors K}B en ¢ parties disjointes K; = O X, et on note §(X;)

=1
le diametre de X;, 7 =1,...,¢.

On pose alors:

fo@, ) =" flo,t) 1x,(t)  V(z,t)EAxB

J=1

ou t; est un point fixé de X;, par exemple si on est en dimension une on pourra

prendre le milieu de X.

Il est clair que f(z,t;) € C.(A) et que lx, € L'(B). Montrons que f, converge

uniformément vers f:
Soient (x,t) € Kf X K}B

|fq($,t)—f($,t)|:|fq($,t]‘)—f($,t)| SitEX]
et comme { est uniformément continue sur Kf X K}B alors:

12 = Jlleo < € sip(3(X;))

ou Cy est le module de continuité de f.

Ce qui termine la démonstration du lemme 6.10.
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ERRATUM

Dans les hypotheéses (2.7) page 17, (4.5) page 116 et (5.9) page 132 au lieu
de lire

e Pour tout p € T il existe x, € p tel que pour tout g € N(p), [x,,x,] est

orthogonal & o,, et [x,, 1, N o,y # O
il faut lire
e Il existe une famille de points (x,),e7 telle que pour tout p € T, x, € p

et pour tout p € T et tout ¢ € N(p), [x,,x,] est orthogonal a o, et
[2p, 2g] N oy # O.

Dans le lemme 3.2 page 75 au lieu de lire

On suppose que, pour tout p € T, il existe x, € p tel que, pour tout ¢ € N(p), [z, 24

est orthogonal & o, et [x,, x,] N oy # O.
il faut lire

On suppose qu’il existe une famille de points (x,),e7 telle que pour tout p € T, x, € p
et pour tout p € T et tout ¢ € N(p), [x,, x,] est orthogonal & o, et [x,, x,]Nop, # O.

Dans le théoréme 2.3 page 42, les lemmes 2.5 page 43, 2.6 page 44 et 2.7
page 53 au lieu de lire

On note P(-) la solution de (2.1), (2.3) telle que / P(z)dx = 0. On suppose les hy-
Q

potheses (2.6) vérifiées. Soit Py satisfaisant (2.8) et (2.9) et telle que 3~ c7m(p) P, =

ZpETm(p) P((Ep)



il faut lire

On note P(-) une solution de (2.1). On suppose les hypotheses (2.6) vérifiées. Soit
Pr satisfaisant (2.8) et (2.9).

Dans la proposition 3.3 page 80, le théoréeme 3.2 page 91 et le lemme 3.7
page 92 au lieu de lire

On note P(.) la solution de (3.9) telle que [, P(x)dx = 0. On suppose de plus que
g est telle que P soit dans H*(2). Soient Pr, solution de (3.12) et (3.13) et telle

que Yger, M(Q) Po = Yger, m(Q) P(xq). Soient py, satisfaisant (3.19) et (3.20) et
telle que pour tout Q) € Ty : qug m(q)p, = qug m(q) P(x,)
qC qC

il faut lire

On note P(.) une solution de (3.9). On suppose de plus que g est telle que P soit
dans H*(€2). Soient Pr, solution de (3.12) et (3.13). Soient pr, satisfaisant (3.19) et
(3.20).

Dans les théoremes 5.1 page 135, 5.2 page 135 et 5.3 page 168, les lemmes
5.1 page 136, 5.2 page 136, 5.3 page 142 et le lemme 5.4 page 143 au lieu
de lire

On note P la solution de (5.1) et (5.3) telle que [, P(x)dx = 0. On suppose les
hypotheses (5.6) vérifiées. Soit 7 un maillage de  satisfaisant la propriété (5.9), et
kE un pas de temps vérifiant la condition de stabilité (5.12). Soit Pr la solution de

(5.10), (5.11) telle que 3= c7m(p) P, = 3, c7m(p) P(z,).
il faut lire

On note P une solution de (5.1) et (5.3). On suppose les hypotheses (5.6) vérifiées.
Soit 7 un maillage de ) satisfaisant la propriété (5.9), et k un pas de temps vérifiant
la condition de stabilité (5.12). Soit Pr solution de (5.10), (5.11).



