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Classification

Introduction

Objectifs

I Matrice X(n, p) des observations de p variables
quantitatives et/ou qualitatives sur n individus

I Tableau de distances (ou dissemblance) des individus
I Recherche d’une typologie, segmentation ou partition des

individus en classes par optimisation d’un critère
I Discrimination vs. classif. classification vs. clustering
I La complexité impose l’exécution d’un algorithme itératif

Choix de l’utilisateur
I Mesure d’éloignement ou distance entre individus
I Critère : trace de la matrice de variance intra
I Méthode : classif. hiérarchique ou par réallocation

dynamique
I Nombre de classes
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I La complexité impose l’exécution d’un algorithme itératif

Choix de l’utilisateur
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Classification

Mesures d’éloignement

Indice de ressemblance

Indice de ressemblance ou similarité
I Ω = {i = 1, . . . , n} ensemble des individus
I s définie de Ω× Ω dans IR+ avec :

s(i, j) = s(j, i),∀(i, j) ∈ Ω× Ω : symétrie
s(i, i) = S > 0,∀i ∈ Ω : ressemblance de i avec lui-même
s(i, j) ≤ S,∀(i, j) ∈ Ω× Ω : ressemblance majorée par S

I Indice de ressemblance normé s∗ est défini à partir de s
par :

s∗(i, j) =
1
S

s(i, j),∀(i, j) ∈ Ω× Ω

s∗ est une application de Ω× Ω dans [0, 1]
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Mesures d’éloignement

Indice de dissemblance

Indice de dissemblance ou dissimilarité
I d de Ω× Ω dans IR+ avec :

d(i, j) = d(j, i),∀(i, j) ∈ Ω× Ω : symétrie ;
d(i, i) = 0,∀i ∈ Ω :

I Si s est une similarité, d est une dissimilarité

d(i, j) = S − s(i, j),∀(i, j) ∈ Ω× Ω

I Un indice de dissemblance normé est défini par :

d∗(i, j) =
1
D

d(i, j),∀(i, j) ∈ Ω× Ω

avec d∗ = 1− s∗ et s∗ = 1− d∗
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Classification

Mesures d’éloignement

Indice de distance

Indice de distance
I d(i, j) = 0 ⇒ i = j
I Pour éviter des incohérences entre dissemblances

Distance
I d(i, j) = d(j, i),∀(i, j) ∈ Ω× Ω ;
I d(i, i) = 0 ⇔ i = j ;
I d(i, j) ≤ d(i, k) + d(j, k);∀(i, j, k) ∈ Ω3.

Si Ω est fini, la distance peut être normée

Distance euclidienne
I Si Ω est muni d’un produit scalaire :

d(i, j) = [〈i− j, i− j〉 ]1/2 = ‖i− j‖
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Mesures d’éloignement

Indice de distance

Indice de distance
I d(i, j) = 0 ⇒ i = j
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Classification

Mesures d’éloignement

Utilisation pratique

Données quantitatives

I p variables toutes quantitatives,
I matrice de produit scalaire sur l’espace IRP ; M = Ip

I réduire les variables de variances hétérogènes : M = Σ−1

I Mahalanobis pour atténuer la structure de corrélation.
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I réduire les variables de variances hétérogènes : M = Σ−1
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Mesures d’éloignement

Utilisation pratique

Variables binaires
I Notations

I aij = nombre de caractères communs à i et j sur les p
considérés

I bij = nombre de caractères possédés par i mais pas par j
I cij = nombre de caractères possédés par j mais pas par i
I dij = nombre de caractères que ne possèdent ni i ni j
I avec bien sûr, aij + bij + bij + dij = p

I Indices :
I Concordance : aij+dij

p
I Jaccard : aij

aij+bij+cij

I Dice : 2aij

2aij+bij+cij
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Mesures d’éloignement

Utilisation pratique

Variables qualitatives
Distance euclidienne du χ2 entre profils-lignes du tableau
disjonctif complet

d2
χ2 =

n
p

∑
j=1

p
mj∑

`=1

δj`
ik

1

nj
`

I mj : nombre de modalités de la variable qualitative Y j

I nj
` : effectif de la `ième modalité de Y j

I δj`
ik = 1 si les individus i et k présentent une discordance

pour la `ième modalité de la variables Y j et 0 sinon



Classification

Mesures d’éloignement

Utilisation pratique

Mélange quantitatif, qualitatif

I Rendre tout qualitatif : métrique du χ2

I Rendre tout quantitatif à l’aide d’une AFCM

Résumé
¡2¿

I soit un tableau de mesures n× p associé à un produit
scalaire p× p (en général Ip)

I soit un tableau n× n de dissemblances ou distances entre
individus

I Attention, si n grand, problèmes de stockage d’un tableau
n× n
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Mesures d’éloignement

Utilisation pratique

Mélange quantitatif, qualitatif

I Rendre tout qualitatif : métrique du χ2

I Rendre tout quantitatif à l’aide d’une AFCM
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Classification hiérarchique ascendante

Principe

CAH : Objectif

I Agglomération itérative de 2 éléments de la partition
I Construction d’un dendrogramme ou arbre binaire
I Problème : définir d(A, B) A et B deux groupes ou éléments

d’une partition à partir de
I wA et wB leurs pondérations
I di,j la dissemblance ou distance entre deux individus
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Classification hiérarchique ascendante

Distance entre groupes

Cas d’une dissemblance
I d(A, B) = mini∈A,j∈B(dij) saut minimum, single linkage
I d(A, B) = supi∈A,j∈B(dij) saut maximum ou diamètre,

complete linkage
I d(A, B) = 1

card(A)card(B)

∑
i∈A,j∈B dij saut moyen, group

average linkage
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Classification hiérarchique ascendante

Distance entre groupes

Cas d’une distance euclidienne
gA et gB : barycentres des classes

d(A, B) = d(gA, gB) (distance des barycentres, centroı̈d)

d(A, B) =
wAwB

wA + wB
d(gA, gB) (saut de Ward)

Saut de Ward et maximisation de la variance inter



Classification

Classification hiérarchique ascendante

Algorithme

Algorithme de classification ascendante hiérarchique

I Initialisation : singletons, calcul des distances
I Itérer jusqu’à agrégation en une seule classe :

1. regrouper les deux classes les plus proches au sens de la
“distance” entre groupes choisie

2. mise à jour du tableau de distance en remplaçant les deux
classes par la nouvelle et en calculant sa “distance” avec
les autres classes

Nombre de classes : Rupture dans la décroissance du R2

partiel (Ward)



Classification

Classification hiérarchique ascendante

Exemple

Villes : Décroissance de la variance inter classes

5 10 15

10
00

20
00

30
00

40
00

50
00

nb de classes

H
au

te
ur



Classification

Classification hiérarchique ascendante

Exemple

Villes : Exemple d’un dendogramme

lu
xe

m
et

z
na

nc re
im

tr
oy

be
sa di
jo st
ra

ba
le

m
ul

h
m

ar
s

ni
ce

ch
am

ge
ne

gr
en

ly
on he

nd
bo

rd
ro

ya
m

on
t

pe
rp

an
do

lo
ur

to
ul

bo
ul

ca
la

br
ux lil

l
ca

en
ch

er
le

ha
ro

ue
am

ie
pa

ri br
es

re
nn

st
m

a
la

ba
na

nt cl
em

lim
o

po
it

an
ge

le
m

a
to

ur
bo

ur
or

le

0
10

00
20

00
30

00
40

00
50

00

H
ei

gh
t



Classification

Classification hiérarchique ascendante

Exemple

Villes : Représentation des classes avec MDS
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Classification

Centres mobiles

Principe

Principe des centres mobiles

I réallocation dynamique des individus à des classes
I Le nombre de classes k est fixé a priori

Algorithme de Forgy

I Initialisation Tirer au hasard ou sélectionner, k points dans
l’espace des individus, en général k individus de
l’ensemble, appelés centres ou noyaux

I Itérer jusqu’à stagnation du critère de variance inter-classe
1. Allouer chaque individu à l’un des noyaux, c’est-à-dire à

une classe
2. Calculer le centre de gravité de chaque classe, il devient le

nouveau noyau

Attention : optimum local
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Classification

Centres mobiles

Variantes

Variantes
I Algorithme kmeans : les noyaux des classes, ici les

barycentres, sont recalculés à chaque allocation d’un point
à une classe ; algorithme plus efficace

I Nuées dynamiques : Un centre de classes est un noyau
d’éléments représentatifs d’une classe

I Partitionning Around Medoı̈ds
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Centres mobiles

Exemple

Villes : Classes d’un PAM avec MDS
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Classification

Classification mixte

Classification de grands tableaux

1. Réallocation dynamique avec un grand nombre de classes
(n/10)

2. Classification hiérarchique des barycentres
3. détermination d’un nombre “optimal” k de classes
4. Réallocation dynamique de l’ensemble avec k classes en

choisissant pour noyaux les barycentres des classes de
l’étape précédente



Classification

Classification mixte

Conclusion
I Résultat : une variable qualitative T dont les modalités

précisent la classe retenue pour chaque individu
I Problèmes : interprétation des classes
I Surtout dans le cas de variables qualitatives
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