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Introduction Générale

Le présent mémoire d’Habilitation a Diriger des Recherches a pour but de décrire mon
activité dans le domaine de la statistique non paramétrique. En particulier, mon propos vise
a mettre en lumiere la démarche scientifique qui m’a conduit a travailler sur des themes tres
variés, mais qui s’articulent effectivement autour de trois axes principaux : la M-estimation,
les fonctions multifractales et les problemes inverses. J'ajoute qu’au sein des 3 themes, j’ai
essayé de maintenir un équilibre entre théorie et pratique, en puisant mes sujets de recherche
a la fois dans le nombre des grandes questions en statistique mathématique et parmi les
problemes plus concrets que j’ai pu rencontrer.

En effet, I'un des avantages majeurs de la statistique est de constituer I'un des domaines
ou les liens entre la théorie mathématique et la pratique sont les plus forts. Cette proximité
est particulierement stimulante. Souvent, 1’étude des données réelles nous fournit un cadre
cohérent dans lequel évoluer et les questions a nous poser surgissent alors logiquement. Les
divers travaux a accomplir et objectifs a atteindre se manifestent eux aussi de maniere na-
turelle. Ce cadre ne limite pas les possibilités de recherche et les grands themes usuels en
statistique sont toujours présents. Ainsi, j’ai pu prolonger mes réflexions vers des problemes
théoriques d’estimation adaptative, des propriétés probabilistes de modeles, et d’optimalité
de procédures statistiques, tout en essayant d’apporter une réponse satisfaisante aux sujets
rencontrés dans la pratique. J’ai pu développer de nouvelles méthodes que je me suis appliqué
a mettre en ceuvre par le biais d’algorithmes pour résoudre des problemes aussi bien pratiques
que théoriques.

La synthese de mes travaux correspond a 27 articles, 12 publiés, 11 soumis et 4 en voie
d’achevement.

L’objectif principal de la statistique non paramétrique étant de reconstruire une fonction
a partir d’observations, j’ai étudié le comportement asymptotique d’une classe d’estimateurs
dont I'importance est fondamentale en statistique, les M-estimateurs et je me suis attaché a en
améliorer les performances. Ces estimateurs sont définis comme réalisant le minimum d’une
fonction de perte sous certaines contraintes. Ils ont été étudiés par de nombreux auteurs dont
nous ne donnons ici qu’une liste tres partielle ([120], [15], [115], .. .). Ils trouvent de nombreuses
applications dans les domaines les plus variés tels que la physique, la biologie, I’économie ou
le traitement du signal ...En outre, la plupart des estimateurs usuels en statistique peuvent
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étre interprétés comme des M-estimateurs. Ainsi, la théorie des M-estimateurs fournit un
cadre générique pour étudier la plupart des estimateurs employés aussi bien en théorie qu’en
pratique.

Pour estimer une fonction inconnue a la vitesse optimale de convergence, on suppose d’ une
maniere générale que 1'on connait sa régularité. C’est bien de cette hypothese supplémentaire,
peu compatible avec la réalité, que j’ai souhaité m’affranchir. Un estimateur capable d’appro-
cher une fonction totalement inconnue a la meilleure vitesse possible sera dit adaptatif. Ainsi,
la premiere partie de mon travail en statistique non paramétrique a consisté a modifier les
méthodes a base de M-estimateurs afin d’obtenir des versions adaptatives.

A cet effet, j’ai introduit une pénalité portant sur la norme /' des coefficients de la fonction
a estimer, décomposée dans une bonne base. Les propriétés de la norme [' permettent de
choisir des signaux dont I'information est résumée par peu de gros coefficients, comme 1’ont
remarqué de nombreux auteurs, tout particulierement Donoho et Johnstone [40] ou [42]. Par
conséquent, minimiser une fonction de perte, sous la contrainte donnée par la norme /!, permet
d’obtenir des comportements similaires a ceux obtenus par les techniques de type seuillage
décrits dans les travaux [43]. J’ai donc développé cette nouvelle méthode d’estimation dans
4 directions importantes de la statistique non paramétrique, présentée dans la partie 1.2 :
pour l'estimation d’une fonction de régression , I'estimation d’une densité, I'estimation dans
un modele de probleme inverse dans la partie 3.2 et finalement en sélection de variables,
dans le chapitres 1.3, recherche en cours d’achevement. [.’aboutissement de ce dernier travail
contribuerait a fournir une interprétation mathématique de l'algorithme LARS, un enjeu
majeur de la recherche statistique actuelle.

Afin de progresser dans la compréhension des M-estimateurs pénalisés, j’ai établi des liens
entre ces estimateurs et les méthodes de sélection de modeles mises au point par Birgé et
Massart [15]. La question naturelle en estimation non paramétrique “Quelle méthode d’esti-
mation choisir et pour quelle situation? ” m’a confronté aux différents criteres d’évaluation
des procédures statistiques d’estimation. C’est la raison pour laquelle je me suis intéressé a la
nouvelle théorie des ensembles maxisets récemment développée par Cohen, De Vore, Kerkya-
charyan et Picard dans [25]. Il s’agit d’une théorie visant & déterminer les différents ensembles
de régularité sur lesquels une méthode d’estimation donnée sera efficace, ce qui signifie qu’elle
permet d’estimer une fonction de cet espace a une vitesse de convergence préalablement choi-
sie. Plusieurs auteurs ont calculé les maxisets des procédures d’estimation usuelles et c’est
donc tout naturellement que j’ai construit les maxisets relatifs aux M-estimateurs pénalisés,
résultats présentés dans la partie 1.4.

L’approfondissemenet de ma connaissance des méthodes d’estimation par sélection de
modeles m’a conduit a utiliser ces techniques pour résoudre un probleme bien réel : I’estimation
de temps de parcours sur le réseau routier. Ce projet ambitieux nécessite que l’'on soit capable
de prévoir I’évolution journaliere des vitesses de circulation sur tout le réseau routier. Ce projet
de recherche a été effectué lors du co-encadrement de theses CIFRE, et également au sein du
groupe de recherche financé par I’ANR, MIST-R (Modélisation Informatique et Statistique
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du Trafic Routier), dont j’assume la direction. Ce projet a permis d’unir les compétences
de plusieurs laboratoire comprenant des statisticiens spécialistes de la sélection de modeles
(équipe de recherche SELECT INRIA et Université Paris Sud), des probabilistes (laboratoire
de statistique et probabilités de I’Université Toulouse 3), des informaticiens (laboratoire LRI
de I'université Paris Sud) et enfin des spécialistes du trafic routier (laboratoire GRETIA de
I'INRETS). Ce sujet de recherche m’a d’une part servi de pierre de touche pour mesurer la
validité des méthodes d’estimation que j’ai développées, et d’autre part, a été a la source de
certaines problématiques nouvelles que j’ai été contraint de résoudre. Pour cela, j'ai dégagé un
nombre certes restreint de comportements caractéristiques pouvant néanmoins décrire avec
précision les événements observés. Ce travail, présenté a la partie 1.4 met ainsi en jeu des
méthodes de choix de modeles appliquées a la classification de données fonctionnelles. J’ai
poursuivi 'amélioration de cette procédure de classification en utilisant dans un second temps
un estimateur de maximum de vraisemblance non paramétrique appliqué aux mélanges de lois
de probabilités. Bien entendu, de nombreuses applications sont encore en cours et font ’objet
d’un dépot de brevet, qui permettra une commercialisation de 'outil de prévision que j’aurais
ainsi contribué a développer.

Un inconvénient majeur des hypotheses, propres aux techniques d’estimation décrites
précédemment, provient du fait que l'on impose aux fonctions que 'on souhaite estimer,
d’appartenir & un ensemble de régularité, portant sur sa régularité (espaces de Holder, ...) ou
celle de ses dérivées (espaces de Sobolev, de Besov, ...) par exemple. Or, dans la vie réelle,
la régularité des fonctions n’a pas de sens de facon globale mais uniquement de fagon locale.
C’est ce formalisme, créé par S. Jaffard et appelé formalisme multifractal, que j’ai adapté
dans un cadre statistique et que je présente au chapitre 2. Tout d’abord, la partie 2.1 vise
a reconstruire une fonction multifractale observée dans un modele de régression en présence
dun bruit d’observation. Comme les méthodes usuelles d’estimation ne sont pas applicables,
je propose un estimateur Bayésien faisant appel a une loi a priori dépendant du modele choisi
pour représenter les fonction multifractales, en particulier dépendant de deux parametres, un
parametre d’intensité et un autre de lacunarité. Ensuite, dans un second temps, j’ai construit,
dans la partie 2.2, un estimateur de ces parametres et étudié les propriétés LAN de ce modele
dans la partie 2.3. Des lors, j’ai pu conclure que la méthode d’estimation proposée était op-
timale. J’ai en outre construit un test permettant de vérifier si des données observées en
présence d’un bruit d’observation proviennent d’un modele multifractal. Il est possible d’uti-
liser le résultat de cette recherche pour estimer un grand nombre de fonctions tres irrégulieres
rencontrées en physique (étude de turbulences ou d’écoulements de fluides) ou en économie.
Le modele gaussien reste néanmoins a la base de cette modélisation, mais cette hypothese est
irréaliste dans de nombreux cas, en particulier en finance. C’est la raison qui m’a amené a
généraliser ma méthode d’estimation aux processus de Lévy fractionnaires (RHFLM). Dans
la partie 2.4, je présente un estimateur de ’exposant de Hurst d'un tel processus, lorsque le
signal est observé dans une situation concrete, en présence d'un bruit d’observation.

Jusqu’a ce stade de ma recherche, mon travail a porté sur I’étude de signaux observés de
maniere directe, or dans la plupart des problemes concrets, le parametre que 1’on cherche a
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estimer est rarement observé directement, mais au travers de son image par un opérateur. L’es-
timation s’avere alors plus difficile compte tenu de I'impossibilité d’inverser cet opérateur pour
accéder aux observations de la fonction a reconstruire. Tout le travail du statisticien consiste
alors a remplacer cette inversion par une méthode de régularisation qui puisse construire, a
partir des observations indirectes, une approximation de la vraie fonction.

J’ai donc mis a profit mes connaissances en M-estimation pénalisée pour appliquer ces
méthodes au cadre proposé par les problemes inverses. J’ai obtenu une méthodologie d’esti-
mation pour des problemes inverses linéaires, mais aussi dans le cadre novateur des problemes
inverses non linéaires, présentée dans la partie 3.2. Les résultats sont exprimés sous la forme
d’inégalités oracles, concept développé par Donoho et Johnstone dans [40]. Le principe n’est
plus d’obtenir le meilleur estimateur pour une classe de régularité, mais de montrer que l’esti-
mateur choisi est aussi bon que tous les estimateurs parmi une famille d’estimateurs donnés.
En particulier, pour un bon choix de modeles, nous sommes en mesure de prouver 1’adaptivité
de I'estimateur considéré mais 1’aspect le plus intéressant des inégalités oracles vient de leur
caractére non asymptotique. Ainsi ce type de résultat est naturellement plus facile a appliquer
en pratique que les propriétés d’adaptivité.

M’inscrivant dans cette problématique, je présente dans la partie 3.2 deux méthodes
générales d’estimation pour les problemes inverses linéaires et non linéaires. La premiere
méthode est une version améliorée de la régularisation de Tikhonov tandis que la deuxieme
met a profit directement les techniques de sélection de modeles. Dans les 2 cas nous obtenons
des inégalités oracles ainsi qu'une méthodologie pratique d’estimation. Je tiens a souligner que
la non linéarité de 'opérateur n’entraine pas de dégradation de la vitesse de convergence, a
condition de supposer une certaine stabilité de la différentielle de I'opérateur dans un voisinage
de la vraie solution.

J’ai néanmoins été amené a faire I'hypothese, comme divers auteurs, que I'opérateur (ou a
défaut sa décomposition en valeurs singulieres) était connu. Or, dans les faits, 'opérateur est
inconnu. J’ai donc, pour ma démarche, pris deux exemples concrets de problemes inverses non
linéaires que je me suis attaché a résoudre : I’'étude de la solution d'une équation différentielle
en présence de variables endogenes, probleme issu de 1’économétrie, et 1’estimation de la na-
ture d’un sol a partir du temps de parcours d’ondes dans ce milieu, situation rencontrée en
tomographie sismique. Les résultats précédents ne s’appliquant plus, je me suis orienté vers
une approche différente.

Dans le premier cas, dans la partie 3.3.1, je me suis tourné vers une méthode de résolution
dans laquelle je tire profit de la forme particuliere de I'opérateur pour l'estimer au moyen
d’un opérateur a noyaux. Puis un estimateur de type Tikhonov m’a permis de généraliser les
résultats de Florens et al. in [31] & ce cas particulier.

Le second exemple a été traité dans la partie 3.3.2. La généralité du probleme m’a amené,
ici, a faire appel aux techniques bayésiennes, développées par Czisar dans [27] et popula-
risées par Gamboa et Gassiat [55]. J’ai utilisé ainsi 'estimateur du maximum d’entropie pour
résoudre avec succes le probleme posé.
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Au cours de mes recherches, tant théoriques que pratiques, aussi bien théoriques que pra-
tiques, sont apparues différentes manieres d’exprimer la régularité des solutions des problemes
inverses. Ces différentes hypotheses sont propres aux domaines auxquels appartiennent les di-
vers problemes étudiés : statistique mathématique, économétrie et enfin analyse numérique.
C’est la raison pour laquelle, j’ai cherché, dans la partie 3.4, a établir des relations entre ces
divers jeux d’hypotheses pour pouvoir mieux comparer les méthodes d’estimation propres a
chaque cas particulier.

Le dernier chapitre, chapitre 4, constitue un exemple de la démarche scientifique qui a
animé la majeure partie de mon activité de recherche. L’étude de données fonctionnelles,
en particulier les courbes d’évolution journaliere des vitesses de véhicules, a fait émerger un
probleme concret fondamental : comment parvenir a extraire d’un ensemble de courbes une
fonction représentative du phénomene étudié ? Notre probleme s’étend a un grand nombre de
cas réels, dans les domaines les plus variés comme le traitement du signal ou la biologie ...

J’ai d’abord entrepris de construire un nouveau cadre dans lequel puissent s’inscrire les
questions soulevées par cette problématique concrete. Des lors, notre probleme s’apparente a
un probléme inverse d’un nouveau type dans lequel la courbe inconnue n’est observée qu’au
travers de son image par un groupe de déformations. A I'inverse des méthodes usuelles d’ali-
gnement de courbes, j’ai tiré partie de ce nouveau formalisme pour imaginer une nouvelle
méthodologie semi-paramétrique et reconstruire plus efficacement la fonction inconnue. La
partie 4.1 présente cette méthode d’estimation lorsque les déformations sont des translations
déterministes. Elle utilise la transformée de Fourier et les propriétés des M-estimateurs pour
faire coincider les courbes sans estimer au préalable le motif a la base des déformations. Je
suis parvenu a démontrer 'optimalité de la méthode proposée.

Dans la partie 4.2, j’étends ces résultats lorsque les parametres des translations sont
aléatoires. Je suis alors a méme d’estimer leur loi. Ce modele s’apparente a un modele a
effets mixtes aléatoires utilisé en pharmakocinétique pour modéliser la vitesse d’assimilation
d’un médicament par un organisme vivant. Le point de vue adopté me permet de proposer un
estimateur non paramétrique, présenté également dans la partie 4.2, et ainsi de s’affranchir
des restrictions des modeles paramétriques, majoritairement employés en pharmakocinétique.
Je tiens a souligner que cette recherche a été menée en liens étroits avec des chercheurs en
biologie de I'Ecole Vétérinaire de Toulouse et des chercheurs en médecine au sein de I’équipe
de recherche MONOLIX. Un prolongement naturel de ce travail est donné par 1’étude des
déformations quelconques. Dans la partie 4.3, je propose une méthode de reconstruction de la
courbe originelle soumise a un processus quelconque de déformations aléatoires. Cette tech-
nique définit une nouvelle fagon d’appréhender les données fonctionnelles grace a un nouvel
outil statistique nommé [’espérance structurelle. Ce travail, qui s’applique a des courbes, peut
étre étendu en dimensions supérieures, notamment pour I’étude d’images et trouve une conti-
nuation naturelle dans I’encadrement de 2 theses sur cette problématique.

J’ail donc été amené a aborder les problemes de classification de formes. Afin de nous
affranchir des déformations d’un contour qui peuvent étre observées dans une image, j’ai quo-
tienté les images par le groupe des déformations. Classer des images revient des lors a classer
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des classes d’équivalence qui présentent une structure de variété Riemanienne. Je résume ce
travail dans la partie 4.4. Finalement, le lien entre les problemes de classification et les modeles
a effets mixtes est fourni par les modeles de réduction de dimension pour les modeles additifs
généralisés, décrits dans [65] ou [116]. Je présente dans la partie 4.5 une méthodologie de
régression inverse a noyaux appliquée a cette problématique.

“Ce qui se congoit bien, s’énonce clairement et les mots pour le dire viennent aisément...”
affirmait Boileau, mais il faut bien I'avouer, c’est la une rude gageure quand on entre dans
le domaine de la recherche mathématique. J’ai néanmoins visé dans ce mémoire a présenter
mon travail de recherche au cours de ces dernieres années en mettant en lumiere la démarche
scientifique qui m’a animé, et en dégageant 'orientation générale qui m’a guidé dans les divers
travaux que j’ai réalisés, tant sur le plan théorique que pratique. En cheminant au travers de
nombreux problémes, j’ai bien entendu utilisé des méthodes en statistique non paramétrique,
déja employées par de nombreux mathématiciens, mais j’ai également développé des outils qui
me sont propres et qui sont décrits dans ce mémoire. Comme la recherche ne releve pas de la
génération spontanée, je manquerais a mon devoir le plus élémentaire si je n’exprimais pas ma
tres profonde gratitude a tous ceux qui m’ont mis sur la voie de la recherche en statistique,
qui m’ont aidé et accompagné dans la réalisation de mes travaux scientifiques. Il va de soi
que toute recherche reste inachevée et ouvre la voie a bien des pistes et des interrogations.
La route vers une meilleure compréhension du monde est encore longue, elle n’est pas tracée
d’avance et ne peut se faire qu’en avancant. C’est le sens que je donnerai a la phrase célebre
du poete Antonio Machado “Caminante, no hay camino, el camino se hace al andar ”.



Chapitre 1

Régularisation par complexité

1.1 M-estimation pénalisée

Les M-estimateurs pénalisés jouent un role clef en statistique non paramétrique. Définis
comme réalisant le minimum d’une fonction de perte sous certaines contraintes, ils ont été
étudiés d’un point de vue théorique par de nombreux auteurs et trouvent généralement des
applications dans les domaines les plus divers tels que la physique ou encore I’économie. Ils
occupent une place importante dans nos travaux de recherche.

Nous nous sommes tout d’abord intéressés aux liens entre les M-estimateurs pénalisés et les
méthodes d’estimation par seuillage d'une part, et par sélection de modeles d’autre part. Nous
avons étudié et construit des variantes de ces estimateurs possédant des propriétés d’adap-
tation, c’est-a-dire permettant d’estimer une fonction a une vitesse optimale sans connaitre
a priori sa régularité. Ainsi, nous avons montré qu'une pénalité ' permet d’obtenir une telle
propriété, en permettant de ne sélectionner que les coefficients représentatifs de la fonction a
estimer.

Nous avons poursuivi notre étude en construisant des estimateurs de ce type afin d’ap-
porter des solutions a de nombreux problemes rencontrés dans la pratique. En effet, ces
estimateurs présentent plusieurs avantages. Tout d’abord, décrits comme la solution d’un
probleme variationnel, leur interprétation est aisée ; ensuite, il est facile de les approcher par
des méthodes numériques de minimisation. Enfin, ils mettent clairement en évidence le role
fondamental que joue I'espace sur lequel a lieu la minimisation, notamment la complexité de
cet espace. Cette complexité peut s’exprimer en terme de dimension de ’espace mais aussi en
prenant en compte la régularité des fonctions le composant. Dans ce cas, I’entropie métrique
est une mesure de sa complexité, cf par exemple [86].

Plus précisément, soient X, ..., X,, des réalisations de variables aléatoires indépendantes
a valeur dans un espace mesurable X. La loi de X; est notée P;, i = 1,...,n. Définissons
P = % Yo, P et soit P, = % > i, 0x, la distribution empirique associée. On suppose que la
loi des observations dépend d’un parametre d’intérét (un parametre dans des cas particuliers
ou plus généralement d’une fonction), fy, appartenant & un espace métrique F muni de la

distance d.

11
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Notre objectif vise a estimer la fonction fy a partir des observations X;, 1 = 1,...,n.
Pour cela, considérons une fonction de perte 7; : X — R pour toute fonction f € F. La
fonction de perte est choisie en fonction de la nature du probleme et mesure 'adéquation
entre l'estimateur que I'on cherche et les données. Ainsi, dans un modele de régression, la
fonction de perte naturelle est la norme [P par rapport a la mesure empirique, avec p bien
choisi. Dans un cadre d’estimation de densités, la distance naturelle est certes la distance de
Kiillback, mais d’autres choix sont envisageables. Nous nous référons sur ce point a [11] pour
une étude générale des M-estimateurs. Ainsi, nous définissons I'estimateur de minimum de
contraste comme la solution du probleme de minimisation suivant

Jon = arg Ifréljlrl {/’depn} (1.1)

La vraie fonction, quant a elle, est obtenue a partir de la formule suivante

fo=arg 1;%12 {/de} .

Chercher un estimateur proche des données donne souvent naissance a un estimateur
trop irrégulier, qui peut méme ne pas étre convergent. Ainsi il est nécessaire d’ajouter des
contraintes a cette minimisation. Pour cela considérons une pénalité I : F — R qui privilégie,
a lintérieur de I'espace F, les fonctions les plus régulieres. Pour une suite de réels \? tendant
vers zéro, définissons alors I'estimateur régularisé comme

oo =eugin{ [2gap,+ 210 | 12

Dans certains cas, supposer que l'on connait ’espace F n’est pas une hypothese raisonnable.
Cet espace étant inconnu, il doit donc étre approché. On se donne alors, une collection d’en-
sembles F,,, m € F,,, dont on connait la dimension notée d,,. En pratique, on fait souvent
appel a une famille orthonormale 1, kK > 1, et on définit les espaces au moyen de cette base
de la maniere suivante F,,, = {¢x, k € K, K| = dp,}. D’autres choix sont néanmoins pos-
sibles. L’estimateur est alors obtenu en choisissant au moyen d’une pénalité notée pen(F,,) et
portant sur la dimension de I’espace, le meilleur espace d’approximation F,, puis le meilleur
estimateur fm, a l'intérieur de cet espace. Plus précisément, pour toute suite de réels «,,,
I’estimateur est obtenu en minimisant le critere suivant

o) =arg o [oydRs XL, (- adpenm ). (09
Cette forme d’écriture permet de replacer la plupart des estimateurs utilisés en statistique
dans le cadre des M-estimateurs pénalisés. En particulier, lorsque la pénalité ne porte que
sur la dimension de 'espace, nous retrouvons, pour une fonction de perte quadratique, les
estimateurs de sélection de modeles étudiés par Birgé et Massart et décrits dans [14, 15].
Pour un espace de régularité choisi, nous retrouvons les estimateurs régularisés étudiés par
Silverman in [115] ou van de Geer in [120].
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Le comportement asymptotique de I'estimateur défini par la minimisation (1.3) est déterminé
en grande partie par le choix des parametres de régularisation a,, et A\,. Plus A, sera grand
et plus la solution sera réguliere au sens donné par la pénalité I, tandis que le choix d’un
parametre petit permettra a 'estimateur d’étre plus proche des données. De fagon analogue,
plus a, sera grand et moins les grands espaces d’approximation seront choisis, ce qui privilégie
I'erreur de variance au détriment de ’erreur de biais. Pour un choix dun faible «,,, ’espace
choisi sera celui le plus important.

Le choix optimal des parametres dépend de la régularité de la fonction fy, or cette
régularité nous est inconnue. Dans ce contexte, notre démarche utilise la complexité des
espaces F afin de sélectionner automatiquement les meilleurs parametres «,, et A, de telle
maniere que l'estimateur sélectionné ait ’erreur la plus faible parmi tous les estimateurs ob-
tenus a partir de tous les choix possibles de parametres. C’est le sens des inégalités de type
oracle que nous cherchons a prouver dans nos travaux. En outre, si le vrai modele appartient
a la collection d’espaces d’approximation choisie, alors I'estimateur convergera a la vitesse
optimale. Un tel estimateur sera dit adaptatif puisqu’il converge a la vitesse minimax, sans
connaitre a priori sa régularité. L’adaptativité d’'une procédure est une maniere d’évaluer son
optimalité. Dans la littérature en statistique non paramétrique, les auteurs montrent I’adap-
tivité d’'un grand nombre d’estimateurs, par exemple dans [40], [62] ou [14]. Au cours de nos
recherches, nous nous sommes intéressés a la construction de M-estimateurs adaptatifs pour
le modele de régression, d’estimation de densités ou pour la résolution de probléemes inverses.
Nous donnerons plus de précisions sur ses résultats dans la partie 1.2.

Il est vrai que le critére minimax est une approche imparfaite. D’une part, elle nécessite
de choisir un espace de régularité pour les fonctions a estimer, ce choix induisant un biais
dans la procédure de test. D’autre part, elle privilégie l'optimalité de 'estimateur dans la
pire situation possible. Par conséquent, ce point de vue est tres pessimiste et peut amener
a privilégier des estimateurs dont la performance est moyenne mais constante, au détriment
d’estimateurs beaucoup plus efficaces pour la plupart des cas, mais moins efficaces en un
point tres particulier de I’ensemble test. Ce constat a été établi dans [75] ou [25]. Ces auteurs
proposent 1'alternative suivante : pour un estimateur donné fn et une vitesse de convergence

particuliere 7,(s), on cherche le plus grand espace de fonctions M ( fn,rn(s)) qui peuvent

étre estimées par l'estimateur choisi a la vitesse de convergence considérée. Une telle étude
générale permet de comparer les différentes procédures d’estimation en termes de maxisets.
Plus le maxiset est important et plus la procédure sera optimale puisqu’elle permettra de faire
face a un plus grand nombre de situations. En outre cette approche permet de répondre aux
questions que se posent des utilisateurs pratiques cherchant a savoir quelle méthode choisir
dans une situation particuliere.

Voila pourquoi, nous avons essayé de comparer les méthodes de sélection de modeles
utilisées pour estimer des fonctions dans un espace de régularité aux méthodes de pénalisation
[' développées dans ma thése d'une part et, d’autre part aux méthodes de seuillage par
ondelettes. Dans 'article [4], nous nous intéressons aux estimateurs de sélection de modeles
sous leur forme générale, obtenus par Birgé et Massart, et parvenons au résultat suivant
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Théoreme 1.1.1 (Maxisets pour estimateur de sélection de modeles).
Soit o > 0 et
pen(m) = KD,,/n,

pour K > (14 v/2k)2. Si 85, est lestimateur classique de sélection de modéles, défini par
Sy = i n(t 1), 1.4
Sm=arg _min . (ya(t) +pen(m,1)) (1.4)

pour une pénalité pen(t,m) = pen(m) = (1 + ¢)P=lng? alors le maziset associé a la vitesse
de convergence n=2%/2et) est donné par

M (ém’n—Za/(Qa—i—l)) — Bgoo

Ce théoreme permet de répondre a la question : quel estimateur choisir 7 Nous pouvons
des lors affirmer que les méthodes d’estimation par ondelettes et les méthodes de sélection de
modeles ont des maxisets similaires pour les mémes vitesses. Ce résultat est une avancée pour
une meilleure compréhension des liens entre les diverses procédures d’estimation en statistique
non paramétrique.

La démonstration de ce résultat s’inscrit dans le cadre des preuves classiques sur les
maxisets, puisqu’elle repose sur une double inclusion.

1. Montrer que les fonctions de 'espace candidat peuvent étre estimées a la bonne vitesse.
Cette inclusion découle des résultats des estimateurs de sélection de modeles, démontrés
par Baraud en régression [5, 6] et par Birgé et Massart en estimation de densités [8, 14]
par exemple.

2. Montrer que les fonctions estimées a la bonne vitesse possedent au moins la régularité
donnée par 'espace candidat. En ce cas, cette inclusion directe demande plus de travail,
et repose sur le lemme suivant :

Lemma 1.1.2. §i les modéles sont en somme directe de modéles emboités, alors
s = all? > lIs = smoll® (1.5)

ot mo(n) est défini comme solution de

arg min { Iy — $ul 2+ Spen, (m)
mEMK m 4 " ’
Supposons que M,, D M2 D {0}, et considérons un choiz de pénalité pen,(m) = £2D,,

avec 0 < ¢ < K, et 1 < K, /K, o < k. SiVn, ||s—sm||> < V(n) < C (%)B avec0 < B < 1,
alors nous aurons l'inégalité suivante

1 K, \" K,
s = sl + pen, o) < (14 Gl (52) 4 [sfP 2 (16)
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L’idée a la base de la démonstration repose sur l'inclusion des sous espaces modeles et sur les
liens entre les techniques de seuillage et celles par pénalités. Ainsi l'inégalité (1.5) garantit
que si estimateur converge a la vitesse V(n) alors l'oracle (donné par le choix du modele
myg) converge aussi a la méme vitesse. L'inégalité (1.6) nous apporte ensuite le controle de la
pénalité, permettant de conclure la démonstration.

1.2 Utilisation de la norme [*

Dans nos travaux, nous nous sommes attachés tres précisément a une forme bien spécifique
de pénalité : la norme [* des coefficients d'une fonction décomposée dans une bonne base. De
nombreux auteurs ont étudié les différentes propriétés de cette norme, et en particulier, le fait
qu’elle permet de sélectionner les représentations les plus creuses (sparse) parmi les différentes
représentations d’une fonction dans des bases différentes. L’avantage de telles représentations
en estimation statistique est détaillée dans [43]. Ajouter une pénalité I' permet de restreindre
le signal aux représentations formées d’un petit nombre de coefficients représentatifs et un
grand nombre de coefficients nuls. Nous obtenons ainsi une procédure générale d’estimation
adaptative, applicable dans un grand nombre de situations.

Dans un premier temps, dans le cadre de la régression, nous avons étudié I'adaptivité d’un
estimateur construit en minimisant une fonction de perte v(.) = ||.||, pour p € {1, 2}, et pour
pénalité I(.), la norme I'. Pour le modele de régression suivant

Y;:«%(zl)%—Wz, izl,...,n

oufy € OR — R est une fonction inconnue a reconstruire, notre étude a porté sur I'estimateur
défini par

6co -
i=1

0, = arg min [% ZW(Yi —0(z)) + Ai[n(e)] :

Ce type de procédure est une sélection de modeles privilégiant les modeles les plus réguliers,
au sens donné par la régularité issue de la pénalité I(.). L’équilibre entre les deux termes
est donné par le parametre de lissage \,. Plus ce parametre est faible, plus 'estimateur sera
proche des données, proche au sens donné par le contraste . Au contraire de grandes valeurs
de \ entraineront un estimateur trés régulier. Pour le choix particulier d’une pénalité ', nous
définissons I'estimateur comme

0, = i =D (Yi—0(=)) +2X; :
O ot [n ;( F) 2, ; |a]|]

n
=ty
j=1

Nous démontrons que cet estimateur, apparenté aux estimateurs a seuillage, est adaptatif.
En effet, sans connaitre a priori la régularité, 'estimateur converge a la vitesse optimale qui
dépend de la régularité inconnue de la fonction 6. Trés concretement, nous avons prouvé le
théoreme suivant.
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Théoréme 1.2.1 (Adaptivité de I'estimateur pénalisé [').
S’il existe une constante K < 0o, telle que les erreurs W1, ..., W,, vérifient

max Bexp|lV?/K?] < K,

seeesTl

1 1
P ( max |V > ¢4/ ogn) < cexp[— og;n].
Jj=1,...,n n C

Par conséquent pour un choiz N2 = cy/logn/n, et pour a, l'estimateur oracle (le meilleur
connaissant la bonne régularité), nous avons

alors

. logn
P(llan — aollz > 4(llow — aollz + 4X,Na)) < cexpl———].

Ainsi, pour de grandes valeurs de n, nous aurons avec grande probabilité
A 2 2 4
16 — aoll, < 4(flew = aoll;; 44X, N

L’estimateur adaptatif que nous proposons possede une erreur comparable a celle de I'oracle,
a un terme d’erreur pres. Nous pouvons remarquer que la constante ¢ dépend dans ce cas de
la variance des erreurs d’observation.

La généralité de ce théoreme nous permet de 1’étendre a d’autres estimateurs, notamment
une version robuste de cet estimateur définie par

n n

~ ) 1 9
L B ; Y = 6(z)] + A ; ]| -
L’avantage d'un tel estimateur réside de ce qu’il ne dépend pas de la variance des erreurs. La
constante ¢ est alors une constante universelle. Cet estimateur peut donc étre appliqué dans
la pratique sous sa forme optimale. Dans ce cas, nous avons le méme type de résultat.

En particulier, nous obtenons une version robuste et adaptive d'un estimateur pénalisé de
régression, qui améliore les résultats proposés dans la littérature [62] par exemple, puisque les
parametres sont choisis par validation croisée.

Théoreme 1.2.2 (Adaptivité de I'estimateur robuste pénalisé).
Pour un choiz A, = cy/logn/n, nous avons

logn logn

P (H@n o, > < >) < cexp[=18").

2
7’ \ . _ 23 .

Ce théoreme nous permet de retrouver la vitesse de convergence en n™ 2s+1 optimale.
En effet si 6, appartient a un espace d’irrégularité donné par un parametre p et tel que
E?:1 9;’ o < 1. Alors pour un choix p = ﬁ, nous obtenons la bonne vitesse de convergence.
Ces résultats ont pu étre démontrés dans [99].
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La démonstration fait appel a des inégalités de concentration pour les processus empiriques
et a ’écriture de 'erreur d’estimation sous la forme suivante. Pour un ensemble d’indices 7,
de cardinal N,, il convient de remarquer que la pénalité I! peut se décomposer en 2 termes
In(.) et Ip/(.) définis comme

||f||1—Z|%| =D lagl+ > lagl = In(f) + Iu(f)-

jeJn ]%jn

Soit f* =" ; Qj«t; un oracle (le meilleur estimateur choisi en connaissant la régularité par
exemple). C’est ainsi qu’en utilisant 1'inégalité suivante

[ D lagul = > layll < In(fu = £,

JEIn JE€EIn

nous obtenons :

Inégalité fondamentale

cd*(fu, fo) < BP(fur fo) + (L+ OV IN(fo — f) + 2021 (f)- (1.7)

Cette décomposition permet de mieux comprendre le phénomene d’adaptation lié a la norme
[*, pour un bon choix d’indices 7,. Nous pouvons nous rendre compte que la distance entre
'estimateur et la fonction & reconstruire est bornée par un terme d’approximation d*( fs, fo),
le biais de l'oracle, et deux termes d’approximation In(f, — fn) et Ins(fy). Le premier terme
représente 'erreur d’approximation pour la partie de la fonction dont les coefficients appar-
tiennent a ’ensemble 7,,, tandis que le second terme décrit I’erreur de la partie de I’'oracle dont
les coefficients appartiennent a I’ensemble [J¢. Ces deux termes sont en équilibre et dépendent
de la taille de J,,. Un bon choix de cet ensemble permet de préciser les vitesses de convergence
en fonction de la décroissance des coefficients de la vraie fonction dans une bonne base. Ces
estimateurs sont étudiés dans [114]. Nous nous sommes attachés a construire une procédure
adaptative a partir d’un tel estimateur.

En estimation de densités, de telles méthodes permettent de trouver un moyen de définir
un maximum de vraisemblance pénalisé, présentant aussi des propriétés d’adaptation. Si on
observe n variables aléatoires i.i.d de densité fy, considérons 'estimateur suivant pour une

pénalité I(f)
fo = = argmax ( Zlogf (f)) , (1.8)

A cet effet, reparamétrisons le probleme en utilisant une base de logsplines (cf par exemple
[7]), en posant

Yo = log(fo) + b(70),

avec b(vo) = — [log(fo)dP. Ainsi, & toute fonction f € F, nous associons une variable v € T
telle que v = log(f) +b(7). Soit (¢jx)j =0, k =0,...,27 —1 une base d’ondelettes & support

compact de I' C B, , de régularité r > s. Ainsi, il est possible de décomposer la log-densité
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sur la base d’ondelettes. Notons v = ZM Bikjr et soit ji(n) un niveau de résolution. Nous
choisirons comme pénalité la norme [ des coefficients d’ondelettes,

J() = 3 185l

L’estimateur que nous examinons est ainsi défini par

Yn = arg max (% ZV(Xz‘) b)) =AY Y |ﬁjk|> -

_ 27 —1
Y=225<4; 2ok=o Bir¥ik€l J<i1

Cet estimateur est une version adaptative des estimateurs régularisés étudiés dans [60], [113]
ou [114] pour lesquels la fonction de pénalité est une pénalité quadratique, définissant un
estimateur non adaptatif.

Théoreme 1.2.3 (Adaptivité de I'estimateur pénalisé de densités).
Supposons que 30 < C' < oo, sup,cp |y| < C. Pour ji tel que 271 = () (L), et un choix

logn )
n ’ l

de la suite régularisante indépendante des données )\fl >c
densité vy € By ([0,1]) vérifie alors

2s

A n \ T
Wm—%WZOP( ) .

logn

La démonstration de ces résultats participe des mémes techniques que celles que nous
avons utilisées dans le cas de l'estimateur par régression. Elles sont décrites dans [99] ou [88].

Pénaliser une fonction de perte en utilisant une norme ! permet, d’une part, d’obtenir des
estimateurs adaptatifs qui reproduisent les techniques de seuillage doux (soft-thresholding),
bien connus pour les estimateurs obtenus par projection sur des bases d’ondelettes décrits
par exemple dans [64]. D’autre part, nous avons pu construire des estimateurs possédant
des propriétés de robustesse, dépendant moins des erreurs d’observation, en particulier ne
dépendant pas de la variance des erreurs

Nous pouvons donc étendre ces résultats au cas des problemes inverses linéaries. Le cas
ou la fonction est observée au travers de son image par un oprateur linéaire mais également
non linéaire est traité dans les articles [49, 89] et sera détaillé dans la partie 3.

Les propriétés de la norme [' ont été mises a profit en sélection de variables, notam-
ment pour expliquer un phénomene, a partir de variables explicatives. Ces techniques ont été
développées par Hastie, Tibshirani dans I'article [45]. C’est donc naturellement que nous nous
sommes intéressés aux techniques de sélection de modeles au moyen d’une norme /!.

1.3 Sélection de variables

La pénalité avec une norme ! a connu un succés croissant pour estimer des fonctions, mais
aussi en sélection de modeles, notamment dans le cadre du choix de variables. Dans un modele
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Gaussien, I'algorithme LARS met a profit cette propriété pour sélectionner itérativement des
variables explicatives. Nous essayons de prouver théoriquement les résultats algorithmiques
et les conjectures de cet article en utilisant de nouveaux outils de concentration, notam-
ment en prouvant une nouvelle inégalité de déviation pour des sommes de carrés de variables
réordonnées. Ce travail a été publié dans [90] et fait partie intégrante de mes recherches
actuelles. En particulier , prenons I'exemple du modele gaussien suivant

yizﬂi+aei,i:1,...,n (19)

avec Vi = 1,...,n ¢ ~ N(0,1) iid. Pour la base canonique (¢y,...,¢,) et ’échantillon
réordonné

Yyl = 2 Wl
Pour k donné, considérons Iestimateur par seuillage dur fi(k) = Zle Y @) et par seuillage

N k
dowx (k) = S5 sem(u)) (9l — Iyl + 90,

Nous pouvons interpréter 'algorithme LARS comme un algorithme qui pour un niveau k
minimise le critere suivant

k= argmkinC(k:),
C(k) = lly — ak)|I* + pen(k) =y — A(k)I* + ElylGisa) + pen(k). (1.10)
Alors, la conjecture LARS s’écrit
[y = (o) = llyll* + 2ko®] = [l — (k)] = [l

Or nous pouvons prouver que cette égalité est vraie en moyenne, c¢’est-a-dire

e = a(E) 1] = [lell?
R].

E [[ly — a(k)|* = [ly]* + 2ko?]
E[L]

E
E

Par conséquent, ce jeu de réécriture permet de voir que la conjoncture LARS pourrait étre
démontrée si I'on obtenait la concentration des termes précédents autour de leur espérance,
a des vitesses de convergence similaires. C’est pourquoi, nous essayons par des théoremes de
concentration de prouver un résultat semblable sans I'espérance sur des ensembles de grandes
probabilités. En ce cas, il nous faut parvenir a montrer des inégalités de déviation pour les
quantités -, |y|?l.) et |y|(k+1)- Nous avons, a ce jour, démontré le théoreme suivant

Théoreme 1.3.1 (Nouvelles inégalités de concentration).

P> ity —ED_wlty) = co+  [8ED |yl | < exp(—x).
i<k i<k i<k

B 7 20 20
P (\y\(i) = Q( 1)(%) [1 + —+ 7]) < exp(—0).

1
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Ce théoreme se prouve en utilisant des techniques de concentration de type inégalités
Log-Sobolev, décrites dans [83] et utilisées en statistique dans [102]. Plus précisément, nous
avons prouvé que nous pouvons obtenir un nouveau controle précis sur la concentration de
sommes de 2, alors que, dans les publications actuelles, ces résultats ne sont obtenus que
pour des fonctions lipschitziennes de variables aléatoires indépendantes. Les techniques de
concentration de type inégalités sobolev logarithmique, développées dans [82] reposent sur
I'obtention d’inégalités pour la transformée de Laplace de la distribution.

Pour cela, soit & ~ N (0, Id,) et A € A une matrice symétrique de projection appartenant
a I’ensemble

A=1{4€ M,,(R), A'A = A}.
Considérons la fonction suivante

(&) = sup £'A€.

AeA

Supposons qu’il existe A* € A, réalisant le maximum de la fonction f sur A, soit
sup ELAE = EAE.
A
Alors, nous aurons

V() =2A%¢
IV A = 46" (A") A" = 4f(¢). (1.11)

Si la variable £ possede des propriétés de concentration de type Log-Sob, notons H ’entropie,

nous aurons
H(eM) <2NE(fe).

Soit F(A\) = E(eM). La concentration Log Sobolev entraine que

)\2
H(eM) < 3E(||V||§e”)-

En utilisant (1.11),
H(eM) <2NE(fe), (1.12)
nous aurons 1’équation différentielle suivante :

AF — Flog(F) < 2\2F'.

Alors nous obtenons 5 5 3 3 .
AE = Flog(F) < 2X2F' + 2)\FE(f).

Finalement, cette équation s’écrit
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En résolvant 1'équation différentielle nous obtenons pour F' :

i 2\
log F(A) < 7= E(/).

Finalement nous obtenons la majoration suivante

~ 2\
log F(\) <

< T B, (1.13)

a la base des inégalités de concentration. Par exemple, nous I’appliquons a n variables aléatoires
indépendantes y; ~ N(0,1), j = 1,...,n en définissant la fonction f(y) =3, \y\%j) pour
obtenir le résultat (1.3.1).

Ce travail dont I'intérét est fondamental pour une bonne compréhension des algorithmes
fondés sur la perte [! est encore en cours compte tenu des difficultés et des écueils théoriques
qu’il comporte. Néanmoins, démontrer ce résultat est un des enjeux de la recherche actuelle
en statistique dans ce domaine.

1.4 Sélection de modeles

Les méthodes par pénalités et leur étude théorique nous ont permis de découvrir les
méthodes de choix de modeles. Ces méthodes sont tout particulierement adaptées aux problemes
de clustering et de classification. En conséquence, nous avons utilisé ces techniques pour four-
nir des réponses aux problemes rencontrés dans ces cas pratiques.

En effet, les techniques de classification permettent de scinder un échantillon en groupes
représentatifs. Pour une distance donnée, nous construisons des groupes d’éléments tels qu’a
I'intérieur d’'un méme groupe les données soient proches tandis que, pour 2 groupes différents,
les données doivent étre assez éloignées. Le probleme principal réside alors dans le choix du
nombre de groupes nécessaires pour obtenir une bonne représentation. Bonne représentation
signifie réalisant un compromis entre précision de la description (i.e distance entre un élément
et sa représentation) et généralité (taille des modeles choisis). A cet effet, nous retrouvons
la problématique récurrente en sélection de modeles : construire des espaces d’approximation
assez gros pour que l'erreur de biais soit faible, mais pas trop pour que l'erreur du terme de
variance puisse étre controlée. Ainsi, la théorie de la sélection de modeles fournit un cadre
théorique aux méthodes de classification.

Nous avons appliqué ces méthodes dans un but pratique : prédire des temps de parcours
a court et moyen terme sur un réseau routier. Plus précisément, l’enjeu est le suivant : nous
observons en des points de comptage, répartis tous les 500 metres et toutes les 3 minutes, la
vitesse moyenne des véhicules parcourant le troncon de route. Nous disposons de 2 années
d’historique pour les 750 stations de comptage réparties sur le réseau routier d’Ile de France.
Nous noterons ¢t — V(t) la courbe d’évolution des vitesses de la journée j =1,...,J pour la
station de comptage s = 1,...,S. La courbe est observée de 5 heures du matin a 23 heures,
aux temps tx, k = 0, ..., 180. Nous souhaitons construire une procédure permettant de prédire,
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rapidement et en temps réel, le temps de parcours d'un usager souhaitant prendre la route
dans une ou deux heures. Cette problématique procede de problemes posés par les sociétés
Trafic First et Mediamobile pour lesquelles nous avons engagé des études, et problemes traités
dans le cadre de I’ACI-NIM MIST-R dont nous assumons la direction.

Le trafic routier a été étudié en analyse numérique dans [24] et repose sur la théorie de
I’écoulement des flux. Il s’agit d'une modélisation qui met en jeu la résolution locale d’équations
différentielles, et fait intervenir la densité d’occupation de la chaussée. Elle permet d’obte-
nir de bons résultats de prévision, mais seulement en des points précis du réseau routier et a
condition d’observer toutes les variables, avec néanmoins une mise en ceuvre tres lourde. Ainsi
elles s’adaptent mal a une utilisation sur tout un réseau routier ou seule la vitesse ponctuelle
est observée. Par ailleurs, des que le phénomene d’écoulement étudié change de régime (début
ou fin d’un bouchon par exemple), les équations a résoudre doivent étre modifiées, rendant
difficile toute prévision a moyen terme de I’évolution du trafic routier. C’est la raison pour
laquelle nous nous sommes tournés vers des méthodes statistiques de traitement de données
fonctionnelles.

A cet effet, nous faisons 'hypothese qu’il existe des profils types de comportement du
trafic routier, c’est-a-dire des courbes caractérisitiques de 1’évolution journaliere des vitesses,
que 'on retrouve tout au long des différentes journées d’observation. Cette perspective nous
amene donc a déterminer cette collection de modeles t — f;(t), i = 1,...,m ainsi que leur
nombre m. Prédire les temps de parcours revient alors, tout d’abord, a trouver la courbe la
plus proche des observations de la journée, puis a prolonger la courbe pour prédire les vitesses
a venir, ou a agréger les informations des différentes courbes.

La construction de la collection de modeles d’évolution de vitesse se fait par différentes
techniques de classification.

Dans une premiere approche nous supposons que les données Y,, sont issues d’'un modele
de mélange dont il faut estimer les parametres. Les courbes sont discrétisées et assimilées a
des vecteurs de F := R'™Y. Les profils types sont donc des vecteurs f; € F, j = 1,...,m.
Pour tout jour d’observation n = 1,..., N, il existe une variable aléatoire discrete X, a
valeurs dans {1,...,m}, caractérisée par ses probabilités m, ..., m, et un bruit d’observation
gaussien e de réalisations i.i.d €,, tels que

Yo=Y 1Li(X))fi+enn=1,...,N. (1.14)
j=1
A m fixé, le modele est paramétrisé par 6 = {(f;)j=1...m,(7j)j=1,...m}. L'estimation des

parametres de ce modele est bien étudiée d’un point de vue a la fois théorique et pratique,
nous pouvons nous référer par exemple a [22], [103] ou [34]. A m fixé, nous avons utilisé une
version pénalisée et stochastique de I'algorithme EM pour estimer les profils caractéristiques,
en maximisant en @ la vraisemblance

N m
L(y;6) = ) _log <Z 750 (Yns 1, 0’)) ,
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ol nous avons noté ¢ la densité d’une variable aléatoire gaussienne. Nous obtenons un esti-
mateur des parametres 6™,
Le choix du m optimal fait intervenir des méthodes de sélection de modeles. Intuitivement,

le meilleur choix m* est la valeur a partir de laquelle la vraisemblance m +— L (é(m); y,m)

n’augmente plus de fagon significative. Ce raisonnement revient a chercher le m réalisant
I’équilibre entre, d’une part, 'adéquation aux données, obtenue en prenant ici, pour distance,
une distance de Kiillback sur les densités, et, d’autre part, la généralité de la description,
donnée par le nombre de modeles sélectionné. En pratique, Lavielle in [80], construit un
critere d’arrét pour estimer le nombre de modeles optimal. Ce critere privilégie efficacement
la stabilité de la procédure de sélection des groupes, et nous ’avons utilisé dans nos travaux.

Dans un second temps, nous avons fait appel a un algorithme de type classification
hiérarchique [70], avec une distance bien adaptée aux phénomenes étudiés. En effet, tres
souvent, nous observons le méme type de bouchon mais qui débute a des moments différents
de la journée. Notre démarche vise a pénaliser les translations entre les courbes afin d’extraire
les motifs correspondant aux types de bouchon. Pour cela, nous avons imaginé la distance
suivante A : R" x R" — R* avec

Alz,y) =+/(z — y)'W(z —y),

ou W est une matrice de taille n x n définie par W;; = %, Vi=1,...,n,Vj=1,...,n.

Une fois la classification réalisée, nous obtenons des groupes de données homogenes. Nous
nous trouvons confrontés a deux problemes : extraire de chacun de ces groupes la courbe type
et choisir un nombre approprié de modeles.

Obtenir le profil moyen pour chaque sous-groupe a été un de nos objectifs les plus difficiles
a atteindre. En effet, si les courbes sont semblables a I'intérieur d’un groupe, elles sont assez
différentes pour rendre impossible 'usage d’une simple médiane ou moyenne qui détériorait
trop la forme des phénomenes étudiés. Ce probleme pratique est a I'origine de toute la partie
de ma recherche concernant l'alignement de courbes, que nous détaillerons dans la Section
Problemes Inverses 3.

Trouver le nombre optimal de groupes destinés a représenter au mieux les données releve
de la sélection de modeles, puisque nous cherchons des groupes assez généraux mais offrant
tout de méme une bonne description des événements particuliers. La méthode de choix de
modeles que nous proposons, prend en compte 'objectif pratique que nous nous sommes
fixé (la prévision de temps de parcours) et utilise naturellement les techniques de la théorie
de I'apprentissage statistique. En effet, une fois les m modeles choisis dans la classification
automatique, pour un trajet donné, nous obtenons l'erreur de prévision qui dépend de ce
nombre m. Choisir un m optimal revient a minimiser en m la somme des erreurs de prévision
obtenue sur un échantillon d’apprentissage. La figure 1.1 montre clairement un phénomene
d’overfitting et donc l'existence d’une valeur optimale pour le nombre de modeles. Cette
valeur, dans cet exemple, vaut m* = 11.

Les résultats tres concrets que nous avons obtenus ont permis d’améliorer les performances
des prévisions de I’évolution a court et moyen terme du trafic routier sur le réseau d’Ile de
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o .
x 10 Forecasting errors

number of clusters

Fi1G. 1.1 — Erreur de prévision en fonction de m =1, ..., 20.

France. Nous présentons ces résultats dans la figure 2.1. Il apparait clairement que notre
outil de prévision a de bien meilleurs résultats que le modele stationnaire qui était employé
jusqu’ici. La partie publique de ces résultats a été publiée dans [91]. Nous pousuivons notre
étude dans cette direction afin de créer un outil de prévision qui sera commercialisé dans

un futur proche. Cette recherche est développée dans le cadre de I'encadrement de la these
CIFRE de G. Allain.

La classification hiérarchique, a partir d’'une bonne distance, et des méthodes d’apprentis-
sage statistique pour sélectionner le nombre optimal de classes, semble donner les meilleurs
résultats en pratique. Cependant la classification hiérarchique crée des classes formées de
profils tres atypiques. En effet, choisir m* revient a choisir une hauteur de coupure optimale
dans I'arbre de classification correspondant. Mais, si ’arbre n’est pas symétrique et s’il existe
de nombreuses feuilles a distance élevées d'un noeud, couper uniformément dans I'arbre en-
traine la prise en compte de nombreux outliers qui ne sont pas représentatifs des tendances
générales. Toutefois, éliminer ces outliers au préalable par des traitements particuliers n’est
pas souhaitable, puisqu’un certain nombre de ces comportements est cependant représentatif
d’événements rares mais bien connus, tels que les départs en vacances ou bien les retours de
week-ends qui sont nécessaires a la prévision. Ne pas les prendre en considération reviendrait
a ne plus étre capable d’anticiper les événements rares de grande amplitude qui intéressent
tout particulierement les utilisateurs.

C’est pourquoi, nous avons essayé de mettre en ceuvre une phase de classification plus
élaborée, prenant en compte ces exigences. Pour ce but, nous avons dans un article [100]
imaginé un algorithme itératif de classification. Partant d’un arbre de classification, nous
cherchons, parmi toutes les feuilles appelées modeles candidats et notées M, a construire
un ensemble de représentants a sélectionner parmi toutes les feuilles et tous les noeuds de
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Procédure de Sélection( modeles candidat M ; Ensemble de Sélection S; )
Inititalisation
Sélection de zo uniformément dans S; S =8 — {2}

Ho = {z.(20)}
Pour tout z dans S
d(z,Ho)—dmin(z
wl (Z) - d'r(naz(oz))fdmzn((z))
Selection de z; uniformément dans S tel que wy(z;) soit maximum. § =8 — {z}

Hi=Ho U {zu(z1)}
Répéter
Pour tout z dans &
d(z,Ht)—dmin (%) }
? dmaz (2)—dmin (2)
Selection de z; uniformément dans S tel que w;(2;) soit maximum. S— = {z}

Hipr = He U {7u(20)}

Jusqu’a ce que le critere d’arrét soit satisfait.

wy(z) = min{w;_1(2)

Fi1G. 1.3 — Selection algorithm

I’arbre. A la différence de la méthode précédente, nous nous autorisons a choisir des noeuds
a différentes hauteurs dans I'arbre de classification. L’algorithme est itératif et fonctionne de
la maniere suivante : a chaque itération, nous choisissons une feuille z puis, dans I’ensemble
de ses noeuds ascendants, nous sélectionnons un ensemble proche de la feuille choisie (au sens
donné par la distance de classification d), mais aussi recouvrant un grand nombre de feuilles,
c’est-a-dire de taille ¢(.) suffisante. Ainsi, pour un parametre p a optimiser, le représentant
x,(2) est choisi en minimisant le critere suivant :

z,(2) = argmin{(1 — p)d(z, z) — pc(z), v € M(2)}

Le noeud choisi est ajouté a 'ensemble des représentants choisis H, tandis que les distances
sont recalculées. Les itérations se succedent jusqu’a l'obtention d’un ensemble représentatif
de toutes les données. Tout le probleme se situe donc dans la sélection de I'individu dont on
souhaite améliorer la représentativité. Pour cela, notre algorithme stochastique multiobjectif
privilégie a chaque fois les profils les moins bien représentés tout en pénalisant les individus
dont on ne parvient a améliorer la description. Le choix se fait en fonction de poids attribués
a chaque individu wj;, qui représentent 1’éloignement de chaque individu par rapport a la fois
a la représentation choisie mais aussi a sa meilleure représentation possible.

Dans ce systeme, les événements rares sont pris en compte mais pas ceux qui ne sont pas
représentatifs du phénomene étudié. Cet algorithme est décrit dans 1.4. Utilisé lors de la
phase de création de modeles, il assure une nette amélioration de l'outil de prévision : pour
un nombre bien inférieur de modeles que ceux choisis par un algorithme de classification usuel,
nous obtenons des erreurs de prévision comparables.

Nous avons ainsi construit une collection de modeles permettant d'une part de décrire
le comportement du trafic routier, et d’autre part, d’utiliser ces modeles pour prédire des
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temps de parcours. Nous créons alors un outil de prévision de I’évolution du trafic routier qui
a l'avantage de fournir des prévisions globales sur tout le réseau. En outre, les calculs longs
et couteux en temps de calcul (construction des profils types et optimisation du nombre de
classes) peuvent étre réalisés dans une phase préliminaire. Les calculs propres a la prévision
se font eux en-ligne et sont tres rapides. De nombreuses améliorations sont, bien entendu,
toujours en chantier. Par exemple, nous pouvons améliorer ’extraction des profils mais aussi
utiliser des techniques d’agrégation pour construire un estimateur optimal a partir de tous
les modeles construits. Un tel travail est 'objet d'un travail en cours [35].

La difficulté principale du travail de prévision du trafic routier provient des variations
brusques qui apparaissent lors de 1’étude de la circulation de voitures sur des axes routiers.
La création d’'un bouchon entraine en effet des chutes brutales et rapides de la vitesse, ce qui se
traduit par une grande irrégularité des courbes de vitesse. Ces courbes présentent des analogies
avec 1'étude des turbulences en écoulement des fluides [123]. De telles courbes peuvent se
modéliser en utilisant des fonctions aux propriétés multifractales. Leur étude constitue le
second axe de ma recherche.
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Chapitre 2

Statistique des Processus

L’essentiel des résultats en statistique non paramétrique porte sur ’estimation de fonctions
appartenant a des espaces de régularité bien connus en statistique (espaces de Sobolev et de
Besov). Il existe en effet des bases adaptées permettant d’obtenir des représentations, de
fonctions de ces espaces, bien adaptées a la théorie de 'estimation statistique. Nous nous
référons a [43] pour de plus amples précisions.

2.1 Modéle de fonctions multifractales

Depuis quelques années, plusieurs tentatives ont été engagées afin de fournir des modélisations
acceptables de signaux plus complexes. En particulier, une nouvelle classe de modeles a été
développée afin de modéliser des fonctions tres irrégulieres, les fonctions multifractales. Ces
fonctions sont caractérisées par la propriété que leur exposant de régularité de Holder n’est
pas constant. Leur régularité varie tres rapidement et n’a de sens que de fagon locale. Ces
fonctions sont utilisées pour représenter ’évolution de fluides en turbulence [3], de cours bour-
siers [50] ou encore le trafic de données dans un réseau [84] ou [110].

C’est dans ce contexte que nous avons été amenés a considérer les modéles de séries la-
cunaires d’ondelettes, proposés par Jaffard dans ses travaux [69]. Soit 1;, une ondelette,
considérons une fonction aléatoire f obtenue de la maniere suivante. Pour deux parametres
(n, ) € 10,1]?, les coefficients aléatoires wjj de la fonction f dans la base d’ondelettes suivent,
pour chaque niveau de résolution j la loi suivante

VE=0,...,2 —1, wj~ 207995, o; + (1 —201713) . (2.1)

Il se détache qu’a chaque niveau de résolution j, 2" coefficients w;; prennent la valeur 27
tandis que les autres sont mis arbitrairement a zéro. Alors que, pour une fonction réguliere,
seuls comptent les gros coefficients, dans cette situation, seule la répartition des petits coeffi-
cients va déterminer le comportement de la fonction. Par exemple, les méthodes de seuillage ne
permettent pas d’estimer de telles fonctions observées dans un modele de bruit blanc. Jaffard
montre dans ses travaux que de telles fonctions présentent des propriétés de multifractalité
qui sont déterminées par les deux quantités qui gouvernent la loi de probabilité des coefficients
aléatoires : 7, le coefficient de lacunarité et « le coefficient d’intensité. La figure 2.1 consitue
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Fi1c. 2.1 — Fonction Multifractale

un exemple d’une réalisation d’une fonction multifractale.

Ainsi les méthodes d’estimation usuelles sont mises en défaut, mais un cadre bayésien,
qui prend en compte les propriétés de I'histogramme des coefficients d’ondelettes, permet
d’estimer ces fonctions dans un modele de bruit blanc. C’est ce que nous avons pu démontrer
dans notre travail.

2.2 Estimation Bayésienne d’une fonction multifractale

Notre objectif est de reconstruire une fonction multifractale observée dans un modele de
régression. De facon plus précise, nous observons la réalisation d'une fonction multifractale,
décrite par sa décomposition en ondelettes de la forme

271
Fr=20 witb
j k=0

dont les coefficients sont tirés suivant la loi décrite précédemment, loi déterminée par les
parametres 1 et a vérifiant 1 —2a > 0. Nous avons observé cette fonction dans un modele de
bruit blanc

djj = Wi + €, j=0,...,j1 =logy(n), k=0,...,2/ — 1. (2.2)

ol les €;;, sont des variables i.i.d centrées Gaussiennes de variance o2, indépendantes des wjy.
Donc, on observe le tableau triangulaire d,, = (d;jx)1<j<j, 0<k<2i—1 de variables indépendantes,
de loi, pour tout couple j, k, donnée par la formule suivante
2
) .o )
djg ~ 2N (2799 —) 4 (1 — 207D A (0, —), (2.3)
n n

Concretement, nous recherchons a estimer les coefficients w7, a partir des observations d,. Or
les coefficients w7, sont soit nuls, soit égaux a 27% pour tout niveau de résolution j. Donc,
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dans les deux cas, les coefficients sont tres faibles, ce qui rend délicat leur reconstruction.
Dans ce cas, nous avons utilisé une méthode Bayésienne utilisant la forme particuliere des
coefficients.

Quand les coefficients « et n sont connus, considérons comme loi a priori, une loi uniforme
sur I'ensemble

271

Q= Jw = (Wk)k=o,..2-1 € {0,27°7}, Z wp = 20077 5 (j e N).
k=0

Soit j1(n) le nombre de niveaux qui interviendront dans la reconstruction de l'estimateur.
L’estimateur maximisant la loi a posteriori est donné par

w; = arg i?aéi p(w;|d;).

Nous pouvons remarquer que l'estimateur bayésien de la réalisation de la fonctions f* s’écrit
plus simplement sous la forme suivante

J1 27

Fo_ —apj .
fn_E E 27 g 2d g, Vi

j=0 k=0

ou les coefficients observés ont été réordonnés de maniere décroissante
dj0) 2 -+ 2 dj(2map) = - - - dj2i-1)-

Soit IT; la projection sur l'espace V}, de I’analyse multirésolution de l'ondelette ou 2/t = n le
nombre d’observations. Le théoreme suivant donne la vitesse de convergence de I'estimateur
bayésien.

Théoreme 2.2.1 (Estimation Bayésienne d'une fonction multifractale).

1
Supposons que g < 1. Choisissons (ji(n)) tel que 27" = O ([ n ]HQQOWO) . avec 3 > 8.

logn?
Alors, il existe une constante positive c¢q tel que

logn

E[|f = fllf] < e (2.4)

Nous retrouvons une vitesse de convergence paramétrique, des que j;(n) est bien choisi.

Ce résultat peut étre démontré en utilisant, a la fois des techniques propres aux ondelettes,
et des méthodes liées aux problemes d’estimation dans des modeles de mélanges. En effet,
les coefficients observés des fonctions multifractales suivent la loi (2.3), qui mélange deux
distributions gaussiennes, avec un décalage qui tend a se combler et des variances tendant
vers 0. Ainsi, le comportement asymptotique dépend du rapport de ces vitesses. En outre
nous pouvons remarquer que la condition ay < 1 est nécessaire pour que le signal observé

2
possede assez d’information pour pouvoir étre estimé.
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2.3 Estimation des parametres du modele multifractal

D’une facon générale, I'estimation Bayésienne fait appel a une loi a priori dépendant d’hy-
perparametres, un modélisant la lacunarité de la série et un autre modélisant l'intensité des
coefficients. Or ces coefficients sont inconnus a priori.

Cela explique pourquoi, dans un second travail, nous avons développé une méthode d’es-
timation de ces coefficients, puis étudié I'influence de cette estimation préliminaire dans la
procédure de reconstruction bayésienne.

Une méthode naturelle d’estimation des parametres d'une loi est de chercher les valeurs qui
maximisent la log vraisemblance. Pour cela, nous avons, tout d’abord, appliqué un algorithme
EM afin de résoudre ce probleme de maximisation et de déterminer les parametres de la loi
a priori. En effet, la structure de la distribution a priori des coefficients peut s’exprimer plus
facilement en faisant apparaitre une variable cachée du modele, qui détermine I’appartenance
des coefficients a I'un des deux types de population. Plus précisément, en normalisant les
variances a chaque niveau de résolution nous obtenons la distribution suivante

Xjk = \/Edjk ~ Q(n*il)j/\/’(m]‘, ) + (1 — 2(77 —1J )N(O g )

avec m; = 271/2=%3 5 = 1,...,41. Des que les coefficients sont tels que n* — a*/2 > 0, les
coefficients normalisés sont obtenus a partir d’'un mélange de gaussiennes a 2 éléments dont
les 2 composants s’éloignent asymptotiquement.

Nous sommes alors dans le cadre d’application de I'algorithme EM, cf. par exemple [103].
Ces estimateurs sont utilisés afin d’obtenir un estimateur pratique de la réalisation de la
fonction f. Les performances pratiques de cet estimateur sont étudiées dans [53]. Dans la
figure 2.2, nous présentons un exemple de reconstruction qui nous permet de constater 1’effi-
cacité de notre procédure d’estimation.

La deuxieme étape naturelle est 1’étude de I'estimation paramétrique de la loi a priori.
Dans un travail plus théorique [54], nous avons construit des estimateurs empiriques de ces
parametres de la maniere suivante

1 LSy
. 1og[ i S (25)
J1log2 ( ;1_1 k] 0 d?k o2
j1 27—-1
ﬁn =1+ 10 10g2 Z Z 1\/_djk/log2(n . (26)
] 1 k=0

Le premier estimateur est un estimateur des moments du mélange. Le second estimateur tire
profit de la propriété de séparation des deux composants du mélange, lorsque n — +oo, pour
estimer la proportion de coefficients non nuls.

Leur comportement asymptotiques est décrit par le théoreme suivant

Théoreme 2.3.1 (Convergence des estimateurs des hyperparamétres).
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F1G. 2.2 — Reconstruction bayésienne avec parametres estimés
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Supposons que g < % et Ny — 2cg > 0 alors les estimateurs 7, et &, sont tels que

n log(n) (7 — ") 5 N (0,0%)

*

n

n'T log(n) (Gn — a*) == N (0,0?%).

Nous constatons que la vitesse de convergence n’est pas la vitesse paramétrique ordinaire,
mais dépend de la valeur du vrai parametre 7. Ce résultat nous permet d’estimer a partir
des données les parametres d’intensité et de lacunarité correspondants et de modéliser par
des séries lacunaires, les réalisations de fonctions multifractales. De plus, le théoreme 2.3.1,
nous a permis de construire un test pour vérifier si un signal observé est multifractal, contre
une hypothese alternative de type bruit blanc.

La vitesse d’estimation des parametres (n*, a*) s’apparente a une vitesse non paramétrique.
Pour comprendre une telle vitesse, nous devons adopter un point de vue semi-paramétrique.
Les parametres (1o, o) sont observés dans un modele dépendant d’une fonction inconnue,
donnée sous la forme d’une suite infinie de coefficients. Cette fonction est un parametre de
nuisance modifiant la vitesse d’estimation des parametres.

C’est la raison pour laquelle nous nous sommes intéréssés a l'optimalité de la procédure
d’estimation. Afin de donner un sens a cette notion d’optimalité, nous nous sommes intéressés
aux propriétés LAN (normalité asymptotique locale) du modele multifractal paramétré par
les deux parametres d’intensité a et de lacunarité 7.

Pour cela, décomposons I'espace des parametres § = (o,0) € @ en ® = @~ U O U BT,
avec @~ = (0,1) x (0,1/2), ®* = (0,1) x {1/2}, et ®F = (0,1) x (1/2,1). Nous montrons
que la famille de probabilités P, := {Pg } VRS @‘} possede des propriétés LAN.

Plus précisément, pour toute suite bornée 7,, = (s,,t,), considérons la perturbation locale

0, = 0+ v,(0)r, = ('r]n,an) du parametre 0 = (n,«), avec v,(0) = diag(c,(0),d,(0)) =

diag(n=2 (logn)~,n~2+*"3(log n)~1). Définissons la log-vraisemblance locale par

dpP? "
L, 0 = dTeg? = " [log fo,(Xn:) — log fo(Xpi)] -
=1

~ (resp. 0).
Théoreme 2.3.2 (Propriété LAN du modele probabiliste de fonctions multifratales).
La famille de probabilités P, est LAN, de suite centrale Af := (Af ;, A 1), avec

o . " . 1
Définissons aussi ¢, (resp. ¢), la densité d'une gaussienne de moyenne n?2

n

n 2_ ¢a_¢
b= ZD“ —ni 1y I ¢(Xm~),

i=1

= 1_ gba
0 = D = 2 ! 27 — ni ni)y
0,11 § 0,11 =0 “n ?1 (n X )nn_l[% — 9]+ ¢(X )
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et de matrice d’information I' := diag (1,072). Plus précisément, nous avons
1
Lg+Vn(9)Tn/€ = Tn Ag - 57—” FTn + 0P<1) el Ag i) N (07 F) (27>

sous la loi Py .
Ces résultats sont décrits dans [93] et leur démonstration repose sur la méthodologie

employée dans [117]. Nous remarquons que les estimateurs définis dans [54] vérifient sur
I’espace de parametre ®~

(va(0)" (6, — 6) 5 N(0,T7Y).

Par conséquent, il apparait que I'estimateur du parametre de lacunarité proposé précédemment
est optimal au sens de Le Cam lorsque (o, n9) € ©~ . Ceci nous permet de justifier I'op-
timalité des tests de multifractalité basés sur la lacunarité de son développement en séries
d’ondelettes. C’est le sens du théoreme suivant.

Considérons le probleme de test suivant de niveau asymptotique 3 € (0,1)

{Hén):a<a0
H§n):a>a0’

pour un oy < 1/2 fixé. Alors les propriétés LAN du théoreme 2.3.2 et la convergence (a la
bonne vitesse) de 'estimateur 7 prouvent le résultat suivant.

Théoréme 2.3.3 (Test optimal de multifractalité). Soit ¢™ le test qui rejette I’hypothése Hén)
et accepte l’hypothese Hﬁ"’ st et seulement si

n

oAl — o lp %l n2 0 _ X,i)— Pag
N 0,11 Zzl( )nn"_1[¢a0 _ ¢] + gb

(X)) > @711 = ),

ou @ est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite. Alors, la suite de tests
#™ est localement et asymptotiquement mazxi-min au niveau asymptotique [3.

Par conséquent, nous avons développé une procédure complete de traitement de données
de type turbulence

— permettant de décider si les observations sont réellement de type multifractal,

— puis, le cas échéant, d’estimer les parametres gouvernant les propriétés multifractales,

— et finalement de reconstruire la fonction observée.

2.4 Application aux processus de Lévy

Les techniques développées pour des processus multifractionnaires peuvent étre adaptées
a d’autres types de processus, notamment les processus de Lévy fractionnaires. Ces processus
ont été introduits par Benassi et al. in [9] pour modéliser des processus en finance ou en
biologie. En effet, les processus multifractal précédemment étudiés ou les processus multifrac-
tionnaires comme par exemple le mouvement brownien multifractionnaire (FBM) introduit
par Mandelbrot et al. dans [101] permettent de représenter des signaux, certes tres irréguliers,
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mais présentant des propriétés d’une loi gaussienne. Or dans un grand nombre d’observations
réelles cette hypothese de gaussiannité des observations n’est pas vérifiée.

Dans notre étude [78], nous avons proposé un estimateur de 'exposant de Hurst H d’un
processus RHFLM (Real Harmonizable Fractional Lévy Motion) défini par

—iz€ 1
Xp(z) = /RdigHHwL(dg), z R (2.8)

ou ||.|| est la norme euclidienne et L(d{) est une mesure de Lévy. De tels processus sont non
gaussiens, localement asymptotiquement autosimilaires d’exposants de Hurst, le parametre
H . Vouloir utiliser en pratique de tels modeles implique que 'on soit capable de reconnaitre
un RHFLM a partir d’observations, et en particulier de construire un estimateur de H a partir
de données réelles. Un premier exemple d’estimateur de I’exposant de Hurst nous est donné
par Pestimateur de variation quadratique proposé par Benassi et al. dans [9]. Néanmoins
cet estimateur ne converge pas lorsque les données sont observées en présence dun bruit
d’obsvartion. C’est pourquoi nous avons étudié un estimateur de ’exposant de Hurst d'un
processus RHFLM étudié dans un cadre de modélisation réaliste : le processus est observé en
des temps d’observation discrets en présence d’un bruit d’observation gaussien, c’est-a-dire
dans le modele de régression suivant.

k k
Yy (_> = Xy (ﬁ) +0nek, k=0,...,n. (2.9)

n

Alors méme que les estimateurs traditionnels ne sont pas convergents lorsque le processus est
observé avec du bruit, nous proposons un estimateur convergent de méme nature que ceux
utilisés dans [54] et utilisant les coefficients d’ondelettes du processus de Lévy.

Pour une ondelette ¢, les coefficient d’ondelettes du processus de Lévy et respectivement
les coefficients empiriques du processus discrétisés sont définis par la relation suivante

wip = 20/ /XH(t)w(th — k)dt,
1 n

no p+ nk P
Wik = 5y Zly ( 2in ) v

p=

Théoreme 2.4.1 (Convergence de |'estimateur de Hurst d’'un RHFLM).
Définissions les coefficients obtenus par la transformée en ondelette discréte des données :
wji et construisons comme estimateur de H

271(n) _1

~ —1 9

St l'ondelette possede au moins r = 1 moment nul, alors

A Ji1(n)—+oo

Hjl(n) — H, p.S.
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Les preuves de ce résultat reposent d’une part sur la formule de calcul pour les processus
RHFLM. Si f € L2(R) et f(€) §), [f(&) L(d€) sont des variables aléatoires symétriques
a valeurs réelles, alors

2,2 2
B[ 60160 ex <_%> B[ SOMO] e R, (2.11)

Cette formule permet d’évaluer les moments des coefficients d’ondelettes des processus. Par
ailleurs, nous utilisons des renseignements sur la la loi asymptotique des vrais coefficients d’un
processus RHFLM, i.e lorsque j — +o0,

21002 2 A7 (0, B(wd,)) -

La non gaussiannité ne permet pas de préciser la vitesse de convergence, des simulations
mettent en évidence 'efficacité de notre méthode.

Notre méthodologie permet néanmoins d’estimer, a partir d’observations réelles, la valeur
des parametres, nécessaires pour modéliser le signal étudié par un processus probabiliste.
Elle permet également de tester la validité de ces modeles dans des cas concrets particuliers.
Ce résultat pourra s’appliquer notamment en analyse de signaux économiques ou venant de
phénomenes liés a ’évolution de la vitesse de véhicules en des points particuliers d'un réseau
routier.

Un cadre d’application de ce travail sera donné par des signaux venant de la finance.
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Chapitre 3

Problemes inverses

3.1 Présentation Générale

Ce qui vient d’étre dit jusqu’a présent ne concerne que la situation dans laquelle le
signal a estimer est observé directement. Or les signaux sont souvent observés a travers
leur image par un opérateur. Des lors, estimer nécessite un inversion de cet opérateur. Cet
type de modélisation permet de prendre compte bien des situations rencontrées dans di-
vers domaines, notamment en biologie (étude de la pharmakocinétique d’un traitement, ima-
gerie médicale), en physique (déconvolution en imagerie spatiale, tomographie, résolution
d’équations différentielles), en économie (estimation en présence de variables instrumentales),

Dans cette approche, le probleme peut étre posé de la maniere suivante : soit A un
opérateur entre deux espaces de Hilbert X et Y, connaissant y, nous cherchons a recons-
truire une fonction zy € X telle que

Axy = y.

< .,. > désigne le produit scalaire sur l'espace Y, et ||.|| désigne la norme associée. Ce
probleme est dit bien posé s’il existe une solution unique a ce probleme et si la solution
dépend continiiment de la fonction y. Dans le cas contraire, le probleme est dit mal posé, ce
qui signifie que I'inverse A~! n’est pas défini en tant qu’opérateur continu sur Y. Ainsi, la
solution ne dépend pas contintiment de la fonction y. Deés lors, une petite pertubation sur la
fonction y entraine une forte erreur finale. Plus précisément, si I’on observe y¢ proche de y
au sens oll ||y — y¢|| < ¢, rien ne garantit que l'erreur associée A~1(y — y°) sera négligeable.
Par conséquent, notre travail doit s’attacher a définir des méthodes d’inversion approchées
qui garantissent que 'inverse approché, dont la signification doit étre donnée, soit proche de
la vraie valeur et présente en outre des propriétés de stabilité.

La maniere de définir I'erreur d’observation est donc fondamentale dans la description
des problemes inverses et requiert une modélisation spécifique. Sans terme d’erreur, il est
nécessaire d’imposer un critere de stabilité. Ce type d’hypotheses apparait lorsque 'opérateur
est compliqué et que ’étude mathématique du probleme est difficile, comme nous le verrons
en tomographie sismique dans [48].

39
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Une seconde approche, utilisée trés souvent en analyse et en analyse numérique [46],
consiste a supposer que l'erreur est une fonction appartenant a une boule de I'espace de
Hilbert Y. L’erreur d’observation e est telle que |le|| < 6. Des lors on observe y° = y + e tel
que ||y — 2°|| < 4. Cette situation a été étudiée par Tikhonov et Arsenin dans [118] et leurs
différentes stratégies d’estimation sont décrites dans [119].

L’approche statistique consiste a supposer que le bruit est donné par les réalisations d’une
variable aléatoire a valeur dans ’espace Y. Ainsi, le modele statistique considéré est le suivant

Y;:A(I‘())(tl)—l-q, Z:L,n (31)

ouY;, ¢=1,...,n sont les observations réelles, les t; sont les temps d’observations, xo : R —
R est la fonction inconnue a reconstruire dont la régularité est inconnue et A est un opérateur
connu ou non entre deux espaces de Hilbert A : X — Y. Les variables ¢;, quant a elles,
constituent le bruit d’observation. La version continue théorique de ce modele s’écrit

y = Axy + e

La variable aléatoire € est a valeur dans I’espace de Hilbert Y. Plus précisément, cette variable
est caractérisée par les relations : pour tout v € Y, < wu,e > est une variable aléatoire
ayant des moments finis. En particulier, ||€|]] = +o00. Ainsi le bruit statistique est plus fort
que le bruit déterministe. Cette différence fondamentale entre les deux types de modele est
particulierement détaillée dans [96]. Le passage du modele continu au modele discret n’est
pas aisé et devient méme délicat lorsque 'opérateur n’est pas linéaire.

La difficulté des problemes inverses réside dans le fait qu’il est nécessaire de trouver un
moyen d’inverser l'opérateur A ou d’approcher son inverse alors qu’il n’est, en général, pas
inversible. Cette propriété est décrite par un indice (qui sera noté ¢) qui mesure la maniere
dont le probleme est mal posé. Ce parametre, plus connu dans la littérature anglosaxonne
comme l'index of ill-posedness, peut s’interpréter comme le parametre tel que A envoie un
espace de Hilbert de régularité s dans un espace de régularité s + t. Plus ¢ est élevé, plus le
probleme inverse sera difficile a résoudre.

Une autre interprétation est donnée en utilisant la décomposition en valeurs singulieres
de Topérateur ou SVD. Si A est un opérateur compact injectif, alors A*A est un opérateur

compact sur X, possédant comme valeurs propres A2, k= 1,2, .... Soit ¢4, k > 1 une base or-
thonormée de fonctions propres correspondantes. Remarquons que ||Avy|| = g et définissons
Ap .
= 0y
| A

En ce cas, il existe (Mg, or, ), k = 1 tels que, d'une part, A = A\ppr, et d’autre part, nous
avons les décompositions suivantes

Vee X, x= Zkak

k>1
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VyeY, y=) ur

E>1

Donc le modele (3.1) peut étre reécrit de la maniere suivante, en projetant y sur la base des
or, k=1

< yuwk > =< A.CU(],'I/)].;; >+ < ank >
Yb = Aty + €, k21 (3.2)

ou les variables aléatoires ¢, sont des variables i.i.d dont la loi est déterminée par la loi de e.
L’objectif porte alors sur 'estimation des coefficients xj. Les valeurs propres Ay tendent vers
zéro, rendant ainsi plus compliquée cette estimation. L’indice ¢ décrit la vitesse a laquelle les
valeurs propres de l'opérateur tendent vers zéro, par exemple \;, ~ k~t, dans le cas de vitesses
polynomiales. Si on compare ce modele a celui ou les signaux sont observés directement, les
valeurs propres A\, apparaissent clairement comme des parametres qui détériorent le signal.
Plus ces valeurs sont faibles et plus les coefficients seront difficiles a estimer. Le parametre ¢
est, par conséquent, un indice de la difficulté du probleme inverse.

Si on réécrit le modele en utilisant I'inverse généralisé A~!, nous obtenons une nouvelle
observation

z=Aly =10+ A e

Cette réécriture met également en exergue le fait que le probleme réside dans le fait que
I'inverse n’est pas continu. Notamment le bruit d’observation A~'e explose pour un opérateur
compact.

Nous notons que le modele (3.2) est une version simplifiée du modele (3.1). Tout d’abord,
il ne prend pas en compte la discrétisation, cruciale en modélisation puisque 1’on suppose que
les fonctions propres sont orthogonales par rapport au produit scalaire de Y. Or, en toute
rigueur, la projection n’a de sens que par rapport au produit scalaire donné par la mesure

empirique,
1 n

Dans un second temps, nous pouvons noter qu’il est nécessaire de connaitre la décomposition
SVD de 'opérateur pour pouvoir écrire les observations sous la forme (3.2). Or, en pratique,
cette décomposition n’est connue que dans tres peu de cas et, d’autre part, I'opérateur est
souvent soit inconnu, soit observé avec des erreurs. Enfin, lorsque 'opérateur n’est pas linéaire,
il n’est plus possible d’écrire une telle décomposition.

3.2 Meéthodes de régularisation de problemes inverses

Nous avons vu que pour résoudre un probléeme inverse, il importe de régulariser 'opérateur
afin d’approcher son inverse tout en controlant l’erreur ainsi commise.

Pour cela, nous avons, dans un premier temps, utilisé la méthodologie développée dans
notre travail de thése en proposant un estimateur fondé sur la norme /' des coefficients de
la fonction & reconstruire. Dans [88] ou [87], nous construisons la procédure suivante. Soit
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(Aji 0, 15) =1 la SVD de 'opérateur linéaire A telle que les fonctions 1, forment un systeme
orthonormé par rapport a la mesure empirique p,,. Définissons I'estimateur

n 2
2, = arg min [Z ‘< y — A(x), % >,
j=1

v=37"_ zjh;€X j
n
= Ejnt
i=1

ot = (pj, j =1,...,n) est une suite de nombres réels permettant de controler, a chaque
niveau de la reconstruction du signal, ’apport de chaque contribution. Ce type d’estimateur
est fréquemment utilisé en traitement du signal ou en reconstruction d’images, sans qu’il
n’existe de preuve de la vitesse de convergence. C’est précisément la lacune que vient combler
le théoreme suivant.

+ 2||lw€||1] (3-3)

Théoréme 3.2.1 (Vitesse de convergence de |'estimateur pénalisé I! pour probléme inverse).
Supposons qu’il existe s et 0 < p < 2 tels que

9 € Xsp={2= ij@/)j, ij(“”*%*%);p? <1}
J J=1

Pour 0 <t <1, nous obtenons

N +25+

n 2s+2t+1
# — Zo|ln = O . 4
I &l P ((logn) ) (34)

Pour t > 1, la vitesse de convergence est donnée par

~ Setoer1
||jn - xOHn = OP << n ) np(t—l)) . (35)
logn

La technique de démonstration repose sur les idées énoncées dans [99].  Soit 'estimateur
oracle défini par x, = 2?21 x;+1;, obtenu par seuillage dur des coefficients de la vraie fonction,
ie

t00 il >y
zi.=4 Toi=1,...,n.
0,  iflajol <uy

La premiere étape vise a assure le controle de l'erreur d’estimation ||Z,, — xo||,, par 'erreur de
Voracle ||z, — xgl|,. Pour cela, soit

1 & ,
%:Ez;wj(ti)ei’ j=1,...,n.

Définissons 1’événement B,, comme ’ensemble pour lequel

logn

}.

B, = {jg?}fnw <=,
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Définissons l'ensemble d’indices comme J, = Card{j, |z;o| > p;}. Alors, nous pouvons
montrer que la fonction de perte a été choisie de telle maniere a assurer que sur B,, nous

avons
) logn Ti— X5
i~ 0ll2 < . — 2 + ey 27 5 i = ol (3.

JETn J
Sous I’hypothese
max Eexple]/K?] < K,

1,...,n

nous pouvons montrer (VAN DE GEER (2000, Lemma 8.2)) que
logn logn
P (]gaxnﬂfj\ > cy/ - ) < cexp[— 2 ]. (3.7)

logn 1 logn
Pz, — xol? > L —Toll?+4 — | < — .
(Hfﬁ ol > crllzs — wolly, + dez o Z ) cexp| ]

jedn I

Ainsi

L’hypothes x¢ € X, permet de controler le terme de reste Zj e )\i?

Le présent théoreme prouve l'optimalité de cette méthode lorsque I'indice ¢ est petit, donc
pour des problemes faiblement mal posés et explique pourquoi I'estimation pénalisée par une
norme [! atteint vite ses limites en pratique comme l'ont remarqué de nombreux utilisateurs
de cette méthode. Nous retrouvons les résultats obtenus dans [26] et [32], connus sous le nom
de méthode d’estimation de Galerkin.

Trouver une bonne méthode de régularisation est par conséquent crucial. C’est pourquoi
notre choix s’est ensuite porté sur les méthodes de sélection de modeles, décrites précédemment
dans la partie 1.

Considérons l'estimateur obtenu par sélection de modeles de la maniere suivante

T, =arg min (y,(y — F(x)) + pen,(z, X) + pen(a)), (3.8)
(z,0)eX*xO

ol X' est un espace de Hilbert, v,(.) est une fonction de perte empirique, o = (a)k>1 € © est
une suite décroissante de parametres et pen,(.,.) une pénalité portant a la fois sur 'espace
X et la fonction x de X. L’objectif est de trouver un estimateur proche des données, au sens
défini par v, possédant des propriétés de régularité définies par les termes de pénalité pen, (., .)
et pen(.). La suite de parametres « équilibre la contribution de tous ces termes. Plus ay, est
grand, plus l'estimateur sera régulier, au sens donné précédemment tandis que plus ay est
petit et plus 'estimateur sera proche des données et, sans doute sera trop irrégulier.

On peut considerer deux types de pénalités pen,(.,.) : des pénalités sur la dimension,
I'estimateur obtenu est par conséquent un estimateur de type estimateur de projection, ou
bien, des pénalités sur la régularité, permettant de définir des estimateurs régularisés.
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— Dans le premier cas, I'idée développée dans [8], consiste a regarder une suite de sous-
espaces de complexité croissante (la complexité étant définie en terme de dimension
de l'espace). Ainsi, sur chaque espace, nous pouvons étudier I'estimateur obtenu par
projection.

— Dans le second cas, la fonction de régularisation pen,(z,X) = J,(x) (souvent une
fonction quadratique) est utilisée comme fonction de pénalité, pondérée par des poids.
Cette méthode est connue sous comme la régularisation de Tikhonov.

Dans les deux cas, le choix de la suite de parametres a détermine le comportement asympto-
tique de 'estimateur. Le meilleur choix (celui permettant d’estimer la fonction a une vitesse
optimale) dépend d’hypotheses inconnues sur la fonction zoy (notamment sa régularité ou le
lien entre sa régularité et la difficulté du probleme inverse). Ces estimateurs sont bien étudiés
dans la littérature des problemes inverses, notamment dans [39] ou [47], pour des opérateurs
linéaires. Dans le cadre d’opérateurs non linéaires, il existe peu de résultats sur la conver-
gence des méthodes de régularisation. Dans [16], une adaptation de la méthode de Tikhonov
est étudiée.

Notre démarche vise donc, d’une part, a adapter de telles méthodes a ’estimation dans le
cadre des problemes inverses. Mais, en méme temps, nous cherchons a choisir une maniere de
sélectionner automatiquement la suite de parametres, sans a priori sur la fonction a estimer,
de telle maniere que l'estimateur obtenu possede les mémes propriétés que si I'on connais-
sait le meilleur choix a faire. L’intérét de ce type de procédure d’estimation est, d'une part
de donner une procédure adaptive d’estimation (donc facilement utilisable en pratique), et
d’autre part, de permettre de généraliser ces résultats au cas d’opérateurs non linéaires.

Nous pouvons alors nous plager dans le cadre des problemes inverses en écrivant le modele
sous la forme

Yi = A(l’o(tz)) + €, L= 17 N2

Pour un ensemble d’indices M,,, considérons une collection de modeles (Y, )mer, C Y, de
dimension d,, et projetons les données sur ces sous espaces. Pour d,,, choisi indépendamment
de la fonction inconnue xo, nous noterons Ily,, ~la projection sur I'espace Y;,, par rapport a
la métrique empirique P, = £ 3% 5, .

Le premier type d’estimateur que nous considérons est I’estimateur de sélection de modeles,
défini comme la solution de la minimisation suivante :

(e i Tk, 0= AGDIE + pentm) 39

T = arg min
m ngM

n

avec pen(m) > r(1 + L)o? D AjFsup;Aj, r=2+0, pour >0, L >0 et \; les valeurs
propres de (Ally, )*. Pour un opérateur F', nous avons noté F* I'inverse généralisé de Moore-
Penrose de F', utilisant la notation donnée dans [46]. Supposons que la fonction zq possede la
régularité donnée par la condition :

SC condition source
Il existe un parametre 0 < v < 1/2 tel que z¢ € Range((T*T)") := R((T*T)").
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Cette condition est couramment utilisée en analyse, cf par exemple [46] ou en économétrie
[18]. Elle relie la régularité de la fonction a la décroissance des valeurs propres de 'opérateur.
Sous des conditions techniques nous sommes parvenus au théoreme suivant

Théoreme 3.2.2 (Inégalité oracle pour sélection de modeles dans les problemes inverses). .
Il existe une constante C' telle que

N . 2(d)
o 2<2 I —TI 2 f 2ty o Jit2t 1 ~=\%)
12 = xol|” < 2 (1 = Iy, )zo|" + € inf [d,™ +2(dy " n) "] + ==,

avec Ly une collection de poids et

E(d) _ Z 9 \/dTTERQkRAk) 1 g d 67\/de[TT(R;kRAk)erQ(RAk)]/pQ(RAk).
EekC P (RAk) p (nRAk)

Ce théoreme établit une inégalité oracle pour 'estimateur par sélection de modeles, en
d’autres termes, que 'estimateur (3.9) est optimal, au sens ou il fait aussi bien que le meilleur
estimateur contenu dans tout I’ensemble des estimateurs considérés.

En outre, dés que la collection d’espaces M,, est telle que m € M,, avec d,,, = n'/(4»+2r+1)
nous retrouvons la vitesse optimale n_%, optimalité prouvée dans [20]. Ainsi, il existe
bien un bon choix de modeles Y,,, : m € M, pour lesquels I'estimateur de sélection de modeles
est optimal au sens donné par la théorie minimax.

Nous pouvons remarquer que nous avons donné l'interprétation suivante de la procédure
d’estimation pénalisée. L’équation (3.9) revient finalement & minimiser

~

s = arg min arg mi)r(l {2 < Aoy AT > +|| Ao T ||?} + pen(m)  (3.10)

mCmo T
= arg Héin arg mi)rg {2 < Mx,, Ao Tm > +|2m||*} + pen(m). (3.11)
mCmo TmEXm

Soit {e;};em la base canonique sur 'ensemble X,,, = (II§, )*X. Définissons pour tout m,
T =< Ampy,€; >=<y, A} e; > j=1,...m.

Alors, la procédure d’estimation revient a projeter les données sur X; ou m est choisi en
fonction des données, c’est-a-dire, en minimisant le contraste suivant en m

2 2
— E Ty, T ro (1+ Ly)| E Aj + sup Al
JjEM jeEM Jem
Nous reconnaissons le contraste lié aux méthodes de seuillage fort, voir par exemple [8].
Par conséquent l'estimateur obtenu sans connaissances a priori converge a une vitesse
inférieure ou égale a la vitesse que 'on obtiendrait avec un estimateur choisi en connaissant

a priori la régularité de la fonction a estimer.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés aux estimateurs construits en mi-
nimisant une perte quadratique et une pénalité, c’est-a-dire aux estimateurs régularisés de
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type Tikhonov. Soit C,, une suite d’indices, pour tout k£ € KC,, et pour toute suite de matrices
diagonales Ag(n) € M, xm,(R), considérons Iestimateur

Eay = arg min [[|Tly,,, (y = A@@))[I; + [|4e(n)]*] (3.12)
Définissons aussi 'opérateur de régularisation suivant
Ry = (T1y,, T + Ap(n) Ag(n)Ln,) "' Ty, .
Posons aussi y(z, ay) = ||[Ra, (y — F(x))||* et construisons la pénalité
pen(Ay) = ro*(1 + Ly)[Tr(R}, Ra,) + p*(Ra,)],

with r > 2.
L’estimateur 4, peut aussi s’écrire

Tay —arg, min (v(z, Ax(n)) + pen(Ag(n))) .

Posons w4, = Ra, Tz et

5(d) =32 dTr(By Ban) (| d L0 R+ R P (R,
p*(Ra,) p*(nka,) ’

pour d choisi selon des hypotheses techniques. Le théoreme suivant décrit la convergence de
cet estimateur

Théoreme 3.2.3 (Inégalité oracle pour estimateur régularisé dans le cadre des problemes inverses).

1l existe une constante C' telle que

R . >(d
Bllia, — ol < 21 — T, ol + C inf [llra, — ol + 2pen(A0)] + 2 (313)

Nous constatons alors que l'estimateur est optimal au sens de la sélection de modeles
puisque 'erreur de ’estimateur est inférieure au minimum des risques des estimateurs régularisés,
a un terme d’erreur pres. Plus précisément, nous pouvons supposer que K est tel que d,,, >

—1/(2 . . .
SUDpeic O /) Alors, sous certaines hypotheses techniques, nous avons, en calculant la trace

et le rayon spectral de I'opérateur de régularisation R4, , pour v <1

TT(RtAk RAk)

_ O(a M)y
p2<RAk> ( k )

et I'inégalité devient a présent

Blfa, — woll® < 20T = Tlx,,, )oo|* + C inf[ad + 2oy *n) ] + =2
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L’inégalité suivante montre I'optimalité au sens minimax de I'estimateur adaptatif pour v < 1,
c’est-a-dire
N 2 ___4pr
E[24, —xo|" < Cn” T,

Nous avons démontré ces théoremes dans les articles [49] et [89]. Sur la base de la méthode
de Tikhonov, nous avons donc construit une procédure de choix de parametre adaptative qui
garantit que, sans connaitre la vraie régularité de la fonction a estimer, nous pouvons malgré
tout choisir le meilleur parametre parmi tous les choix a notre disposition. Il apparait bien que
ces résultats permettent de construire des estimateurs adaptifs (donc utilisables en pratique)
a partir d’estimateurs plus simples et bien connus dans la littérature des problemes inverses.
En particulier, ces théoremes précisent la pénalité qui doit étre choisie pour choisir les
parametres optimaux. Ce choix provient du résultat de concentration suivant que nous avons
démontré pour des opérateurs linéaires, en procédant a une extension du résultat de Y. Baraud
in [5]
Théoreme 3.2.4 (Inégalité de concentration pour des opérateurs linéaires).
Pour n(A) = supy, =1 > iy €i(A'u);, alors

P(?(A) = o?[Tr(A'A) + p(A'A)lr/2(1 + L) + o%u)
<exp{—/d(1/p(A*A)u + r2L[TT(ALA) [ p(AA) + 1))}

Ainsi le processus empirique se concentre autour de sa moyenne, obtenue a partir de la
trace et du rayon spectral de 'opérateur A. Le calcul de la trace et du rayon spectral nous a
permis de prouver les vitesses de convergence des estimateurs précédents. Ce résultat peut étre
aisément étendu a d’autres schémas de régularisation, comme la régularisation de Landweber
par exemple, ou autres méthodes itératives.

Dans un second temps, nous avons généralisé ces estimateurs au cas, peu traité dans la
littérature ou les opérateurs ne sont pas linéaires. Il est pour cela nécessaire de linéariser le
probleme autour d’un point bien choisi de I'espace X, qui sera noté x*. Plus particulierement
supposons, comme dans [73].

AF controle sur la partie non linéaire de la différentielle de ’opérateur
Il existe une constante ¢y, un opérateur linéaire 7' (souvent 7' = F’(z*)) et un opérateur
linéaire dépendant de x et de 2/, qui sera nommé R(z, 2’) tel que pour tout , 2’ € B,(z*)

F(z) — F(2')=TR(z,2')(x — 1),

avec || — R| < er.
Cette condition permet d’obtenir

!

R(F'(27))") € R(F (0)")

et nous conduit a légitimer I’hypothese de régularité portant sur la condition source. Or, cette
hypothese est souvent vérifiée dans de nombreux cas pratiques, voir par exemple [63, 72].
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Nous considérons la version non linéaire de l'estimateur étudié précédemment, obtenue en
!
— n
remplacant F* par T,,, = HYmOT

o = "+ axg i (T, Ty + w L) Ty (y = T(@)) (3.15)

Le théoreme 3.2.3 se généralise alors en le théoreme suivant

Théoreme 3.2.5. Supposons que toutes les hypotheses précédentes sont satisfaites. Pour tout

x € " 4+ X,, et tout réel k tel que d,,, > alzl (2p), ['inégalité suivante est vérifiée
B[y, (o, ~20)|* < - inf[C(1er) [Ty, (2o, —0) [+ 20en(a) = 2 (3.16)

ot la quantité ¥.(d) est définie précédemment.
Néanmoins, dans le cas non linéaire, le terme de biais [[ILx,, (za, — 20o)||* peut étre élevé.
Ainsi nous nous sommes intéressés a d’autres types d’estimateur, notamment les estimateurs

de sélection de modeles.

Dans ce cadre nous nous plagons dans le cas ou le design est orthonormal. Il s’agit ici d’'une
hypothese qui n’est pas fondamentale mais qui permet d’énoncer les résultats plus facilement.

ON Supposons que les observations {t;}_; sont telles que la matrice de Gram correspondante
vérifie G}, Gy = Imo-
Posons A,,, = Tntol_[@mo. Pour toute fonction fixée x, considérons l'opérateur linéaire
Dy (z) = My, R(x)lly,,, défini sur les espaces Dy, (7) : X — Xy Soit Sy, la matrice
dont les éléments sont donnés par

Sm(i,j) = sup |Ay Du(2)(i, 5)].

xE€B,(z*)

Définissons aussi pn, = p(S. Sm) et tm = Tr(St S,,). Ecrivons également Ry, = t,/pm.-
Nous remarquons que, dans ce cas, ni np,, ni nt,, ne dépendent de n. Introduisons alors L,,
un poids et utilisons la notation 3; = 3;(myg), ¢ = 1,2 ol nous avons posé

Zl — Z e—y/d/QTLm(Rm-i-l) (317)
mCmgo
ou pour tout ¢ > 2, €, est une constante qui ne dépend que de q.
Sa(q) = Y Co(npmo®/d)((d/2r LRy + 1)) 4 (d/2r Ly Ry, + 1)1 eV 4/2rEm Bt )

mCmgo

(3.18)
Considérons enfin 'estimateur pénalisé de sélection de modele avec la pénalité donnée par

pen(m) = ro®(1 4+ L) [tm + pm),
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with r > 2. L’estimateur prend donc la forme suivante

Ty = " + arg min | Ay (v — F(2,))]|* + pen(m). (3.19)

(m,xm)Emo XXm

Le théoreme qui suit donne une inégalité oracle et prouve ainsi 'optimalité de cet estima-
teur.
Théoreme 3.2.6. Supposons que Uhypothése (3.17) est satisfaite. Alors pour 0 < k < 1, avec
probabilité supérieure a 1 — Sy~ VY CPmo)t pous qvons

|2 — ol* < |( — T, ) (o — 2*)]|? (3.20)
2
A T—— Jnf {arg min (1+ cp)l|lzm = zol* + pen(m)} +ou/n  (3.21)

et pour g > 1

B[l &5 — o’ < [I(T = Tlx,,, ) (w0 — )| (3.22)
2 hY
+m miélgw{arg xféi?m(l +or)||zo — T |2 + pen(m) Y7 + % (3.23)

Remarque 3.2.7. Les résultats précédents dépendent de deux facteurs : la trace de la partie
linéaire de l'opérateur de régularisation t,, et le rayon spectral R,,. Toutefois pour une fonction
x, nous pouvons écrire que

Ao F (2)w = A TR(z)w = Iy, R(z)w.

C’est ainsi que si nous connaissons des propriétés de la différentielle F' /(.), il nous est possible
d’obtenir un controle de cette quantité.

Ces résultats sont difficiles a énoncer de prime abord, mais, pour mieux comprendre le
terme de pénalité, examinons le cas ou F' est un opérateur linéaire, c¢’est-a-dire, dans nos
notations supposons que, F' = T'. Considérons b;, ¢;, 1¥; sa décomposition en valeurs singuliceres
(SVD). Nous rappelons alors que nous pouvons écrire les formules suivantes, T'¢; = b;y); et
T*; = bj¢;. Soient Y, la collection d’espaces linéaires générés par les fonctions de base
(¢j)jem, pour un ensemble d’indices m. Alors sous I'hypothese ON, la pénalité pen(m) est
proportionnelle au terme

pen(m) ~ 1/nz 1/65
JeEmM
tandis que R,, est proportionnel a
Ry, ~ sup 1/63 X Z l/bi.
JEm jem
L’estimation par pénalité est donc équivalente a une procédure d’estimation par seuillage dur
définie de la maniere suivante : on garde les coefficients tels que
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ou la constante dépend de la dimension my.

Dans le cas non linéaire, I'estimateur s’écrit d’une fagon plus complexe. Pour toute collec-
tion d’ensembles d’approximation, Y,,, la pénalité pen(m) dépendra :
— de la discrétisation du probleme sous la forme de la matrice de Gram G,
— de la facon dont la partie linéaire de 'opérateur F', T agit sur 'espace maximal de
projection Y, c’est-a-dire de la quantité, inf,cy,, [[T*v[/|v],
— et finalement, de la non linéarité de I'opérateur F', déterminée par 1’écart entre la trace
de la partie linéaire de I'opérateur et la trace effective, |t,, — T'r(Af, x,,)|-

Par conséquent, nous avons construit une procédure permettant d’estimer des fonctions
observées a travers leur image par un opérateur non linéaire connu, en présence d'un bruit
d’observation. Sans connaitre a priori leur régularité, nous obtenons des estimateurs optimaux
au sens ol nous avons le méme type d’inégalités oracle que dans le cadre linéaire.

Nous pouvons maintenant nous interroger sur le prix a payer pour résoudre ces problemes
inverses non linéaires.

Afin de mettre en ceuvre notre méthode d’estimation, il est nécessaire de linéariser I’opérateur,
mais les propriétés des différentielles dépendent du point en lequel, elles sont calculées. Ainsi
nous avons besoin de connaitre un point z* autour duquel nous linéarisons 'opérateur. Ce
point doit étre bien choisi puisque nous allons chercher les solutions dans un voisinage de ce
point B,(z*) = {z, ||zt —2*|| < p}, pour un certain p > 0. Bien choisi signifie tout d’abord que
nous devons controler 'approximation linéaire de 'opérateur dans ce voisinage. C’est le sens
de 'hypothese AF. Si 2* est choisi tel que la vraie fonction vérifie 2y € B,(x*), les propriétés
locales de I'opérateur non linéaire F' seront données par celles de 'opérateur linéaire T'. Plus
précisément, la difficulté de I'estimation relative au probleme inverse mal posé dépendra du
caractére mal posé de 'opérateur linéaire F'(z*).

En outre, le probleme doit posséder une solution unique et étre identifiable. C’est pourquoi
nous supposons que nous pouvons choisir ce point initial * de telle maniere qu’il vérifie la
condition suivante

IG Condition d’identifiabilité
zo — 2% € Ker(T)*,

ot Ker(T))* est le complément orthogonal du noyau de I'opérateur T
Des lors, le résultat suivant ([73]) assure I'unicité de la solution au probleme d’estimation, si
le point de départ est suffisamment proche

Lemma 3.2.8. Sous l’hypothése AF avec cp < 1/2, considérons deuz points x,z" € B,(z*),
vérifiant F(x) = F(2') et v — 2’ € Ker(T)*. Alors x = 2'.

Dans la plupart des méthodes d’estimation en analyse, il est indispensable de connaitre
un tel point de départ, voir par exemple les travaux de [105] et une telle restriction n’est pas
rédibitoire. En pratique, ce point de départ idéal peut étre approché par plusieurs itérations
successives de 'algorithme d’estimation. Ce type d’approche est celui utilisé dans tous les
travaux portant sur les méthodes itératives d’estimation, [36] ou [71].

Finalement, sous ces deux hypotheses, nos travaux prouvent que les problemes inverses non
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linéaires peuvent étre résolus avec le méme type d’inégalités oracle (ou de maniere équivalente
avec les mémes vitesses de convergence), que pour les problemes inverses linéaires, en utilisant
I’estimateur que nous proposons.

3.3 Exemples de problemes inverses non linéaires

Nous avons étudié les problemes inverses non linéaires d’un point de vue théorique en
obtenant des vitesses optimales de convergence. Ces méthodes sont utilisables en pratique des
que l'on connait l'opérateur F', a travers lequel la solution est déformée. Cependant, dans la
plupart des problemes rencontrés en pratique, l'opérateur est soit totalement inconnu, soit
seules des approximations de l'opérateur sont connues. C’est tout particulierement le cas en
économétrie et en sismographie. Nous détaillons deux applications relatives a ces domaines.

3.3.1 Application en économétrie

Nous nous sommes intéressés en économétrie a ’estimation de la variation du surplus du
consommateur. Ce probleme, détaillé dans [112] ou [66], peut étre modélisé sous la forme du
probleme inverse suivant : estimer la solution A\ d’une équation différentielle

N(z)  =m(z,\z))
{M%) = X0, (20, o) € IR? (3.24)

alors que la fonction m n’est pas observée directement. En effet, elle n’est connue qu’a travers
les observations Y7, ...,Y, qui proviennent du modele

Y =m(2)+U (3.25)

ou U désigne un bruit d’observation et Z les points aléatoires ou est mesurée la fonction m.
La particularité de ce modele vient du fait que, contrairement a un modele de régression, nous
avons

bfE(U|Z) # 0.

Les variables sont dites endogenes. Toutefois, en économétrie, nous supposons qu’il existe une
variable W, telle que E (U |[W) = 0. Une telle variable est connue en économie sous le nom de
variable instrumentale. Elles jouent un role capital en économie, décrit dans [18] par exemple.

Ce probleme est difficile puisque, pour le résoudre, nous devons procéder en 2 étapes
successives.

1. Estimer la fonction m par son estimateur m,,. Cette étape constitue le premier probleme
inverse. En effet, les observations ne sont accessibles qu’a travers leur image par I’espérance
conditionnelle par rapport a la variable instrumentale W.

Plus précisément, soit S = (Y, Z, W) la variable aléatoire formée de Y € R, Z € IR?
et W € IR?. Considérons alors I'espace de Hilbert L?, des fonctions intégrables de S
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et notons par L*(Z) et L*(W) les sous espaces de L? des fonctions & valeurs réelles de
fonctions respectivement de Z et de W. Définissons les opérateurs suivants

T:L*(Z) — L*(W)
g — T(9(2)) = E[g(Z)|W]

T . L*(W) — L*(Z)
h — T*(h(W)) = E[h(W)|Z]

r=E(Y|W)

Ces opérateurs sont les espérances conditionnelles par rapport aux variables W et Z.
Ces opérateurs linéaires vérifient :

<T(p(2)),b(W) >=<¢(2), T*((W)) >= E(o(Z2)p(W)).

Nous avons supposé que les densités de Z et de W ne s’annulent pas sur leur domaine
de définition. Il s’avere par conséquent que les opérateurs T' et T™ sont bien définis.
Des lors le modele de régression a variable instrumentale peut étre réécrit de la maniere

équivalente :
Tm—r=0. (3.26)

L’opérateur T est linéaire, mais dépend de la loi des données et doit donc étre estimé.
Sous certaines hypotheses de régularité, dans [31], nous montrons qu’il existe une unique
solution sous la forme m = \Tf(r) Nous utilisons a cet effet un estimateur a noyaux de
la densité pour estimer l'opérateur T'. Considérons une réalisation i.i.d. du vecteur S :
S; == (x;,ys, zi) pour i = 1,...,n et un noyau K de parametre de lissage h,,. Construisons
alors un estimateur a noyaux, fn estimateur de la densité f de

~

1 n
[y, z,w) = - Zl Kywy(y = Yi) Ko pz (2 — Zi) Ko o (w — W)

Soit 7' 'estimateur de I'opérateur associé.

Des lors, nous pouvons utiliser les méthodes usuelles de résolution des problemes in-
verses, par exemple la méthode de Tikhonov. Ainsi , pour une suite «,, — 0, définissons
M., comme solution de

~
~

(an + T T 0, = 7. (3.27)
Mn.a, st un estimateur de la fonction m. Cet estimateur a été étudié dans [31].

. La résolution de I’équation différentielle constitue la deuxieme étape. La fonction \ est
définie par une relation implicite non linéaire. Appelons A l'opérateur défini par :

Am, N) =X —m(., ).

Résoudre I’équation différentielle (3.24) équivaut a inverser 'opérateur A sous la condi-
tion initiale A(0) = 0. Si m est connu, il existe une unique solution : \(xz) = ®[m](x).
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Mais comme m est inconnue, nous la remplacons par son estimateur 7, 4, , €t aboutis-
sons au systeme différentiel suivant

)\/(.’L‘) = mn,an (SL’, )\(l’))
{A(O) - (3.28)

dont l'estimateur S\,Wn est solution.

Dans [97], nous montrons que lestimateur de ces doubles problemes inverses peut s’écrire
sous la forme suivante

Aoy = P10, ().
En fait, I'idée forte, a la base de 1’étude de cet estimateur, consiste a utiliser un théoreme
proche du théoreme de Cauchy-Lipschitz d'une part, et le théoreme des fonctions implicites
d’autre part, pour écrire la décomposition suivante

~

Ve € I Aa, (@) = (@) = / (i, = m) (A0l 8N 4y 4 Ry ()
0

avec Ry, (2) = Op (|0, — m|?) and |0, —ml|> = [ [ 15 (Aina, — m)* (z,y) dzdy avec
D = {(z,y);|z| < a,|y| < b} un voisinage compact de (0, 0). Ainsi la convergence de 'estima-
teur /):n,an est reliée a la convergence du premier estimateur m,, o, . Nous pouvons alors prouver
le théoreme suivant qui donne la vitesse de convergence de la partie linéaire de I'estimateur
H[My,qa, —m](z), ol nous avons noté

H[my, o, —m|(z) = /Ol‘ (Min,a, — m) (6, A(E))v(x, t) dt

avec v(z,t) = exp (ftm a%m(u, Au)) du).
Théoreme 3.3.1 (Convergence de |'estimateur solution du systeme différentiel avec effets en-
dogenes). Supposons qu’il existe un paramétre 0 < 5 < 2, tel que

m e &z :={m, [[m— moé||2 = O(aﬁ)}.

3
. N . . . §+2
Alors si le parametre de lissage du noyau est choisi tel que —ngggn

d’observations n — +00, nous obtenons la vitesse de convergence pour la norme quadratique

— 00, alors quand le nombre

. [oe n*ﬁ), ifo< /<1

|| H [T, 0, — ]| = (3.29)

35-2)

Op (n*W) i8> 1.

Ainsi, nous sommes arrivés, dans ce cas particulier de problemes inverses non linéaires, a
obtenir une vitesse de convergence de ’estimateur. Néanmoins, nous avons utilisé la forme bien
particuliere de 'opérateur T', défini comme espérance conditionnelle, qui peut étre approché
par un estimateur de type estimateur a noyau.
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3.3.2 Application en tomographie sismique

Lorsque l'opérateur A est entierement inconnu et sans forme particuliere connue, les
méthodes classiques de résolution de problemes inverses ne s’appliquent plus. C’est également
le cas lorsque la loi du bruit d’observation est inconnue. Le probleme est des lors tres diffi-
cile a résoudre. Il en est ainsi pour la majorité des applications, notamment en tomographie
sismique. C’est ce cas particulier que nous avons étudié dans un article [48] en utilisant des
méthodes de statistique bayésienne.

Dans ce cas particulier, I'objectif de notre travail est la tomographie sismique, c¢’est-a-dire
I'étude de la composition d'un sol, décrit dans [10] ou [23]. La nature d’un sol est caractérisée
par le temps mis par une onde sismique a le traverser. C’est pourquoi nous envoyons des ondes
dans le sol, notées i = 1,...,n et mesurons les temps de parcours de ces ondes T A travers
le milieu a étudier.

Le cheminement des ondes a travers le milieu U est présenté dans la figure 3.1.

-250

-500 -

=750

-1000 L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

F1G. 3.1 — Tomographie sismique

A partir de ces observations, nous essayons de construire un estimateur de 'inverse de
la vitesse que met une onde a traverser le milieu noté U. Considérons l'inverse du temps de
propagation d'une onde dans le milieu S*(x), x € R?, fonction que I'on cherche a reconstuire.
Les temps de parcours observés dépendent de S* mais aussi des trajectoires dans le milieu
qui sont prises par chaque onde r; émise. Comme les r; sont inconnus a priori, les temps
d’observation sont observés a travers une image par un opérateur non linéaire et inconnu @
défini de la maniere suivante

T=9o(5r) = /S(x) di,

T

oll 7 est une trajectoire d’onde arbitraire, € R? est un vecteur de position, tandis que dl est
un déplacement infinitésimal le long du rayon d’onde r. Le modele statistique s’écrit sous la
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forme
jviobs — (I)(S*,Ti) + €,
:/ S*(x)dl+e€,i=1,...,n (3.30)

Ainsi donc, nous obtenons un probleme inverse a opérateur non linéaire inconnu et dont
la loi des erreurs d’observation n’est pas spécifiée. Nous nous trouvons alors dans le champ
d’application des méthodes bayésiennes de minimum d’entropie, pour construire un estimateur
du champ S. Ces méthodes ont été développées par Gamboa et Gassiat dans [55, 56].

Le Maximum d’Entropie sur la Moyenne (MEM) est une construction qui replace le
probleme inverse précédent en ’approchant par une suite de problemes en dimension finie,
obtenus en discrétisant le milieu U sur lequel est définie la fonction S. L’estimateur MEM esti-
mator est alors obtenu en tant que limite des estimateurs discrétisés, solutions des problemes
de dimension finie. La construction du MEM est une maniere naturelle et pratique d’introduire
des contraintes non linéaires mais convexes sous la forme d’a priori. Pour cela, considérons
une probabilité P sur U qui donne plus de poids aux zones ou S est concentrée.

La fonction S(x,y) est définie sur le compact U C R?. Divisons U en cellules ¢?,i = 1,...,n
sur lesquelles nous cherchons & approcher la valeur de l'inverse du champ de vitesse S(z),
supposée constante sur chaque cellule et prenant la valeur s;. Notre objectif est donc d’estimer
les valeurs S = (sy,...,s,) & partir des temps de parcours observés TP, ... TP & partir d’un
schéma bayésien. A chaque site ¢, j = 1,...,n dumilieu U, est associée une variable aléatoire
s;. Notons F,, la distribution a priori du vecteur aléatoire correspondant S, = (s, ....,5,).
Dans ce travail, nous avons supposé que la variable aléatoire correspondant a la distribution
de I'inverse des vitesses S est positive, possédant une densité f (par rapport a la probabilité
P). Nous supposons naturellement que cette densité est bornée a(z) < f(z) < b(z). Ces
valeurs correspondent a des valeurs fournies par les expérimentations pratiques. Pour tout

n

j,le support de la loi de s;, notée Fj est inclus dans [a(c}), b(c])]. Tous les sites sont supposés

indépendants les uns des autres, et, en conséquence, la loi de .S est donnée par F,, = ®?:1 F;.

Pour une discrétisation en n cellules, nous définissons la mesure aléatoire discrete

1 n
vn = > 0. (3.31)
j=1
obtenue a partir des valeurs de S,, = (s1,...,$,). Les méthodes bayésiennes permettent de

prouver la convergence de I'estimateur de la mesure 2%, ce qui impliquera la convergence de
I’estimateur du champ de l'inverse des vitesses.
Par conséquent, nous proposons la procédure d’estimation suivante :
— Nous discrétisons le milieu et nous nous proposons d’estimer le parametre de dimension
finie S,, = (s1,...,8n)- '
— Pour un champ d’inverse de vitesses bien choisi (i.e choisi selon une loi a priori), S,(f) =
(sgi), cee 559), t=1,..., N, nous calculons les temps de parcours des différents rayons
sismiques T'(S®) en utilisant un algorithme de traceurs de rayons.
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— Pour un niveau donné ¢ > 0, nous ne gardons que les temps de parcours admissibles,
c’est-a-dire qui appartiennent a I’ensemble

T,={i=1,...,N, ||[T - TYD| <6}

— L’estimateur Bayésien est défini par

~ 1 .
Sy = =" 50 (3.32)

A Testimateur de S*, nous pouvons associer I'estimateur de la mesure
Y = By, (v | [T = T(S,)II? < 62). (3.33)

ou JF, désigne la mesure empirique a priori de v,. Ainsi au niveau n, nous ne gardons que les
mesures positives portées par les ¢, 1 =1,...,n.

7

Ainsi, %% est un estimateur Bayésien d’a priori la loi JF,,. Nous obtenons une suite de
problemes de dimension n. Il est important de remarquer que I’asymptotique ne porte pas ici
sur le nombre d’observations, ni sur le niveau du bruit, mais sur la discrétisation du probleme,
n.

Pour comprendre le comportement asymptotique de l'estimateur de Bayes, nous avons
besoin d’introduire I'estimateur : au niveau n, nous choisissons la distribution PM£M de S,
en utilisant le principe de maximum d’entropie. Nous nous référons a [55] ou a [29] pour des
précisions sur cette méthode.

Posons ainsi

I)T]LV[EM = EPTJLMEM(VTL).
, ~ MEM . . , .
Alors pour n fixé, v, est la reconstruction par maximum d’entropie du champ S avec

pour mesure a priori F},. Lorsque n tend vers I'infini, sous certaines conditions additionnelles,
nous montrons la convergence de I'estimateur 72%.

Le théoreme suivant prouve la convergence de cet estimateur.

Théoreme 3.3.2. (Gamboa, Gassiat, [55] Theorem 2.1 and 2.3) Si U est un espace métrique
compact, P une mesure de probabilité sur U and c}, i =1,...,n tels que %2?21 O — P.

Alors, sous quelques hypothéses techniques supplémentaires, lestimateur bayésien 0°%, pour

§ > 0 et n grand, est bien défini. Il converge au sens de la topologie faible vers DMEM e
~MEM

seul point d’accumulation de la suite DMEM . En outre si J est entropie associée, 0

est un des points d’accumulation de [l’ensemble des solutions du probleme de minimaisation
min J(p).

| [ ®du—Y| <o

Nous avons développé un algorithme permettant de construire pratiquement un tel es-
timateur. Les erreurs d’estimation sont présentées dans la figure 3.2. Nous voyons que cet
estimateur permet de reconstruire avec de faibles erreurs S*. Il apparait clairement que de
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F1G. 3.2 — Erreurs d’estimation

telles méthodes bayésiennes sont efficaces lorsque 'opérateur est entierement inconnu, donné
par exemple sous la forme d’une boite noire ou d'un code informatique.

Nous appliquons cette démarche au cadre de la tomographie océanique qui consiste a
déterminer la composition de 'océan a partir de mesures faites sur des rayons lumineux se
réfléchissant a travers lui. Ce travail [95] est actuellement en voie d’achevement.

3.4 Espaces de régularité pour les problemes inverses

Nous rappelons tout d’abord le probleme inverse que nous étudions. Soit A un opérateur
connu, admettant une décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la forme, (07 = g, ¢r, Ur.), k =
1. Nous rappelons les formules suivantes

Vo€ X, A"Azx =) N\ < 2,0 > bn

k=1

o
Ar = Zak <X, P > Y.
k=1

Nous cherchos a reconstruire une fonction xy observée dans le modele suivant
y=Awg+e€

ol € est un bruit d’observation.
Dans les travaux théoriques sur les problemes inverses, sont apparues différentes manieres
d’exprimer la régularité de la fonction a estimer aboutissant a des vitesses de convergence
différentes. En effet, il existe trois types d’hypotheses différentes portant sur la régularité de
la solution du probleme inverse.

1. La premiere est la condition usuelle de régularité obtenue en supposant que x, appartient
a un espace de régularite classique Hoélder, Sobolev ou Besov. Par exemple la fonction
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appartient a ’espace défini par

Wh = Z<az¢k>d)k€L201 Zk2ﬁ\<x¢k>|2<+oo}
k=1

2. Laseconde porte sur la régularité de la fonction par rapport a la régularité de 'opérateur.
Plus précisément, on suppose que xg appartient a des espaces appelés sources définis
par

Xg={r€X, wel’ z=(A"A)w}=TIm[(A"4)"].

2 <z, > |?
Xg=A{z, ) |0_+| < +o0}. (3.34)
k=1 k

Ce type d’hypothese est courant en analyse numérique des problemes inverses.

3. Un troisieme jeu d’hypotheses s’intéresse aux fonctions convergeant a une vitesse donnée
pour une méthode de régularisation préalablement choisie. Ainsi pour R, un opérateur

de régularisation et a une suite régularisante, définissons x, = R,Axg, tandis que
I'estimateur est donné par Z,, = R,y. Supposons que 'opérateur de régularisation
vérifie

Hypothéses A Le schéma de régularisation R, défini sur [0, 1] est tel qu’il existent
des constantes ag et ¢, C, K telles que pour toute suite o = (ay)r>1, 0 < ag <
o, VEk > 1

Le terme de biais mesure 'efficacité de la procédure de régularisation. C’est pourquoi, en
économétrie les espaces de régularité sont définis par la relations suivante : 30 < § < 1,

zo € Pg = {z, ||lz — 24| = O(a”)}. (3.35)

Cet espace est appelé espace de saturation. Il s’apparente a un espace maxiset déterministe
associé & la vitesse o et la méthode d’estimation au moyen de 'opérateur de régularisation
R,.
Nous nous sommes intéressés aux liens entre ces espaces et aux différentes vitesses rencontrées
dans 2 articles [89] et [98]. Le théoreme suivant établit des correspondances entre les 3 types
d’hypotheses.

Théoreme 3.4.1 (Comparaison entre les hypothéses de régularité pour les problémes inverses).
Sous le jeu d’hypotheses A, nous obtenons les inclusions suivantes.

1. Pour0 < pg <1,
Xlg - (I)Ig, Xlg g (I)t, vVt > ﬁ
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X = ;.

X, =W*%.

Ce théoreme permet de mieux comprendre les vitesses de convergence obtenues précédemment.
Notamment nous voyons que la correspondance s = 2(a permet de démontrer I'optimalité
des vitesses données en analyse numérique dans un cadre statistique, et inversement.
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Chapitre 4

Un probleme inverse particulier : le
décalage de courbes

Les problemes rencontrés en classification nous ont également conduits a nous intéresser
a un nouveau type de problemes inverses : le recalage de courbes et 1’étude de ces décalages.

En effet, ’étude de données fonctionnelles met souvent a jour un phénomene particulier :
les méthodes de classification ou de choix de modeles permettent de rassembler les courbes en
des groupes formés de fonctions similaires. Toutefois, a I'intérieur d’un méme groupe subsistent
de légeres différences entre ces courbes, qui rendent difficile I'extraction d’une courbe type f,
décrivant le phénomene lié au groupe. Ainsi, il nous faut aligner ces courbes sans connaitre
I’archétype f mais aussi étre capable d’expliquer les raisons de ces décalages pour mieux
comprendre le phénomene étudié.

Ce probleme peut étre formalisé dans un cadre mathématique de la maniere suivante. On
observe J courbes, chacune formée de n points. On constate alors qu’il existe des parametres
de déformation 6;,j =1, ..., J, (aléatoires ou non) a valeurs dans un espace © et un opérateur
de déformations @ tels que les observations, bruitées par une erreur d’observation €, s’écrivent

Yj:<1>(f(tz~j),0j)+aeij, izl,...,n, ]:]_,,Jn

Les courbes a l'intérieur du groupe sont donc les f; = ®(f,6;) qui sont obtenues comme
déformation d’un motif général f, a 'aide d’'un opérateur de déformation ® dépendant des
parametres 6;.

4.1 Estimation de décalages entre courbes

Ce modele combine plusieurs problemes inverses de nature différentes.

1. en premier lieu celui de l'estimation de la fonction f a travers le recalage des courbes
les unes par rapport aux autres.

2. L’estimation des parametres de déformation 0;, j =1,...,J,

3. enfin, dans le cadre de déformations aléatoires, I'estimation de la loi de ces déformations.

61
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Ce probleme est bien connu en data mining et de nombreux auteurs se sont intéressés aux
différentes manieres d’extraire un représentant général a partir de données fonctionnelles. Dans
les travaux suivants [57], [124] [108] [125], les auteurs utilisent des méthodes non paramétriques
pour estimer un profil moyen puis aligner les courbes sur ce profil estimé. Alternativement,
ils estiment des points particuliers pour chaque courbe (par exemple les points d’inflexion)
qui servent de point de reperes sur chaque courbe, pouvant étre alignés. Dans tous les cas,
ces méthodes requierent au préalable une étape d’estimation non paramétrique. Or, le modele
est un modele semi-paramétrique puisque les parametres d’intérét 0; sont a estimer dans un
cadre ou le bruit est donné par une fonction inconnu f. C’est la raison pour laquelle nous
nous sommes intéressés a des méthodes semi-paramétriques pour résoudre ce probleme.

Dans un premier article M-estimation of shifts between curves [52], nous nous consacrons
au cas particulier ou les déformations sont des translations entre les courbes. Cette restriction
nous permet de résoudre théoriquement le probleme et de proposer une méthode pratique
et efficace d’alignement des coubres. Plus précisément, nous avons développé une méthode
d’estimation basée sur un contraste obtenu aprés avoir appliqué la transformée de Fourier
aux fonctions observées. Ainsi le modele initial

Y;'j:f<tl'—¢9;)—|—€ij,jzl,...,J,’izl,...,n, (41)
se transforme, en utilisant la transformée de Fourier discrete, en
dp=e"a(f)+wy, j=1,....J, l=—(n—-1)/2,...,(n—1)/2. (4.2)

Les coefficients d;; sont observés tandis que les coefficients de Fourier de la fonction f sont
notés ¢;(f) et constituent un bruit fonctionnel qui empéche l'estimation directe des coeffi-
cients liés au décalage entre les courbes o. L’écriture du modele sous la forme (4.2) permet
de comprendre la problématique de l'estimation des «j en tant que probléeme inverse. Les
coefficients inconnus ¢;( f) jouent ici le role des valeurs propres de 'opérateur a travers lequel
sont observées les données, puisque ¢;(f) — 0 lorsque |I| — +o00. Nous sommes bien dans le
cadre des problemes inverses a opérateurs inconnus pour lesquels il n’existe pas de méthode
générale de résolution. Nous allons néanmoins tirer parti de la double asymptotique en le
nombre de courbes d'une part et en le nombre d’observations par courbe d’autre part, afin
d’inverser le probleme inverse sans estimer l'opérateur.

Les propriétés de la transformée de Fourier permettent de transformer le probleme initial
de translation en un probleme multiplicatif dans lequel on cherche a rephaser les observations.
Pour cela, nous proposons une méthode semi-paramétrique d’estimation des coefficients o
obtenus en minimisant le contraste

J l=(n-1)/ J 2
) 1 .
& = arg mln g g 51 e dy — 7 g eidyl |, (4.3)
@90d g 1l=—(n-1)/ j=1

pour une suite régularisante §; bien choisie. L’idée a l'origine de ce contraste, est la volonté
de chercher a aligner chaque courbe sur la moyenne recalée de toutes les autres, pondérée par
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une suite de réels, convenablement choisis, qui doit lisser les irrégularités de la courbe.

Nous démontrons la convergence des estimateurs, et obtenons en outre une vitesse de
convergence paramétrique des estimateurs des parametres de translation du modele (4.2) et
prouvons la normalité asymptotique suivante sous des hypotheses techniques. En particulier
le parametre §; est un lissage qui ne doit pas excéder une certaine valeur.

Théoreme 4.1.1 (Comportement asymptotique des estimateurs des translations).
Vn(a, —a*) — N;_1(0,T), (4.4)

avec

54l2 2
P _ ZIEZ l |Cl(f)| (Ij_l + Uj_l) ’

2
(Xiez 07 la()?)

ou, I;_1 est la matrice identité de dimension J—1, et U;_1 est la matrice carrée de dimension

J — 1 ne comportant que des 1.

L’idée de la preuve de ce résultat, propre a l’estimation par minimisation d’un contraste,
nécessite 1’étude des processus empiriques suivants

i) Convergence du contraste empirique vers une fonction de contraste :

M,(a) === K(a), a € 4, (4.5)

ou K (-) possede un unique minimum au point a*.
ii) Définissons le module de continuité uniforme W, défini par

Win,n) = sup |My(a)— Mn(5)].
lle—Bll<n
On montre qu'’il existe deux suites (M), €t (€x)en, tendant vers zéro telles que pour
k assez grand , nous avons
lim P,- (W(n, T]k) > Ek) =0. (46)
n— 00
Des lors, nous obtenons la convergence de l'estimateur réalisant le minimum du contraste
empirique M,.
&y, = arg min M, ().
acAq
La normalité asymptotique s’obtient par un développement limité de la vraisemblance. En
effet, il existe &, dans un voisinage de of a* tel que I'on puisse écrire

Vi (G, — ) = = [V2M, (a,)] ' VAV M, (), (4.7)

olt V2 désigne la Hessienne. La théorie des processus empiriques [120] ou [121] permet de
montrer les limites suivantes

VNV M, (o) % N;-1(0,Ty),
VM, (a,)] ' ===V,

n—-4o0o
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ot V désigne une matrice symétrique positive. Il nous suffit alors de poser I' = V'T\\V, pour
prouver le résultat énoncé dans le théoreme.

Nous remarquons que dans ce cas, grace au point de vue semi-paramétrique, la fonction
f devient un parametre infini de nuisance qui n’empéche pas la reconstruction paramétrique
des translations. Nous mettons en oeuvre cet algorithme pour estimer la fonction f, une fois
les données réalignées.

Cet algorithme est décrit et appliqué a la prévision du trafic routier dans un article publié
a la revue de 'ENBIS road traffic forecasting with semiparametric method [92]. Le cadre de
cette application est le suivant. Aprés classification des courbes journalieres de 1’évolution
des vitesses en un point de mesure du trafic routier, nous obtenons des groupes qui font
apparaitre des types de comportement routier : nous observons par exemple des bouchons
types, caractéristiques par leur durée et la vitesse minimale des véhicules qui le travesent.
Mais, au sein d’'un méme groupe, ’heure de déclenchement du bouchon est soumise a des
petites variations, sous la forme de translations. Si ’on prend comme représentant du groupe la
moyenne des courbes le composant, les petits décalages entre les courbes créent un artefact qui
ne ressemble pas au phénomene réellement observé. Il est par conséquent nécessaire d’aligner
les courbes avant de prendre la moyenne. Nous nous trouvons ainsi dans le cadre d’application
du modele (4.2). Dans la figure 4.1, nous montrons les résultats obtenus. Le premier cadre
comporte les courbes du groupe, le troisieme montre les courbes réalignées tandis que le
quatrieme montre les deux représentants du groupe obtenus sans prendre en considération les
décalages (courbe en pointillé) et par ailleurs en en tenant compte (courbe en traits pleins).
La courbe en pointillés est trop lissée par rapport aux phénomenes de bouchons, ce qui se
traduit par des chutes tres brusques des vitesses moyennes.

En utilisant une telle méthode de choix de représentant, les courbes intervenant dans
les modeles de prévision sont plus proches des phénomenes physiques observés. Des lors, les
prévisions ne sous-estiment plus de fagon systématique les temps de parcours et sont plus
proches des temps de parcours rééls.

Nous avons donc résolu le cas du recalage de courbes soumises a des effets de translation.
Cette méme méthodologie a été étendue dans le cadre de dilatations en utilisant les mémes
techniques. Il est alors naturel de s’intéresser au cas ou les parametres des translations ne sont
plus des constantes déterministes mais des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire
01,...,0; ~ 0 possédant une densité ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue. Notre objectif
n’est plus seulement d’estimer les décalages, mais la loi de cette variable aléatoire afin de
comprendre la nature des variations entre les courbes expérimentales. Nous constatons qu’il
est impossible d’utiliser la méthodologie précédente et sommes alors confrontés a un probleme
inverse stochastique.
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Fi1G. 4.1 — Estimation des décalages dans des courbes de vitesse et leur incidence dans 1'ex-
traction d’un représentant

4.2 Etude de décalages stochastiques

Dans le cas tres général ou l'opérateur ® est inconnu, le probleme de l'estimation de
la loi des parametres de déformation est difficile. C’est pourquoi, dans un premier temps,
nous nous sommes restreints a une forme particuliere, pour laquelle nous précisons 'allure
des déformations aléatoires. Ainsi nous avons considéré un probleme d’estimation avec des
parametres de translation aléatoires d'une fonction f inconnue, mélant les deux modeles (4.14)

t (4.1). Ce nouveau modele s’écrit alors

Yi~:f(tij—9j)+cre,~j izl,...,n,jzl,...,Jn. (48)

Des exemples d’application de ce type de modele sont fournis en analyse de données lorsqu’on
cherche a étudier les raisons pour lesquelles il existe des décalages entre les courbes au sein
d’un méme groupe, et ainsi améliorer la procédure de classification ou mieux encore interpréter
les résultats obtenus.

La méthodologie que nous utilisons dans [19] fait appel aux méthodes bayésiennes et
semi-paramétriques développées dans [30]. Elles se décomposent en les deux étapes suivantes

1. Pour chaque courbe observée j, nous estimons la valeur de la réalisation 6;, par son

estimateur 6; ,,. Conditionnellement a 6;, nous pouvons établir des inégalités de déviation
précises entre cette valeur et sa valeur estimée.
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2. Nous utilisons les valeurs approchées pour toutes les courbes j = 1, ..., J, pour construire
un estimateur a noyaux de la densité, sous la forme

J
1 & A
=7 E Kn(0 —0;,).

n 4

Cet estimateur peut étre étudié grace au controle précis entre ’estimateur semi-paramétrique
et la réalisation du décalage ¢; pour chaque courbe.

Ainsi, nous commencons par construire des estimateurs semi-paramétriques pour estimer les
réalisations des variables 6; qui ne sont pas observées. Nous parvenons alors a des estimateurs
éj,n obtenus par maximum de vraisemblance selon la démarche suivante. En premier lieu, en
raisonnant courbe par courbe (et, pour alléger les notations, en oubliant 'indexation en j),
le modele est transformé en utilisant la transformée de Fourier discrete en

: &k (4.9)

xy, = cos(2wkO) fi, + di, + %

Lo (4.10)

ry = sin(27k0) fr + di, ,, + NG

en ayant posé

Z cos(2mkt;) & = ﬁ Yo cos(2mkt;)e; .

n

Z sin(27kt,)Y; , & = fz " sin(27kt;)e;

=1

et
— V3 (% S cos(2mkt) f(t — ) - / " cos(@mkt) £t — 9)dt> |

Nous obtenons alors la version discrete de 'estimateur de maximum de vraisemblance bayésien

défini dans [30]
2
. 1 &
_ L Onk(t: — 7)Y, 411
0, = arg r;leag{kzl hi, <n ;:1 cos(27k(t; — 7)) ) ' (4.11)

ou (hg) est une suite de réels de [0, 1] qui satisfont des conditions techniques, notamment

(T) <Z(1—hk>(2ﬂk)2f;3> =0<Z(1—hk)2(2ﬂk)2f;?> .

k>1 k>1

Le lemme suivant fournit un contréle optimal de I'erreur d’estimation.
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Lemma 4.2.1 (Inégalité de Déviation). Pour n assez grand et uniformément en 6; € © et
fEeF,

logn

(B) P (m-eﬂ 11> K |ej> < o1 exp(—e: K2 logn) | (4.12)

n

Soit R"[h, f] = > pe (27k)*[(1 — hg)* f2 + hi/n] . Pour tout j = 1,...,.J, et uniformément
enb; €O et fel,

rlf, h]) (4.13)

111

Nous cherchons des lors a estimer la densité de 6, ¢ en utilisant les estimateurs é];n, =
1,...,J,. Supposons que nous pouvons avoir une double asymptotique sans restriction, c’est-
a-dire que le nombre de courbes et le nombre d’observations par courbes tend vers l'infini
sans limitations.

B[00 = ~ors (1 (4 o(1))

Théoreme 4.2.2 (Vitesse de convergence de |'estimateur non paramétrique). Supposons que @
appartient a 'espace de Sobolev Hy et supposons que le noyau K est d’ordre [s]. Alors pour

1
un choix de fenétre de lissage h, = an™ 2571 qvec a > 0, il existe une constante C' telle que
N 2 __2s
E[[¢ —¢lz < Cn7251.

La démonstration de ce résultat utilise les inégalités données par (4.12) pour comparer
notre estimateur a celui que 'on aurait obtenu si I'on avait observé 0;.

Nous obtenons ainsi une méthode de résolution d’'un probleme inverse stochastique et
nous obtenons une vitesse de convergence de 'estimateur. Ce travail a fait 'objet d’un ar-
ticle [19]. La vitesse de convergence est la méme que celle obtenue en observant directement
les parametres de translation. Les méthodes semi-paramétriques employées permettent ainsi
d’éliminer 'effet de la fonction f qui n’est plus qu'un parametre de nuisance. Notre estimateur
de densité est plus précis que celui calculé en utilisant comme estimateurs préliminaires, ceux
obtenus par des techniques non paramétriques utilisées dans [57] par exemple.

Ces résultats nous permettent de mieux analyser le trafic routier en des points particuliers.
Pour le méme type de bouchon, nous avons estimé la densité des effets de translation et avons
mis en évidence un effet bimodal, différenciant les jours de pluie des jours de beau temps.

Néanmoins la contrainte de la double asymptotique ne nous permet pas d’appliquer ce
résultat dans un modele issu de la biostatistique. Dans ce cas, le nombre d’observations par
courbes est limité et 'asymptotique n’est obtenue que lorsque le nombre de courbes tend vers
I'infini.

Plus précisément, ce cadre de recherche s’inscrit dans la théorie des modeles a effets mixtes en
biostatistique. Ces modeles sont parfaitement adaptés pour décrire les effets d’'un médicament
en pharmakocinétique. En effet, lorsque un médicament (ou tout corps étranger) est ad-
ministré a un organisme vivant, celui-ci va l’éliminer progressivement. La forme de cette
élimination est commune pour chaque espece et s’exprime comme une fonction du temps



63CHAPITRE 4. UN PROBLEME INVERSE PARTICULIER : LE DECALAGE DE COURBES

t — ®(.,t) € R. Cette fonction est obtenue en étudiant les échanges physiques entre les
différentes parties de l'organisme, intervenant dans l'assimilation de la substance étrangere.
Elle dépend de parametres S;, j =1,...,J (ou J désigne le nombre d’individus participant
a l'expérimentation). Un exemple classique est donné par S = (A, «, B, ) et une fonction

O(S,t) = Aexp(—at) — Bexp(—[t).

Ces parametres, qui sont propres a chaque individu, se ressemblent néanmoins au sein d'une
meéme espece. Pour modéliser ce phénomene les biologistes considerent alors que ces pa-
rametres sont des réalisations i.i.d d’une variable aléatoire S. Comprendre 1'action du traite-
ment revient a estimer la densité de la variable aléatoire S, décrivant la réaction physique au
médicament administré.

Ainsi le modele s’écrit sous sa forme générale

Y;‘j = (D(Sj,tzj) +U€ija j = 1,...,J, 1= 1,...,7’L. (414)

J désigne le nombre d’individus tandis que n désigne le nombre d’observations pour chaque
courbe. Le bruit d’observation est noté ¢;;. Ce modele a été étudié lorsque la densité inconnue
¢ appartient a un modele paramétrique. Nous nous référons aux travaux de [33], [104] ou [58].
Dans le cas ou la densité ne présente pas de forme particuliere, peu de références existent
dans la littérature. Le probleme est fort complexe pour plusieurs raisons.

Tout d’abord, le modele (4.14) est un modele de probleme inverse dans lequel on ne cherche
pas seulement a estimer des parametres, mais également la densité d'une variable sous-jacente
dont les réalisations sont observées au travers de leur image par un opérateur. C’est pour cela
que ce type de probleme est nommé probléme inverse stochastique.

Nous pouvons ensuite remarquer que ce probleme s’apparente a un modele de déconvolution
dans lequel les observations ne seraient pas identiquement distribuées. En effet, en notant ¢g
la densité de S a estimer et v la densité des erreurs supposée connue, la densité d’une obser-
vation a alors la forme suivante

F(Vy) = / AY = B(s, t))ps(s)ds = K(bs).

Ainsi, la densité ¢g est obtenue comme la convolée par un noyau K qui fait intervenir la
fonction ®. Ce point de vue est adopté dans [59] dans une approche pratique. Cependant,
dans les ouvrages de recherche sur le modele de déconvolution, le cadre du modele (4.14) n’est
pas pris en compte.

Finalement, ’expression précédente fait apparaitre le modele comme un modele de mélange
régi par la densité inconnue ¢. C’est dans ce cadre que se sont placés les travaux [79], [17],
sans toutefois établir de vrais résultats de convergence d’un estimateur non paramétrique de
la densité ¢g.

C’est 1a que se situe notre objectif dans [21], ot nous nous sommes placés dans le cadre d’un
mélange pour étudier un estimateur non paramétrique de la log-vraisemblance pour ce modele
inverse. Pour des raisons de facilité, nous avons envisagé le cas ou les temps sont aléatoires
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i.i.d de loi connue et les erreurs d’observations sont gaussiennes de densité jointe ~y(o,n).
Alors, en utilisant des notations vectorielles, (S;,T;) est une suite de variables aléatoires i.i.d
a valeurs dans R” x R}, de loi pg @ pr.Le modele se réécrit de la fagon suivante

Yii=f(S;,T;)+oe,i=1,...,N (4.15)

ou f: RP x R® — R" est une fonction connue et réguliere.

La loi L(Y;, T;) est donnée par le mélange

/ ey = F(s.1)) dir (1) ds(s) .

tandis que la loi de £(Y;) de Y; est donnée par la formule

/ / Yon(y — f(5,1)) dpr(t) d#s(s)] dy,
seRpJteR™
Définissons alors l'opérateur
K(ns)00)i= 000) | vl = 5, 0) ). (4.16

et la logvraisemblance empirique du modele comme

Ly (us) := Pylog K(ps), (4.17)

en ayant noté Py := + Ef\il d(v,,1;,)- Nous obtenons alors

N
n 1
Ci= =3 log(2m0”) + Z;logw(Tz,h cos Tin).

Nous prouvons ensuite que cet estimateur est convergent.

Théoreme 4.2.3 ( Convergence de |'estimateur du maximum de vraisemblance). Supposons que
Fs C P(RP) est un espace compact conveze, que le modéle est identifiable, que L(T') = 1(t) dt,
ws € Fs, et que pour tout couple (y,t) € R*xR™, l'opérateur K(o)(y,t) : Fs — R est continu.
Alors Uestimateur de mazimum de vraisemblance non paramétrique fign défini par

frs.n = argmax Ly (u) (4.18)
neFs

est bien défini, unique, et converge presque surement vers jig lorsque N croit vers +o0.
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D’un point de vue pratique, il n’est pas possible de regarder le maximum sur tout 1’en-
semble Fg, c’est pourquoi nous nous sommes intéréssés au maximum de vraisemblance sur
des ensembles d’approximation et avons prouvé le théoreme suivant.

Théoreme 4.2.4. Supposons que (Fsm)men+ est une suite d’espaces fermés et convexes de
dimension finie, denses dans Fgs. Sous les hypothéses du théoreme 4.2.3, et pour N fixé,
l'estimateur approché du maximum de vraisemblance m défini par

fis.Nm := arg max Ly (p). (4.19)
/»‘efs,m

est bien défini, unique, et converge vers fig y quand m augmente vers +o0.

La démonstration de ces résultats repose sur les résultats préliminaires de Pfanzagl sur le
maximum de vraisemblance pour les mélanges, décrits dans [106, 107].

Ainsi, lorsque ® est connue, nous avons obtenu un estimateur non parametrique de la loi
des effets mixtes, ainsi qu'une méthode pratique d’estimation. Obtenir la vitesse de conver-
gence est encore un probleme tres délicat puisqu’il nécessiterait une analyse d'un processus
empirique composé qui n’est pas étudié pour le moment. Lorsque ¢ est inconnue, ’étude
revient a étudier des déformations aléatoires d’'un processus.

4.3 Processus de déformation aléatoires

L’étude générale des déformations entre des courbes nous a amenés naturellement au cadre
plus général de processus de déformations aléatoires quelconques. Notre étude a pour but de
dégager le profil caractéristique d’un groupe de courbes déformées aléatoirement les unes par
rapport aux autres.

Pour cela, considérons un processus de déformation défini de la maniere suivante : soit 2
un espace de probabilités et définissons

H: 0 — C(ab)
w = H(wv')u

Précisons en outre que, pour presque tout w € {2, nous supposons que

i) H(w,-) est une fonction croissante

ii) H(w,a) =aet H(w,b) =b.
Considérons enfin des réalisations aléatoires de ces processus ¢ = 1,...,m H;(t) = H(w;,t)
pour w; € 2. Soit f une fonction et des observations Y;; correspondant aux courbes i =
1,...,m observées en des temps discrets ¢;;, j = 1,...,n. Le modele s’écrit alors de la maniere
suivante

}/ij:fOH-_l(tij),izl,...,m,jzl,...,n, (420)

(2

Notre objectif est de reconstruire la fonction f.

Un tel probleme n’est, en général, pas identifiable. Par conséquent, il n’est pas possible
de reconstruire la fonction f de fagon unique a partir des observations Y;;. Il importe donc
de donner un sens a la notion de profil moyen, qui puisse remplacer la fonction f et, par
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conséquent, étre estimée de maniere unique. Cette fonction doit, a la fois, étre proche des
données, et respecter la forme générale des fonctions.

Pour cela, nous avons défini 'espérance structurelle ES, comme la variable aléatoire la
plus proche, au sens de la norme quadratique, des données déformées

ES = argznéiLré E|foH ' - Z|% (4.21)
Elle vérifie la relation suivante

ES = ES (fonl) = foo !,
ou ¢ est 'espérance du processus H.

Il s’ensuit que 'espérance structurelle est un outil qui, d’une part, rend le modele identi-
fiable au sens ou il est possible de construire un estimateur, et d’autre part, qui représente le
comportement général, contenu dans les données Y;;.

Nous pouvons en construire un estimateur

. 1
ES = in — Y — Z(ti;))?
arg;nean?nm Z Y (t)]"
(4,5)€TXT
et étudier ses propriétés asymptotiques.
Pour tout y € [f(a), f(b)], définissons Pestimateur de la quantité ¢ o f~! par

—_— 1 m
oo fy) =—> Tily). (4.22)
i=1
avec, pour tout ¢ € Z,
Ti(y) = argmin |Yi; —y|. (4.23)
j€

Le théoreme suivant démontre bien la convergence et la normalité asymptotique de I'estima-
teur (4.22).

Théoreme 4.3.1 (Normalité asymptotique de I'estimateur de I'espérance conditionnelle). Sous

—

certaines hypothéses techniques, nous prouvons que ¢ o f~1 converge presque sirement vers
po f!
|eorr—eos| —==0.

oo Mm,n—oo

En outre, pour n = m2te with o > 0. En outre, nous obtenons l’asymptotique suivante.

vm (gb ofl—¢go f*1> converge faiblement vers un processus gaussien, centré G

Vi (6o =0 ) 2= G,

m—0o0

dont la fonction de covariance est donnée, pour tout (s,t) € [f(a), f(b)]?, par

cov(G(s),G)) =r (f~'(s), (1)),
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ou r est la fonction de covariance du pmcessus de déformaion H. En outre, un intervalle de
confiance asymptotique de niveau (1 — ) pour estimer ¢ o f~1 est donné par

[¢Of )~ s /var ’¢O 4) + wrs /var

ot nous avons noté var(G(y)) = yjf\— (y) — {gbo Yy )} et uy_o est le quantile d’ordre

1 — 5 pour une gaussienne standard.

Ce théoreme est démontré en utilisant des résultats de la théorie des processus empiriques.
Nous nous référons sur ce point aux résultats publiés dans [82]. La démonstration se trouve
quant a elle dans I'article [44].

Nous obtenons ainsi un nouvel outil de recalage de courbes vers un profil stable, donné
par I'espérance structurelle. De plus, pour des déformations aléatoires quelconques, notre
estimateur converge a la vitesse paramétrique optimale. Nous pouvons également établir des
tests asymptotiques pour vérifier 'hypothese du décalage d'un paquet de courbes par rapport
a un profil unique particulier. Finalement, notre estimateur nous offre ’avantage de pouvoir
étre calculé tres rapidement par rapport aux méthodes existantes [85], [111] ou [109]. Nous
appliquons avec succes ce principe d’estimation a I'extraction d’un profil type pour le trafic
routier, aux courbes de croissance d’enfants et aussi a l'extraction de notes lors de jurys de
concours. Ces résultats sont détaillés dans ’article Non parametric estimation of the structural
expectation of a stochastic increasing function, [44].

Une extension naturelle de ces méthodes de classification de données fonctionnelles nous
est fournie par I'analyse d’images. En effet, dans un grand nombre de cas, nous observons des
images décalées les unes par rapport aux autres. C’est notamment le cas lorsqu’un satellite
passe plusieurs fois au méme endroit pour photgraphier un lieu, mais avec des petits décalages
spatiaux. C’est également le cas en imagerie médicale (scanner, IRM) ou en reconnaissance
d’images. Notre objectif dans ce cas est de fournir une procédure permetttant de retrouver un
profil particulier dans les différentes images et de déterminer si I'image observée est proche
ou non de ce profil. Nous choisissons de considérer la cas ou ce profil est un contour dans
I'image.

Ainsi les objets que nous souhaitons reconnaitre dans les images sont des contours soumis
a des déformations. Plus précisément, en analyse de formes, les objets que nous étudions sont
des courbes dans le plan qui sont observées a quelques déformations pres. Ces déformations
sont des combinaisons de rotations, de translations et de dilatations. Analyser la forme ori-
ginale a la base des observations implique que I'on puisse regarder toutes les configurations
de déformation possibles. Par conséquent, 1’espace naturel dans lequel nous souhaitons nous
placer est 'espace de toutes ses courbes, quotienté par le groupe des transformations du plan.
Cet objet a été étudié dans la littérature, tout particulierement dans [74] ou il porte le nom
d’espace des contours de Kendall. Les objets a classifier deviennent des lors des variétés rie-
manniennes. Notre étude se situe alors dans le cadre de classification de variétés riemaniennes.
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4.4 Classification de variétés Riemaniennes

Les statistiques sur les variétés ont connu un intérét croissant au cours des dernieres années.
Nous citons tout particulierent les travaux de [13], [67, 68] ou [51]. C’est dans ce contexte
que nous nous sommes placés pour construitre une regle consistante de classification. Tout
particulierement, nous nous plagons sur le plan des problemes de classification ot ’on cherche
a diviser en deux, un échantillon observé Xi, ..., X,,, théorie décrite dans [38] par exemple.
La classification consiste ainsi a donner une étiquette Y € {0,1} a une observation X € X.
On suppose que X et Y sont des variables aléatoires.

Classifier les données revient des lors a construire une fonction g : X — {0, 1}, qui associe,
a chaque observation X, son étiquette. L’erreur de classification a lieu lorsque g(X) # Y. On
peut ainsi définir la probabilité d’erreur d'un classifieur ¢ comme la probabilité

L(g) =P(g9(X) #Y).

Le meilleur classifieur possible est connu dans la littérature [38], [122] ou [1], comme le clas-
sifieur de Bayes. Il s’exprime de la maniere suivante

“(2) 0, siP(Y =0X=p) >2PY =1/X =p)
) =
g 1,  sinon.

Ce classificateur est optimal dans la mesure ou, quelle que soit la regle de décision choisie
g: X — {0, 1}, on aura toujours

L*=P(¢"(X) #Y) <P(9(X)#£Y) = L(g).

La problématique en classification est de construire un classifieur, possédant une erreur la
plus proche possible de cette borne optimale, et qui ne dépende pas de la loi inconnue du
couple (X,Y), contrairement au classifieur de Bayes qui en dépend.

Afin de parvenir a ce résultat, nous allons construire un classifieur empirique, fondé sur n
copies indépendantes (X1,Y1),...,(X,,Y,) de (X,Y). Nous ne pouvons par espérer obtenir
une erreur empirique de classification égale a l'erreur obtenue avec le classifieur de Bayres,
mais nous souhaitons que l'erreur de classification empirique, définie par

Ly = P(gn(X) # Y[(X1, 1), .., (X, Y2))

soit aussi proche que possible de L*, avec grande probabilité. Plus précisément, nous cherchons
a construire une regle consistante de classification g,, au sens ou

L, — L*, a.s, asn — +oo.

Les obstacles propres a notre cas particulier résultent du fait que les objets a classifier, sont
des variétés Riemaniennes compactes. Soit K : R, — R une fonction continue et positive
telle que :
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(K1) foa K([Jull)dA(u) = 1,
(K2) supp K = [0;1],
oll A est la mesure de Lebesgue sur R?.

Pour p et ¢ deux points de M, soit 0,(¢) la densité volumique sur M, décrite dans [12] :

Mex b _
0, q— b,(q) = —=(exp, " (),

lugp

Le., le quotient de la mesure canonique de la métrique Riemannienne exp,g sur T,(M) par
la mesure de Lebesgue de la structure euclidienne g, sur 7,(M). En terme de coordonnées
géodésiques normales au point p, 6,(¢) est égale a la racine carrée du déterminant de la
métrique g prise au point exp, 1(¢). Nous pouvons souligner que nous avons la relation suivante

Op(q) = 04(p) [126].
Des lors, définissons un noyau sur les variétés Kj(p,.) : M — R, en posant

Ki(p,q) = G,jq) %K <d~"(Z’ b )> , (4.24)

pour tout ¢ € M, ou le parametre de fenétre h vérifie la condition

h < hO < Zn]g(M)v

ou inj,(M) désigne le rayon d’'injectivité de la variété M [qui est strictement positif puisque
nous nous sommes restreints aux variétés compactes].

Il est donc a présent possible de répondre a notre objectif : construire une regle de classi-
fication sur des variétés de la maniere suivante :

gn(p) = |0si 320, 1(Y; = 0) K, (p, Xo) = 320 1(Y; = DG, (p, Xi)

1 sinon,

(4.25)

Comme nous 'avons démontré dans [94], cette regle de classification est convergeante.

Théoréme 4.4.1. Sous I’hypothése que h, — 0 et nh?? — oo alors
L,, — L* presque surement,

ot L, est Uerreur de classification associée a (4.25).

Cette rechreche possede de nombreuses applications, en reconnaissance de formes, actuel-
lement en cours de développement. En particulier, il fait I’objet d’une collaboration avec
Airbus pour construire un répertoire de formes élémentaires en CAO pour les utilisateurs du
logiciel CATTA.

4.5 Reégression inverse spatiale

Le probleme de la réduction de dimension en classification consiste a considérer que les
variabes Y et X sont liées par la relation

YV =g(®X) +e
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olt € vérifie E(¢|X) =0 et g : RP” — R est une fonction inconnue, ® est une matrice ortho-
gonale de dimension d x D avec D < d. Notre objectif est d’estimer la matrice ® et g au
moyen d’estimateurs a noyaux. Nous cherchons a construire des estimateurs de la matrice de
covariance ¥ = Var(X) et X, = VarE(X|Y'). Dans [28], nous prouvons le théoreme suivant

Théoréme 4.5.1. Soit Z; = (X;,Y;), i € (N*)Y un champ stationnaire a valeurs dans R x R.

Soit n € (N*)N, supposons que l'on observe Z, et notons n = (ny,...,ny). Définissons
n=mny X - Xny. Il est possible de construire des estimateurs au moyen de noyaux >, et

Yen tels que

ﬁn_z:()(ivlogilogn)

n

= log log n

Zem_ge:()(iv%fgn),
n

Nous montrons qu'un choix approprié d’un parametre de lissage permet de retrouver une
vitesse de type paramétrique.
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