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Résumé

Un dévoué professeur, sentant sa r’traite prochaine,
Fit v’nir ses étudiants,
Leur parla pour leur bien.
“Gardez vous,” leur dit il
“De balancer les pages
Qu’vous ont données les enseignants.
Le sujet de I’exam’ en est caché dedans.”



Partiel de Deug MIA 03, Nov.96 (Durée : 2 heures. Aucun document. Baréme : 1= 6
points, 2= 2 pts, 3= 3 pts, 4= 2 pts, 5= 4 pts, 6= 3 pts.)

On note par log x le logarithme népérien de x.

1. Soit f :]0,00[— IR définie par
log =

Vr(l+z)

Montrer qu’il existe deux nombres positifs A et B, qu’on ne demande pas de calculer, tels
que pour tout z de [1, o[ on ait log z < Az'/4 et, pour tout ¢ de |0, 1] on ait |log t| < Bt~/4,
En déduire la convergence des trois intégrales impropres suivantes :

Ip:[mf@M@ &:iévﬁMuh:Awmex

Montrer par un changement de variable que I = 0.

fz) =

2. Montrer que l'intégrale impropre

& x
J = e
/0 Va(l+x)
converge et la calculer par un changement de variable simple.

3. Montrer que l'intégrale impropre

1—1—3:

- / \/_logx

converge et la calculer par l'intégration par parties obtenue en posant u(x) = /zlogx et
4 ’aide des valeurs de I et J obtenues aux questions 1 et 2.

4. Si a, b et ¢ sont réels, montrer que |[6a + 3b + 2¢| < 7Tva? + b2 + 2. Cas d’égalitée?

5. L’espace vectoriel réel E des polynoémes réels de degré < n est muni de la structure eucli-
dienne

<RQ>:/UWW@M
0

Soit f la forme linéaire sur E définie par f(P) = P(1/3).
(a) Dans le cas ou n = 1, trouver ) dans E tel que pour tout P de E on ait f(P) =<
PQ>.
(b) Dans le cas d’'un n quelconque, montrer ’existence et l'unicité d’un @ dans E tel que
pour tout P de E on ait f(P) =< P,Q > (on énoncera en détail le théoréme du cours
utilisé).

6. L’espace R® est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit E le sous espace de R?
des (x1,--+ ,x5) tels que x1 + - - - + x5 = 0. E est donc également un espace euclidien, dont
les vecteurs

fi=(1,-1,0,0,0), fa=(1,0,-1,0,0), f3=(1,0,0,—1,0), f1=(1,0,0,0,—1)

forment une base f ordonnée. Calculer la base orthonormale de E associée & f par le
procédé de Schmidt.



Corrigé du Partiel de Deug MIA 03, Nov.96

1. Rappelons d’abord que si f est une fonction continue sur une demi droite [a,+oo] telle
que L =lim, . f(x) existe et est réelle, alors f est bornée sur [a, +oo[, c’est & dire qu’il existe
un nombre A tel que pour tout = € [a,+o0o[ on a |f(z)| < A. (Pour le voir, on observe que pour
tout € > 0, il existe b > a tel que si x > be on a |f(z) — L| < €; prenant par exemple ¢ = 1 on
en tire que pour x > by on a |f(z)| < |L| + 1; enfin, f étant continue sur l'intervalle fermé borné
[a,b1] y est bornée. D’ou le résultat)

Appliquons alors le rappel précédent a la fonction continue sur [1, oo définie par zY4og x,
qui d’apres la propriété connue ("la puissance 'emporte sur le logarithme" ), a pour limite L = 0
si & — 00. L’existence de A est donc acquise.

Pour 'existence de B, on peut procéder de plusieurs maniéres. La plus simple est d’utiliser
Pexistence de A en posant x = 1/t et en prenant A = B. Une autre est de considérer la fonction
sur ]0,1] définie par t'/*logt, de la prolonger par continuité en 0 par sa limite, qui est 0 car
de nouveau "la puissance ’emporte sur le logarithme", et d’utiliser le fait que cette nouvelle
fonction continue sur l'intervalle fermé borné [0, 1] y est bornée.

Soit alors la fonction sur [1, co[ définie par g(z) = et la fonction sur 0, 1] définie par

B
h@%:ﬁwﬁa
I'intégrale fl x)dx converge, et donc d’apres le critére de comparaison (qui est bien applicable

A
x1/4(1+m)’
Si & — o0, g(x) ~ 2~5/4. Donc, puisque 5/4 > 1, d’aprés le critére de Riemann,

car f est posmve sur [1,o00[) lintégrale I; converge. De meme sit — 0, h(t) ~ t=3/%. Donc,
puisque 3/4 < 1, d’aprés le critére de Riemann, I'intégrale fo t)dt converge, et donc d’aprés le
critére de comparaison l’intégrale Is converge absolument, et donc converge. Donc I converge,
comme somme des deux intégrales convergentes I; et I» . Finalement, le changement de variable
dans Iy défini par t = 1/z (licite, car c’est un diffeomorphisme entre ]0,1] et [1,400[) montre
que I, = —1I et donc que I = 0.

2. Soit J; = f1 (H—x) et Jo = fo \F(1+ 7- Alors si x — oo, \/E(Lx) ~ 2732 Donc, puisque
3/2 > 1, d’apreés le critére de Riemann, l'intégrale .J; converge. Si x — 0, m ~ 242 Donc,

puisque 1/2 < 1, d’aprés le critére de Riemann, l'intégrale J, converge. Et donc J converge. Le
changement de variable dans J défini par = = t? (licite, car c’est un difféomorphisme de ]0, 4+o0|
sur lui méme) montre que

o0 2dt
J = / = 2[arctant]{™ =7
o 1+1¢2

3. Dans K, la fonction & intégrer tend vers 0 & l'origine et y est donc prolongeable par
continuité. Sur [1,+o00], la majoration du 1) est applicable, et on y a

Vv logz A3/

~ A —5/4.
(1422~ (1+x)? v

Comme 5/4 > 1, le critére de Riemann puis le critére de comparaison montren’c que K converge.

L’intégration par parties définie par u(z) = /xlogz, u/(z) = 120\%0 + \/x, V'(z) = W, v(x) =

—ﬁ permet d’écrire

Vxlogx

T )]+°°+I/2+J_7r

K=



4. Appliquons Iinégalité de Schwarz aux vecteurs (a,b,c) et (6,3,2) de I’espace R® muni
de sa structure euclidienne canonique. La norme carrée du second est 62 + 3% 4 22 = 49 = 72,
I'inégalité est donc claire. On sait que 'inégalité de Schwarz devient une égalité si et seulement
si les deux vecteurs sont proportionnels. Donc, ici, 1’égalité est réalisée si et seulement si il existe
un réel X tel que a = 6X, b =3\ et ¢ = 2\.

5. (a) Notons par Q(t) = ct + d le polynéme inconnu. On sait que pour tout polynéme P de
la forme P(t) = at+bon a

a/3+b= /1(at—i—b)(ct +d)dt = a(c/3 +d/2) + b(c/2 + d),
0

et donc 1/3 =¢/3+d/2,1=c¢/2+d, ouencore c = —2,d =2 et Q(t) = —2t + 2.

(b) Pour traiter le cas général, rappelons le théoréme suivant du cours :

Soit E un espace euclidien et soit £* son espace dual, c’est & dire I’espace vectoriel des formes
linéaires sur E. Si Z est dans F, notons ¢z(y) =< &,y >. Alors ¢z est une forme linéaire sur £
et ¥ — ¢z est un isomorphisme linéaire entre E et £*.

Appliquons cela a ’espace euclidien de dimension n+ 1 des polynomes de degré < n muni du
produit scalaire indiqué. f est un élément de E*, et comme l'isomorphisme ci dessus est surjectif,
il existe ) dans E tel que f = ¢¢, ou encore tel que pour tout P de E on ait f(P) = ¢g(P) =<
P,Q > . Comme un isomorphisme est aussi injectif, un tel @) est unique (bien que pénible a
calculer si n est grand).

6. D’apreés le procédé vu en cours, on considére
& = fi/llfill = (1/v2,=1/+/2,0,0,0),
Go = fo— < fo,61 > & = (1/2,1/2,-1,0,0),
& = G2/l1G2|| = (1/+/6,1/1/6,-2/4/6,0,0),
Gs = fa— < f3,61 > &1— < f3,6 > & = (1/3,1/3,1/3,~1,0),
&3 = ga/l1gsl| = (1/v/12,1//12,1/1/12,-3//12,0),
Gi=fim < f1,81 > &~ < 1,8 > &~ < f1,8 > & = (1/4,1/4,1/4,1/4, 1),

& = Ga/dal] = (1/3/20,1//20,1/3/20,1//20, ~4//20).

Et (€1, €, €3,€y4) est la base orthonormale de Schmidt demandée.



Exercices d’analyse de Deug Mia 03, cours du vendredi 15 novembre 1996 (Gérard
Letac)

1. (Divergence de la série harmonique par les sommes de Riemann) On note s, = Y ,_; 1/k.
Montrer que limy,o So, — S = log 2. Méthode : trouver une fonction f telle que

1<,k
SQn_sn:EkZ_lf(E)

et appliquer le théoréme sur les sommes de Riemann. En déduire une nouvelle démonstra-
tion de la divergence de la série harmonique.

2. (Permutation des termes d’une série) On considére la série de terme général w,, défini par
_ 1 _ -1 o0 N
Ugp—1 =3 et ugy = - Montrer que anl uy, converge et calculer sa somme. On considére
ensuite la série de terme général v, défini par vz, = ugy, V3p11 = Uspy1, V3pr2 = Uspy3-
P : n : bl .- 2 2
Montrer par récurrence que si S, = > ;' vy, alors avec les notations de I'exercice précédent
, y . , 4 . o)
on a S3, = s2, — sp. Du résultat de ’exercice précédent, déduire que )~ ; v, converge et

calculer sa somme.

3. ( Permutation des termes de la série harmonique alternée : théoréme de A. Pringsheim
(1883)) Pour tout entier n > 0, soit u(n) = (—1)"/n . Soit o une permutation des entiers
> 0 et soit 7 la permutation réciproque. On suppose de plus que
(1) pour tout entier p >0 ona7(2p—1) <7(2p+ 1) et 7(2p) < 7(2p + 2).

(2) Notant par p(n) le nombre d’entiers k tels que 1 < k < n et o(k) est pair, alors
a = lim, p(n)/n existe et est dans |0, 1[.
Dans le cas particulier ol o est définie par

o(3p) =2p, c(Bp+1)=4p+1, o(3p+2) =4p + 3,

calculer explicitement 7, et vérifier que o satisfait (1) et (2), en calculant p(n) pour tout n
ainsi que a.

On note f(n) =Y p_, 1/k —logn, et on rappelle le fait, vu en cours, que lim, f(n) = v
existe (Constante d’Euler). On revient au cas général pour o, on considére la série de terme
général v, = u(o(n)) et on note s, = v1 + -+ + vy

Montrer par récurrence que

p(n) n—p(n)

1 1
S”Zkzlﬂ_ kzl % — 1

= S0 + 3 F(n — p(n) — (20— 2p(m)) + 5

p(n)
n —p(n)
En déduire que Y >, v, converge et calculer sa somme en fonction de a.

log —log 2.

4. (Etude d’une suite se ramenant a une série) Soit la suite (s,,)0° ; définie par
n
Sn=8n+5)VIn+1-24) k.
k=1

Montrer que lim, s, existe. Méthode : considérer la série de terme général u,, défini par
up = §1 et, pour n > 1, u, = s, — Sp,—1. Montrer sa convergence en trouvant un équivalent
de u,, de la forme A/n®, obtenu en considérant un développement limité en 1/n.

4



5. (Formule de Stirling de poche) Montrer qu'’il existe un nombre A > 0 tel que

!
n:
A=lim —FF
noo pnt+1/2e—n

Méthode : considérer la suite (s,)5° ;, définie par

n!

sy = lo _
n gnn+1/2€fn

comme la suite des sommes partielles de la série de terme général u,,, avec u; = s; et, pour
n>1, u, = S, —Sp—1. Expliciter u,, en trouver un équivalent par un développement limité
en 1/n, et montrer la convergence de cette série. (Le fait que A = /27 est plus difficile
montrer)

6. (La limite d’une suite de fonctions continues n’est pas nécessairement continue) Soit (f,,)0°
la suite de fonctions continues définies sur IR par f,(z) = ﬁ Calculer f(x) = limyeo fr(x)
pour chaque valeur réelle de x. La fonction f est elle continue ? Tracer les graphes de f,
et de f. Calculer, pour n fixe, sup_ R|fu(®) — f(z)] et sup,>;[fn(z) — f(z)|, ainsi que les
limites de ces 2 suites si n — oo. Interpréter les résultats & la lumiére du théoréme sur
la continuité de la limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur un intervalle. En
considérant les fonctions sur R uy = f et, pour n > 1, u, = f,, — frn_1, montrer que méme
si une série de fonctions continues est convergente, sa somme n’est pas nécessairement
continue.

7. (Etude d’'une suite se ramenant & une série) Soit x > 0. Pour n entier positif ou nul
on définit P,(x) par Py(z) = 1, Pi(z) = z, Py(z) = x(z + 1) et, plus généralement
P,+1(x) = (n+ z)P,(x). Montrer que

. Pu(z)
L(w) = lﬁg nln®—1

existe et est un nombre de |0 + oo[. Méthode : considérer la série de terme général pour
n>0:
gn(x) =log(n+x) —xzlog(n+ 1) + (z — 1) logn,

comparer sa somme partielle d’ordre n — 1 avec log 75;;5{)1, et, & ’aide d’un développement

imité en 1/n d’ordre convenable, montrer que, pour x > 0 fixé,

Zgn(x)
n=1

converge vers un nombre noté G(x).



Exercices d’analyse de Deug Mia 03, cours du vendredi 23 novembre 1996 (Gérard
Letac)

1. (Continuité et dérivabilité de la somme d’une série de fonctions) On garde les notations de
’exercice précédent, et on pose pour z > 0 h,(z) = g/,(z). Montrer que pour z > 0 fixé,

Z hn ()
n=1

converge vers un nombre noté H (x). Montrer que h,(x) < 1/n? et en déduire que la série

> (@)
n=1

converge normalement dans ]0+ oco[. Pourquoi H est elle dérivable dans |0+ oo[ ? Pourquoi
H est elle continue 7 Pourquoi la série

Z hn ()
n=1

converge t elle uniformément sur tout intervalle [a,b] C]0 + oco[? Pourquoi G est elle dé-
rivable dans [a,b] ? Pourquoi G est elle dérivable dans |0 + oco[? Pourquoi G est elle deux
fois dérivable 7 Plus généralement, montrer par récurrence que pour tout n, G est n fois
dérivable. Méme question pour L.

2. (Fonction hypergéométrique) On conserve la notation P, (x) = z(z+1)(z+2)--- (r+n—1)
déja utilisée ci dessus. Soit a, b et ¢ des nombres > 0. A 'aide du critére de d’Alembert,
montrer que 1 est le rayon de convergence de la série entiére

. P,(a)P,(b) 2™
F(a,b;c;2) = Z%c)()m

n=0

En utilisant I'équivalent L(x)n*~! de P,(z)/n! obtenu dans un exercice précédent, dire
pour quels triplets (a,b,c) la série précédente converge lorsque z = 1.



Exercices d’algébre de Deug Mia 03, cours du lundi 19 novembre 1996 (Gérard
Letac)

1. (Endomorphisme diagonalisable de IR?) On considére I’endomorphisme a de E = IR? dont
. . . 7 —10

la matrice représentative A = [a|S dans la base canonique e est [ 5 _g } . Calculer la

trace, le déterminant, le polyn6éme caractéristique et le spectre de a. Quel théoréme du

cours garantit ’existence d’une base f = ( fl, f2) de vecteurs propres7 Choisir ensuite f

telle que [idg]% % et [1dE]£ soient & coefficients entiers. Dessiner f1 et fz, en prenant des

unités d’axes assez petites. Dessiner quelques vecteurs et leurs images a(Z) a I’aide de f.

Trouver deux matrices P et D carrées d’ordre 2 telles que D soit diagonale, P inversible

et A= PDP~!. Calculer [a50]{c, [a%Y])¢ et AP, Calculer lim,,o ?)Q%a%.

2. (Endomorphisme d’un espace de matrices) Soit K un corps commutatif quelconque, et
soit ' = M, (K) lespace vectoriel sur K des matrices carrées d’ordre n & coefficients
dans K. Si i et j sont des entiers compris entre 1 et n, on note par Fj; 1’élément de F
dont le coefficient (7,7) est 1 et dont les autres coefficients sont nuls. Montrer que les Fj;
forment une base de F. Dimension de F'?7 Soit D dans F' et diagonale. Soient a et
dans K et soit I’endomorphisme ® de F' qui & la matrice X fait correspondre la matrice
®(X) =aXD+pDX. Calculer ®(F;;). ® est il un endomorphisme diagonalisable ? Donner
son polyndome caractéristique en fonction des coefficients de D et de « et 3.

3. (Endomorphisme diagonalisable dans L(L(FE))) Plus généralement, soit F un espace vec-
toriel de dimension n sur K, et soit F' = L(E) ’espace de ses endomorphimes. Soit a dans
F diagonalisable et soit ® dans L(F') défini par ®(x) = azxa + fax. A I'aide de la question
précédente, montrer que ® est diagonalisable.

4. Mémes hypothéses et notations qu’a l’exercice précédent. Soit ¥ un vecteur de E non
nul, et soit @ dans E. Montrer qu'’il existe a dans F' tel que a(¥) = @w. En déduire que
{a(¥);a € F} = E, et que si f = {fi;;1 <4i,j < n} est une base de F, alors la famille de
vecteurs de E égale &

{£ij(9);1 <i,5 <n}
est une famille génératrice.

5. (Reéciproque du 3) Mémes hypothéses et notations qu’a l’exercice précédent, mais on sup-
pose de plus que le corps K est celui des complexes. Soit a dans F' : montrer que a posséde
au moins un vecteur propre ¢. On note par u la valeur propre correspondante. On suppose
de plus que ’endomorphisme ® dans L(F) défini par ®(z) = axa+ [Sax est diagonalisable,
et on note par A;j et f;; les valeurs propres et vecteurs propres correspondants. Montrer
que I’élément de E f;;(¥) est a son tour un vecteur propre de a quand il n’est pas nul, et
préciser la valeur propre correspondante en fonction de p, A;;, a et 3. Déduire de I'exercice
précédent que a est donc aussi diagonalisable.

6. (Caractérisation des multiples de l'identité) Soit a un endomorphisme de 1’espace vectoriel
FE de dimension finie sur le corps K tel que tout vecteur de E non nul soit un vecteur
propre de a. Montrer qu’il existe  dans K tel que a = aidg. Méthode : prendre 2 vecteurs
indépendants @ et ¥, et considérer (o, 3,7) tels que a(@) = at, a(V) = [V et a(d + ¥) =
y(u + 7).



Exercices d’algébre de Deug Mia 03, cours du lundi 25 novembre 1996 (Gérard
Letac)

1. Soit # €]0, 7[. On considére les quatre matrices d’ordre n :

[0 1 0 o 0 0 [ cosf 1 0 -0 0 1

1 0 1 o 0 0 1 2cosf 1 0 0
e T IV I SO

0 0 0 - 0 1 0 0 0 ... 2cosf 1

| 0 0 0 e 1 0 | | 0 0 0 1 2cos 0 |

[ 2cosf 1 0 e 0 0 T (1 1 0 e 0 0

1 2cosf 1 0 0 1 0 1 0 0
o=|0 b et 00 p 00

0 0 0 - 2cosf 1 0 0 0 - 0 1

| 0 0 0 R | 2cos @ | Lo 0o 0 - 1

sin(n+1)6

Montrer par récurrence que det B = cos(nf) et que det C' = ——7"= (Méthode : développer
par rapport & la derniére ligne). Montrer que det C' s’annule pour n valeurs distinctes de 6
de ]0, [, et les déterminer. Si P4 est le polynoéme caractéristique de A, calculer P4(—2 cos )
et déduire de ce qui précéde les valeurs propres de A. Montrer que les valeurs propres des
matrices 21, + A et 21, — A sont strictement positives. Imaginer une méthode analogue
pour trouver les valeurs propres de D. (Vocabulaire : les polynémes de degré n définis
par T),(cos @) = cosnb et Uy,(cosf) = W s’appellent les polynémes de Tchebychev,
respectivement de premiére et de deuxiéme espéce.)

2. On note par S(n) lespace vectoriel des matrices réelles symétriques (n,n). Montrer que
< X,Y >=trace XY définit sur S(n) une structure euclidienne. Soit ensuite A une matrice
réelle (n,n), pas nécessairement symétrique; on note par A’ sa matrice transposée. Si
X € S(n), soit ga(X) = AX A’. Montrer que g4 est un endomorphisme de I’espace euclidien
S(n) et que son adjoint est g4/. Montrer que gap = gaogp et que det gap = det g4 det gp.
Si A est inversible, quel est I'inverse de g47?

On note ensuite, pour i = 1,--- ,n, par E;; I’élément de S(n) dont tous les coefficients sont
nuls & l'exception de (i,7), o le coefficient est égal a 1. On note, pour 1 < i < j < n,
par E;; 1’élément de S(n) dont tous les coefficients sont nuls & I’exception de (7,7) et
de (j,i), ou le coefficient est égal & 1. On considére également une matrice D € S(n)
qui soit diagonale. Soit (dy,--- ,d,) les coefficients de cette diagonale. Montrer que pour
1 <i < j < n,levecteur E;; € S(n) est un vecteur propre de gp, et préciser la valeur
propre correspondante & l’aide des d;. L’endomorphisme gp admet il une base de vecteurs
propres ? Est il diagonalisable ? Montrer que det gp = (dj - - - d,,)" ! = (det D)™ 1.

On suppose ensuite A € S(n). Pourquoi existe t-il D diagonale et U € O(n) tels que
A =UDU'? Montrer & ’aide de tout ce qui précéde que det g4 = (det A)"+1L.




Exercices d’analyse de Deug Mia 03, cours du vendredi 29 novembre 1996 (Gérard
Letac)

1. (Formule de Gauss) On conserve les hypothéses et notations de l’exercice précédent. Mon-
trer par récurrence que si 0 < b < ¢, et pour n entier > 0, alors l'intégrale suivante I,
satisfait

! P, (b) [
I, z/ ot — et g = ( )/ (1 — )l
0 P.(c) Jo

(Méthode : faire une intégration par parties dans I,,;1 avec u(t) = t**" pour obtenir

n-+b
In—l—l - c—b ([n - In—i—l)-)

Si |z| < 1 déduire du résultat précédent que la série entiére

00 on
> Pu(a) =

mn.
n=1

converge et a pour somme [yF(a,b;c; z).
Montrer a ’aide de la formule du binéme généralisé que pour |z| < 1 et pour 0 <t <1 on
a

o
P,
(1—tz) %= E n('a) t"2".
n!
n=1

Si z est fixé, montrer que la série précédente converge uniformément par rapport & ¢ sur
I'intervalle [0,1]. En permutant la somme d’une série et une intégrale, montrer alors la
formule de Gauss :

1
/ 711 — 1)1 — t2) %t = IoF(a, b; c; 2).
0



Exercices d’analyse de Deug Mia 03, cours du vendredi 6 décembre 1996 (Gérard
Letac)

1. Soit, pour n entier > 0, ¢, le nombre de couples (z,y) d’entiers > 0 tels que x + 2y = n.
Montrer que la série de terme général (c,)22, est le produit de Cauchy des séries (ay)02
et (b))%, ou a, = 1 pour tout n et ol b, = 1 si n est pair et b, = 0 si n est impair.
Calculer les rayons de convergence et les sommes a l'intérieur du disque de convergence des

. P EEN o0 n o0 n _ o0 n 2 L
trois séries entieres ) ° janz™, > 0 bp2" et C(z) = > 7 cp2". Par une décomposition
en éléments simples de la fraction rationnelle C(z), en déduire ’expression explicite de ¢,
en fonction de n.

2. Soit 0 < 6 < . Rayon de convergence et somme & l'intérieur du disque de convergence

des séries entieres S°°°  cos(nf)z" et S0 S0+l n Nathode : penser 3 la formule de
n=0 n=0 sin 0 p
Moivre.

2

3. Soit a et b > 0, et 4 et r_ les 2 racines de ’équation r* —ar —b =0, avec r_ < 0 < rg.

Soit (un)22, une suite de réels tels que pour tout entier n > 0 on ait
Upt2 = QUpy1 + DUy

Montrer qu’il existe deux réels A, et A_ tels que pour tout entier n > 0 on ait u, =
Ay(ry)"+ A_(r-)". En déduire le rayon de convergence de > 7 ju, 2" (discuter suivant
les cas Ay #0, puis AL =0et A_ #0, puis Ay = A_ =0).
Soit (v,)52, une suite de réels positifs. On suppose qu'il existe un entier N tel que pour
n > N on ait

Upto < avpy1 + buy,.
Montrer que le rayon de convergence de » ° ju,z" est > 1/r, (Méthode : considérer la

suite (uy, )5, comme ci dessus telle que de plus uny = vy et un41 = UnN41, €t montrer par
récurrence sur n que sin > N on a 0 < v, < uy).

4. Soit t € R et A > 0. On considére (g,)22, une suite de réels tels que pour tout entier n > 0
on ait

tgni1 = N+ 2)gny2 + (A +n)gn

avec o = 1 et g1 = At.
Soit € > 0 et v, = |gn|. Montrer qu’il existe un entier N tel que pour n > N on ait

Vnt2 < €Uppr + (14 €)vy.

Montrer que le rayon de convergence de > ° jv,2" est > %ﬂ En déduire que le rayon de
convergence de ZZO:O gnz" est > 1.

On considére la fonction f; ;] — 1,1[— IR définie par

oo
fi(x) = anx".
n=0
Montrer que

tfi(z) = Az fy(z) + (2° + 1) fi(@).

Quelle est la valeur de fi(x)?
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Exercices d’algébre de Deug Mia 03, cours du lundi 2 décembre 1996 (Gérard
Letac)

1. (Endomorphismes symétriques positifs ou définis positifs) Soit F un espace euclidien de
dimension n, B(F) lespace des formes bilinéaires symétriques sur E et S(F) I'espace des

endomorphismes symétriques de F. Montrer que dimB(FE) = dimS(E) = n{ntl)

2
Sia € S(FE), on pose
B.(Z,y) =< Z,a(y) > .

Montrer que B, € B(E). Montrer que B,(Z, %) = 0 pour tous Z et § de E implique que
a = 0. En déduire que a — B, est une application linéaire injective de S(E) dans B(E).
Pourquoi est elle aussi surjective 7

On note S (E) 'ensemble des a de S(F) tels que B, soit de plus positive. De méme, on
note S; (F) ensemble des a de S(F) tels que B, soit de plus définie-positive.

Soit @ dans S, (E), et soit A une valeur propre de a. Montrer que A > 0 (Méthode : si &
est un vecteur propre associé, calculer B,(Z,Z)). Soit a dans S (FE), et soit A une valeur
propre de a. Montrer que A > 0.

Inversement, soit a € S(F). On suppose que toutes les valeurs propres de a sont > 0.
Montrer que a € S, (F) (Méthode : théoréme spectral). On suppose que toutes les valeurs
propres de a sont > 0; montrer que a € S, (E). Si a € Sy (E), montrer que a € S, (F) si
et seulement si deta # 0.

Soit f € L(E). Montrer que f*f € S, (F). Si de plus det f # 0, montrer que f*f € S (E).

2. Soit D et D’ deux droites vectorielles d’un plan euclidien orienté E. Soit 4 et ' des vecteurs
de norme 1 qui engendrent D et D’, et on suppose que (i, o ) est une base directe. On note
< , u >= cos a, avec 0 < a < m. Soit sp et sps les symétries orthogonales par rapport a
D et D'. Calculer I'angle des rotations sp o spr et spr o sp par rapport a «.

3. Soit r une rotation de ’espace euclidien E de dimension n. Montrer & 1’aide du théoréme
de représentation des éléments du groupe orthogonal et de ’exercice précédent que r est
le produit de n ou n — 1 symeétries de E par rapport a des hyperplans vectoriels (= sous
espaces de dimension n — 1).

4. On considére la matrice

3 -2 -1
A=12 -1 1
6 3 -2

Calculer son polynome caractéristique, calculer A2 et déduire de ces calculs et du théoréme
de Cayley-Hamilton I'inverse de A.
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Projet d’examen de Deug MIA 03, Janv.97 (Durée : } heures. Aucun document. Ba-
réeme : )

Exercice :
Soit t réel. Trouver deux matrices réelles (2,2) U et D telles que U soit orthogonale, D soit
diagonale et

4 [0
UDU _[1 ot |-

Probléme : o

Si z est réel fixé, le but du probléme est de calculer la somme de la série entiére y_° %z”

(A) Soit T' = (tij)1<4,j<n une matrice carrée réelle d’ordre n qui soit triangulaire inférieure

(C’est & dire que t;; = 0si 1 <i < j <n), et inversible.

1. Montrer que T~ = (¢, ;)1<i,j<n est triangulaire inférieure (Méthode : dire pourquoi les ¢;;
sont non nuls, puis démontrer par récurrence sur ¢ que t;, = 0 pour k > i).

2. On suppose de plus que T est orthogonale. Montrer que 1" est diagonale. Décrire toutes les
matrices qui sont & la fois diagonales et orthogonales.

(B) Sur lespace réel P, des polyndomes de degré < d on considére la forme bilinéaire symé-

trique
d

(P,Q)=>_ PO(=)Q"(—i).

i=0
1. Montrer que c’est un produit scalaire (Méthode : si P a a,z” pour terme de plus haut
degreé, calculer PP)(—p)).

2. Soit (Ep,--- ,FEq) la base de P, définie par E;(z) = 2%, et soit (Py,---,Py) la base or-
thonormale de P; engendrée par le procédé de Schmidt & partir de (Ey,--- , E4) pour le
produit scalaire ci dessus. Soit Ty la matrice carrée d’ordre d 4+ 1 définie par

Ty = (P9 (= ))o<i j<d-

Montrer que Ty est triangulaire inférieure et orthogonale. En utilisant le A et le fait que
(E;, P;) est > 0, montrer que Ty est la matrice identité d’ordre d + 1, c’est a dire que

PO(—j)=0 sii#j, =1 sii=j

3. Si S est dans Py, calculer (S, P;) — Sfi)(—i) a l'aide de la définition du produit scalaire et
du 2). En déduire

d
S(@) =Y 89 (i) Pi().
=0

4. On considére le polynéme Q; défini par Q;(z) = Pj(r — 1) — P;(x). Calculer Qy)(—i) a
'aide du 2) et Q;(x) a I'aide du 3).

12



0.

On consideére le polynome R;(x) = Pj(x) — % Montrer que R;(0) = 0 et, & I'aide
du 4), que R;» 41(z = 1) = Rj(x). En déduire par récurrence sur j que R; est le polynome
nul. Montrer que pour tout S de Py on a

() _~ CL‘—|—Z)
ZS i) a

(C) Soit = un réel non nul.

1.

Calculer lim,,o, nlog(1 + —) puis, & ’aide du critére de D’Alembert, le rayon de conver-

+n
n—1
gence R de la série entiere Y 2 %

pas de .

z". On observera en particulier que R ne dépend

. Soit y un réel assez petit pour que ]y\e‘m < R. Pour d entier > 0 on considére le polynéme

21'2 dl'd
Sd()—1+y33+y + - yT,

et on convient Sy(x) = 0 si d est un entier < 0. Montrer que |Sy(z)| < el¥*l, que Sc(li) (x) =

y'Sy_i(x) et que ]SC(;)(—Z')] < (|lyleh? quand i est un entier > 0.
Déduire de cela et du B5) que

hm Sq(x Z hm S M

7!

n—1
71(9342?!) 2" lorsque z = ye Y7

En admettant la formule de Stirling lim,, oo Wj—”\/ﬂ = 1, étudier la convergence de

Quelle est la somme de la série > 7

la série précédente si y = 1.
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Université Paul Sabatier. Examen de Deug MIA 03, Janv.97

(Durée : j heures. Aucun document. Faites les calculs lentement et au brouillon. Le correcteur
peut déduire des points pour le manque de soin ou les absurdités.

Baréme : Ex.1 : 2,5 pts. Ex.2 : 1=2 pts; 2=2 pts; 3=2,5 pts. Pb : 1=1,5 pts; 2=1,5 pts;
3=2 pts; 4=0,5 pt; 5=3 pts; 6=1,5 pts; 7=1 pt.)

Exercice 1 :
Soit t réel. Trouver deux matrices réelles (2,2) U et D telles que U soit orthogonale, D soit
diagonale et

4 [0
UDU _[1 ot |

Exercice 2 :

1. R* est muni de sa base canonique e et a est endomorphisme de IR* dont la matrice
représentative dans e est

20 1 0
020 1

€ __ A __

lale=4=19 0 2 0
000 1

Soit Fy et Fy les sous espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 2, et F} et Fb les
sous espaces caractéristiques. Trouver une base de Fq, de E5 et de Fi. En complétant la
base de FE5, trouver une base de F5.

2. Déduire de la question précédente une nouvelle base f de R* telle que si (d,n) est la décom-
position diagonal-nilpotent de a avec dn = nd, alors les matrices [d]; et [n]§ représentatives

dans la base f sont respectivement diagonale et triangulaire supérieure. Préciser [a]fc, [d]}c

et [n]i

3. Soit k un entier > 0. Calculer A* (Méthode : exprimer d’abord d*, n*, d*~'n et enfin a*
dans la base f).

Tournez, s’il vous plait.
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Probléme :

1. Soit ag = 1 et, pour n entier > 0,
2.4.6...2n 221 (n!)?

an: =

1.35...2n+1) (2n+ 1)V

A T’aide de la formule de Stirling
n! ~n—oo s e "V 2m,

calculer limy,o /na, et en déduire la nature de la série > ° m
n

2. Soit I I'ensemble des z réels tels que la série

i 1 g
= an (2n + 1)2

converge. Trouver I. Montrer que cette série converge normalement sur / et que sa somme
F(x) est une fonction continue sur I.

3. Montrer a l’aide du cours que pour tout « de I on a F(z) = arcsinz. En déduire que pour
tout 6 € [-F,5] on a

0 ; 2n+1
g Z 1 (sin#)

—an (2n+1)%

En admettant la formule de Wallis : a,, = fog (sin §)?"*1d0, calculer

> 1
A_E;Qn+DT

4. Soit B =) 7%, 7. Montrer que B — A = B/4 et trouver B.

5. On définit les fonctions f et w, ( n entier > 0) sur [0,1] par f(0) = f(1) = u,(0) =
un(1) =0 et , pour 0 <t <1, f(t) = logtlog(l —t) et un(t) = —1t"logt. Ces fonctions
sont elles continues sur [0, 1] 7 Pour quelle valeur de ¢ € [0, 1] la fonction w,, atteint elle son
maximum ? Quel est ce maximum ? Montrer que la série > -, u,, converge normalement
sur [0,1] et, a l’aide du cours, calculer sa somme.

6. Déduire de la question précédente que

1 oo 1
logtlog(l — t)dt = _.
/0 0og Og( ) ;n(n+1)2

7. Calculer U'intégrale précédente a l’aide de la décomposition en éléments simples
g p

1 1 1 1

n(n+1)2 “n on+l (n+1)2

et de la question 4.
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Partiel de Deug MIA 03, Nov.97 (Durée : 2 heures. Aucun document. Affichage des
résultats le 21 novembre G 16 heures)

(Dans ce qui suit, log désigne le logarithme népérien.)

Exercice 1 : Soit les fractions rationnelles

flx) = et g(x) = f(==).

(x+1)2+1

On consideére les intégrales suivantes

F = /0 f(z)dx, G = /0 g(x)dz, H = /0 [(2+22)f(x) + (2 —22)g(x)|dx,

>~ 1
I = —dx.
/0 a4

Montrer qu’elles convergent et les calculer. Méthode pour [ : utiliser la décomposition en

éléments simples
1 1

P

Exercice 2 : Trouver le développement en série entiére au voisinage de 0 des trois fractions

rationnelles suivantes :
1 1 1

1—-2)2" 22—z~ (1-2202-2)’
et préciser leur rayon de convergence.
Soit, pour n entier > 0, les trois nombres a, = n+ 1, b, = Q,L% et ¢ = Y p_an—kbrk.
Calculer ¢,.

Exercice 3 : On considére la fonction f définie sur [—1, 00[ par f(—1) =0 et , pour x > —1,
f(x) = (1+z)log(l+ z). Développer f en série entiére au voisinage de x = 0, donner son rayon
de convergence et montrer que cette série entiére converge uniformément sur [—1,1]. Si x = +1,
pourquoi la somme de la série est elle égale & f(1) ou f(—1)7

Exercice 4 : On considére la suite (gy)n>1 de fonctions sur [0, co[ définies par

gn(z) =log(n + ) —xlog(n+ 1) + (z — 1) logn,

ainsi que h,, = g},. Montrer que > >, h/,(x) converge normalement dans [0 + co[ et que

Zhn(x) et Zgn(x)
n=1 n=1

convergent vers des fonctions H et G définies sur [0, oo[. Pourquoi H' existe-t-il? Pourquoi G’
existe-t-il et est-il égal & H?

Baréme : Ex. 1 : 4 points, Ex. 2 : 5 points, Ex. 3 : 4 points, Ex. 4 : 7 points.
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Corrigé du partiel de Mia 03 du 13 novembre 1997.

Exercice 1 : f et g sont continues sur [0, +00] comme fractions rationnelles sans poéle réel.
Elles sont équivalentes & 1/22 au voisinage de I'infini. D’aprés le critére des intégrales de Riemann,
puisque ici « =2 > 1, F' et G convergent. On a

too T W T 4o T W™ 3w
F = [arctan(z 4+ 1)];™ = 5T 1T et G = [arctan(z — 1)]™° = 5T 11
Ensuite, une primitive de la fonction = — (2 4 2z) f(x) + (2 — 22)g(x) est
_ 2 2 . ($ + 1)2 +1

et donc H converge si et seulement si la limite quand X tend vers I'infini de P(X) — P(0) existe
et est finie. C’est le cas, et cette limite est 0 — 0; la valeur de l'intégrale H est 0.

Enfin I = % + % + % est convergente comme somme de 3 intégrales convergentes et sa valeur
est /8.

Exercice 2 : D’aprés la formule du binéme de Newton on a

1

1 1 1 T z" ="
— — T+ 2 4= -
2 —x 2(1—%) 2[+2+ +2”+ ) %2"*1

D’aprés le cours, ou bien en appliquant la régle de D’Alembert, leurs rayons de convergence
respectifs sont 1 et 2.

(Remarques : pour la premiére formule, on trouve dans les copies deux autres démonstrations
toutes deux basées sur

1 2 n
11—z
La premiére dérive ’expression ci-dessus et utilise le théoréme de dérivation d’une série entiére;

la seconde écrit
1 1 1

1-2)2 (1-2)(1-=x)

et utilise le théoréme sur les produits de Cauchy sur les séries entiéres en ’appliquant aux suites

an = by, = 1, qui donnent
n n
Cp = Zan—kbk = Zl =n+1.
k=0 k=0

Une erreur est de répondre a la question par le développement en série
1 = 5 2k
(1—.%)2 _Z( r—x ) )
k=0
qui est correct si —1 < 2z —2? < 1, mais n’est pas une série entiére et ne répond pas a la question
posée.)

Ensuite, on décompose la fraction rationnelle suivante en éléments simples

1 A, B C _ 1 1,
1—-z22-2) (1-22 1-2 2-z (Q1-22 1-z 2-2
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Le calcul de A, B, C peut étre fait soit par la méthode des coefficients indéterminés, soit, un peu
plus élégamment, par la méthode du cache pour le calcul de A et C, et en faisant ensuite x = 0
pour déterminer le dernier coefficient B. Comme on a

1 2 n
—=1l4z+2"+ 2"+,
11—z
avec pour rayon de convergence 1, on en déduit que

o0 o0

1 1., 1,
m:}g}(nﬂ)_Hﬁ]x :EO:(HW)QC.

Son rayon de convergence se calcule par la régle de D’Alembert : si u, = (n+ #)]m\”, la limite
de w41 /uy est |z| et le rayon de convergence est 1.
(Remarque : une autre solution consiste & écrire

1 R SIS Dt
= =z ) (n x —
(I1—-z)22-2) (Q1-2)2 2-=x 5 5 ant+l

o0

=Y ) e =) (o))
0 0 0

Finalement, un théoréme du cours dit que si on fait le produit de Cauchy (¢, ) de deux suites
(an) et (by), alors le rayon de convergence R. de Y ¢,z" est supérieur ou égal & R, et R; et
que pour |z| < min(R,, Rp) on a

o0

(o] o
g cpx" = g anxt” g bnx™.
0 0

0

Appliquons ce résultat aux deux suites a et b données dans ’exercice. D’aprés les 3 développe-
ments en séries entiéres déja calculés on en conclut que

o0

> 1
E cpa” = § (”JFW)?C"-
0

0

D’aprés 'unicité du développement en série entiére on en déduit que pour tout entier n on a
1
Cp =N+ on+l -
Exercice 3 : D’aprés le cours, on a

00 k
log(l—i—x):x—x2/2+x3/3—---—i—(—l)"*lx"/n—i—---:a:—i—Z(—l)k*l%
k=2
2 _ .3 4 1, n+1 - g ot
=22 _23/9 e (=1 g = -1
zlog(l+xz) =22 —23/2 4+ 2*/3 + (=) gt 4 kzz( T

et donc, en sommant ces deux lignes :

k

flx)=z+ kzzz(—l)klm-
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1 zk . . .
=T - On obtient limy, 00 Upt1/un = |2/,

Appliquons la régle de D’Alembert & uy = ‘(—1)’“*
et le rayon de convergence est donc 1.
(Remarque : une erreur commune dans les copies est de répondre a la question par le déve-

loppement en série
o

2= S (Z1 g1 (1 +95)33k7
) =3
qui est correct mais n’est pas une série entiére et ne répond pas a la question posée.)

Ensuite, considérons la suite de fonctions définies sur [—1,1] et pour k > 2 par vg(z) =
(—1)'“*1,?(,‘:—:). Alors pour tout x de [—1,1] on a |vg(z)| < wg = ﬁ La série de terme
général wy est convergente, puisqu’elle est équivalente & la série de Riemann de terme général
1/k?%, laquelle est convergente puisqu’ici a = 2 > 1. Donc la série de terme général vi(z) est
normalement convergente sur [—1,1] et, d’aprés le cours, est uniformément convergente. Or les
vg(z) sont des fonctions continues sur [—1, 1] donc leur somme S(z) est une fonction continue
sur [—1, 1]. On savait déja que cette somme était égale & f(z) pour —1 < = < 1, car le rayon de
convergence de la série est 1. De plus f est une fonction continue sur [—1,1] : c’est clair pour
x = 1. Pour z = —1, cela résulte des propriétés de croissance comparée de la puissance et du
logarithme ("la puissance I’emporte sur le logarithme).

Par conséquent, S — f est une fonction continue sur [—1, 1] dont on sait déja qu’elle est nulle
sur | — 1, 1]. Sa limite en 1 est 0 et donc S(£1) = f(£1).

Exercice 4 : On a pour tout x > 0 et tout n > 1

b
(n+x)%

hp(z) = - i — log(1 + %) et bl (z) = —
Il est clair que pour tout z > 0 on a |k (z)] < 1/n?, qui est le terme général d’une série
de Riemann, qui est convergente puisqu’ici & = 2 > 1. Donc la série de terme général h/ (z)
converge normalement sur [0+ oo[ , donc d’aprés le cours uniformément sur [0 + oof.

Pour voir que les séries de terme général h,(z) et g,(z) convergent pour x > 0 fixé, calculons
les développements limités correspondants d’ordre 2 en 1/n. On obtient :

1 1 T 1 1 1
—log(l+=)==-(1-=)= =+ — + —
0g(1+=) = ~(1= 1) =~ + 5+ —e(n)

I,
(@) n n  2n?

- n(l+7)
ol €(n) tend vers 0 si n tend vers linfini. Donc |k, ()| est équivalente & |z — §|X; si & # 1/2
et a #e(n) si x = 1/2. Dans les 2 cas, par le critére d’équivalence et le critére de Riemann, la

série de terme général h,,(z) est absolument convergente, donc convergente.

De méme :
z 1, =z a? 11 1
gn(z) =log(l+ —) —zlog(l+ ) = — — o5 — (=~ — 53) + —5ei(n)
ol €1(n) tend vers 0 si n tend vers 'infini. Donc |g,, ()| est équivalente a ]“3”32 |5 si @ est différent

deOoul,eta #el(n) sinon. Dans les 2 cas, par le critére d’équivalence et le critére de Riemann,
la série de terme général g, () est absolument convergente, donc convergente.

Notons alors par H,(z) la n iéme somme partielle de la série de terme général h,(x). On a
vu que la suite H/, converge uniformément sur [0 + oo[ , et que la suite H,(z) converge en tout
point z > 0 (donc ... en au moins un point) vers une fonction H. On est donc dans les conditions
d’application du théotéme du cours concernant la dérivation d’une suite de fonctions et on en
conclut que
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1) H est dérivable sur [0 + oo,

2) que H' est la limite de H,

3) que pour b > 0 fixé, H,, converge uniformément sur l'intervalle borné [0, b].

Notons enfin par G,(z) la n iéme somme partielle de la série de terme général g,(x). On
vient de voir que, pour b > 0 fixé, la suite G, = H,, converge uniformément sur [0,b] , et que
la suite G,,(x) converge en tout point x > 0 vers une fonction G. On est donc encore dans les
conditions d’application du théoréme du cours concernant la dérivation d’une suite de fonctions
et on en conclut que

1) G est dérivable sur [0, 8],

2) que sur [0,b], G’ est la limite de G}, = H,, et est donc égal a H.

Comme ce dernier résultat est vrai pour tout b, G’ existe et est égal & H sur tout [0 + ool.

(Remarques : contrairement a ce qu’affirment de nombreuses copies, la série Y | hy(z) ne
converge pas normalement sur [0+ oo[. En effet, h,, est décroissante, son maximum est atteint en
0, son infinimum est sa limite & 'infini — log(1 + %), mais le supremum de sa valeur absolue est
log(1 + %), qui est le terme général d’une série divergente, car équivalente & 1/n. En revanche,
le théoréme cité du cours implique que > | hy(z) converge uniformément sur tout intervalle
borné [0, b].

Enfin, quelques copies observent correctement qu’il suffit, toujours a cause du dit théoréme,
de montrer la convergence en un point des séries > 2 | hy,(z) et D77 | gn(x), et prennent le point
x = 0. Pour les h, cela ne change pas grand chose, mais I’économie est sustantielle pour les g,,

puisque ¢,,(0) =0.)
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Mia 03, Université Paul Sabatier, Devoir 3, 4 remettre au dernier TD de la
semaine du 1 au 5 décembre 1997.

Exercice 1

1. Calculer la série de Fourier de la fonction h de période 27 définie par = +— |sinz|. La
somme de cette série est elle partout égale & h(z)?

2. Utiliser le 1) pour calculer les sommes des séries suivantes :

“+o00 n 400
y Ly G
— 1 —4n2 7n:1 1 —16k2°

3. Soit f : [a,b] — IR de classe C! et soit

Mo = maxycoplf(2)], M1 =maxeepylf (@)

Montrer & l'aide d’une intégration par parties que pour y > 0 :

b
/ f(x) cos(zy)dz| < —(2My + (b — a)My).

1
Y

Déduire de ceci et du 1) que

b b
tlgrolo/a f(m)|sm(tx)|dx:%/a f(x)dx.

Exercice 2

Soit z un nombre positif fixé. Calculer la série de Fourier exponentielle de la fonction f de
période 27 définie pour 0 < z < 27 par f(z) = exp(zz). En déduire sa série de Fourier
trigonométrique. Préciser la somme de celle ci si x = 0. A ’aide du théoréme de Parseval,

montrer que
o

2 1 1 2
7Texp( mz)+1 Z z

exp(2mz) — 1 2 <22 +n?
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Université Paul Sabatier. Examen blanc de Deug MIA 03, Dec.97
(Durée : 3 heures. Aucun document.)

Exercice 4

On considére la fonction h définie dans [0, 7] par h(x) = z(m — x). On considére aussi les
deux fonctions f et g de période 27 définies ainsi :

f est paire et est égale & h dans 'intervalle [0, 7].

g est impaire et est égale 4 h dans 'intervalle [0, 7].

Tracer les graphes des fonctions f et g sur l'intervalle [—m, 37]. Calculer leurs coefficients de
Fourier trigonométriques ainsi que ceux de f + g, dire pour chacune des 3 fonctions si la série de
Fourier converge, si sa somme est égale & la fonction en tout point x, en justifiant votre réponse.
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Université Paul Sabatier. Examen de Deug MIA 03, 6 Janv.98

(Durée : J heures. Aucun document. Faites les calculs lentement et au brouillon. Le correc-

teur peut déduire des points pour le mangue de soin ou les absurdités. Les trois exercices sont
indépendants.) On désigne par log x le logarithme népérien de z.

Exercice 1 (8 points)

Soit 0 <t < 1, ¢t fixé.

1.

Pour n entier > 0, calculer Vintégrale I, = [™_cos(nx) cos(tz)dz. (On mettra I,, sous la
forme la plus simple possible, en particulier pour n = 0.) (1,5 points)

On considére la fonction f sur IR de période 27 et telle que pour —7 < z < 7 on ait
f(z) = cos(tx). Tracer son graphe sur I'intervalle [—, 37| dans le cas particulier ou ¢ = 1/3.
Dans le cas général pour ¢, donner la série de Fourier trigonométrique de f, énoncer un
théoréme général de convergence des séries de Fourier et en déduire que la série de Fourier
de f converge au point x vers f(z). (2 points)

Montrer a l'aide du 2) que

o0

1 2t 2t
meotg(mt) = T (1—t2 +Zn2—t2> .

Montrer aussi que la convergence de cette série est normale par rapport & ¢t quand ¢ varie
dans 10, 1[. (2 points)

On prend maintenant ¢ € [0, 1]. Montrer que la série suivante

log(1 — %) + Zlog (1 — m)

n=2

converge normalement dans [0, 1[. Pourquoi sa somme F'(t) est elle une fonction continue
sur [0, 1[? Montrer a ’aide du 3) qu’il existe une constante C' par rapport a t telle que F'(t)
pour 0 <t < 1 soit
sin(7rt)

mt
Déterminer enfin C' en faisant tendre ¢ vers 0. (2,5 points)

C + log
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Corrigé de ’examen de Mia 03 du 6 janvier 1998.
Exercice 1 : 1) Avec la parité on a

s ™ 3 t 3 _ t
I, = / 2 cos nx cos txdxr = / (cos(n + t)z + cos(n — t)x)dr = sin(n + O)m + sin(n — ) =
0 0

n+t n—t

sintrcosnm  sintmcosnm  2(—1)""ltsintm

n+t n—t N n? — 2
En particulier, Iy = 2517“’5“

2) Le tracé du graphe sur l’arche [—m, 7] est immédiat. Et on répéte ce tracé par périodicité
(malheur & ceux qui ont cru que le graphe de f sur [—, 37 était celui de la fonction x +— cos(z/3).
On a f(—7m) = f(m) = cosw/3 = 1/2. On remarque que la fonction f est continue, qu’elle est
dérivable par morceaux et que aux points de la forme (2k+1)7 ou la dérivée n’existe pas, la limite
a droite et a gauche de la dérivée existe et est finie. La fonction f est donc une fontion continue
et de classe C; par morceaux. Les coefficients de Fourier trigonométriques sont respectivement
an = I,/m pour n > 0 (par définition de I,,) et b, = 0 pour n > 0 (car la fonction f est paire).
La série de Fourier de f est donc

oo . oo . _1
ag sintm 2tsintr (—1)"

— ap COSNT = cos N.
2 * r; " tm + nz_:l T n?—t?

Rappelons alors un théoréme de convergence des séries de Fourier :

Théoréme : Soit f une fonction continue sur IR, de période 27 et de classe C7 par morceaux.
Alors sa série de Fourier trigonométrique converge et a f(x) pour somme en tout point x.

Comme on I’a vu, la fonction f satisfait aux hypothéses de ce théoréme : sa série de Fourier
converge donc en tout point vers f(x).

3) Dans l’égalité entre f(z) et la somme de sa série de Fourier, faisons x = 7. Comme
cosnm = (—1)", en mettant 25T en facteur et en divisant 1'égalité obtenue par (sintr)/m on
a ’égalité demandée. Ensuite, on remarque que pour 0 <t <letn >1on a

SN
n2—t2' n2—¢2 " p2-1’

que la série de terme général ﬁ est convergente d’aprés le critére de Riemann, puisque son
terme général est équivalent a 1/n® avec a = 2 > 1. Par conséquent, la série de terme général
—1— est normalement convergente dans ]0, 1[.

4) De méme, si 0 <t < 1on a

[log(1 — £2/n2)| < [log(1 —1/n%)| ~ 1/n?.

Donc par le critére de Riemann & nouveau, la série de terme général |log(1 — 1/n?)| converge
et donc la série de terme général log(1 — t2/n?) converge normalement dans [0, 1[. Elle converge
donc uniformément. Comme c’est une série de fonctions continues sur [0, 1], sa somme F(¢) est
continue sur [0, 1].

Ensuite, on remarque que la série des dérivées est de terme général n;—f’;g dont nous avons
vu au 3) qu’elle était normalement convergente dans |0, 1], donc uniformément convergente. On
est donc dans les conditions d’application du théoréme du cours sur la dérivation de la somme
d’une série de fonctions, et on peut affimer que

(e 9]

2t 2t 1
/ —
F'(t) = — (—1 — + E 27712 —t2) = mcotg(nt) — o
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la derniére égalité découlant du 3). Enfin, on remarque que sur |0, 1],

sin(7rt)

(log ) = meotg(rt) — % — ),

et il existe donc une constante C' telle que sur |0, 1[ on ait F'(t) = C'+log % Pour déterminer
C, utilisons le fait que F' est continue en 0 et que par définition de F', on a F'(0) = 0. La limite
du second membre étant C, on a donc C' = 0.
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.

Devoir 1, a remettre a la derniére séance de travaux dirigés de la semaine du 13 au
18 mars 2000.

Soit n un entier > 1 fixé et soit E I’espace vectoriel réel des matrices (n,n) réelles.

1) Soit 1 S io,j(] S n et 62‘07]'0 = (mij)lgi,jgn dans F définie par xiojo =1 et -'Eij = 0 si
(4,7) # (i0,jo). Montrer & I’aide des e;, j, que E est de dimension finie et donner sa dimension.

2) Si z = (x4j)1<i,j<n est dans E, on note tracex = Y . | z;; et zT sa transposée, c’est & dire la
matrice 27 = (y;;)1<ij<n telle que y;; = zj; pour 1 <4, j < n. Montrer que trace (zz’ —2'z) = 0
pour tous z et 2’ de E. Montrer que trace (xz’) = 0 entraine = 0, et que trace (zy) < 0 pour
tout y de F entraine z = 0. Montrer que la dérivée en 0 de la fonction de IR dans IR définie par
t — det(I,, + tx) est égale a tracex (I, € E est la matrice unité).

3) On munit désormais F d'une norme p. Démontrer que la fonction p est continue sur FE.
Pourquoi S = {z € E;p(x) = 1} est il un compact de E? Si z € FE est fixé, pourquoi la fonction
sur S définie par y — trace (xy) atteint elle son maximum ? (Méthode : observer que y — zy
définit un endomorphisme de 1'espace vectoriel E). On désigne désormais par p*(z) la valeur de
ce maximum. Montrer que p* est une norme sur FE.

4) Pourquoi la fonction sur S définie par x +— detx atteint elle son maximum? (Méthode :
observer que x — detz est une fonction polynomiale sur E). On note désormais par zy un
point de S o1l ce maximum est atteint. Pourquoi a t-on det zy > 07 (Pensez que S comprend un
multiple positif de I,,). Pourquoi a t-on p*(zy') > n?

5) Le but de cette question est de montrer que p*(xo_l) < n. On fixe h dans F et pour ¢ > 0 on
pose
f(t) = (14 p(th))™ — det(I,, + tzy'h).

Montrer que f(1) > 0. Méthode : observer que si xo + h # 0 alors

det <L+h> < det z,
p(zo + h)

et utiliser det(Aa) = A" det a pour A réel, p(z() = 1 et la sous additivité de p. Déduire de f(1) > 0
que f(t) > 0 pour tout ¢, et en utilisant f(0) = 0, et la définition de la dérivée, que f'(0) > 0.
En déduire que trace (25 'h) < np(h), puis que p*(zy"') < n.

6) ExeMPLE. Montrer que p(z) = (trace (zz”))'/? définit une norme et que dans ce cas p = p*.
Méthode : pour un entier d convenable, utiliser le résultat du cours qui dit que

Izl = (2F + -+ 23)'/?

définit une norme sur RY, puis I'inégalité de Cauchy-Schwarz |z1y1 + - - + 2qyq| < ||lz||||y]|.
Soit G I’ensemble des x de E tels que zz” = I,, et detx > 0. Montrer que G est une partie
compacte de E (Méthode : montrer que = — zz! est une application polynomiale de E dans E
et que {I,} est un fermé de E). Montrer que G est un groupe pour la multiplication des matrices
(appelé groupe des rotations de IR"™).
On veut montrer que xy maximise detx sur S si et seulement si 29 € G//n. Pour cela, on
admet le résultat d’algébre linéaire suivant :
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DECOMPOSITION POLAIRE D’UNE MATRICE CARREE REELLE : Si z € F et detx > 0, alors
il existe un triplet (u,v,d) avec u et v dans G, d = Diag(A1,..., ), A; > 0Vj =1,...,n, et
T = udv.

Avec la notation précédente, montrer que si detx > 0, alors p(x)? = A2 +-- -+ A2, Démontrer
par récurrence sur n le résultat suivant :

INEGALITE DES MOYENNES GEOMETRIQUE ET ARITHMETIQUE. Si a1, ..., a, sont des nombres
> 0, alors

n
1
ap---ap < (E(a1++an)>

et I’égalité entraine que tous les a; sont égaux. (Méthode : montrer que la fonction g, : [0, +00[—
R définie par g,(t) = (;—ﬁ)"“ - n—tn est > 0, en examinant son tableau de variation ; appliquer
celadt=anpt1/(ar+ -+ ap)).

Déterminer la valeur du maximum de det sur S en appliquant 1’inégalité des moyennes géo-

meétrique et arithmétique aux a; = )\?, et conclure.
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Solution du devoir 1, MIA 6, 2 iéme semestre 1999-2000

1) Siz = (l'ij)lgi,jgn alors

n n
T = § , § LigjoCio,jo

io=1 jo=1

ce qui montre que la famille finie de vecteurs de I formée par les e;, j, est génératrice et donc

que F est de dimension finie. Si
n n
E , § , Tigjoio,jo = 0,

io=1jo=1
il est clair que x;,j, = 0 pour tous ig,jo et donc la famille des e;, j, est indépendante. Etant
indépendante et génératrice, elle forme donc une base de E. Elle a n? éléments, E est donc de

dimension n?.

2) Comme (za'); = ) j_; vz}, par définition du produit de matrices, on en déduit que
tracexa’ = > 1", > 7 xijo’;. En faisant le changement de variables dans cette somme i = j et
j1 =1, il est clair que tracezz’ = tracez'z. Si 2’ = 27 alors tracezz? = Y1 | P xfj C’est 0
seulement si x?j = 0 pour tous ¢ et j et donc pour z = 0. Si trace xy < 0 pour tout y, c’est vrai
en particulier si y = zT. Donc trace zzT < 0. Or on a vu que trace zz? > 0. Donc trace zz? = 0,
et donc comme on l'a vu « = 0.

D’aprés le cours d’algébre linéaire, le polyndme caractéristique de x satisfait
det(z — A\,) = (=A\)" 4 (=\)""tracex + - - - + det .

Donc det(I,, +tx) =1+ ttracex + --- + t" det x et la dérivée en 0 de ¢ +— det(I,, + tz) est bien
trace x.

3) p(z) = pz —y+y) < plz —y) + p(y). Donc p(z) — p(y) < p(z — y), et en échangeant les
roles de x et y, p(y) —p(z) < p(y — ) = p(z — y). Donc [p(z) — p(y)| < p(z — y), ce qui montre
la continuité de p. L’ensemble S est borné par définition. L’ensemble {1} de IR est fermé, car
un singleton est toujours fermé dans un espace normé. Comme S est l'image inverse de ce fermé
par application continue p, S est fermé dans E , donc compact. La fonction y — xy de E dans
E est continue, car elle est linéaire sur un espace de dimension finie. Donc y +— trace (zy) est
continue, comme composée de deux fonctions continues, ou méme plus simplement en tant que
forme linéaire sur un espace de dimension finie. Sa restriction au compact S est donc continue.
Le théoréme de Weierstrass garantit 'existence d’un y, de S tel que trace (xy) < trace (xy,)
pour tout y de S. Montrons que p*(z) = trace (xy,) définit une norme sur E. Pour tout y de S
on a
trace ((z + z')y) = trace (zy) + trace (z'y) < p*(x) + p*(2'),

et donc p*(x + 2’) < p*(x) + p*(2’). De méme trace (Azxy) = Atrace (zy) et donc si A > 0 on a
p*(Ax) = Ap*(z). Si A < 0, c’est plus subtil, et on utilise le fait que S est invariant par y — —y :

maxyecsAtrace (zy) = maxyes(—A)trace (z(—y)) =
(—A)maxyegstrace (z(—y)) = (—A)max_yecgtrace (z(—y) = (—=\)p* ().
Enfin p*(xz) = 0 implique trace (xy) < 0 pour tout y de S, et donc pour tout y de E (en

remplacant y par y/p(y) on se rameéne & un élément de F). Donc d’apres le 2), x = 0. Les 3
axiomes d’une norme sont donc vérifiés pour p*.
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4) La fonction z +— detx est polynomiale sur E, puisque avec les notations classiques de la
signature € sur le groupe S, des permutations de n entiers on a :

detx = Z e(o) ﬁ Ti ;-
1=1

geSy

Elle est donc continue, ainsi que sa restriction au compact S. Le théoréme de Weierstrass garantit
I'existence d’'un xg de S tel que det z < det zg pour tout = de S. Le déterminant prend évidem-
ment une valeur positive sur S en au moins un point, a savoir I,,/p(l,), qui est de déterminant
p(L,)~™ > 0. Donc det zp > 0. Enfin par définition, pour tout y de S on a p*(xal) > trace maly.
Prenons en particulier y = x0, qui est bien dans S. On en tire p*(z; 1) > trace I, = n.

5) Pour tout h de F on a donc

—~
~—

2
det wodet(I, + zy'h) = det(zo+h) < det xo(p(xo + h))"

det zo(p(xo) + p(h))" W get zo(1+ p(h))".

—
A

Ici, (1) vient de la factorisation par xg, (2) résulte de I'inégalité du texte, de det(Aa) = A" deta
et est triviale si g+ h = 0. (3) vient de la sous additivité de la norme (encore appelée inégalité
du triangle) et du fait que detzy > 0. Et (4) vient du fait que z( est dans S. En simplifiant par
detxzg on a f(1) > 0. f(t) > 0 s’obtient en remplacant h par th dans f(1) > 0. Comme f(0) =0
et que f est un polynoéme en t et est donc dérivable, on obtient

np(h) — trace (x5 h) W f(0) @)

tim 2 (£(1) — £(0) = 0
lim L(f(1) ~ £(0) = 0.
Ici, (1) vient du calcul de la dérivée de f avec l'aide de la question 2), (2) est la définition
de la dérivée et (3) est la conséquence de l’étude du signe précédente. Donc si y € S on a

trace zy 'y < n. Clest dire que p* (') < n.

6) p est une norme, d’apres le fait que £ = R™ est normé par

lzll = (DD ai)'?

i=1 j=1

qui n’est autre que (tracezz’)'/? d’aprés la question 2. Ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz
entraine que

trace (zy) = > Y w5 < |zllly” | = p(@)p(y") = p(a)p(y).
i=1 j=1

T cest a dire y = 27 /p(z), on

Donc p*(z) < p(x). Mais en prenant y dans S proportionnelle & x
voit que p*(x) > p(x) et donc que p = p*.

x — zz” est une application quadratique de E dans F, donc polynomiale, et donc continue.
{I,,} est un singleton de l’espace normé E et est donc fermé. Donc Fy = {z € E;zz” = I,}
est fermé, comme image inverse d’un fermé par une fonction continue. De plus, si x € G alors

det zdetz” = 1, ou detz = 1 puisque detz = detz” et que detz > 0 dans G. Comme det est
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continue, l'ensemble Fy = {x € F;det x = 1} est fermé comme image inverse du singleton {1} de
IR par une fonction continue. Donc G = F} N F5 est fermé, comme intersection de deux fermés.
Ensuite, G est une partie bornée de E puisque les éléments de G sont tous de norme /n. G est
donc compact. Finalement, G est un groupe puisque

— Si z et 2’ sont dans G alors xz'(z2')! = x2'2'T 2T = xaT = I,, et det(x2’) = det xdet 2’ >
0 : la loi est interne.
L’associativité est héritée de l'associativité de la multiplication des matrices.
— I,, est dans G et est élément neutre.

— six € G alors ! existe dans E et

xfl(xfl)T — xfl(xT)fl — (:L‘T,I)il — In

car zz! = I, implique

un snverse dans G.
Si detz > 0 et si x+ = udv comme ci dessus, alors detx = A1 ...\, puisque on a vu que les
éléments de G sont de déterminant 1. Ensuite

p(z)? D trace (udv(udv)™) D trace (udvo® duT) Y trace ud?u”

&) trace u’ ud> . trace d? © PLEIPNIPLE

Ty =1I,. Donc 27! € G et ceci montre que tout élément de G a

—~

Ici, (1) vient de la définition de p, (2) de la propriété de la transposée vue a la question 2) avec
trace zz’ = tracez’z, (3) du fait que v € G, (4) de la question 2) a nouveau, (5) du fait que
u € G et (6) de la définition de la trace.

L’étude de la fonction g, montre que g, (t) = (i—i’i)” — L oest <0si0<t<1/netest>0
sit > 1/n. Le minimum de g, est 0, il est strict et atteint en ¢ = 1/n. Ceci fait, montrons par
récurrence sur n 1’énoncé suivant :

Pour tous a; > 0,j=1,...,nonaaj - -a, < (%(al + -+ an))n et 1’égalité entraine que
tous les a; sont égaux.

C’est trivialement vrai pour n = 1. Supposons que cela soit vrai pour n. Alors

W 1 n, @ 1
a1 Qplpy1 < (E(a1+"'+an)) nt1 < (n—i—l

(@ + - +an+ an+1))n+1'

Ici, (1) est 'hypothése de récurrence, et (2) est la conséquence de g,(t) > 0 appliqué a t =
an+1/(a1 + -+ ay), étant entendu que (2) est trivial si a1 + - - - + a, = 0. Enfin, supposons que
ay - Aplpyl = (%H(al + -4 an +any1))" L Clest dire en particulier que (1) est une égalité.
D’aprés ’hypothése de récurrence on a; = ... = a,, si a,41 # 0. C'est dire aussi que (2) est une
égalité ; puisque g, (t) = 0 entraine t = 1/n on a a,4+1 = w Donc : si apy1 = 0 tous les
a; sont nuls; si a,11 # 0, tous les a; sont égaux et la récurrence est étendue.

On en conclut que la valeur du maximum de det sur S est exactement n~"/2. En effet si la
décomposition polaire de = de S avec det x > 0 est udv, alors

2 2 2 L \2 N -
(detx)* =A7... A% < <E()\1+---+)\n)> =n""

Donc ce max est < n~ ™2, En prenant = = I,,/\/n, on voit que le max est n~"/2. Ensuite,
si xg € G/y/n alors detxg = n~"2 et et donc detzo est maximum. Inversement, si z9 € S
réalise le maximum, alors ses )\2 réalisent 1’égalité dans 'inégalité des moyennes géométrique et
arithmétique, et sont donc tous égaux : cela entraine que si xg = udv est décomposition polaire
de zg, alors d = I,,/y/n. Comme on a vu que G est un groupe, cela entraine que zy € G/\/n.
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.

Devoir 2, a remettre a la derniére séance de travaux dirigés de la semaine du 27 au
31 mars 2000.

Exercice 1. Le but de cet exercice est de montrer que si un ouvert U de IR? est connexe, alors
deux points x et y de U peuvent étre reliés par un arc polygonal & cotés paralléles aux axes.

1) GRAPHE CONNEXE. Un graphe (S, A) est la donnée d’un ensemble S ("sommets") et d’une
famille A ("arétes") de parties de S & deux éléments (distincts). Si = et y sont dans S, un chemin
d’ordre n > 0 de x a y est la donnée d'une suite (sg, s1,...,S,) de S telle que so = z, s, =y
et {sj_1,s;} soit dans A pour tous j = 1,2,...,n (remarquez que (z) est chemin d’ordre 0 de
x ax). Si z et y sont dans S, on note z ~ y si il existe n > 0 et un chemin d’ordre n de x & y.
Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur S. Le graphe est dit connexe siil n'y a qu'une
seule classe d’équivalence sur S.

2) On munit R de la norme euclidienne
]l = (& + -+ )2,

Soit U un ouvert de IR? et soit A I’ensemble des couples de points z et y distincts de U tels que
six=(x1,...,2q) €t y = (y1,...,Y4), alors

— il existe un et un seul j dans {1,2,...,d} tel que x; # y;;

— le segment [z,y] = {(1 —t)z +ty;0 < ¢t < 1} est contenu dans U.
Comme dans le 1) on note ~ la relation d’équivalence associée au graphe (U, A).

[}
a) Dans le cas particulier ou U est la boule ouverte B (c,r) de centre c et de rayon r > 0,
montrer que ¢ ~ x pour tout = de U et que le graphe (U, A) est connexe.
b) U étant un ouvert quelconque de RY, soit U, la classe d’équivalence du graphe (U, A) qui

o
contient x. Soit ¢ € U,. Montrer qu’il existe » > 0 tel que B (¢,r) C U. Montrer par le a) que

o
B (¢,7) C U, et que U, est un ouvert de IR? contenu dans U.
¢) U étant un ouvert connexe de IR, montrer par le b) que le graphe (U, A) est connexe.

Exercice 2. Soit A une partie bornée non vide de 'espace E = R?, o la norme euclidienne
canonique est notée ||z||. Le but de I’exercice est de montrer qu’il y a une plus petite boule fermée
qui contient A et qu’elle est unique. L’espace V = E x IR des (x,y) avec x € E et y € R est
normé par p(z,y) = ||z|| + |y|. Soit F' 'ensemble des (c,r) de V tels que A soit contenu dans la
boule fermée B(c,r) de centre ¢ dans E et de rayon r > 0.

1. Montrer que F' est un fermé non vide de V' (Méthode : si (¢, r,) est une suite de F' qui
converge vers (c,r) et si a € A, montrer que |la —c|| < 7).

2. Soit f la forme linéaire sur V' définie par f(z,y) = y. Soit rg la borne inférieure de f sur F’
(c’est-a-dire le plus grand des minorants de f(F')). Soit R > rg fixé. Montrer que 1’ensemble

K={(¢r)eV;r<R}NF

est fermé, non vide, et borné.
3. Montrer qu’il existe ¢y € E tel que (cg,79) € F.

4. Montrer que ¢y est unique (Méthode : si ¢, a la méme propriété, montrer que le nombre
p=r1¢—1|lco — c||* est > 0, et considérer la boule fermée de centre c1 = 3(co + cf)) et de

rayon ri = /p).
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Exercice 3 : FONCTIONS CROISSANTES DE IR? pANs IRY.
On munit £ = R? du produit scalaire (x,y) = x1y1 + -+ + 24yq. Soit C une partie de E et
g:C — E. On dit que g est croissante si pour tous z et y de C on a

(9(y) —g(z),y —x) > 0.

1) On suppose g croissante, on prend a > 0 et on considére g,(x) = ax + g(z). Montrer que g,
est injective. Si C' est fermé, et si de plus g est continue, montrer que g,(C') est fermé (Méthode :
si z, = gq(x,) converge vers z, montrer que (z,) a la propriété de Cauchy et en déduire que
z € go(C)).

2) On suppose C' convexe ouvert et on considére la fonction différentiable f : C' — IR. On note
par f'(x) le gradient de f en z de C, c’est-a-dire I’élément de E tel qu’il existe une fonction
€z : C — IR avec

Fy) = f@) + (f@),y —2) + ly = zlles(y),  lim ea(y) = 0.

Si z et y sont dans C' on note v, (t) = (1—t)z+ty pour 0 < ¢t < 1, ainsi que hy y(t) = f(7Vay()).
On dit que f est convere si pour tous x et y de C alors t +— hj, ,(t) est croissante sur [0, 1]. Montrer
que f est convexe si et seulement si x — f’(z) est croissante (Méthode : appliquer le théoréme
de composition des fonctions différentiables a f o ., et comparer A, ,(0) et h; ,(1)). Sia >0
et b € F montrer la convexité de la fonction f définie sur E par

a

f@) = gllzl* + (b, ).
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Partiel blanc.

Question de cours : Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie. Donner une définition des
compacts de E. Enoncer en détail une caractérisation des compacts de E (sans démonstration).

Exercice 1 : Soit £ = IR? muni de la norme euclidienne canonique
2] = (@F +--- +23) /2.

Les éléments © de E sont écrits comme des matrices colonnes, et 27 note la matrice ligne
transposée. Soit S = {x € F;||z||*> = 1}. Soit V I’espace des matrices (d,d) réelles symétriques
muni d’une norme quelconque. Le but de ’exercice est de montrer que

U={acV;zlar >0 Vze S}

est un ouvert de V.

1. Quelle sont les dimensions de V et de £ x V7 On munit £ x V' d’une norme quelconque.
Montrer que la fonction réelle sur E x V définie par (z,a) — 2T ax est polynomiale.

2. Soit a dans F' =V \ U. Pourquoi existe t-il 2 dans S tel que z”ax < 0?

3. Soit (a,) une suite de F' qui converge vers a € V. Soit x,, € S tel que ! a,z,, < 0. Montrer
qu’il existe une suite d’entiers (nj) tendant vers +oo et un = de S tel que z7az < 0.
Montrer que F' est un fermé de V.

Exercice 2 : Soit F' une partie fermée non vide d’un espace normé E de dimension finie, et soit
r > 0 fixé. On note par B(xz,r) la boule fermée de centre x et de rayon r. Soit

Fl - UzEFE(xvr)'

Le but de l’exercice est de montrer que Fj est fermé.
Soit (y,) une suite de F qui converge vers y € E. Montrer les faits suivants :
1. Pour tout n il existe z,, € F et h,, € B(z,7) tels que x,, = yn + hn.

2. 11 existe une suite d’entiers n, tendant vers +o0o et h € B(z,r) tels que

3. Le point y + h est dans F' et Fj est fermé.

Exercice 3 : Soit f : R?> — R définie par f(z,y) =
de f.

2 . . .
eyl Trouver les points stationnaires
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Controéle intermédiaire du 10 avril 2000. Durée : 2 heures.

Question de cours : Enoncer en détail le théoréme de Weierstrass concernant les fonctions
continues sur les compacts (sans démonstration).

Exercice 1 : Soit £ = IR?. Les éléments = de E sont écrits comme des matrices colonnes, et
xT note la matrice ligne transposée. Soit V ’espace des matrices (d, d) réelles symétriques muni
d’une norme quelconque. Montrer que

F={acV;zlaxr >0 Vo€ E}

est un fermé de V.
(Méthode : Montrer que pour tout x € F la fonction a — =
et que 'ensemble F, = {a € V;2Tax > 0} est fermé).

T 42 est une forme linéaire sur V

Exercice 2 : Soit F' une partie fermée non vide d’un espace normé E de dimension finie, et soit
K un compact de E. Le but de ’exercice est de montrer que la borne inférieure o de ’ensemble
de nombres réels

A=A{llz —yl; (z,y) € K x I}
est atteinte.

1. Montrer qu’il existe une suite ((«n,yn))n>1 de K X F telle que pour tout n > 1 on ait

1
a < lzn —yol| St —
n
et qu’il existe une suite d’entiers nj tendant vers +oo et xg € K tels que

lim xz,, = xg.
k—+00 Tt

2. Soit R > a et K1 = B(xg, R) N F. Montrer qu’il existe un entier kq tel que si k > kg alors
Yn,, € K.

3. Montrer qu’il existe yo € K7 tel que pour tout y € K7 on a ||zg — yol| < ||zo — ¥

4. Montrer que a = ||z¢ — yol||. Pourquoi a > 0 si F' et K sont disjoints ?
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.

Devoir 3, a remettre a la derniére séance de travaux dirigés de la semaine du 22 au
26 mai 2000.

Probléme 1. Soit n un entier >0. Si p = (p1,...,pn) € R"™ on convient dans la suite

po=1—p1—...—pn

On définit T'={p € R"; p; >0Vj=0,1,...,n}.
1. Dessiner T' dans le cas ol n = 2.

2. Pourquoi les fonctions p — p; , j = 0,1,...,n sont elles continues sur IR"? Pourquoi T
est il ouvert ? Pourquoi 7' est il borné? Pourquoi la fermeture T' de T est elle égale a
{peR" p; >0Vj=0,1,...,n}7?

3. On se fixe des nombres ag, aq,...,a, > 0. Pourquoi D(p) = aoppo + - - anpn est il >0 sur
T? Pour p € T, on note N(p) = Z;'L:o pjlog p; (en adoptant la convention 0log0 = 0 pour
donner un sens & cette expression si p appartient & la frontiere T\ T de T).

On note alors F(p) = N(p)/D(p). Montrer que si le réel ¢ tend vers 0 par valeurs positives,
alors tlogt tend vers 0. En déduire que N et F sont des fonctions continues sur 7. Montrer
qu’il existe un point dans T sur lequel F' atteint son minimum. Le but du probléme est de
trouver le minimum de F sur le compact T et de montrer qu’il est atteint en un seul point.

4. Sip € T, calculer g_f;?? g_z?l(p)’ g_é\i(p) ot g_;(p).
5. Soit S ’ensemble des points p de T tels que la différentielle
oF OF
Fi(p) = (5 -(p), - 5 - ()

ap1

s’annule. On veut montrer que S est formé d’un seul point. Pour cela, montrer qu’il existe
un et un seul nombre » € IR tel que

eaor+ea1r+‘..+eanr:1

(Méthode : montrer que la fonction sur IR définie par t — e®! + e®! 4 ... 4 el est
strictement croissante et est une bijection entre R et |0, 00[.) Montrer ensuite que si p € S
alors le nombre A = a;F(p) —logp; ne dépend pas de j, puis que A = 0, puis que p; = e®"
et que F(p) = r. En déduire que S ne comprend qu’un seul point, qu’on notera dans la
suite par p*.

6. Soit A un sous ensemble non vide de {0,1,...,n}. Soit
Ta={peT; pj>0sijeA p;=0sij¢ A}
Quels sont les ensembles T4 si A = {0,1,...,n}?7 Si A = {1}? Si A = {0}? Pourquoi les

T4 sont ils deux & deux disjoints 7 Pourquoi 7" est il I'union de tous les T4 7

7. Si A est un sous ensemble non vide de {0,1,...,n}, on note n4 le nombre d’éléments de
A moins 1. En appliquant la question 5) a IR"4 et a la restriction F4 de F' & T4, montrer
qu’il existe un seul nombre r4 tel que ) jeA e%™ =1, et que si S4 est ’ensemble des
points de T4 ou la différentielle de Fy s’annule, alors S4 est réduit & un seul point p?, avec
F(py) = Falpy) =ra.

8. Montrer que rg > 14 si B C A.
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9.

Soit p un point de T ot le minimum absolu de F est atteint. Montrer qu’il existe un et un
seul A tel que p € T4. Montrer que p € S4, que p = p%, que le minimum absolu est r4.

Conclure avec la question 8) que le minimum absolu est r et qu'il est atteint au seul point
*

p .

Probléme 2 : Les fonctions harmoniques sur la sphére sont constantes. Soit E 1'espace vectoriel
des fonctions C'™ complexes définies sur |0, oo et soit T': E — E défini par T'(f)(6) = sin 0 f’(0).

1.
2.

Soit A réel. Trouver les f de E tels que T'(f) = Af (distinguer A # 0 et A = 0).

Soit A réel non nul. Si f est dans E, montrer que T2(f) = A2 f si et seulement si il existe A et
B tels que f(0) = A(tan £)*+ B(tan §)~ (utiliser le fait que I'ensemble des solutions d’une
équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 est un espace vectoriel de dimension 2).
Si de plus f est bornée, en déduire que f est la fonction nulle.

Trouver les f de E tels que T2(f) = 0. Si de plus f est bornée, en déduire que f est une
fonction constante.

Soit F' ’espace des fonctions C'*™ complexes définies sur IR x]0, oo[, notées (¢, 0) — g(¢,0),
telles que

0? .0 (. 0

3—@29 + sin 9% (sm 9%> g=0,
et telles que pour 6 fixé la fonction ¢ — g(¢, 0) soit de période 27. Pour n entier relatif
on pose a,(0) = % 027Tg(g0,0)e_m9"dgp. Montrer que a, € E et que T2%(a,) = na,. En
déduire que si g de F' est bornée alors ag est constante et que a, = 0 si n # 0 et donc,
d’aprés le cours sur les séries de Fourier, que g est constante.
Soit f: R3\ {(0,0,0)} — TR de classe C™ telle que Af = 0 (ot A est le Laplacien) et
telle que si (z,y, 2) est fixé dans IR3 \ {(0,0,0)}, alors r — f(rz,ry,r2) est constante sur
10, +00[. Pour (¢, 0) dans IR x]0, oo, on pose

g(p,0) = f(rsinfcosp,rsinfsin g, rcosh).

Montrer que g est dans F' et que g est bornée. En déduire que f est constante.
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Controle intermédiaire du 29 mai 2000. Durée : 2 heures.

Question de cours : Donner (sans démonstration) une caractérisation des parties fermées
bornées d’'un espace normé de dimension finie en termes de suites.

Exercice 1 : Soit F' une partie fermée non vide d’un espace normé E de dimension finie, et soit
K un compact de E. Le but de 'exercice est de montrer que la borne inférieure o de I’ensemble
de nombres réels A = {|jx — y||; (z,y) € K x F'} est atteinte.

1. Montrer qu’il existe une suite ((Zn,yn))n>1 de K x F telle que pour tout n > 1 on ait
o < |lzn — ynl < @+ L et qu'il existe une suite d’entiers ny tendant vers 4oo ainsi qu'un
zo dans K tels que limy_, o 7y, = 0.

2. Soit R > a et K; = B(zg, R) N F. Montrer qu’il existe un entier kg tel que si k > ko alors
Yn,, € K1 (Méthode : utiliser ||zo — yn, || < l[zo — Zn |l + 120, — Unil)-

3. Pourquoi K est il compact ? Utiliser cela et le 2) pour montrer qu’il existe yg € K tel que
a = [z = yol|-

Exercice 2 : On note D =0, cco[?. Soit ¢ : D — D définie par

(z,y) = p(z,y) = (v + y,y/x).

1. Montrer que ¢ est une bijection de D sur D, et calculer sa fonction réciproque v : (u,v) —
¥(u,v).
2. Calculer les matrices jacobiennes ¢'(x,y) et ¢'(u,v).

3. Si f: D — IR, est de classe C!, soit g : D — IR définie par g(u,v) = f o1 (u,v). Pourquoi
a t-on f(z,y) = g o p(x,y)? Exprimer %(m,y) et g—g(m,y) a l'aide de % o p(x,y) et de
% o p(z,y) et a 'aide de la question 2.

4. Soit F ’ensemble des fonctions f : D — IR de classe C' telles que pour tous (x,%) de D

on ait
of of

x%(a@,y) + ya—y(x,y) =3z +y)f(z,y).

Montrer que si f est dans F' et si g = f o4, alors pour tous (u,v) de D on a %(u,v) =
3g(u,v). En considérant I’équation différentielle classique 2'(t) = 3z(t), trouver toutes les
fonctions g de classe C7 sur D satisfaisant % = 3g. En déduire tous les éléments de F.
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Examen du 15 juin 2000. Durée : 3 heures.

Question de cours : Enoncer (sans démonstration) la formule de Green-Riemann concernant
les champs de vecteurs d’'un plan orienté.

Probléme :
1. (Volume de la calotte sphérigue) Soit R > 0 et 0 < a < 1. On consideére le disque

D = {(z,y) € R* 2® +y* < R*(1 —a*)}.

et la fonction sur D f(z,y) = / R? — 22 — y>.
Calculer par coordonnées polaires I(R,a) = [ [,(f p(f(z,y) — aR)dxdy. Controler le résultat

en faisant a =0 et a = 1.

of _

2. (Aire de la calotte sphérique) Montrer que 3y =T /f et calculer par coordonnées polaires

d
J(R,a) // (1+( (9m (8—‘5)2)1/2dmdy.

Controler le résultat en faisant a =0 et a = 1.
3. Pour 0 < a < 1 on pose g(a) = (1 —a?)"%2(2 4+ 3a — a®), et, pour s > 1 on pose
h(s) = 9<s+1) Calculer h,h', h” et montrer que h”(s) > 0 pour tout s > 1.

4. On considére la fonction & :]1, +oo[>— IR définie par

h(s1) + h(s2)

k(Sh 82) - (81 + s9 + 3)3/2

ou h(s) = %(33/ 2+ 35'/2). Montrer que k a un et un seul point stationnaire qu’on calculera,
(Méthode : montrer a ’aide du 3) que h/(s1) = h/(s2) entraine s1 = s3.)

5. La double-bulle (de savon) de parameétres » > 0, 0 < a1 < 1l et 0 < az < 1 a la forme
de deux sphéres tronquées de rayons respectifs Ry = (1 —a?)"/? et Ry = r(1 — a3)~'/2
accolées le long d’'une paroi plane qui est un disque de rayon r. La quantité de savon est
représentée par la somme Q(r, a1, az2) des aires des sphéres tronquées et de ’aire de la paroi
plane. Le volume V (7, a1, a2) de la double bulle est la somme des volumes des deux sphéres
tronquées. Si Q = q est connu, le but du probléme est de trouver 7, aq, as pour que V soit
minimum. Justifier les formules

4 4
Vir,ar,a2) = gﬂR‘;’ —I(Ry,aq) + gﬂ'R% — I(R2,a9)

= éﬂ?’(g(al) + g(az)),

Q(r,a1,a3) = 4nR? — J(R1,a1)+47R% — J(Ry, as) + mr?
1 2
1 N 1 +1)
1—a1 1—a2 2 '

= 2mr¥(
6. Montrer que si QQ = ¢ et que si on écrit a1 = o +1 et ag = Z J& avec s1 > 1 et s9 > 1, alors
V = Ck(s1,s2), ou C est une constante dependant de ¢ qu’on calculera. Si on admet que
le point stationnaire trouvé au 4) fournissait un minimum absolu de k, trouver les valeurs
de ay, a2 et r qui minimisent le volume de la double-bulle quand ¢ est donné.
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Examen du 15 juin 2000. Supplément Ortiz Durée : 3 heures.

Exercice 3 Considérons une courbe C' paramétrée par une application v : [a,b] — IR? de classe
C1, notée t — (y1(t),72(t)), telle que v/ (t) = (74 (t), 75 (t)) # (0,0) pour tout ¢ € [a,b]. On dira
par la suite qu'un vecteur u = (u1,us) de IR? est tangent & la courbe C au point v(t) de C si il
existe A € IR tel que u = \y/(¢).

1) Soit D un ouvert connexe de 1’espace euclidien orienté IR? dont la frontiére C' est une courbe

fermée simple de classe C! orientée positivement. Soit f : R? — IR une fonction de classe C2.

On suppose que pour tout (z1,x2) de C, le vecteur gradient (g—gfl, g—gi) est tangent & C' au point

(1, x2). Montrer que l'intégrale curviligne fC fg—mfgdxl — fg—gfldxg est nulle.

2) On suppose de plus que sur IR? on a 82f + —f = 0. A T’aide d’un théoréme du cours et du

0f 2 4 0f
// axl axl) ]dl‘ld.TQ =0.

En déduire que f est constante sur D.

1), montrer que
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Examen du 4 septembre 2000.
Durée : 3 heures. Affichage des résultats le mercredi 12 septembre & 16 heures.

Question de cours : Enoncer (sans démonstration) la formule de Green-Riemann concernant
les champs de vecteurs d’un plan orienté.

Exercice A : Soit la fonction réelle f définie dans R? par f(z,y) = y/D, ot D = 1+ z2 +
2 2 2
y?. Calculer les cinq dérivées partielles %, g—g, %, aamgy’ g—yﬁ. Montrer que f a deux points

stationnaires et dire pour chacun d’eux si ¢’est un maximum, un minimum ou un point selle.

Exercice B : Soit I’ une partie fermée non vide d’un espace normé E de dimension finie, et soit
K un compact de E. Le but de ’exercice est de montrer que la borne inférieure o de ’ensemble
de nombres réels A = {||Jz —y|; (z,y) € K x F'} est atteinte.

1. Montrer qu’il existe une suite ((,yn))n>1 de K x F telle que pour tout n > 1 on ait
o < |lzn — ynl < @+ L et qu'il existe une suite d’entiers ny tendant vers +oo ainsi qu'un
zo dans K tels que limy_, o 7y, = 0.
2. Soit 7 > « et soit K7 l'intersection de F et de la boule fermée de centre zg et de rayon
r. Montrer qu'il existe un entier ko tel que si k > ko alors y,, € K; (Méthode : utiliser
120 = yn |l < lzo = T [l + llny, = Yy )-
3. Pourquoi K est il compact ? Utiliser cela et le 2) pour montrer qu’il existe yg € K7 tel que
a = [lzo — yol-
Exercice C : Une fonction f : IR?> — IR est dite harmonique si elle est infiniment différentiable
et si pour tout ¢ = (c1,cz) de R? et pour tout r > 0 on a
1 21

Py f(er +rcost,co + rsint)dt = f(c,c2).
T Jo

Dans la suite, B(c, ) désigne la boule fermée de centre ¢ et de rayon 7 dans IR? muni de la norme

euclidienne canonique, et A f désigne le laplacien % + %.
1 2
1. Si f est harmonique, montrer par dérivation sous le signe somme par rapport & r que
T of ) of . .
——(c1 +rcost,co +rsint)cost + ——(c1 +rcost,ca +rsint)sint | dt = 0.
0 axl axQ

2. Si f est harmonique, on considére le champ de vecteurs (P, Q) sur IR? défini par

P(xy,22) = —88—52(961,962), Q(x1,x2) = 8—961(961,962)

et le cercle I' orienté dans le sens trigonométrique, de centre c et de rayon r. Montrer a
I’aide du 1) que l'intégrale curviligne [ Pdx; + Qdzy est nulle.

3. Avec les hypotheses, les notations et le résultat du 2), et a ’aide de la formule de Green

Riemann, montrer que
// Afdm‘ld.%'z =0.
B(e,r)
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4. On suppose que f est harmonique. Déduire du 3) que A f est identiquement nul. (Méthode :
s'il existait ¢ dans R? tel que Af(c) # 0, montrer qu'il existerait 7 > 0 tel que Af(x) est
non nul et du signe de Af(c) pour tout x de B(c,r) et montrer que cela contredit 3).

Baréme : Qc : 2 points, A : 2,5+2,5, B : 2, B2 :2, B3:2, Cl:1,C2:2, C8:2, C4:2
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Deug MIA 6, Université Paul Sabatier, 2 éme semestre 1999-2000.
Examen du 4 septembre 2000. Corrigé.

Question de cours. Soit (z1,z2) — (P(z1,22),Q(z1,22)) un champ de vecteurs de classe
C' défini dans le plan euclidien IR? orienté. Soit I' une courbe simple orientée dans le sens
trigonométrique et qui est la frontiére d’'un ouvert borné D. La formule de Green Riemann
assure 1’égalité suivante entre une intégrale double et une intégrale curviligne :

// ({9—1'1 — ({9—1'2 dl‘ld.%'z = /I‘P(l'l,l'g)d.%'l + Q(m’l,xz)d.%'z.

Exercice A. Les 5 dérivées partielles demandées sont les suivantes :
of _ 2y of _ ltad—y?

or D’ oy — D 7
82f 2y 2 0% f 2 2 2 82f 2y
gz = Tps TR ) gy = (=) 5E = 1

(1 —3y* 4 2?).
Le systéme d’équations donnant les points stationnaires est équivalent au systéme
2oy =14+22—y>=0

et ses solutions sont A = (0,1) et B = (0,—1). Au point A la matrice hessienne des dérivées

secondes est
ros| | -1/2 0
s t| |0 —1/2 |

La forme quadratique q(h,k) = —(h? + k?)/2 est toujours négative et le point stationnaire A
fournit un maximum relatif. Au point B la matrice hessienne des dérivées secondes est

=l e

La forme quadratique q(h, k) = (h?+k?)/2 est toujours positive et le point stationnaire B fournit
un minimum relatif.

Exercice B. 1. « étant le plus grand des minorants de A, cela entraine que pour tout € > 0 il
existe a. dans A tel que a < a, < a + €. Tout élément de A étant de la forme ||z — y||, avec
(z,y) € K x F, il existe donc pour tout € > 0 un couple (z,,y.) € K X F tel que

a <z -yl <ate

Appliquons ce principe & € = 1/n, et notons (xn, y,) plutot que (21, y1/,) : on a ainsi 'existence
demandée de (z, Yn).

Appliquons ensuite le fait que K est compact. D’aprés le cours, on sait que si une suite
(2 )n>1 est & valeurs dans un compact, alors on peut en extraire une sous suite qui converge vers
un point du compact. Donc il existe 2y € K et une suite croissante d’entiers (ny) telle que z,,
converge vers xg.

2. Soit € > 0. Puisque nj, tend vers U'infini, il existe un entier ki (e) tel que si k > kq(e), alors
1/ny < €, et donc, par définition de (z,, yn), également ||z, —yn, || < a+1/n; < a+e. De méme,
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puisque x,, converge vers o, il existe un entier ka(e) tel que si k > ka(e), alors ||xg — zp, || < €.
Prenons maintenant en particulier e = 3(r —a). Prenons ko > ki (¢) et kg > ka(e). Alors si k > kg
on a
1 @1 1
lzo =yl < llwo = @yl + |20y =y | < 50 =) +(a+5(r—a)) =7

I'inégalité (1) est l'inégalité du triangle, l'inégalité (2) vient du fait que k > k1 () et du fait que
k > ka(e). Au total, le point y,, est donc dans la boule de centre g et de rayon 7. Il est aussi
dans F' par définition, et donc dans K.

3. K est borné, car contenu dans la boule B(zg,r) de centre zq et de rayon r. De plus c’est
I'intersection du fermé F' et de B(xq,7) qui est fermé d’aprés un résultat du cours. Donc K7 est
fermé, et donc compact d’apres la définition des compacts. De la suite infinie

(ynk )kzko

du compact K; on peut extraire une sous suite qui converge vers un point yg de K7, d’aprés le
théoréme du cours rappelé plus haut. Comme on avait o < ||z, —y,|| < a+ %, cela entraine que
a = ||zg — yo|| et achéve la démonstration.

Exercice C. 1. Observons que (r,t) — f(cy 4 7cost,co 4 rsint) est de classe C'' dans IR?. On
est donc dans les conditions d’application du théoréme du cours sur la dérivation d’une intégrale
dépendant d’un parameétre pour la fonction

2w
T — fle1 4+ rcost,co + rsint)dt.
27 0
Comme f est harmonique par hypothése, la dérivée de la fonction précédente est nulle et on
peut écrire la formule demandée, en appliquant non seulement le théoréme cité, mais aussi le
théoréme de dérivation d’une fonction composée.
2. Paramétrons le cercle I' par

t— (21(t),z2(t)) = (c1 +rcost,co + rsint).

Alors dx1 = —rsintdt et dxy = r costdt. Par définition de 'intégrale curviligne on obtient

2T 8
/ Pdx1+Qdxs = / (—(01 + rcost,co + rsint)rcost + —f(01 + rcost,cy + rsint)rsin t) dt
r 0 Oz 0x9

qui est nulle d’apres le 1.

3. Observons que g—ﬁ — g—g = Af. En appliquant la formule de Green Riemann telle que
rappelée dans la question de cours, on a le résultat demandé avec ’aide de la question 2.

4. Supposons que il existe ¢ € IR? tel que Af (¢) # 0. Supposons pour simplifier Af(c) > 0.
Alors I'ensemble U = {(z1,%2); Af(x1,22) > 0} n’est pas vide. De plus, comme f est de classe
C?, alors (x1,22) = Af(x1,29) est continue, et donc U est un ouvert de IR?, comme image
inverse d'une fonction continue réelle de 'ouvert |0,00[ de IR. Comme ¢ € U et que U est un
ouvert, il existe un nombre r > 0 tel que B(c,r) C U. Comme B(c,r) est compact, la fonction
continue Af atteint son minimum m sur ce compact, et ce minimum m est donc strictement

positif, puisque atteint en un point de U. Donc on a la contradiction

0= // Afdridey > // mdxidzs = 7r’m > 0.
Bler) Bl(e,r)

Le cas ou Af(c) < 0 se traite de facon semblable.
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Deug 2 iéme année. Exercices facultatifs, semaine du 2 octobre 2000.
(Gérard Letac).

. Calculs explicites de sommes partielles. Dans les séries suivantes » -, ug, donner une
expression simple de la somme partielle s,, = ";'_; uj, (en montrant par récurrence sur n
que cette expression simple est la bonne). Calculer aussi les limites des suites (ug)r>1 €t
(Sn)n>1, dire si Y p—, uj, diverge ou converge, et donner sa somme dans ce dernier cas.

k+1 (k+1)2
1 1 k
U = Uy = ——m—m
kk+1)(k+2) " Kk+1) T (k+1)2

(pour les trois derniéres, décomposer la fraction rationnelle k — uj en éléments simples).

Uk =

. Divergence grossiére. Parmi les séries suivantes, lesquelles divergent grossiérement ?

00 00 9 S 00
k k

Z(_l) ’ Z(l - E) ’ _]{3’ COS(kG)'

k=1 k=1 k=1 k=1

. Retrouver le terme général. On se donne la suite (s,),>1 des sommes partielles de la série.
Quel est son terme général dans les cas suivants :

3n+7 _ 1 1 1
Sn:in—f—l; sp,=2-—27" sn:1+§+§+---+ﬁ—logn.
. Sommation par paquets. On considére la suite (uy)r>1 telle que ugy,—1 = 1;?2 et ugy, = 1;’?2.

Montrer que la série ) -, up converge et calculer sa somme (Méthode : considérer les
sommes partielles d’indices pair et impair).

. Somme de deuz séries. Avec les couples suivants (ug, vi)r>1 de termes généraux de séries,
on forme la série Zzozl Wy, avec wy = Uy, + vg. Dire si elle converge.

1 ok 1 1

k?, Vg 3k’ U Og( (k?—|—1)2), Vg (k?+1)2

Uk

. Comparaison de séries a termes positifs. On considére la suite (uy)g>1 telle que ug,—1 =
22”%1 et ug, = 52% Montrer que la série >~ ; uy converge (Méthode : considérer une suite
(vk)k>1 simple telle que uy < vy, pour tout k > 1 et telle que Y p-; vi converge).

Montrer par une méthode analogue que la série zzozl(% + ﬁ) diverge.

. Comparaison d’une série et d’une intégrale. Soit f(x) = (H%x)g, Soit F(z) = [y f(t)dt. Est

ce que lim,_, oo F(z) est finie? Est ce que la série > ;2 ﬁ converge ?

. Divergence de la série harmonique par les sommes de Riemann. On note s, = Y ,_, 1/k.
Montrer que lim,s S2, — S, = log 2. Méthode : trouver une fonction f telle que

1<,k
SQn_sn:EkZ_lf(E)

et appliquer le théoréme sur les sommes de Riemann. En déduire une nouvelle démonstra-
tion de la divergence de la série harmonique.
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Deug 2 iéme année. Devoir d’ANALYSE, a remettre au dernier TD de la semaine
du 30 octobre 2000.

Exercice A. Soit « et 3 deux nombres réels ou complexes tels que af = —1 et |a] > 1 > |3|. Pour
n dans I'ensemble Z des entiers positifs ou négatifs on pose F,, = ——- (a — 0" et L, =a"+ ("
(si @+ B =1 ces nombres sont appelés entiers de Fibonacci (1225) et de Lucas (1891)).

1) Montrer par le critére de D’Alembert que la série > 2 | m converge et calculer la
limite de Q,, = L,,/F,, si n — +o0. .

2) On admet (identité de Backstrom (1981)) que pour tous n et k de Z on a

1 1 1
Funok—1+ Forr1 Funroks1 + Forr1r 2Logyq

(Qant2k+1 — Q2n—2k—1) -

En faisant £ = 0 dans cette identité, calculer la somme partielle d’ordre 2n de la série initiale,
c’est & dire s9,, = 2521 m en montrant par récurrence sur n que Sog, = i(@2n+1 - Q1)
En déduire la somme de la série en termes de o et 3. Donner une expression simple du terme
général de la série et de sa somme si a =expt et 3 = —exp(—t) sit est réel.
3) Montrer que la série Y7, m converge et calculer sa somme.
Exercice B. ( Permutation des termes de la série harmonique alternée : Pringsheim (1883))
Pour tout entier n > 0, soit u(n) = (—1)"/n . Soit ¢ une permutation des entiers > 0 et soit 7
la permutation réciproque. On suppose de plus que

(1) pour tout entier p >0ona7(2p—1) < 7(2p+ 1) et 7(2p) < 7(2p + 2).

(2) Notant par p(n) le nombre d’entiers k tels que 1 < k < n et o(k) est pair, alors a =
lim,,o p(n)/n existe et est dans |0, 1].

Dans le cas particulier ol o est définie par

o(3p) =2p, o(3p+1) =4p+ 1, o(3p+2) = 4p +3

pour tout entier p > 0, calculer explicitement 7, et vérifier que o satisfait (1) et (2), en calculant
p(n) pour tout n ainsi que a.

On note f(n) = > ;_, 1/k —logn, et on rappelle le fait, vu en cours, que lim, f(n) = v
existe (Constante d’Euler). On revient au cas général pour o, on considére la série de terme
général v, = u(o(n)) et on note s, = vy + -+ + vp.

Montrer par récurrence que s, = Zz(nl = gy ) 7 et que
1 1 1 p(n)
n= ~fln— — fen—2 “log 2 og 2.
5/ (0(n) + 5 f(n = p(n)) — f(2n = 2p(n)) + 5 log — — o) o8

En déduire que Y 7 ; v, converge et calculer sa somme en fonction de a.

Exercice C. Soit 0 < a < bet (un)n>0 défini par ug = 1 et “2 = err‘g pour n > 0. Montrer que
la limite de la suite S, = log(n®~%u,) existe et est finie. En déduire les valeurs de a et b telles

que la série Z;io u;j converge. Calculer alors sa somme : pour cela expliciter sa somme partielle
Sn, €n montrant d’abord que pour tout n on a

n n

SIG+D) +b=1ujpr = > [j+aluy

j=0 7=0

45



Deug 2 iéme année. Devoir ’ALGEBRE, a remettre au dernier TD de la semaine
du 30 octobre 2000.

Exercice A. (Endomorphisme diagonalisable de IR?) On considére ’endomorphisme a de E =
. . . 7 —10

IR? dont la matrice représentative A = [a]¢ dans la base canonique e est T Calculer

la trace, le déterminant, le polynéme caractéristique et le spectre de a. Quel théoréme du cours

garantit 'existence d’une base f = (f1, f2) de vecteurs propres ? Choisir ensuite f telle que [idg]$

et [id E]Z soient & coefficients entiers. Dessiner ﬁ et fé, en prenant des unités d’axes assez petites.
Dessiner quelques vecteurs Z et leurs images a(Z) a l’aide de f.

Trouver deux matrices P et D carrées d’ordre 2 telles que D soit diagonale, P inversible et
A= PDP~!. Calculer [a50]§, [a%V]¢ et A%, Calculer lim,, 32%@2".

Exercice C. Soit 6 €]0, 7[. On considére les deux matrices d’ordre n :

o 1 o0 -+ 0 O 2cosf 1 0 o 0 0 i
1 0 1 o0 0 1 2cosf 1 0 0
e IR Pl
o o o - 0 1 0 0 0 <o+ 2co0s6 1
0 0 O o1 0] | 0 0 0 e 1 2cosf |
sin(n+1)0

Montrer par récurrence que det B = == (Méthode : développer par rapport a la dernicre
ligne). Montrer que det B s’annule pour n valeurs distinctes de 6 de |0, 7|, et les déterminer.
Si P4 est le polynome caractéristique de A, calculer P4(—2cos ) et déduire de ce qui précéde
les valeurs propres de A. Montrer que les valeurs propres des matrices 21,, + A et 21, — A sont
strictement positives.
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Deug 2 iéme année. Corrigé du devoir numéro 1 dA’ANALYSE (novembre 2000).

Exercice A.
1) Soit ¢ = 3/, qui est de module <1. On a donc lim,,~ ¢" = 0 et lim,o, 1/a™ = 0. Posons

Un = Ho T il T Alors en mettant en facteur les puissances de « au numeérateur et au dénominateur
n
on a
g2t
Ups1 Q2n+1 _ 62n+1 +a— /B 1 1— n-+ + QQ”fl 1
= = — — —noco —
Un, Oé2n+3 - B2n+3 +a — /B 042 1-— q2n+3 + 042"+3

Donc si u, = |v,|, on a imu,41/u, = L = 1/|a] < 1. Donc d’aprés le critére de D’Alembert la
série Y 7, ﬁ converge absolument, donc converge. De méme
- n

n

L, a™ 4+ g" 1+gq
~ (-0

& = (=P ——7m —

2) Puisque F; = 1, lidentité de Backstrom pour k£ = 0 donne

—noo Oé_ﬁ-

(N S
Fino1+1  Fip+1 0 2L

(Q2n+1 — Qan—1) (%)

L’hypothése de récurrence est vérifiée pour n = 1 en faisant précisément n = 1 dans (*). Si elle
est vraie pour n — 1, alors
@ 1 1 2

1
Sop = Sop—2 + Fo 51 + P+ 1 (an 1— Q1)+ 3L, (Q2nt+1 — Q2n—1) ,

ou (1) vient de la définition d’une somme partielle, (2) de ’hypothése de récurrence et de (*) .
La récurrence est donc étendue. D’apres le 1), S = lim,,, s, existe et on a donc la somme de la
série donnée par

1 =B
=1 = 1
S i son = 57 (lmQ2n+1 Q1) = ot
Si « est un réel positif, on 'écrit a = e, ce qui entraine = —e~ ¢, et

o)

Z cosht . 1
4= cosh(2n + 1)t + cosht ek 41’

Profitons de ce corrigé pour indiquer comment on montre 1’égalité de Robert Backstrom. Il
suffit de vérifier que

1 1

= tanh b) — tanh(a — b
cosh(2a + b) + cosh b + cosh(2a — b) + cosh b QSinhb( anh(a +-b) — tanh(a —b)),

chose qu’on laisse au lecteur. Puis on prend o = expz, § = —exp(—z), qui donne Fp1q =
cosh((2k + 1)z) et Log4+12 = sinh((2k + 1)z), et on prend a = 2nz et b = (2k + 1)z.
3) Pour traiter cette question difficile, notons pour simplifier v,, = m On voit de la

méme maniére qu’au 1) que lim |vy41|/|vn| = L = 1/|a| < 1 :1il y a donc absolue convergence
par D’Alembert. Puisque vo,11 = et que vo,_o = m, I'identité de Backstrom
appliquée a k = 1 donne

Fun43+Fs

1

3, (Q2n+3 — Q2n—3) . (¥)

Vop—2 + Vant1 =
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Ceci permet alors d’écrire la somme partielle d’ordre 2n + 1 de la facon suivante

A

V] + V2 + U3+ V4 + Vs + Vg + U7 + Vg + Vg + -+ Vop—2 + Vop—1 + V2n + V2n41

= v1 + v3 + v

1 1 1 1
+2—L3 (Q7— Q1) + 3L, (Qo — Q3) + oL (Qi1 —Qs5) + oL, (Q13 — Q7)
1

1
+2—L3 (Qis — Qo) +---+ 5L, (Q2n+3 — Q2n—3)

1
= v1 + v3 + vo, + Q—L?,(_Ql — Q3 — Q7+ Qan—1+ Qant1 + Qan+t3)

1 1 1 L, Ly Ls
noo 5+ T
2F3 Fy + I3 2L3 Fi F3 Fy

—

le résultat du passage a la limite étant donné par le 1) et le fait que lim,o v, = 0, puisque le
terme général d’une série convergente tend vers 0.

Exercice B. Dans le cas particulier, trivialement 7(2p) = 3p, 7(dp+1) =3p+1, 7(dp+3) =
3p + 2. 1l est clair que 7 restreinte aux nombres pairs est une suite croissante. Pour les nombres
impairs, ona 7(dp—1) =3(p—-1)+2=3p—-1<7Mdp+1)=3p+1<7(4p+3) =3p+2
et donc 7 restreinte aux impairs est aussi croissante. Ensuite, par définition o (k) est impair si
et seulement si & = 0 mod 3. Donc p(n) est le nombre de k£ < n divisibles par 3 : p(3N) =
p(BN +1) = p(B3N +2) = N, et donc « existe et est limy, p(n)/n =1/3.

_ () 1 n—p(n) 1 . _ ek A
Notons Ay, =) ;o1 5r — 2_k—1  3r—7 Montrons par récurrence que s, = A,. C’est évident

pour n = 0. Supposons cela vrai pour n—1 et montrons le pour n en montrant que A, —A,_1 = v,
On distingue deux cas.

Ou bien o(n) = 2N est pair. Comme p — 7(2p) est croissante, la définition de p(n) entraine

que p(n) = N, et donc que o(n) = 2p(n). Alors p(n) —p(n—1) =let A, — A1 = —2p%n) =
1

a(n) — U
Ou bien o(n) = 2N —1 est impair. Comme p — 7(2p — 1) est croissante, la définition de p(n)
entraine que n — p(n) = N, et donc que o(n) = 2(n — p(n)) — 1. Alors p(n) —p(n — 1) =0 et
1

_ 1 _L _ . 2
A, — A, 1= S=)=T = " a(m) = Un: La récurrence est étendue.

Pour avoir la seconde formule, on écrit > ;_, % = f(n) + logn, puis

n 1 2n 1 1 n 1
2o - -Gy
k=1 k=1 k=1

En remplacant dans A,, cela conduit au résultat voulu

n = 31 (p(m)) + 570~ p(n)) — f(2n — 2p(n)) + 5 log

2 " n—pn)

Comme 0 < o < 1 on a limy, p(n) = oo et limyoo(n — p(n)) = co. De plus,

L) pmfn __a
noon—p(n) nool—p(n)/n 11—«

Par conséquent on passe & la limite dans (x) et on obtient

—log 2.

i 1 1 11 @
ﬁgsn—27+27_7+2 Ogl

48



La série harmonique alternée ainsi permutée est donc convergente et de somme %log ﬁ.
Commentaires : Il est facile de voir que la connaissance de ¢ est donnée par la connaissance
de la suite n — p(n). On peut montrer que les suites n — p(n) ainsi construites sont celles qui
satisfont aux conditions suivantes : p(n) — p(n — 1) = 0 ou 1 pour tout n > 0 et p(0) = 0, et
existence dans |0, 1[ de a = lim p(n)/n. L’exemple p(n) = partie entiére de nov montre que tout
« est atteint.
Exercice C. Par définition on a up =1, u1 = 3, ug = %, ... Comme la notation nous y
invite, nous montrons que la suite S,, a une limite finie en la considérant comme la suite des

sommes partielles d’une série. Posons
b—a b—a 1 a b
Up = Spy1— Sp =log(n+1)" “upy1 —logn” “u, = (b—a) log(1+E)+log(1+ﬁ)—log(1+ﬁ).

Utilisons le développement limité de log(1 + h) au voisinage de h d’ordre 2 : log(l + h) =
h — h%/2 + h%e(h), ot limy,_ge(h) = 0. On en tire en appliquant ceci & h = 1/n ou h = a/n ou
h=b/n:
2 _ 2
v, = b a2n2b—|—a +%el(n),

ou €1(n) est une suite tendant vers 0 qu'il est inutile d’expliciter. Donc la série ) |v,| est équi-
valente & une série de Riemann avec o = 2, donc une série convergente. La série » v, est donc
absolument convergente et donc S, a une limite finie S. On en déduit que u, ~ n‘;—fa et, d’apres
le critére de Riemann, > u, converge si et seulement si b —a > 1.

Légalite D27 o[(j + 1) +b— 1uj1 = 30 o[j + alu; est immédiate en utilisant la définition
de wjp1 : [(j+1) +b—1ujpr = [j + blujr1 = [j + alu;. Elle entraine

n n n

DG+ Dujpa+ (0 =1 Y G+ Dujer =D juj+a) u,
j=0

Jj=0 J=0 Jj=0
et donc apres simplification par Z?ﬂ u;j on obtient

(n+ Dupg1 + (b—1)(sp + upy1 — uo) = Oug + asy,

— b . . S
et donc s, = bEail — (";:C)finl“ . On termine en observant que puisque b—a > 1 et que u, ~ ni—,a

alors (n + b)up4+1 tend vers 0. Donc la série converge et a la somme remarquable

Za(l+a)---(n—1+a) o b-1
1+;b(1—|—b) (n—14+b) b—a—1
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Deug 2 iéme année. Corrigé du devoir 1 ’ALGEBRE (novembre 2000).

Exercice A. tracea = trace A = —1, deta = det A = —6
Py (X)=X?—trace X +deta = X>+X —6 = (X —2)(X +3).

Donc le spectre est {2, —3}, il est de taille 2 comme ’espace est de dimension 2. D’aprés le cours,
a est diagonalisable et les espaces propres de dimension 1. L’espace propre associé a la valeur
propre 2 est 'ensemble des (x,y) tels que 7z — 10y = 2z ou x = 2y. On peut prendre fl =(2,1)
pour base de cet espace propre. L’espace propre associé & la valeur propre —3 est l’ensemble des
(z,y) tels que 7z — 10y = —3z ou = y. On peut prendre fo = (1,1) pour base de cet espace
propre. Alors si f = (fi,f:é) on a

P:[idE]jc:H ” P‘lz[idE]ZZ{_i _H D:[“]}C:[(Q) —g]

0 . _ 2,20 — (=3)%0 2250 4 2 (-3)%0
(_3)50 :| , A5O _ [a50]e _ PD50P 1 — |: ( ) ( ) :|

250 _ (_3)50 _250 + 2(_3)50

01

Donc limpeo 37 [a? ]f—L—[ 1 9

] , et limp,oo 53 [a%"]¢ = PLP™! = [ -b2 } .

Exercice B. Si X = (z;)1<i j<n € F, il est clair que X = lei,an x;;Fj;j. C'est donc une famille
génératrice. Elle est indépendante, car si 21<z j<n TijFij est la matrice nulle, cela implique
que z;; = 0 pour tous i et j. C’est donc une base de F. Elle est de taille n?, donc F est
de dimension n?. Ensuite, si D = diag(dy,...,d,) et si X = (wij)1<i j<n alors le coefficient
(,7) de la matrice ®(X) = aXD + DX est (ad; + Bd;)z;;. Donc ®(Fj;) = (ad; + Bd;)Fj,
ce qui est dire que Fj; est un vecteur propre de ® pour la valeur propre ad; + (3d;. L’espace
F' admet donc une base de vecteurs propres de ®. D’aprés le cours, cela entraine que ® est
diagonalisable. Si on le représente dans la base de vecteurs propres, le déterminant de ® est donc
le produit des éléments diagonaux, c’est a dire det ® = ]}, H;‘Zl(adj +d;). Plus généralement
det(® — Nidp) = [T, [T)y (ad; + Bd; — N).

Exercice C. Notons D,, = det B. Alors D; = 2cos 0 = 8820 ot Dy = 4cos?2)—1 = 8230 Gjpn~9

sin@ sin0 -
développons D,, par rapport & la derniére ligne, en recommencant encore une fois avec un des

déterminants d’ordre n — 1 obtenus. On obtient D,, = 2cos0D,,_1 — D,,_o. Faisons ’hypothése
_ sin(k+1)6

smg— pour k < n. On a vu que c’est vrai pour k = 1 et 2. Alors par

2 cos 0 sinnf sm(n 1)0 51n(n+1)9 .
des identités trigonométriques classiques D,, = =% ond sng_» et la récurrence

est étendue. Puisque sinxz = 0 < il existe un entier relatif k tel que x = kx alors D,, = 0 si et

seulement si il existe £k = 1,2,...,n tel que § = nk_L les autres valeurs de k étant exclues car
0 <0 < . Par déﬁnition de P4 on a PA(—2COS 0) =D, = W
nombres distincts —2 cos k=1,2,...,n qui sont nécessairement toutes les valeurs propres

2 2512 > 0. Le spectre de

de récurrence que Dy,

qui s’annule pour les n

s
de A. Les valeurs propres de 2I,, + A sont donc 2 — 2 cos X -

21, — A est le méme.

+1 = 4sin
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Deug 2 iéme année. Projet de partiel ’ ALGEBRE Novembre 2000.

Question de cours. Soit a un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Donner
la définition d’un vecteur propre de a.

Exercice A. Soit 6 €]0,7[. On considére les deux matrices d’ordre n :

[ 1 0 - 0 0 [ 2cosf 1 0 -+ 0 0 i
1 1 - 0 0 1 2cosf 1 - 0 0
e T T Vo BV BTN T
0 0 0 -+ 0 1 0 0 0 <.+ 2cosf 1
0o 0 0 -1 1 | L0 0 0 S 1+ 2cosd |
Montrer par récurrence que det B = Sinéﬁfel)e + slnné (Méthode : développer par rapport a

la premiére ligne). Montrer que det B s’annule pour n valeurs distinctes de 6 de ]0,7[, et les
déterminer (on rappelle que sin a+sin b = 2sin ‘LTH’ cOS %b) Si P4 est le polynoéme caractéristique
de A, calculer P4(—2cosf) et déduire de ce qui précéde les valeurs propres de A. La matrice A
est elle diagonalisable 7 Montrer que les valeurs propres de 2, — A sont strictement positives.

Pourquoi la matrice (21,, — A)~! existe -t-elle ? Quelles sont ses valeurs propres ?

Exercice B.
IR* est muni de sa base canonique e et a est 'endomorphisme de IR* dont la matrice repré-
sentative dans e est

201 0
020 1

€ _ A __

de=A=19 0 2 ¢
000 1

1. Quelles sont les multiplicités my et mo des valeurs propres 1 et 2 de @ dans son polynome
caractéristique ?

2. Soit Ey et E9 les sous espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 2, et F} = ker(a —
id)™ et Fy = ker(a — 2id)™2 les sous espaces caractéristiques. Trouver une base de F1, de
FEs et de Fy.

3. En complétant la base de E5, trouver une base de F5.

4. Déduire de la question précédente une nouvelle base f de R?* telle que si (d,n) est la
décomposition diagonal-nilpotent de a (dite de Dunford) avec dn = nd, alors les matrices
[d]}c et [n]§ représentatives dans la base f sont respectivement diagonale et triangulaire

supérieure. Préciser [a]fc, [d]{c et [n]}c

5. Soit k un entier > 0. Calculer A* (Méthode : exprimer d’abord d*, n*, d*~'n et enfin a*
dans la base f).
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Deug 2 iéme année. Projet de partiel ’ANALYSE, novembre 2000.

Question de cours. Soit deux séries de terme général (uy,),>0 €t (vp)n>0. Définir le terme
général du produit de Cauchy de ces deux séries et énoncer sans démonstration le théoréme sur
la convergence de ce produit de Cauchy.

Exercice A. On rappelle que la série harmonique alternée converge et a pour somme

n

i (_i) = —log2.

n=1

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ﬁ.

2. Montrer la convergence de la série > 2, Wl—k'

3. Calculer a I’aide du 1) la somme de la série du 2).

Exercice B. On note par log z le logarithme népérien de x.

1. Soit f :]0,00[— IR définie par

log
Vr(l+z)
Montrer qu’il existe deux nombres positifs A et B, qu’on ne demande pas de calculer, tels
que pour tout z de [1, co[ on ait log 2 < Az'/4 et, pour tout ¢ de |0, 1] on ait |logt| < Bt~1/4
(Méthode : calculer lim, o lo F/f, ainsi que lim;_,g tl c /4) En déduire la convergence des
trois intégrales impropres suivantes :

L :/100 F(@)da, 12:/01 )t 1:/000 f(@)da.

Montrer par un changement de variable que I; = —1I5 et en déduire I.

fz) =

2. Montrer que l'intégrale impropre

- mirw

converge et la calculer par le changement de variable simple u = /z.

Vzlogx
(I4z)?

. Montrer que l'intégrale impropre

K / \/_logz

1—|—CL‘

3. Calculer lim,_.q

converge et la calculer par l'intégration par parties obtenue en posant u(x) = /zlogx et
4 'aide des valeurs de I et J obtenues aux questions 1 et 2.
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Deug 2 iéme année. Projet de partiel ’ANALYSE novembre 2000. (Proposition

Martin)
Soit v un réel >0 et, pour z > 0, u,(z) = m On va étudier la série s = :g Up, -
1. Montrez que pour tout x > 0, la série s(z) = 7> u,(x) est convergente.
2. (a) Etudiez les variations de la fonction w, sur [0, +oo|.
(b) Pour quelles valeurs de « la série s = :g Uy, est-elle normalement convergente sur
[0, 400 ?
(c) Montrez que pour tout a > 0, la série s = > u,, converge normalement sur [a, +00|.

3. Continuité de la fonction s.
(a) Montrez que s est continue sur |0, 4o0].

(b) Montrez que si a > 1, s est continue sur [0, +oo].

(c) On veut montrer que pour 0 < a < %, s n’est pas continue en (. Pour cela, vérifiez

que pour x > 0, la suite n — u,(x) est décroissante et en déduire que pour tout entier
1

p>1ona s(x) > puy(x). Considérez alors s(%).

4. Dérivabilité de la fonction s : montrez que si a > 1, la fonction s est dérivable sur [0, +o0l.
(variante : montrez que la fonction s est dérivable sur |0, +o0]).

53



Deug 2 iéme année. Projet de partiel d’ANALYSE, novembre 2000. (Proposition
Dedieu)

1. Quelles sont les valeurs de z € R pour lesquelles 'intégrale impropre fol e t*=1dt converge ?

2. Dans la suite de cet exercice on prend = > 0. Soit € > 0. Montrer que la série ) >~ %t"*mfl

converge normalement pour ¢ € [e, 1] et calculer sa somme.

3. Justifier ’égalité
1 © n n+x
—tyx—1 (_1) 1—e¢
t*dt = e —
/E ° nz:;] nl  n4+z

4. Montrer que la fonction
o
1" 1 = n+x
ey )t
— onl ntx

est continue sur [0, 1] et en déduire I’égalité

1 0 n
—tyr—1 (_1) 1
trT N dt = —_—
/ ¢ Z n! n+4+x

0 n=0

5. Montrer que la fonction z — fol e~ '~ 1dt est continue sur 0, col.
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Deug 2 iéme année. Projet de partiel ’ALGEBRE novembre 2000. (Proposition
Ortiz-Montaut)

Exercice . Les questions sont indépendantes. Les matrices sont a coefficients dans IR. E désigne
un IR-espace vectoriel de dimension finie n.

0 01
1) La matrice A= | 0 0 1 | est elle diagonalisable?
0 01
-1 1 2
2) La matrice B = 0 1 3 | estelle diagonalisable?
0 00
-1 1 0
3) La matrice C' = 0 -1 1 est elle diagonalisable ?
0 0 -1
0 -1 0
4) La matrice D= | 1 —1 0 | est elle trigonalisable ?
0 0 0

5) On suppose dim F = 3. Soit f € L(FE) admettant une valeur propre A € R telle que
dimker(f — Aldg) = 2. Montrer que f est trigonalisable.

6) Soit f un endomorphisme de F nilpotent et soit F' un sous-espace vectoriel de E stable
par f. Montrer que la restriction g = fr de f au sous-espace vectoriel F' est un endomorphisme
nilpotent de F.

7) Soit f € L(E) tel que f3 + f = 0. Que peut-on dire de ker(f — Idg)?

Probléme . On se place dans F = /bfC * muni de sa base canonique b = (e1, ..., e4).

Partie I . Soit la matrice J = € My(/bfC). On désigne par j ’endomorphisme

= o O O
o O O
O O = O
O = O O

de F dont la matrice dans b est J.

1) a) Déterminer I’image de b par 7, j2, 53, et 5*. b) En déduire J?2, J3 et J*. ¢) Déterminer
un polynéme annulateur non nul de J.

2) a) Montrer que si P € [X] avec deg(P) < 3 veérifie P(J) = 0 alors P = 0.
b) En déduire le polynéme minimal de J. ¢) Montrer que J est diagonalisable.

3) a) Déterminer les valeurs propres de J. b) Expliciter les sous-espaces vectoriels propres de
J associés aux valeurs propres 1 et i.

as a1 a2 asg
. . . az a4 a1 a2
Partie II. Soient des nombres complexes a1, as, az et a4 et la matrice A = €
a2 a3 a4 a1
a; ag a3z aq
My(/bfC).
4) Montrer qu’il existe un polynéme f & coefficients complexes, que ’on déterminera, tel que
f(J) = A
5)a) Etudier le caractére diagonalisable de A (on pourra exprimer P~ AP ott P € GL4(/bfC)
a l’aide de f, J et P). b) Expliciter les valeurs propres de A.
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Examen partiel de Deug 2iéme année, MIAS U.E.F. 3, Lundi 20 novembre 2000

Durée : 3 heures. Aucun document. Affichage des résultats le vendredi 1er décembre & 16 heures.
Les étudiants remettront une copie pour ’épreuve d’algébre et une copie pour l’épreuve d’analyse.

Epreuve d’ALGEBRE du 30 nov. 2000

Question de cours. Soit a un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Donner
la définition d’un vecteur propre de a.

3 -2 -1
Exercice A. On considére la matrice A= | 2 —1 1 | . Calculer son polyndéme caractéris-
6 3 -2

tique. Dire pourquoi A~! existe. En appliquant & A le théoréme de Cayley Hamilton, donner le
polynéme caractéristique de A~!, exprimer A~! 4 I’aide de A2.

Exercice B . On se place dans £ = /bfC * muni de sa base canonique b = (ey, e, e3,e4).
On désigne par j 'endomorphisme de F dont la matrice dans b est la matrice suivante J =

1 00
010
0 01
0 00

Déterminer l'image des vecteurs de b par j, 52, j3, et j4.

En déduire J2, J3 et J*.

Déterminer un polynéme annulateur non nul de J.

Montrer que si P € /bfC[X] avec deg(P) < 3 vérifie P(J) = 0 alors P = 0.
En déduire le polynéme minimal de J.

Montrer que J est diagonalisable.

No gk w e mO00

Déterminer les valeurs propres de J.

Exercice C. Soit 6 €]0, 7[. On considére les deux matrices d’ordre n > 11 :

0 1 0 o 00 ] [ 2cosf 1 0 -0 0 i
1 1 - 0 0 1 2cosf 1 - 0 0
A, = 0 1 0 -0 0 B, = 0 1 2cosf --- 0 0
0 0 0 - 0 1 0 0 0 <o+ 2cos6 1
o 0 0 - 1 1 | |0 0 0 1 1+2cosf |
(en convenant que pour n = 1 on a A; = [1] et By = [1 + 2cosf]). Montrer que pour n > 2

on a det B,+1 = 2cosfdet B, + det B,—1 (Méthode : développer par rapport a la premiére
ligne : la récurrence n’est pas nécessaire). Montrer par récurrence que det B,, = Sinéﬁjrel)e + Ssi?n"eg
. Montrer que det B,, s’annule pour n valeurs distinctes de 6 de |0, 7[, et les déterminer (on
rappelle que sina 4 sinb = 2sin “T”Lb cos “T_b) Si P4, est le polynéme caractéristique de A,,
calculer Py, (—2cosf) et déduire de ce qui précéde les valeurs propres de A,,. La matrice A,
est elle diagonalisable 7 Montrer que les valeurs propres de 2I,, — A,, sont strictement positives.

Pourquoi la matrice (21,, — A,)~! existe -t-elle ? Quelles sont ses valeurs propres ?
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Epreuve d’ANALYSE du 30 nov 2000.

Question de cours. Soit deux séries de terme général (uy,),>0 €t (vp)n>0. Définir le terme
général du produit de Cauchy de ces deux séries et énoncer sans démonstration le théoréme sur
la convergence de ce produit de Cauchy.

Exercice A. Trouver les valeurs du nombre réel a telle que I’intégrale impropre

/ > logx

1 2o+l

converge, et la calculer (Méthode : Distinguer a < 0, a = 0, a > 0 et utiliser une intégration par
parties).

Exercice B. En justifiant votre réponse, classer les 8 séries »  u,, suivantes en 4 catégories

— GD : celles telles que u, ne tend pas vers 0;

— ZD : celles qui divergent et telles que lim u, = 0;

— AC : celles qui convergent absolument ;

— SC : celles qui convergent, mais non absolument.
(Attention : pour pouvoir répondre, certaines séries demandent deux démonstrations : par exemple
pour montrer que »  u, est SC, il faut montrer que Y u, converge et que > |u,| diverge.)

oo _1\n 0 e > n!
Z<%+%>s > (AFT = Vi) 30 = (Var T Vi)t YA
n=1 n=1 n=1 n=1
Z <1 - %)n> ; Z(l — cos %)7 Zsin(ﬂn) sin(%); Z (Z 2%%) )
n=1 n=1 n=1 n=0 \k=0

Exercice C.

1. On rappelle que la série harmonique alternée converge et a pour somme

[o¢] _1 n
Z (=1) = —log 2.
n=1 n

Montrer la convergence des deux séries Y - ; (Tl—l — ﬁ) et > r0y <#+1 — ﬁ) et calculer

leur somme & ’aide du rappel ci dessus.

2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ﬁ.
3. Montrer la convergence de la série Y -, ﬁet calculer sa somme & l’aide de ce qui
précede.

dx
43—z

4. L’intégrale impropre floo converge t-elle ? Si oui, la calculer.

Baréme algébre : QC : 1 point. A= j points, B= 7 points, C=8 points.
Baréme analyse : QC : 1 point. A= 3 points, B= 8 points, C1= 2, C2=1, C3=1, C}=3 points.
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Exercices supplémentaires d’analyse : Decembre 2000

1.

Soit A = [ logsin(z/2)dz , B = [ logcos(x/2)dx ,C = [ logsinz dz.
Pourquoi ces intégrales existent elles 7 Par des changements de variable affine, montrer que
A = B = C. Calculer ensuite C — A — B et en déduire A.

Fonctions eulériennes Si a et b sont > 0 , on note
= fol 27711 —2)" " dz et T(a fooo a—le=e qy.

(a) Montrer que

Safl

"/ 2a—1 2—1 OO
B(a,b) = B(b,a) = 2/0 (sint)**™*(cost) dt = /0 A xs)e7 ds

Calculer B(1/2,1/2).

(b) En faisant le changement de variable (z,y) — (z,y/x) = (z,s) dans I'(a)['(b) écrit
comme une intégrale double, montrer que

T'(a)T(b) = B(a,b)T'(a + b).

En déduire I'(1/2).

. Par une intégration par parties, montrer que si f est de classe C'(IR), et si a et b sont réels,

alors
b

%g f(z)sin(nz)dx = 0.

a

Montrer ensuite que f(0) = 0 et, pour x # 0,

r sinx

définit une fonction de C''(IR). Soit ensuite, pour n entier > 0,

S://wdx,
" 0

ST

Montrer que

X

(2n+1)m/2
:/ Sl—ntdt / f(x)sin((2n + 1)z)dz.
0

Calculer enfin ug = sqg et, pour n > 0,

sn:/o/sm(@"—“ / f()sin((2n + 1)z)dz.

w/2
Uy = Sy, — Sp_] = 2/ cos(2nx)dx.
0

En déduire la convergence et la valeur de 'intégrale f > Smtdt

. Intégrales de Frullani
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(a) Version additive : Soit f: R — IR telle que fcoo f(x) dx existe pour tout c et telle que
L =lim, o f(x) existe. Montrer que pour tout (a,b) de R?

| U0 - st o)

—00

existe et vaut L(b— a).

(b) Version multiplicative : Soit g : [0,400[— R telle que [ ° g(y)/y dy existe pour tout
c > 0 et telle que g soit continue en 0. Montrer que pour tout («,3) de (]0, +oc[)? :

/Ooo(g(ozy) —9(BY))/y dy

existe et vaut ¢g(0)log 3/a .Méthode : ou bien imiter a), ou bien utiliser a) en ’appli-
quant & f(z) = g(e®).
(c) Calculer les intégrales suivantes :

/ T e - e fydy
0

o
/ (arctan 2y — arctany)/y dy
0

. Intégrale de Binet (Source : Whittaker and Watson, p.249). Soit

Montrer que I = fooo f (t)e*t/ 2 dt existe , et la calculer. Méthode : posant

At = [f(5) = f(t/2)/20e™"2 + f(t)e™"
et
g(t) =72 /1,
montrer que [ = fooo f1(t)dt et que il existe A et B dans R tel que
f1(t) = Ag'(t) + Bg(t);
il est commode de poser pour cela u =1/t et v = e /2

. Intégrales elliptiques de Carlson, type I

Soit a, b et ¢ trois nombres positifs ou nuls. On considére les trois polynémes en z :
A=z+a, B=z+bet C =x+c, ainsi que les trois fonctions définies sur |0, +oo[ par

R=(A+VB)VB+VO)(VC+VA), J=x+VAB+VBC+VCAet

(a) Montrer que I(s) converge pour tout s > 0. Quelle est la limite de I(s) quand s —

+00? Montrer que I'(z) = —\/A;TC. Calculer I si b=c=0.
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(1) Montrer que J(z) = (VA +VB)(VA+VC) —a.

(2) En déduire que J'(z) = 2\/%.

(3) Avec deux expressions similaires & (1), montrer que R? = (J + a)(J + b)(J + c).

(c) Montrer avec a), b2) et b3) que 2I'(J(z))J'(z) = I'(x) pour tout z > 0. En déduire,
avec le a), que 2I(J(z)) = I(x). En écrivant

J(s) +°
1=+ ,
s J(is) VABC

(b)

montrer que

J(s)
I(s) = 2 / de
. VABC

(d) Soit (J,,),:2% la suite de fonctions définies sur ]0, +oo[ par Jy(z) = z et, pour n > 0,
Jnt1(x) = Jp(J(z)). Montrer par récurrence sur n que

Jn+1 (8) dw

I(s) = 2"+1/ ,
(=) Jn(s) VABC

. \/_ J(s) dx
Sigloo S/S vVABC

(Méthode : faire le changement de variable = = st).

et calculer

. Intégrales elliptiques de Carlson, type II

Soit a, b, ¢ et d des nombres positifs ou nuls. On pose
a=ab+cd, 8 =ac+bd, v=ad+ bc.

On considére les polynémes en v : A=z +a?>, B=2+b%, C=x2+c% et D =z +d? ainsi
que les deux fonctions définies sur |0, +oo[ par

R = (VAB +VCD)(VAC + VBD)(VAD + vVBC),

J(x) =222 4 (a* + b* + 2 + d*)x + 2(VABCD — abcd).

On pose
a=ab+cd, f=ac+bd, v=ad+ bc.

Montrer successivement que J(z) = (VAB + vVCD)? — a2, que J'(z) =
(J +a2)(J + B?)(J +~+?) = R?, et enfin que

R
vapcp® dU€

Foo dx +oo dx
/s VABCD /J(s) VE+a?)(x+ ) (@ +12)

. (Calcul de la somme de > 77, k_12) Soit n un entier fixé > 0 et la fonction sur [0, co[ définie
par P,(z) = Im(y/z + 7)?"T!. Montrer que P, est un polynéme de degré n en z, calculer
les coefficients de 2" et de 2"~ ! et en déduire que la somme des racines est n(2n — 1)/3
(Méthode : développer (y/x + i)?"*! par la formule du binéme). Montrer que les racines
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2n+1
Montrer que si 0 < § < 7/2 alors 0 < sinf < § < tan 6 et en déduire

2
de P, sont les n nombres <Cot kr ) ,avec k= 1,...,n (Méthode : formule de Moivre).

1 1
cot?f < — < —— =1+ cot? 6.

62 ~ sin%6
Déduire de tout ce qui précéde que
(2n+1)2 K 1 1
-n(2n—1) < — 2 e <n+ gn(2n —1)

En déduire la somme de la série de Riemann ((2) = Y~ k% Calculer aussi la somme de
la série > 1, m en fonction de ((2).
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Exercices supplémentaires d’algébre : Décembre 2000

Géométrie des endomorphismes symétriques

Soit E un espace euclidien de dimension n, dont l’espace des endomorphismes est noté L(E).
L’adjoint de ’endomorphisme a est noté a*. Ls(E) note ’espace des endomorphismes symétriques
de E.

1. Montrer que (a,b) — Trace(a*b) munit L(E) d’une structure d’espace euclidien.

Application : si a € L(F) satisfait a®> = aa*, montrer que b = a — a* est nul en considérant
la norme de b pour cette structure euclidienne.

2. Soit ® ’endomorphisme de L(E) a — a*. Quelles sont les valeurs et espaces propres de ® ?

3. Soit la forme bilinéaire symétrique sur L(F) définie par Trace(ab). Trouver la signature de
la forme quadratique associée (Méthode : considérer I’'endomorphisme symétrique associé
et utiliser le 2.)

4. Si a appartient & L(F) , on désigne par g, I’endomorphisme de L(FE) défini par x — aza*.
Montrer que g.» = ga9s, calculer I’adjoint de g, et montrer que g, est orthogonal si a 1’est.

5. Si a est symétrique, calculer le déterminant de g, (Méthode : se placer dans une base
orthonormale de diagonalisation de a et considérer I’endomorphisme gp de ’espace des
matrices réelles symétriques d’ordre n défini par gp(X) = DXD, ou D est la matrice
diagonale qui représente a) .

6. Montrer que I’application a — det(g,) est continue. En déduire que si a est une rotation de

E, alors g, est aussi une rotation de Ls(F) (On rappelle que le groupe des rotations d’un
espace euclidien est connexe).

7. Si a est un endomorphisme orthogonal de déterminant —1, montrer qu’on peut 1’écrire
comme le produit d'un endomorphisme symétrique trés simple et d’une rotation. A ’aide
du 4, du 5 et du 6 , montrer que le déterminant de g, est (—1)"*1.

8. On rappelle que tout endomorphisme d’un espace euclidien est le produit d’un endomor-
phisme symétrique positif (c’est & dire d’'un endomorphisme symétrique p tel que pour tout
x de F on a < z,p(x) >> 0) et d’'un endomorphisme orthogonal(décomposition polaire).

Déduire de cela et des questions précédentes que le déterminant de g, est égal a (det a)™*!.
9. (Inégalité de Hadamard) Si les réels x4, ..., x, satisfont z1 + - -+ 4+ x,, = 0, montrer que
1 xT x
1< —(e" 4 Fe™)
n

et préciser les cas d’égalité. Méthode : étudier la fonction de IR dans IR définie par

oL

n
Si les réels y1,...,y, sont positifs, montrer que
1 1
(ylyn)” < E(yl + - +yn)

et préciser les cas d’égalité (inégalité des moyennes géométique et arithmétique). Si A est
une matrice symétrique et définie- positive d’ordre n, montrer que

1
(det A)% < —TraceA
n
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10.

11.

12.

13.

et préciser les cas d’égalité. Si B = (b;;) est une matrice symétrique et définie- positive
d’ordre n, montrer que b; > 0 et que

det B < bll .. -bnn7

et préciser les cas d’égalité ( Méthode : considérer la matrice diagonale D dont la diagonale
est (1/v/b11,...,1/\/bun) et A= DBD).
Application de l'inégalité de Hadamard : ("le volume d’un parallélépipéde est maximal
quand ses vecteurs de base sont orthogonaux") Soit C' = (¢;;) une matrice (n,n) réelle.
Montrer que

|det C| < (e + - + et )2 (em® + -+ cn®)?

(Méthode : considérer B = C'C). Préciser les cas d’égalité.

On consideére la partition de Ls(F) notée (Py, Py, P-), ou P, est ’ensemble des endomor-
phismes symétriques et définis-positifs, et ot P = Py U Py est ’ensemble des endomor-
phismes symétriques et positifs. Montrer que P et Py sont des cones convexes. Montrer
qu’ils sont respectivement fermé et ouvert (Méthode : utiliser la caractérisation des fermés

par les suites. Pour montrer que P_ U Py est fermé, utiliser la compacité de la sphére unité
de E).

Dans I’exercice précédent, caractériser les éléments de P et P, en termes de valeurs propres.
Si E = IR? est muni de sa structure euclidienne canonique, dessiner dans R? les éléments
(a, b, c) tels la matrice
b
M= [ a—+c }

b a—c

soit, dans la base canonique de IR, celle d’un élément de Py, de P, ou de P_ respectivement.

(Théoréme d’Olga Taussky). On garde les notations de ’exercice 10. Soient a, b et ¢ trois
éléments de Py tels que abc soit un endomorphisme symétrique. Pour 0 < ¢ < 1, on pose
d(t) = (ta+ (1 — t)c)bc. Montrer que d(t) est symétrique. Montrer que d(0) est dans P..
Montrer que d(t) n’est jamais dans Py. Montrer que ¢ — d(t) est une application continue
de [0,1] dans Ls(F). En utilisant le résultat de I’exercice 10, & savoir que P, et P_ sont des
ouverts disjoints, et un raisonnement de connexité, démontrer que abc est défini-positif.

(Inégalités de J. Unterberger) On garde les notations de ’exercice 10. Soit a € Py, et soit
A1(a) la plus petite de ses valeurs propres. Montrer que c’est aussi la distance d(a) au bord
du cone, c’est a dire que

A(a) = d(a) = inf{||a — z||; z € Py}

(Méthode 1 : Soit 2 € Py. Pour voir que ||z — al|> > X\1(a)?, considérer une base orthonor-
male e de diagonalisation de x, écrire

(a;j) = [alg = diag(ai1, ..., ann) + [V]E,

et remarquer que v est orthogonal & z. Méthode 2 : montrer que si |[b|| < Ai(a), alors
a + b c P+)

Application :

tracea™! < n/d(a) <n tracea .
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14.

15.

16.

(Théoréme de Stein) On garde les notations de l'exercice 10. Soit ¢ un endomorphisme de
I’espace euclidien E. Montrer qu’il existe y dans P, tel que z = y — cyc* soit aussi dans
P, si et seulement si ¢ —,00 0. Méthode pour <= : établir que si a est un endomorphisme
de I’espace réel F' de dimension finie, alors a” —,, 0 implique que idg — a est inversible
et que X902 ja" converge. Appliquer cela a F' = Ly(FE) et a a(y) = cyc*. Méthode pour = :
établir que si (y,)52, est une suite de P qui est décroissante ( c’est & dire que pour tout
N, Yn — Ynt+1 €st dans P), alors lim,, y, existe. Appliquer cela a y, = c"yc*". De y, —
Un+1 —noo 0, déduire que ¢® —,, 0 en se plagant par exemple dans une base orthonormale
de diagonalisation de z = y — cyc*.

(Inégalités d’Hermann Weyl) Soit Vi, Va, ..., Vi des sous espaces vectoriels de l'espace de
dimension finie V' sur un corps quelconque, tels que

dimVy +dimVs + - - + dimV}, > (k — 1)dimV.

Montrer que Vi NVa N ... NV, # {0}. Méthode : considérer le noyau de I’application de
Vi X -+ x Vj, — VF~1 définie par (vy,...,v5) — (1 — V2,02 — U3, ..., Up_1 — U).

Si a appartient & ’espace F des endomorphismes symétriques de I’espace euclidien V' de
dimension r, on note

A(a) =2 Az(a) = -+ = Ar(a)

ses valeurs propres. Si A,(a) > 0, on dit que a est positif.
Soit alors aq,as,...,a; dans F tels que ai + as + - - - + ai soit positif. Montrer que

)\il(al) + )\,‘2(0,2) + -+ )\ik(ak) >0

si i1 + -+ 4+ <7+ k. Méthode : appliquer le début & V;, sous espace vectoriel engendré
par des vecteurs propres de a; associés aux valeurs propres

)‘ij (aj)7 )‘ij-l—l(aj)? s 7/\T(aj)§
utiliser aussi le lemme suivant : si a € E et si z dans V est de norme 1, alors < z,a(z) >

est inférieur ou égal & A\1(a) : ce lemme est a utiliser quand V' est remplacé par V; et quand
a est remplacé par la restriction de a; a Vj.

Applications : Si a et b sont dans F, et si j + k — 1 < r, montrer que
)\j(a) + )\k(b) > AjJrk,l(a + b)

Meéthode : appliquer le résultat précédent & a; = a, ag = b, ag = —(a + b).
Si a et b sont dans E et si de plus b est positif, montrer que

Méthode : considérer a; = a + b et a9 = —a.

(Inégalité de Minkowski) Soit a et b des endomorphismes symétriques définis positifs de
I’espace euclidien V' de dimension r. Montrer que

(det @)™ + (det b)Y/™ < (det(a + b))Y/",

et préciser les cas d’égalité (Méthode : le démontrer d’abord si a = idy, puis se ramener &
ce cas en considérant b’ = a~/2ba=1/?).
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17. Soit a et b des endomorphismes symétriques de 1’espace euclidien V' de dimension r. On

18.

suppose que
a est défini positif et que ¢ = b— a est positif. Montrer que b est défini positif. Montrer que
a~! —b~! est positif (Méthode : le démontrer d’abord si a = idy, puis se ramener & ce cas
en considérant ¢ = a~/2ca1/?).

Soit (an)n>1 une suite d’endomorphismes symétriques positifs de 1’espace euclidien V. On
suppose que pour tout n, a, — an41 est positif. Montrer que la suite (a,),>1 a une limite.

Bases de Schmidt dans un espace euclidien Si f = ( ﬁ, S f;) est une base ordonnée de
I’espace euclidien F, la base de Schmidt associée & f est 'unique base ordonnée orthonormale
e = (€1, - ,€,) de E telle que pour tout k = 1,--- ,n, < e};,ﬁ; > soit positif et (€1, ,€f)
soit une base du sous espace Fjy de E engendré par ( fl, e ﬁ) Si E est préhibertien réel de
dimension infinie et si ( f/;)zozo est une suite de vecteurs indépendants de FE, la définition de
(€)72, est analogue.

1.

Soit E' le sous espace de R", formé des (x1,--- ,x,) tels que
1+ +x, =0.

L’espace IR™ est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit f la base ordonnée de F
définie par

fi:(L_laOv"' 70)3 fé:(laov_la ’0)7"' ) ﬁl*lz(LOaOa"' a_]-)

Calculer la base de Schmidt de E associée.

. Une suite de vecteurs de I’espace euclidien E (v;)}_, est dite réguliére si vy = 0 et si, pour

0<i<j<nona||v; —vj|| = 1. Montrer qu’alors (v1,--- ,v,) est une suite indépendante
( Méthode : calculer < vj,v; >).

Montrer qu’il existe des suites réguliéres. (Par exemple, dans un espace euclidien F' de

dimension n + 1 muni d’une base orthonormale f = (fo,--- , f,), considérer v}, = %( f_;; —
fo))-

( Base de Schmidt du tétraedre régulier). Soit (vj)}_, une suite réguliére de 'espace eu-
clidien F et soit e = (€1, - ,€,) la base de Schmidt associée & (v1,--- ,vy,). Montrer qu’il
existe des nombres réels (aj, - ,ay) et (b1, -+ ,b,—1) tels que pour tout k = 1,--- ,n on
ait

V), = aR€j, + Z b;é;.
i<k

(Méthode : procéder par récurrence sur k. Si c’est vrai pour k, soit

Vg1 = C1€] + -+ + Ck€f + 1631

Pour montrer que by = ¢1,...,bx_1 = cx_1, montrer que vy — vj, est orthogonal & Fj_1,
le sous espace engendré par v1,- - , U5 1)-
Calculer les (a1, -+ ,ay) et (by,--- ,b,_1) de Pexercice prédédent. (Méthode : utiliser ||u;||?,

< U, Vg1 > et ||vis1||? pour montrer que

1
A2
4%

).

2 _
Qpp1 =1 -
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6. Soit (ax)7’, une suite de réels, pas nécessairement distincts, et soit I l'espace réel des

polynoémes d’une variable & coefficients réels. Montrer que

< P,Q>=Y_ P®(a)Q™ (ax)
k=0
définit un produit scalaire sur F.

. ( Polynémes de Gontcharov) On conserve les notations de I’exercice précédent. Soit (Py)32,
la base de Schmidt de F engendrée par la base canonique de F définie par 1, X,--- , X™, ---.
On considére la matrice U,, d’ordre n + 1 égale &

(PY(a))o<ij<n:

Montrer que U, est a la fois orthogonale et triangulaire. Montrer que la définition de la base
de Schmidt implique que la diagonale de U, est formée de nombres positifs. En déduire
que U, = I,4+1. Montrer que pour tout P de E on a

PX) =3 P8 ) ().
k=0

. On conserve les notations de 'exercice précédent. Montrer que Py = 1 et que, pour n > 0

T tn—1 t1
Pn(.%') = / dtn_l / dtn_g s / dto.
aop al an—1

Précisez dans le cas ol a,, = na; pour tout n, en montrant qu’alors P, (z) = P,(z — a1)
et que

1
P,(z) = mx(m —nay)" L

. (Lemme de Stieltjes) Soit @ un endomorphisme symétrique de l’espace euclidien E tel
que idg — a soit défini-positif et tel que, pour tout entier positif p, on ait Trace(a?) > 0.
Montrer que les valeurs propres de a sont dans | — 1, 1[. En déduire que si A est une matrice
symétrique (n,n) a coefficients positifs ou nuls et telle que I,, — A soit définie positive, alors
(I, — A)~! est & coefficients positifs ou nuls.

Application (Wilson, Proc.A.M.S. 1971) : Soit ( ﬁ)?zl une base ordonnée de 1’espace eucli-
dien telle que si i # j on ait < f;,f; >< 0.

Soit (€;)~; la base de Schmidt engendrée, et soit

j —
€j = g Cij fi
i=1

Montrer que ¢;; > 0 pour tous 1 <14 < j < n. Méthode : appliquer le lemme de Stieltjes a

— —

i
[RAINIA

In—A=(< >)1<ij<n-
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10. (Matrices de Gram et matrices définies positives). Si les vecteurs uq,...,u, de l’espace
euclidien sont indépendants, montrer que la matrice de Gram (< u;, u; >)1<; j<n est définie
positive. Réciproquement, soit A = (a;;)1<i j<n Une matrice symétrique définie positive.

Montrer que c’est la matrice de Gram d’une suite de vecteurs uq, ..., u, indépendants d’un
espace euclidien. Méthode : observer que si A est la matrice de Gram de uq,...,u,, alors
A =t TT, ou T est la matrice triangulaire des coordonnées des u1, ..., u, dans la base de

Schmidt qu’ils engendrent.
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Deug MIAS U.E.F. 3, 2000-2001, devoir d’analyse 2,
& remettre & la premiére séance de TD d’analyse de la semaine du 11 janvier 2001.

Exercice A. Pour tout entier n > 0 et pour tout nombre réel x posons f,(z) =e™" sin(n2x).

1. Montrer que la série de fonctions > f,, est normalement convergente sur IR. On pose
f = Z f n-

2. Pour tout entier n et tout entier p > 0 calculer la dérivée p-iéme de f,,. En déduire que la
fonction f est de classe C*°.

3. Montrer que pour tout entier p on a |fZPTV(0)| = Y00 ntPt2e™ et f(20)(0) = 0.

4. Soient N et P des entiers positifs et soit « un réel positif. Démontrer I'inégalité

2P+1 ‘f(p nAp+2,.2p+1

Z xp>Ze_nZW-

p=0
5. Montrer que si ¢ > 0 la série de terme général e "sh(n%x) est divergente. En déduire que

le rayon de convergence de la série entiére i 0) ™ est 0.

Exercice B. Soit p un entier positif. On considére 1’équation différentielle du second ordre
suivante : z(1 — 2)y” + (p — 3z)y’ — y = 0. On souhaite trouver une solution de cette équation
qui soit développable en série entiére en 0 : y(z) = > 5o, agz”.

1. Montrer que si une telle série existe, de rayon de convergence R > 0, alors ses coefficients
satisfont la relation de récurrence (k + p)ax+1 = (k + 1)ag, pour tout k& > 0.

2. En déduire l'expression des coefficients a en fonction de k, p et de ag et calculer le rayon
de convergence de la série ainsi obtenue.
Exercice C. Soit 0 < p < 1. Montrer que les intégrales I = 01 ﬁi_; dx, J = f > xp dm et la
série S = > °° i convergent. Montrer que I = S (Méthode : expliciter le reste de la série

n=0 n+p
entiere y 2 (—1)"z"). En déduire que

—1/p+2pz )"/ (n® = p?)

(Méthode : faire le changement de variable  +— 1/x dans [ 2?71 /(1 + z) dx).

On considére la fonction f de période 27 telle que f(x) = cospzx si |z| < w. Dans le cas
particulier ot p = 1/3, dessiner le graphe de cette fonction entre —27 et 47. Revenant au cas
général 0 < p < 1, calculer les coefficients de Fourier de f. Quel théoréme du cours garantit que

f est la somme de sa série de Fourier 7 Utiliser ce qui précéde pour montrer que J = —7—.
sin(7p)

Exercice D. Trouver le développement en série entiére au voisinage de 0 des trois fractions

rationnelles suivantes : ) .

1-—2)2" 22—z’ (Q1-2202-2)’
et préciser leur rayon de convergence.
Soit, pour n entier > 0, les trois nombres a, = n + 1, b, = Qn% et cn = Y 1 an—kbk.
Calculer ¢,,.

Des annales du deug 2 eme annee sur http ://www.lsp.ups-tlse.fr/Fp/Letac/index.html
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Deug MIAS U.E.F. 3, 2000-2001, devoir d’algébre 2,
& remettre & la premiére séance de TD d’algébre de la semaine du 11 janvier 2001.

d
par x* la transposée de x et par c¢(x) la matrice des cofacteurs de x. On note par Py le sous
espace vectoriel de E formé des x tels que d = a et ¢ = —b, et par P_ le sous espace vectoriel de
formé des x tels que d = —a et ¢ = b. On note par O le sous groupe du groupe orthogonal O(2)
des z tels que det x = 1. On note par O_ le sous ensemble du groupe orthogonal O(2) des z tels
que det z = —1. Montrer que (z,z’) = trace (z*z’) est un produit scalaire sur F, qu’on considére
désormais comme un espace euclidien de dimension 4. Montrer que P} et P_ sont orthogonaux
et que £ = P, @ P_. Soit S la sphére de E centrée en 0 et de rayon v/2. Montrer & l'aide du
cours que O = SN P, et que O_ = SN P_. Montrer que B(x,y) = det(z+y) —det x —det y est
une forme bilinéaire symétrique sur F et que (c¢(z),y) = B(x,y). En déduire que x — c(x) est
un endomorphisme symétrique de E. Calculer ¢(z) quand = € P, et quand = € P_. En déduire
les valeurs propres et le polynéme caractéristique de c.

. . . . b
Exercice A. Soit E l'espace vectoriel sur R des matrices x = [ Z ] réelles (2,2). On note

Exercice B. Soit ¢ réel. A I'aide du théoréme spectral, trouver deux matrices réelles (2,2) U et

D telles que U soit orthogonale, D soit diagonale et UDU ! = [ (1) it _ et ] .

Exercice C. Dans ]R27 soient n points P; = (z;,¥;), ol les x; ne sont pas tous égaux. et soit D la
droite d’équation y = ax + b, avec (a,b) # (0,0). On veut trouver D tel que Y 1 (y; — ax; — b)?
soit minimum (droite des moindres carrés). Pour cela on considére I’espace euclidien £ = R"
muni de son produit scalaire canonique et les trois vecteurs colonnes 1 X et Y de E définis
par 17 = (1,...,1), XT = (z1,...,2,), YT = (y1,...,yn), et le sous espace vectoriel F' de E
engendré par 1 et X. Quelle est la dimension de F'? Calculer en fonction de X et Y les nombres
a et b tels que Z = aX + bl soit la projection orthogonale de Y sur F. Dans le cas particulier ou
n=4etou P =(1,3), P, =(2,4), Ps = (4,3), Py = (5,6), donner I’équation de la droite des
moindres carrés.

Exercice D. (distance entre deux droites affines) Si E est un espace vectoriel réel de dimension
finie, si F' est un sous espace vectoriel de F, et si t € E, 'ensemble t + F = {t + x; = € F}
est appelé sous espace affine de E de direction F. Vérifier que t + F' =t + F” si et seulement
si F = F ett—t € F (Méthode pour < : montrer F/ =t —t' + F, en déduire t — t' € F’
puis F' = F). Soient ensuite F' et F’ deux sous espaces vectoriels d'un espace euclidien E pas
nécessairement orthogonaux, tels que F N F' = {0}. On considére deux sous espaces affines
A=t+Fet A =t'+F eton veut montrer 'existence d’un couple unique (ag, aj) € A x A’ qui
minimise ||a — a/||? quand (a,a’) € Ax A’. On pose U = F+ F' et V = U". Soit t — ' = ug + vo
avec (ug,vp) € U x V. Soit z¢ la projection de ug sur F' paralléle & F’, et soit x{, la projection de
ug sur F’ paralléle & F. Exprimer (ag, a() a l'aide de ¢, ¢’ et de z¢ et .

On considére enfin les vecteurs de IR? euclidien orienté définis par u = (2, —3) et
(1,0,—3). Calculer les composantes de v = u A u’ ainsi que sa norme. Smt t (1,0 0)
t" = (0,—1,0). Appliquer ce qui précéde a exemple numerlque des droites A = t + Ru
A" =t/ + Ru/. Pour cela, calculer ug =t —t — (t — t/,v) 4 IR puis zg = au et z{, = bu’ avec
up = au + bu' et en déduire ag =t — xg et ay =t' + ).
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Deug 2iéme année, 2000-1. Corrigé du devoir d’algébre 2.

!/ /

Exercice A. Sixz = [Z Z] et 2/ = [ Z, J ] , alors

(w,2') = aa’ + bb' + cd + dd’

et il est clair que E est isomorphe & IR* muni de sa structure euclidienne canonique. Si z € P,

et 2’ € P_ alors (x,2') = ad’ + bb' + (=b)/ + a(—a’) = 0 et donc P4 et P_ sont orthogonaux.

Ils sont donc en somme directe d’aprés un th. du cours. De plus, une base de P, est le couple
1 -1

fi= [ 0 (1) } et fo = [ (1) 0 ] : Py est donc de dimension 2. De méme, une base de P_ est

0 01

le couple f3 = [ (1) 1 ] et fy = [ 10 } : P_ est aussi de dimension 2. Donc Py @ P_ est de

dimension 4. Comme E est de dimension 4, un th. de 1 iére année implique P, & P_ = F.

Le cours montre que = € Oy si et seulement si il existe 6 € IR tel que = = cos 6 f; + sin 8 fs.
Un tel x est donc dans Py et est tel que [|z]|> = 2(cos?# + sin?0) = 2. Donc O, C SN P,.
Inversement si x = af; + bfs € SN Py alors 2a% + 2b%> = 2 et il existe donc # € R tel que
a = cosf et b =sinf ce qui conduit & z € O4. D’ou SN Py C O4 et d’on ’égalité entre ces
deux ensembles. De méme, le cours montre que z € O_ si et seulement si il existe 6 € IR tel que
x = cosffs + sinffy, et on montre de maniére similaire que SN P_ = O_.

/ /

sio=| ¢ 0 ey |G | ator e = | | e done teta ) = o’ - ot/ -

b + ad’. Comme

det(z+y)—detx—dety = (a+a')(d+d)— (b+b)(c+c)—ad+be—ad'd +b'd = da’ —cb' —bc +ad,

on a (c(x),y) = B(z,y). Comme B est une forme bilinéaire symétrique, cela entraine d’aprés
le cours que ¢ est un endomorphisme symétrique. Si z € P, on a ¢(x) = z. Donc 1 est valeur

propre de c et P, est contenu dans ’espace propre Ej. Si z € P_ on a ¢(x) = —z. Donc —1
est valeur propre de c et P, est contenu dans ’espace propre E_;. Comme P, & P_ = FE, cela
entraine que Py = E; et que P— = E_;. Les seules valeurs propres de ¢ sont donc +1, chacune

de multiplicité 2. Le polynome caractéristique de c est donc (X — 1)%(X + 1)%.

Exercice C. Les vecteurs 1 et X sont indépendants, car les x; ne sont pas tous égaux. Donc
la dimension de F' est 2. D’aprés le cours, Z dans F' est le projeté orthogonal de Y sur F'si et
seulement si Y — Z est orthogonal & F', ce qui est équivalent a ce que Y — Z soit L a chacun des
vecteurs d’une base de F. Appliquons ce principe & la base 1, X. On obtient les deux équations
(y1 —axy —=b) + -+ (yn —ax, —b) =0; (y1 —axy —b)xy + -+ (Yo — axy — b)xy =0,

qui sont un systéme linéaire en a,b :

(x1+...+zp)a+nb = y1+-+yn

Le déterminant du sys;céme est D=n) 22 — (3 2;)(3_ i) et sa solution est a = & (n Y 2;y; —
) w) et b=5" 27> yi — (O xw) (X vi)). L'application numérique donne y = (z +
5)/2.
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Exercice D. =: Sit—t € F,alors t —t' + F C F et donc t + F C t' + F. Par symétrie du
raisonnement on a aussi t' + F C t + F.

<: Par hypothése, pour tout 2’ € F’ il existe z € F tel que ¢ + 2’ = t + x et donc
¥ =t—-t'+rxet' —t+F.Dou F' Ct—t + F. Linverse t —t' + F C F’ est analogue. En
prenant 0 € F on voit que t —t' € F. Donct —t' + F = F et F = F'.

Par définition, t —t' = xg + 2{ + vo. Sia =t + x et ' =t' 4 2’ sont des points quelconques
de F et F’ alors le carré de leur distance satisfait, puisque vg est L & I’élément zo + x(, + = — 2’
deU=F+F:

la =l = It = + 2 — /| = |lwo + 2§ + & — 2’ +vol* = |lwo +2p + x — 2" + [|vo||* = [|o|?

(on a utilisé Pythagore). Or zg + x(, +  — 2’ = 0 si et seulement si g + 2 = 2, — 2’ = 0, car
F et I’ sont en somme directe. Il est alors clair que |la — a’||? atteint son minimum |[lvgl? si
et seulement si (a,a’) = (ag,a() = (t — xo,t’ + z(), et la distance minimale entre les 2 variétés
affines A et A’ est ||vo]|.

On a v = (6,3,2), |[v||?> =49 et ||v|| = 7. La projection de t — ' = (1,1,0) sur V = Rv étant

, U0 9

vo=(t—t,—)— = —(6,3,2),
[ol[“[lol] 49

on en déduit ug =t —t' — vy = 4—19(—5,22, —18).
On détermine ensuite par exemple b € IR pour que ug — bu’ soit proportionnel & u; c’est
rapide si on utilise le produit vectoriel : (ug — bu’) A u = 0. Comme

[(=5,22, —18) — 49b(1,0, —3)] A (2,—2,—3) = (=5 — 49b, 22, —18 + 3.49b) = (0,0,0),

cela entraine b = 17/49 et ug — bu’ = (—22,22,-33)/49 = au = xg, avec a = —11/49. Donc
ag = (1,0,0) — (—22,22,~33)/49 = (71,-22,33)/49 et al, = (0,—1,0) + (17,0,—51)/49 =
(17,—49,—51)/49. La distance minimale entre les deux droites est ||vg|| = |(t — ¢/, ﬁﬂ =9/7.

Les corrigés des exercices B d’algébre et D d’analyse sont sur le web : Ex 1, examen janvier
1997 et Ex 2, partiel du 13 nov. 1997 :

http ://www.lsp.ups-tlse.fr/Fp/Letac/index.html
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Deug 2iéme année, 2000-1. Corrigé du devoir d’analyse 2.

Exercice A. 1.) |f,(z)| < e™", la série géométrique de raison e~ < 1 converge, la série > f,,
converge donc normalement.

2) On voit facilement que si a est entier, alors f,(?a) (z) = e "n(—1)%sin(n’z) et fy(?aﬂ) (x) =
e "n4+2(—1)% cos(n?z). Donc \f,&p)(x)\ < e "n?. La série de terme général u,, = e "n?’ sa-
tisfait upi1/un = e (1 + %)27’ — e~! < 1 et est donc convergente d’aprés D’Alembert. Donc
>on f,(Lp ) est normalement convergente, donc uniformément convergente d’aprés un résultat du
cours. On en déduit par récurrence sur p que f = > f, a une dérivée continue d’ordre p. Pour
p = 0 cela vient du fait que les f,, sont continues et que la série converge uniformément. Si c’est
vrai pour p on applique un théoréme du cours & la série de fonctions ) fr(Lp )) : elle converge
uniformément ainsi que la série des dérivées : sa somme est donc dérivable et la dérivée de la
somme est la somme de la série des dérivées. La récurrence est donc étendue et f est indéfiniment
dérivable.

3) Evident d’apres le 2).

4) Le 2) entraine | fP+D(0)|/(2p+1)! > Zf:o e "n4+2/(2p+1)!. Le reste va tout seul avec
f?P(0) = 0 obtenu au 2.

5) Supposons qu'’il existe un = > 0 tel que la limite S(z) du premier membre de 4) quand
P — oo existe et est finie. Si P — oo le second membre de 4) tend vers ZnN:() e "sinhn’z et
donc S(z) > ZnN:() e "sinh(n2z). De plus, cette inégalité est valable pour tout N. Cependant,
si on pose u, = e "sinh(n2x), alors u,1/u, ~ exp((n + 1)2x — n%x — 1) = exp(2zn — 22 — 1),
de limite +00. Donc d’aprés D’Alembert la série diverge, ce qui contredit le fait que ses sommes
partielles étaient bornées par S(z). Il y a donc contradiction. La série entiére de terme général
f®(0)x? /p! ne converge jamais absolument si z > 0 : son rayon de convergence est donc nul.

Exercice B. y(z) = > 72, arz" entraine d’aprés le théoréme du cours sur la dérivation de la
somme d’une série entiére & l'intérieur de 'intervalle de convergence :

[e o]

y(x) = > kaat! = A
k=1

(k + Dags1a® = Ay,

I
M8

k=0
y'(x) = Z k(k —1)apz*"2 = B
k=2
= Z(kj + 1)k:ak+1xk_1 = Bj.
k=1

0= (x—22)y" +(p—3z)y —y=aB, —2°By + pA, — 3xAy —y =

—ag + pay + (2a2 + 2pas — 4ay)x + Z(k: + 1) ((k +plagsr — (k + Day)z.
k=2

Un théoréme du cours dit que si la somme d’une série entiére est nulle dans un intervalle ouvert
contenant l'origine, alors ses coefficients sont nuls. On en déduit que pour tout £ > 0 on a
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g1 = ’gizl)ak (c’est clair pour k > 2 et on le vérifie pour k¥ = 0 et £k = 1). Donc on voit

facilement par récurrence que si kK > 1 on a

k!
ap = —————ayg.

k—1/ .
[[;=G+p)
La régle de D’Alembert appliquée a u,, = |a,2"| donne un rayon de convergence égal a 1.

. . p—1 _ N N .
Exercice C. 1) Puisque = ~o 2f 1 alors I converge, d’aprés le critére de Riemann en 0

FNEN _ ~ . zP—1 —9 00 gP—1ldy s R
appliqué a a=1—-p < 1‘. De. meéme, puisque T ~oo xP~* alors fl T, CONVerge, d’aprés
le critére de Riemann & l'infini appliqué &8 « =2 — p > 1. Donc J converge. La série S converge
d’apreés le critére classique sur les séries alternées, car n — 1/(n + p) décroit vers 0.

2) Ensuite, en explicitant le reste de la série géométrique de raison (—x) on écrit :

2P—1 (_:L,)n—f—l

1+zx

on intégre cette expression entre 0 et 1, on introduit R, = fol xpltr"dﬂﬁ et la somme partielle S,, de

la série S. On obtient a1ns1 I=S5,+ R Finalement, puisque pour z >0onal/(14+z) <1 on
a la majoration |R,| < f 2Ptdr =1/(p+1+n) —, 0. Donc S,, = T et S =1.

3) Notons plutot I(p) = I. Alors le changement de variable # — 1/2 montre que [ e J:gz =
I(1—p), et donc que J = I(p)+I(1—p). Le 2) appliqué & I(1—p) donne, en décalant n — n+1:

=P -zt 4 (1) + )s
142

o o 1
I(l_p)zzn—i—l— Zlgz p
o0 oo 00 4\p—1
J:I(p)+I(1—p):<%+Zn+p> Z(nl %+2p2%.
n=1 n=1 n=1

4) La fonction f est paire et continue. Sa dérivée est égale & —psinpx dans |, 7[ et de
période 27. Elle est donc continue par morceaux. Donc f satisfait aux conditions du théoréme
de Dirichlet et sa série de Fourier au point z converge vers 3(f(z —0) + f(z 4 0)), qui est égal &
f(x) puisque de plus f est continue. Donc, en calculant les coefficients de Fourier de f on obtient,

pour tout z € [—m, 7] :

— sin(pﬂ) N -1\ Ln(pﬂ') 2p cos(nx
cos(pr) = ST 1 3 1y (LB o).

T nt—p

n=1

Faisons alors = 0 dans cette égalité, nous obtenons d’aprés I’expression de J du 3) que 1 =
sin(p 7r)J ce qui est équivalent au résultat voulu.
Remarques : faire © = 7 est bien intéressant aussi et fournit m cot(pm) = % + 300, 1%'

Quant & ’égalité de Plancherel appliquée a f, elle donne la remarquable identité
g

s 1
(sin(pm))? 2 (p+n)?

n=—oo
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Université Paul Sabatier, Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ALGEBRE du 24
janvier 2001.
Durée 1.30, aucun document. Affichage des résultats le 2/2, 16 heures.
Effectuez les calculs lentement et au brouillon.

Question de cours. Donner la définition d’'un endomorphisme orthogonal d'un espace euclidien
et montrer que ses valeurs propres, si elles existent, sont dans {—1,1}.
Exercice A. Dans R? euclidien canonique, on considére le plan vectoriel

F ={(z,y,2); 6z + 3y — 2z =0}.

Donner une base orthonormale de F*. Calculer le projeté orthogonal du vecteur @ = (7,7,7) sur
F puis en déduire le projeté orthogonal de ¥ sur F.

Exercice B. Trouver les nombres réels a, b, ¢, pour que la matrice suivante

1 =1
vy

U=|% v °
L 0 ¢
V3

soit dans SO(3), c’est a dire telle que U soit orthogonale de déterminant positif.

Exercice C. Dans R? euclidien canonique, on considére endomorphisme symétrique a dont la
matrice représentative dans la base canonique e = (e1,e2) est

73 —36
A_[—?)G 52 }

de trace 125 et de déterminant 2500. Trouver une base orthonormale f = (f1, f2) telle que la
matrice représentative de a dans cette base soit diagonale (on précisera donc les coordonnées
de f; et fo dans la base e). En déduire une matrice orthogonale U et une matrice diagonale D
telles que A = UDU . A I’aide des résultats précédents, montrer que A est une matrice définie
positive et calculer B = v/A, c’est & dire la matrice symétrique définie positive telle que B? = A.

Exercice D. Dans IR?, on considére I’endomorphisme n dont la matrice représentative dans la
base canonique e = (e, e3) est
1 -1
N = .

Montrer que n est nilpotent, et trouver une base orthonormale f = (f1, f2) telle que la matrice
représentative de n dans cette base soit triangulaire supérieure (on précisera donc les coordonnées
de f1 et fy dans la base e).

Baréme : Qdc : 1+2 points; A : 8 points; B : j points. C : 6 points. D : j points.
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Université Paul Sabatier, Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ANALYSE du 24
janvier 2001.
Durée 1.30, aucun document. Affichage des résultats le 2/2, 16 heures.
Effectuez les calculs lentement et au brouillon.

Question de cours. Soit E un espace normé, U et F' des parties de . Que signifie la phrase
“U est ouvert” 7 Que signifie la phrase "F' est fermé" 7 Enoncer sans démonstration une caracté-
risation des fermés en termes de suites.

Exercice A.

1. Quel est le rayon de convergence R de la série entiére » ° hn ?7Si —R < h < R, donner la

somme de la série & I’aide du cours, ainsi que la somme de > {° h=? (pour cette derniére,

n
penser a distinguer h # 0 et h = 0).
2. Pour x réel, soit u,(x) = #(m" + (1 — x)™). Montrer que

lim u,(z) =0 & 0<z<1.

n—oo
Montrer que Y 1° upn(x) converge normalement dans [0,1]. On note par f(z) sa somme.
Pourquoi f est elle continue dans [0,1]? Dans la suite, on admet que f(1) = 72/6. En
déduire f(0).

3. Soit 0 < € < 1/2. Montrer que Y 1 u/,(x) converge uniformément dans [¢,1 — ¢]. Pourquoi
f'(z) existe t-elle dans [e,1 — €]? Pourquoi f’(z) existe t-elle dans ]0,1[? A I'aide du 1),
calculer f/(z) dans |0, 1][.

4. Calculer la dérivée de la fonction définie sur |0, 1] par  — —(log x)(log(1—z)). En déduire
f dans [0, 1]. Calculer les sommes des séries

1+ 2™
ZnQQn’ Z n23n -’

Exercice B.

1. Soit f la fonction paire, de période T' = 27 et donnée pour 0 < z < 7 par f(x) =

% — =. Dessinez la fonction f entre —2m et 47 puis calculez sa série de Fourier. Justifiez la

convergence simple de cette série vers f. Cette convergence est-elle uniforme ?

2. A l'aide d’une intégration que vous justifierez, montrez 1'égalité :

1 sm 2n+1
\V/‘TG[O,H ) 5( QZ 2ﬂ+

="

et en déduire, par un choix convenable de z, la valeur de A =" [CZESIER

Baréme sur 40 : Qdc : 2+1+38 points; Al : 1+1+1 points; A2 : 2+2+1+1 points; A8 : 2+1+1
points; A4 : 14+83+1+1 points; Bl : 1+4+ 2+2; B2 : } +2.
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de I’examen d’ALGEBRE du 24 janvier 2001.

Question de cours. Si E est un espace euclidien et si a € L(FE), alors a est dit orthogonal si
a*a est égal & l'identité. Si A\ est valeur propre d’un tel a, c’est dire qu'il existe un vecteur non
nul x € E tel que a(x) = Az. Or

Iz]* = (z,2) = {z,a”a(z)) = (a(z),a(2)) = Az, Xz) = X*|l2||*.
Donc (A2 — 1)||z||*> = 0. Comme ||z||?> # 0, on a \? = 1.

Exercice A. Considérons le vecteur N = (6,3, —2). Puisque son produit scalaire avec (z,y, 2)
est 6x + 3y — 2z il est clair que N est orthogonal a F. Puisque F est de dimension 2, alors F'*

est une base orthonormale de

est de dimension 1 et donc N est une base de F*© et i = ”ﬁ”
FL. Puisque HN||2 =36+9+4=49=7% onaf = (g, %, 72) Puisque (0,7) = 7, le projeté
orthogonal de ¥ = (7,7,7) sur F* est (¥,7)7 = 77 = (6,3, —2) et donc son projeté orthogonal

sur F' est 7 — 71l = (1,4,9).

Exercice B. UTU = I entraine

100 nva|le e 1 0 La+b+o)
_ | =L 1 R - e

01 o0l=t7% 5 0 |lys B b= 0 1 d(~a+b)

001 a b ¢ 7 0 ¢ La+b+o) L(-a+tb) o+ +e

Donc a = b, ¢ = —2a et 6a®> = 1. Si a = +1/v/6 U est donc dans O(3) et son déterminant est
alors —v/6a. Pour que U soit dans SO(3) il faut a = —1/v/6

Exercice C. Comme A est d’ordre 2, son polynéme caratéristique est
X% — (trace A)X +det A = X? — 125X + 2500 = (X — 25)(X — 100).

Les valeurs propres de A sont 25 et 100. Si f; = (x,y)T est un vecteur propre associé & 25, il
satisfait 73z — 36y = 25z, ou 42 = 3y.Donc fi = (3c,4c)”. Si on veut que f; soit de norme 1, il
faut prendre ¢ = +1/5. De méme, si fo = (x,y)” est un vecteur propre associé & 25, il satisfait
73z — 36y = 100x, ou 3z = —4y. Donc fo = (4c,—3¢)T. Si on veut que f soit de norme 1, il
faut prendre ¢ = +1/5. Une réponse & la question posée est par exemple fi = (3/5,4/5)7, fo =
(—4/5,3/5)T. Ces vecteurs sont bien de norme 1. Ils sont de plus orthogonaux, étant vecteurs
propres d’un endomorphisme symétrique. Comme 1’espace est de dimension 2 ils forment une
base f. La matrice représentative de a dans f est [a]}c = D = Diag(25,100). Si U = [id] est la
matrice de changement de base, elle est donc orthogonale car matrice de changement entre bases
orthonormales et donc [id]l = U~ = UT. Dot A=UDUT. Ona U = [ i _34 } .

Pour avoir B on prend C' = Diag(5,10) qui satisfait C?> = D et a ses valeurs propres
positives. On prend ensuite B = UCUT qui a pour valeurs propres 5 et 10 et est symétrique. B
est donc définie positive d’aprés un théoréme du cours. Ensuite B2 = UCUTUCUT =UCCUT =
UDUT = A. Explicitement :

3—13_4 10 3 4] _1[ 41 -12
" 504 3 0 2 -4 3| 5| -12 34 |-
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. . 1 -1 1 -1 . . .

Exercice D. Puisque N? = = 00 , il est clair que n est nilpotent.
1 -1 1 -1 0 0

Ses valeurs propres sont donc toutes nulles, puisque le polynéme minimal est X2. Si f = (f1, f2)

est une base telle que [n]§ soit triangulaire supérieure, la diagonale de [n]§ sera formée des
valeurs propres de n et sera donc nulle. La théorie concernant la décomposition de Dunford
garantit d’ailleurs I'existence d’une telle base f. L’élément f; doit étre dans le noyau de n. Si
[f1]¢ = (z,9)7 il est clair qu’ il suffit de prendre 2 = y # 0. L’élément f, doit étre dans le noyau
de n? et étre indépendant de f;. Comme n? = 0 n’importe quel vecteur f, indépendant de f;

convient. Si [f2]¢ = (a,b)7, il faut a # b. Dans ces conditions

[nlf = [idl! [n]c[id]}

e . . T a .
se détaille ainsi : la matrice de changement de base de e vers f est [2d]? = [ - ] , son inverse

b

est [id)] = m [ —bx _ma } , et on a bien

e = [ | R |

Puisque enfin I’énoncé demande une base orthonormale il faut prendre z = €11/ V2, avec ¢; = £1
pour que fi soit de norme 1, prendre a + b = 0 pour que fo soit orthogonal & f; et prendre

a = e1/\/2, avec ¢o = +1 pour que fy soit de norme 1. Et donc [zd];i = % [ 2 _G; } .

Puisque la matrice [id]} change une base orthonormale en une base orthonormale, c’est une

matrice orthogonale et sa matrice inverse [id]! est la transposée de [id]F.
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Deug 2 iéme année. Corrigé de ’examen d’ANALYSE du 24 janvier 2001.

Question de cours. "U est ouvert" signifie que pour tout x € U on peut trouver un nombre
r > 0 tel que 'ensemble des y € E tels que ||z — y|| < r est contenu dans U. "F' est fermé"
signifie que son complémentaire F \ F' est ouvert. Proposition : Soit F' une partie de ’espace
normé E. Alors F est fermé si et seulement si pour toute suite (zy,)n>0 d’éléments de F' qui est
convergente, alors lim,, x,, est dans F.

Exercice A. 1) En appliquant le critére de D’Alembert a la suite u,, = |h|"™/n, puisque lim,, w11 /u, =
|h| on voit que la série Y 7° %n converge si |h| < 1 et diverge grossiérement si |h| > 1. Le rayon
de convergence R est donc 1. D’apreés le cours sa somme dans l'intervalle | —1, 1] est —log(1—h).
Donc dans le méme intervalle > 7° hr;_l =—3log(l—h)sih#0et=1sih=0.

2) = Si0< 2 <1 alors |uy(z)| = -2 (w —|— (1-—2)") < % —, 0. Ceci entraine au passage
que >_° uy, () converge normalement dans [0, 1], puisque > 7° 2 = converge d’apreés le critére de
Riemann appliqué & a =2 > 1.

= Si x > 1 alors ug, () > 412x2 —n, +0oo (car Pexponentielle 'emporte sur la puissance).
De méme si x < 0 alors ugy () —(1 — z)?" —, +oo. Donc uy,(r) ne tend pas vers 0 si
x ¢ [0,1].

La fonction f est la somme d’une série de fonctions continues qui converge normalement dans
[0, 1], donc uniformément dans [0, 1]. La fonction f y est donc continue d’aprés le cours. Comme
un () = u, (1 — z), cela entraine que f(x) = f(1 —z) et donc f(0) = f(1) = w2/6.

3) Siz € [e,1— ¢ alors u,(z) = 12" — (1 — z)" ) et donc |u},(z)| < L((1 —e)" L.
D’aprés le 1) appliqué & h = 1 — € la série >, 1((1 — €)"~! converge. Par conséquent la série
>, ul(z) converge normalement et donc uniformément sur [e,1 — ¢]. D’aprés le cours, comme
de plus ), un(x) converge, cela entraine que, dans [e,1 — €], sa somme f(x) est dérivable et que
f(z) =307 ul,(z). Comme ceci est valable pour tout € €]0,1/2], cela entraine que f'(z) existe
pour tout z €]0, 1] et que, d’aprés le 1) on a

Z::l Z::l Z::l (1—x)" :—ilog(l—x)%—lixlogx,

4) La dérivée de y : x — —(logz)(log(1 — x)) satisfait f'(z) = y'(x) pour tout x €]0,1[. Il
existe donc un nombre C tel que f(z) = C' — (log x)(log(1 — x)) pour tout z €]0, 1[. On sait de
plus que f est continue en 0 et 1 et que f(0) = f(1) = 72/6. Or log(1 — x) ~ —x au voisinage
de 0. Donc y(z) ~ —xlogx au voisinage de 0. Comme la puissance I’emporte sur le logarithme,
la limite de y(z) en 0 est 0 et donc C = f(0) = 72/6. En résumé, pour tout = € [0,1] on a

3
3
3

7T2

f(z) = - — (log z)(log(1 — 2)).
Enfin on applique ce résultat a z =1/2 et x = 1/3:

o0 2

2 0 n T
S = 50(5) = = Sog 2, i = () = T (log3)? + (log3)(log2).
1 1
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Exercice B. 1) Le graphe est en dents de scie et montre que f est bien définie et continue.
On le montre directement en constatant que sur [—, 0], & cause de la parité, la fonction vaut
f(z) =1/2 + z/7 et que la limite & gauche en 0 est 1/2. Sur |7, 27| & cause de la périodicité la
fonction vaut f(z) = 1/2 + (z — 27) /7 et sa limite & droite en 7 est —1/2.

Comme f est paire, les coefficients de Fourier by, sont nuls. Comme [*_f(z)dz =2 [ f(x)dx =
0, le coefficient aq est nul. Ensuite, si n > 0 on a, a I’aide d’une intégration par parties basee sur
u(z) = x et v'(x) = cos(nx) :

@ = % _7; F(x) cos(nz)dz
_ %/Q%_gn%m@m
e e

—1 2 .
= 0-— O—F { 3 } = 55— (=",
Donc pour n entier > 0 on a ag, = 0 et agp+1 = m. La fonction f est C' par morceaux,
le théoréme de Dirichlet est donc applicable et la somme de sa série de Fourier est donc en tout
point x égale & %( f(z—0)+ f(z+40)). Comme de plus f est continue, la série de Fourier converge
donc vers f(x) en tout point z :

cos((2n +1)z)
22 2n+1 ’

cos(( 2n+1 )x)
Comme | Gt 1) | < 2+1
appliqué a a = 2 > 1, la série de Fourier est normalement donc uniformément convergente dans
R.

2) Rappelons qu’un théoréme du cours dit que si une série de fonctions continues ), u,, sur

un intervalle borné [a, b] converge uniformément alors

/ab ;un(t)dt = ; /ab Uy () dt

Appliquons cela a a =0, b =z et & uy,(t) = %W Comme

o 72 z sin((2n x
/Of(t)dtzé(m—?)a /Oun(t)dtzg%’

la formule demandée est montrée. Si on fait + = 7/2 dans cette formule on obtient, puisque
sin((2n + 1)7/2) = (—1)":

L. 1 s N N .
I et que la série > Tz converge d’aprés le critére de Riemann
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Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ANALYSE du 3 Septembre 2001.
Durée 1h 30. Aucun document. Affichage des résultats le Jeudi 20 septembre & 16 h.

Question de cours. Soit F un espace normé de dimension finie. Soit F' et K des parties de FE.
Que signifie la phrase "I’ est un fermé?" Que signifie la phrase "K est un compact ?" Donner
une caractérisation des fermés en termes de suites. Donner une caractérisation des compacts en
termes de suites.

Exercice A. On considére les trois suites (upn)n>0, (Un)n>0 €t (wy)n>0 définies ainsi : u,, =1 si
n > 0 est pair et u,, = 0 si n est impair, v, = 1 si n > 0 est divisible par 3 et v, = 0 si n n’est
pas divisible par 3, et w,, égal au nombre de couples (i,j) d’entiers > 0 tels que n = 2i + 3j. Par
exemple, si n = 10, les couples (i, ) acceptables sont (5,0) et (2,2) et donc wi9 = 2. Pour tout
n >0 on a donc wy, = > _,UpUnp_k, un point qu’on ne demande pas de démontrer.

1. Calculer les sommes des séries entiéres ano Uz et ano v 2" avec leurs rayons de
convergence respectifs et en déduire que pour |z| < 1 on a ) _jwpz" = Wl(l—zi*i)
On admettra sans démonstration que cette fraction rationnelle se décompose en éléments
. T | 1 1 1
simples ainsi : 102) + =) + S=2)7 + 30T

2. Développer en série entiére au voisinage de 0 la fonction z — ﬁ Quel est son rayon de

2

convergence 7
3. On admet ﬁ = = Y omeosin((1 —2n)%)2z". Indiquer le principe de la démonstration

de cette formule. Montrer que le rayon de convergence de cette série entiére est > 1.

4. A l'aide de ce qui précéde, calculer w,, pour tout n. Retrouver la valeur de wyy = 2 & 1’aide
de la formule obtenue. Calculer wss.

Exercice B. Soit r un entier fixé. On considére I’espace vectoriel M des matrices carrées X réelles
d’ordre r muni d’une norme quelconque. Montrer que X +— det X est une fonction continue sur
M. Montrer que le sous ensemble de IR formé des réels non nuls est un ouvert de IR. Montrer
que ’ensemble des éléments de M qui sont inversibles est un ouvert de M.

Exercice C. Parmi les séries suivantes, lesquelles sont absolument convergentes, lesquelles sont
convergentes sans étre absolument convergentes, lesquelles sont divergentes ?

DEUNE QUL 1\ &, gt

Exercice D. On consideére la fonction f de période 27 telle que pour x €] — 7, 7] on ait f(z) =
1-— ;’i—i Dire pour quelles valeurs de x la série de Fourier de f converge et donner sa somme en
ces points (on ne demande pas de calculer les coefficients de Fourier).
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de ’examen d’ANALYSE du 3 Septembre 2001.

QC : F fermé signifie que le complémentaire U = E \ F' de F relativement a F est un ouvert.
On peut méme préciser : U ouvert signifie que pour tout ¢ € FE il existe r > 0 tel que la boule
ouverte de centre ¢ et de rayon r soit inclue dans U. K compact signifie que K est fermé et borné,
c’est & dire qu’il existe R > 0 tel que K soit contenue la boule ouverte de centre 0 et de rayon R.

F est fermé si et seulement si pour toute suite convergente (x,),>0 formée d’éléments de F,
alors la limite L de la suite (zy,)n>0 est encore dans F.

K est compact si et seulement si pour toute suite (z,,),>0 formée d’éléments de K, on peut
trouver une suite strictement croissante d’entiers (ny),>o de sorte que la suite extraite (z,, x>0
soit convergente et que sa limite soit dans K.

Exercice A.

1. Puisque 3 oqun2™ = Y 1502F et 3 ooz = 31502, on voit que ces deux séries
sont deux séries gé_ométriques de raisons respgctives 22 et 23. Elles convergent respectivement
si et seulement si |22 < 1 et ||23|| < 1, autant dire si ||z|| < 1. Par définition du rayon de
convergence, elles ont donc le méme rayon de convergence égal & 1. Puisque la suite (w,,) est le
produit de Cauchy des deux suites (uy) et (v,), d’aprés le cours on a )3, <o wp2" = m
pour |z| < 1.

2. Rappelons la formule du binéme de Newton : si « est un réel et si ||z|| < 1 on a

(1—1—2)0‘:1+Za(a—1)---(a—n+1)%.

n=1

En posant = —a« et en changeant z en —z, cette formule s’écrit aussi (plus commodément ici) :

mzugﬁ(mmwmn—n%.

Faisant 5 = 2 dans cette derniére formule on obtient

e}

1 n
n=0
Le rayon de convergence dans la formule de Newton est 1 si a n’est pas un entier > 0. Ici, o« = —2,

le rayon de convergence est donc 1.
3. Pour développer en série entiére une fraction rationnelle sans pole & l'origine on sait qu’il
faut la décomposer en éléments simples de premiére espéce auxquels on applique ensuite la
formule du binéme de Newton pour les développer en série entiére, et sommer ensuite le résultat.
On applique ce principe a la fraction rationnelle ﬁ (qui est un élément simple, mais de
deuziéme espéce). Ses poles sont j = 23 ot § = j2 = e~ 27/3,
Puisque [sin((1 — 2n)%)2"| < [z|", il est clair que la série entiére converge pour tout z tel
que |z| < 1. C’est dire que son rayon de convergence est > 1.
4. En utilisant la décomposition en éléments simples réels du 1, ainsi que les 2 et 3 on a
n
wy, = (=) + L + ntl + isin((l —2n)I

4 4 6 33

).

w
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Sinleonobtientwm:$+%+%—%sin(19g):i+%+%—%:2.Deméme

Wr3 = 9.

Exercice B. Puisque X — det X est une fonction polynomiale, elle est continue. Ensuite R\ {0}
est un ouvert, comme complémentaire du fermé {0}. L’ensemble des éléments inversibles de M
est l'image inverse de R\ {0} par X — det X. Comme IR\ {0} est un ouvert et comme X — det X
est continue, cette image inverse est continue.

Exercice C. Si u,, = nrf%, alors

Un+1 1 1 n
—_ — 1 —
Up, 2( + n)

a pour limite § > 1. La premiére série diverge donc grossi¢rement par le critére de D’Alembert.
Comme la deuxiéme série est de terme général 1/u,, le critére de D’Alembert conduit a la limite
2/e < 1 et la deuxiéme série converge. Puisqu’elle est positive, elle converge aussi absolument.
Ensuite, comme log(1 + h) ~ h au voisinage de h = 0, on a donc log(1 + ﬁ) ~ % et (log(1+
ﬁ))2 ~ % si n est grand. Comme la série harmonique diverge, d’apreés le critére d’équivalence
la troisiéme série diverge. La quatriéme série est alternée. De plus pour tout n on a
n+l1 n+2 1
n n+1  n(n+1)

>0,

donc ”T“ > Z—ﬁ et donc log("TH) > log(z—ﬁ). Enfin, le terme général tend vers 0. On est donc

dans les conditions d’application du théoréme des séries alternées et la quatriéme série est donc
convergente. Toutefois on a log("TH) = log(1 + %) ~ % Comme la série harmonique diverge,
d’aprés le critére d’équivalence la quatriéme série n’est pas absolument convergente.

Exercice D. On a f(7) = 0. De plus, la limite & droite de f en —7 est 0. La fonction 27
périodique f est donc continue sur IR. De plus, elle est dérivable partout sauf aux points de la
forme (2k + 1)7 avec k entier relatif. Elle est donc C'! par morceaux et on peut lui appliquer le
théoréme de Dirichlet : sa série de Fourier converge donc en tout point et sa valeur pour z est
1

5(f(x = 0) 4+ f(z +0)). Mais comme la fonction f est continue, la série de Fourier converge en

fait vers f(x) en tout point x.
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Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ALGEBRE du 3 Septembre 2001.
Durée 1h 30. Aucun document. Affichage des résultats le Jeudi 20 septembre & 16 h.

Question de cours. Soit A une matrice symétrique carrée réelle. Que signifie la phrase "A est
définie -positive" 7 Donner une caractérisation des matrices définies -positives.

Exercice A. Soit p et ¢ des entiers positifs fixés et soit M ’espace des matrices réelles X = ()
a p lignes et ¢ colonnes. Si 1 < iy < p,1 < jy < q on note E; ;, la matrice (a;;) de M telle que
a;; = 1sii=1g et j = jo, et a;; = 0 dans les autres cas.

1. Quelle est la dimension de I’espace vectoriel M?

2. Soit D une matrice diagonale réelle d’ordre p et soit dy,...,d, ses éléments diagonaux. On
considére I’endomorphisme ¢pp de M défini par

X — pp(X)=DX.

Montrer que pour tous 1 < ip < p,1 < jo < ¢, la matrice Ej,j, est un vecteur propre de
pp et préciser la valeur propre correspondante.

3. L’endomorphisme ¢p de M admet il une base de vecteurs propres ?
4. Montrer que det(¢p) = (det D)1.

Exercice B. Soit eg, €1, ..., e, la base canonique de l’espace R™"! muni de sa structure eucli-
dienne canonique. On pose

1
hzﬁ(el+...+en)’g: (60_}_@1_{_...4_6”)'

n+1

1. Calculer |leg — g||? et |leo — R[>

2. Montrer que eg — h est orthogonal au sous espace vectoriel de R™*! engendré par les n
vecteurs e; — h, 1 =1,2,...,n.

3. Les vecteurs eq, eq,...,e, forment les sommets d’un tétraédre régulier situé dans 1’hyper-
plan d’équation xg + z1 + ... + z, = 1. Quelle est la longueur de ’aréte de ce tétraeédre?
Quelle est sa hauteur 7 Quel est le rayon de la sphére de ce plan qui passe par tous les som-

mets? Sin = 3 et si un tétraédre régulier est d’aréte a, quelle est sa hauteur en fonction
de a? Quel est le rayon de sa sphére circonscrite en fonction de a?

Exercice C. On note U la transposée d’une matrice. Trouver une matrice orthogonale U

d’ordre 2 telle que det U = 1 et deux nombres d; > dy tels que [ ig 51)2 } U [ 31 2 ] UT.
2

16 12}5

En déduire [ 12 9
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de I’examen d’ALGEBRE du 3 Septembre 2001.

QC : La matrice carrée symétrique réelle (n,n) est dite définie positive si pour toute matrice
colonne d’ordre n X, réelle non nulle, on a X7AX > 0. La caractérisation demandée est la
suivante : la matrice carrée réelle A est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont
toutes strictement positives.

Exercice A.

1. L’ensemble des matrices £, , avec 1 < iy < p,1 < jo < g forme une base de M. En effet,
tout X = (x;;) de M s’écrit X = >, . x;;E;; ce qui montre que c’est une famille génératrice.
De plus, ZZ j x;F;; = 0 entraine que les x;; sont nuls, ce qui montre que c’est une famille libre.
Comme il y a pg éléments dans cette base, la dimension de I’espace M est pq.

2. Le calcul montre que DFE; ;, = d;,E;,;,- Donc E;,j, est un vecteur propre de ¢p, il est
associé a la valeur propre d;,.

3. On a vu au 1 que les E;;, formaient une base de M. On a vu au 2 que ce sont des vecteurs
propres de ¢p. La réponse est donc oui.

4. En conséquence du 3, on a que ¢p est diagonalisable. Son déterminant est donc le produit
de ses valeurs propres avec multiplicités. Donc det op = (d1)?(d2)?- - - (dp)? = (det D)9.

Exercice B.
1. On a, d’aprés Pythagore

2 2 2 n
_ - ey — e - - 14...41) = ]
leo = gl = log(neo = e1 =+ = ea) [ = g + 1o 1) = 2
Ensuite
1 1 n+1
2 _ 2 _ 2 _
leo = AP = 1% (neg = e1 =+ = en)|[* = 5(n® 4 1 oo 1) = 2.
2. Calculons le produit scalaire des deux vecteurs eg — h = %(neo —e1—--—ep)eteg—h=
L((n—1)e1 —ex — - —ey). T est égal & #(—(n —1)eg+1+1---4+1) =0, puisque en général

le produit scalaire des vecteurs * = xgeqg + -+ + xpen €t y = yoeg + -+ + ynen est égal &
ToYo + -+ + Tpyn. Donc eg — h et e; — h sont orthogonaux. Par symétrie, on a de méme que
eg — h et e; — h sont orthogonaux pour tout ¢ = 1,2,...,n. Donc eg — h est orthogonal a I’espace
engendré par les e; —h avec 1 =1,2,...,n.

3. Il est clair que |le; — ¢;||> = 2 pour tous i # j avec i,j = 0,1,2,...,n. On a donc bien
un tétraédre dont toutes les arétes sont égales & /2. Comme vu au 1, le carré de sa hauteur

est |eg — h[|> = . La hauteur cherchée est donc V\%rl. Le rayon de la sphére circonscrite

est |leo — g|| = \/\T{% Si n = 3 et si un tétraédre régulier est d’aréte /2 alors sa hauteur est

H = % = %, et le rayon de la sphére circonscrite est R = @ Si I'aréte est a, il suffit de
multiplier ces résultats par a/v/2. On obtient

R

VBT 2v2

H:

Exercice C. Il nous est donc demandé de diagonaliser en base orthonormale la matrice sy-
16 12

métrique A = [ 12 9

} . Son polynéme caractéristique A\? — Atrace A + det A est A2 — 25\
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et ses valeurs propres sont d; = 25 et do = 0. Un vecteur propre (z,y) de R? pour la valeur
propre 25 est donné par 1’équation 16x + 12y = 25z équivalente & 4y = 3x. Les vecteurs propres
de norme 1 satisfont de plus 2 + y?> = 1. On obtient donc f; = (z,y) = €1(4/5,3/5), avec
€1 = £1. De méme pour la valeur propre ds = 0 on obtient les deux vecteurs propres de norme
1 fo = (z,y) = e2(—3/5,4/5), avec €3 = £1. Notons alors par e la base canonique de E = IR?,
par f = (f1, f2) la base de vecteurs propres ci dessus et par a 'endomorphisme de E tel que
[a]é = A. Alors on a
A= [a)t = fidg)[af g5

e

o-[7 3]

Pour calculer la matrice de changement de base U = [id E]£ on exprime en colonne les composantes
de la nouvelle base f en fonction de ’ancienne e. On obtient

On a naturellement

Sl

Son déterminant est ejes. Pour qu’il soit 1 on peut prendre €; = e = 1. La matrice U est bien
orthogonale ce qui entraine UU T — I1,. D’ou le résultat final

20 ) =Las an ][0 o) Yas Ba )

L’autre choix possible était de prendre €; = e = —1 et d’avoir la matrice U opposée.
Finalement, on en déduit

0 e -0s I V[ e e85
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Deug 2éme année MIAS UEF 3, 2001-2002. Devoir d’Algébre,
a remettre au dernier TD de la semaine du 5 au 9 novembre 2001

Probléme 1. On considére les matrices réelles A et B définies par

111 -1 1 -1
A=1|3 2 1]|, B=| 3 —2 1
310 -3 1 0

1) Calculer B!, C = B7'A, le polynéme caractéristique Po(X) et montrer que les valeurs
propres de C' sont

M=a=2/30—-11=—-0,045..., da=a !, A3 =—1.

Dans la suite on note f = (f1, f2, f3) une base de IR?® formée de vecteurs propres de C. Pourquoi
existe t-elle ? Calculer f; & une constante multiplicative prés.

2) Soit K : [—1/2,00[— IR telle que x — K" (x) existe et est continue, telle que lim, . K(z) =0
et telle que pour tout n € /bf N = {0,1,2,...} il existe V;, = [an, bn,cn]T € R? avec

K(n+ h) = 8ap,h® + 4b,h* + 2¢,h

pour tout h € [-1/2,1/2]. En d’autres termes, K s’annule sur tous les entiers, et la restriction de
K alintervalle [n —1/2,n + 1/2] est un polynéme de degré < 3 (on dit que K est une fonction
spline). Calculer pour n € /bf N les 3 nombres suivants K(n +1/2), K'(n+1/2), K"(n+1/2)
en fonction de V,,. Calculer ensuite les trois mémes nombres en fonction de V,, ;1. Montrer que
AV, = BVt

3) Exprimer V,, en fonction de C™ et de V. Montrer que lim, .., K(x) = 0 entraine que
lim;, 0000 Vi, = 0. Montrer que Vj est proportionnel a f; (Méthode : écrire Vj, dans la base
f, en déduire V,, dans la base f pour tout n € /bfN et utiliser lim,, .o, V;, = 0.) En supposant
K'(0) = 1, donner I'expression de K dans [—1/2,1/2] puis dans [1/2,3/2].

Probléme 2. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension ¢ et soit a et b dans L(E) de
spectres disjoints, c’est & dire que les polyndémes caractéristiques P, et P, sont premiers entre
eux. Montrer que Py(a) est inversible (appliquer le lemme des noyaux a a et & P, P,). On pose
ensuite F' = L(E) et on considére ¢ € L(F') défini pour tout x € F par ¢(z) = ax — bz. Montrer
que ker ¢ = {0} (Méthode : soit ¢ € F tel que axg = zob; montrer que pour tout polynéme ) on
a Q(a)zg = zoQ(b) et appliquer cela & Q = Fp). Soit enfin A et B des matrices carrées complexes
d’ordre ¢ ayant une valeur propre commune A et soit U et V des matrices colonnes non nulles
d’ordre q telles que AU = AU et BTV = \V. Si X = UV calculer AX — X B. Conclusion ?

Deug 2 éme année. Corrigé du devoir d’algébre de novembre 2001. .
Probléme 1.

(1) Pour calculer B~!, le plus raisonnable et le plus rapide est de résoudre & la main le systéme
linéaire associ¢ BU =V avec (x,y,2)T = U et (X,Y, 2)T =V, soit

—zrz+y—2=X,3x—-2y+z2=Y, 3x+y=2
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S2=—(X+Y+2), y=—-BX+3Y +22), z= 3X+2Y+Z)
111
Bl=—-1332|,C=B1'4=- 18 11 6
3 21

Le polynoéme caractéristique de C est alors
Po(X)=—-X3-23X2-23X —1=—(X+1)(X?+2X +1)= - (X + 1)(X —a)(X —a™h)

(il faut noter que le produit des deux racines de X2 +22X +1 est 1, d’aprés la classe de premiére).
Donc P a trois racines réelles distinctes, ’endomorphisme ¢ de IR* dont la matrice dans la base
canonique e est C' est donc diagonalisable et il existe une base f de vecteurs propres de c. Si

U= (x7y7z>T = [fl]e alors
(T+ a)r +4y = =2z, 18z + (11 + o)y = —62.

Fixons z # 0. Le déterminant du systéme de Cramer en (z,y) ci dessus est D = o2 + 18« + 5.
Cela peut étre simplifié puisque o®> = —22a — 1 par définition de a. Donc D = 4(1 — ). En
résolvant on obtient x = 2z,

321+ 3230 -5 3z (v/30 — 5)(6 + /30)

YT TSI Ca T T 26-va0 . 26-van6rya0) 1Y

En résumé, en prenant par exemple z = 4t avec t # 0 on a [f1]® = (2, —/30,4)T".

(2) Puisque K" est continue, en particulier les trois fonctions K, K’, K” sont continues & gauche
enn+1/2. Or pour z €ln—1/2,n+1/2[ on a

K(z) = 8an(x — n)3 + 4b,(z — n)? + 2¢,(z — n),
K'(z) = 24a,(x — n)* 4+ 8b,(x — n) + 2¢,,, K" () = 48a,,(x — n) + 8b,(x — n).

Les trois limites de ces fonctions quand x tend en croissant vers n + 1/2 sont donc données par
le vecteur AV,,. De méme les trois fonctions K, K’, K" sont continues & droite en n + 1/2. Or
pour z €Jn+1/2,n+ 3/2[ on a

K(z) = 8apyi(z —n—1724+4b,1(x —n—1)* +2cp1(z —n — 1),
K'(z) = 2dapi1(x—n—1)248bpy1(z —n—1)+ 2cn11,
K"(z) = 48ant1(x—n—1)+8bpi1(z —n —1).

Les trois limites de ces fonctions quand x tend en décroissant vers n + 1/2 sont donc données
par le vecteur BV, ;1. Comme les limites & droite et & gauche de fonctions continues coincident
on a donc AV,, = BV, 4.

(3) Puisque AV,, = BV, et puisque B est inversible on en tire V,,;1 = B~'AV,, = CV,,. Ceci
permet de montrer par récurrence sur n que V, = C"V;. En effet, c’est trivial pour n = 0, et si
c’est vrai pour n alors Vj,41 = CV,, = CC"Vy = C™ 1V} : la récurrence est étendue. En posant
fn(a,b,c) = 8ah?® + 4bh? + 2ch, le fait que K (z) tende vers 0 si x tend vers l'infini entraine que
pour tout h € [—1/2,1/2] fixé on a

lim fp(an,bp,cn) =0.

n—oo
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En déduire que lim,, o (an, by, c,) = (0,0,0) n’est pas si facile. Une méthode est par exemple
d’observer

1
fl/?(a'v b,C) = CL+b+C, f—l/?(avbv C) =—-a+b— ¢, b= §(f1/2(a'7 b,C) +f—1/2(a'7 b,C)),

1

) 1
nh—{go bn = §(f1/2(an7 by Cn) + f—1/2(ana bmcn)) = 5(0 + 0)

et donc aussi lim,—,o(ayn + ¢,) = 0. Puis

1
Cn = §[8f1/4(an7bn7cn) - (an + cn) - 2bn]

montre que ¢, tend vers 0. Une méthode plus élégante consiste & dire qu’on peut trouver hy, ha, h3
tels que les 3 formes linéaires fp,, sur IR? soient indépendantes. Comme 1’espace E* des formes
linéaires sur £ = IR® est de dimension 3 (cours de 1 ére année) alors (fn,, fr,, frs) st une base
de E* et donc il existe une combinaison linéaire p fr, + pofr, + 13 fns, €gale a la forme linéaire
(a,b,c) — a. Cela entraine

anp = ,Uflfhl (ana bna Cn) + /"’2fh2 (ana bna Cn) + /"’3fh3 (ana bna Cn)a

et comme limy, 00 fp, (an,bp,cn) = 0 on a lim,_, a, = 0. On procéde de méme pour b, et ¢,.
La méthode bricolée ci dessus prenait hy = 1/2,hg = —1/2,hs = 1/4. En fait si hy, ho, hs sont
distincts et non nuls alors (fh,, fa,, frs) sont indépendants. S’il n’en était pas ainsi, il existerait
des p1; non tous nuls tels que pour tous (a,b,c) € R?® on ait (u1fn, + pafn, + p3fns)(a,b,c) =0,
c’est & dire

pihi + pohl + pshi = 0, pihf + poh3 + pshi =0, pihy + pohs + pshs = 0.

Mais le déterminant suivant est non nul puisque les h; sont distincts et non nuls :

hi h3 h3
det | B2 h2 h3 | = hyihohs(hy — ha)(hy — hs)(hy — hs).
hi hy hs

Donc les trois p; sont nuls et l'indépendance des (fa,, fr,, fny) €st montrée (on peut éviter
le calcul du déterminant en introduisant les 3 polynomes de Lagrange L; de degré 2 tels que
L](hl) =0sit 75 ] et L](h]) =1 : ils satisfont 0 = Z?:l ,U,ZhlL](hl) = hj,uj pour j = 1,2,3).

Ayant donc enfin montré que lim,, o, V;, = 0, écrivons Vi = py f1+po fo+us fs (en confondant
Vy, et [V,,]¢ par un petit abus de notation). Donc

Vo =C"Vo = ma" fi + o "pafa+ (—1)"ps fs.
Si po # 0 alors
Vo = a "a(fo + 2o i+ B (—a)n gy),
H2 H2

Comme |a| < 1 on a donc lim, o fo + %oﬂ”fl + %(—a”)fg = fo et il est donc impossible
que lim,, .o V;, = 0. Donc p2 = 0. Si pz # 0 alors V,, = (—1)"us(f3 + Z—;(—a)"fl). On a donc
limy, o0 f3 + Z—;(—a)"fl = f3 et il est donc impossible que lim, .., V,, = 0. Donc us = 0. Donc
Vo est proportionnel & f;. Donc Vi = [ag, bo, co] = t[2, —1/30,4] pour un ¢ € R & déterminer.
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Puisque K (h) = 8agh® + 4bgh® + 2coh et que K'(0) = 2c¢o = 1, alors t = 1/8 et donc pour
—-1/2<z<1/20naK(zx)= 2:33—@3:2%—& Puisque V1 = C'Vj on en déduit que 1/2 < z < 3/2
on a

K(z) = (-22+4y30)(x = 1)* + (=30 + 1]ngo)(w —1)2 4 (=11 4 2y/30)(z — 1)
(224 430)0% + (36 — 2Y30) 2 L (17453 /3000 + (=8 + w?).

Probléme 2. Comme d’aprés Cayley Hamilton P,(a) = 0 on adonc E = ker P,(a) = ker P,(a)Py(a).
Comme P, et P, sont premiers entre eux, le lemme des noyaux entraine ker P,(a)Py(a) =
ker Py(a) & ker P,(a), et donc ker P,(a) = {0}, soit donc P,(b) inversible.

Si xg € F satisfait axg = xob, montrons par récurrence sur n que a"xzg = xob™. C’est vrai
pour n =0 et n = 1. Si c’est vrai pour n alors

a" g S a(a"xg) @ a(zeb™) @ (axp)b™ @ (2ob)b"™ © zob" !

(dans cette chaine d’égalités, (1), (3) et (5) viennent de ’associativité de la composition des
endomorphismes, (4) vient de ’hypothése sur xy et (2) vient de I'hypothése de récurrence). La
récurrence est donc étendue. Par linéarité on en déduit donc que pour tout polynéme ) on
a Q(a)rg = zoQ(b). Appliquons cela & Q = P,. On obtient Py(a)xg = 0. Comme Fy(a) est
inversible, cela entraine xg = 0, ce qui montre que ker ¢ = {0}.

Si AU = XU et BTV = XV alors VIB=AVT et AX — XB =AUVT —UVTB = UVT —
AUVT = 0. Moralité : si a et b n’ont pas des spectres disjoints alors ker ¢ # {0} : il suffit de
prendre une base e arbitraire, A = [a]S B = [b]¢, puis U et V comme ci dessus (qui existent
toujours, parce que E est complexe et parce que les valeurs propres de B et de BT coincident).
Alors z¢ € F défini par [79]¢ = UVT est dans ker ¢ et est non nul. Le probléme se résume dans
I’énoncé suivant : (Th. de Liapounov) Pour tout ¢ € L(E) il existe un et un seul z € L(E) tel
que ax — xb = ¢ si et seulement si les spectres de a et b sont disjoints.
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Deug 2éme année MIAS UEF 3, 2001-2002. Devoir d’Analyse,
a remettre au dernier TD de la semaine du 5 au 9 novembre 2001

Probléme. Si z = a + ib est un nombre complexe on note a = RNz et b = Fz. Soit n un entier et
P, : [0,00[— R défini par P,(z) = S(y/z +i)?"L

1. Calculer Py, P et P. Montrer que P, est un polyndéme de degré n et calculer les coefficients
de " et de 2"~ (Méthode : développer (v/z +14)%"*! par la formule du binéme de Pascal).

2. Sik=1,2,...,n on pose

Montrer & l’aide de la formule de Moivre que P, (Ag,,) = 0. En déduire que

n

Py(z) = 2n+1) [T (@ = )

k=1

Calculer alors >} Mg, a Paide du 1).

3. Montrer que si 0 < 0 < 7/2 alors 0 < sinf < 6 < tan @ (Par exemple, étudier 6 — 6 —sin 0
et 6 — tand — 0 sur |0, 7/2[). En déduire

1 1
cotg?f < B < 20 =1 + cotg?.

Appliquer cela 4 6 = 2n -

4. En appliquant le 2) et le 3), démontrer que pour tout entier n > 0 on a

(2n+1)2 1
“n2n—1) < TZI# <n+2n(2n—1).
k=1
5. En déduire les sommes des séries
o0 1 o0 o0 o0
k2’ k:+1 Zk2k+1 ZQk—l Z k2
k=1 kzl k= k=1

(Méthode : utiliser le 4) pour la premiére, des décompositions en éléments simples pour la
seconde et la troisiéme, et la décomposition en k pairs et impairs de la premiére pour les
quatriéme et cinquiéme).

Deug 2 éme année. Corrigé du devoir d’analyse de novembre 2001. .

(1) Par la formule du binéme : (v/z +9)2"*! = 321 CE . (v/2)?"*17%i*. Donc en ne gardant
que les termes en k = 25 + 1 on obtient P,(z) =" =0 Cgflﬂ( 1)72"~7 qui est un polynome de
degre n. Le coefficient de 2™ est C3,,,; = 2n+1 et celuide 2" ' est C3, | = !(2n—|— 1)2n(2n—1) =

$(2n+ 1)n(2n — 1). On obtient aussi Py(z) = 1, Pi(z) =3z — 1, Py(z )—5x2—10x+1.

90



(2) Comme 1 < k <n,alors 0 < 6y, = 5 > 0. Donc, d’aprés Moivre

1

cos Oy, p, 3((
(sin O )27 +1

Z.)Qn_H) _ )2n+1)

Pn()‘k,n) = S((

- cos O, + isin by
sin 0y, ,

1

T (sinfp) S((cos kmr + isinkm) = 0.
k‘?

Donc les (Ag,,) forment un ensemble de n racines distinctes du polynéome P,,. Comme deg P, = n
il n’y en a pas d’autres, et comme le coefficient de ™ est 2n+ 1 on a la formule annoncée. On sait
d’aprés le cours de premiére année que la somme des racines réelles ou complexes d’un polynoéme
de degré n est -(coefficient de 2™~1)/(coefficient de 2™). Donc Y} _; Akn = n(2n — 1)/3.

(3) et (4) La positivité des fonctions 6 — 6 — sinf et 6 — tan 6 — 0 sur [0, 7/2[ découle du fait
qu’elles sont nulles en 0 et que leurs dérivées respectives 1 — cos@ = 2sin?(6/2) et tan® 6 sont
> 0 sur |0, 7/2[. Les inégalités qui suivent sont évidentes et fournissent, si appliquées & 6 = 6y, ,,

A < (2”;,:2) < 14 Ag,n. Sommons alors entre k = 1 et k = n ces derniéres inégalités, on obtient

le (4).

(5) Soit s = S, 1/k%. D’aprés le critére de Riemann appliqué & a = 2 on sait que L) =

limy,s 54 existe et est finie. Le (4) entraine

o n(2n —1)

n n(2n —1)
s
3(2n +1)?

(2n+1)2  3(2n+1)?

< sM < 7

).

Appliquons le principe : "le comportement & 1’infini d’un quotient de deux polynoémes est celui du

quotient des termes de plus haut degré" aux fractions rationnelles n +— 3((22"+11))2 et n — (27121)2.

On obtient que 72/6 < LM < 72/6 et donc L(Y) = 72/6 (le résultat remonte a Euler, et la

présente méthode est celle de 1. Papadimitriadou, Amer. Math. Monthly 1973, 424-5).

Soit s = pya m et s = py m D’apres le théoréme d’équivalence et le

3)

critére de Riemann appliqué & oo = 3 et o = 4 on sait que L(? = lim,,o sg) et L) = im0 Sn;

existent et sont finies. Donnons une autre présentation de 8%) et de 8%) 4 ’aide des décomposi-
tions en éléments simples

1 1 l+ 1 1 1 1 2 2
K2(k+1) k2 k k+1 kK(E+1)2 k2 (k+1)2 k k+1

Par conséquent

() _ 4 L 0 _ T
Sn _Sn _1+?—>n~>OOL :E—l,
2
T
823) = ngl) + (51(11J)rl 1) —2+ —1 ~—n—oo L(B) = ? 3
Soit s => 0 (% @1y et s¢ => k2 . D’apreés le théoréme d’équivalence, le critére

de Riemann appliqué & a = 2 et ’absolue convergence pour sg), on sait que LY = lim,, sgl)

et LO) = lim,, o0 3515) existent et sont finies. Avec une autre présentation de ssl) et de 8(5) :

[\
[\

@w_.o_lo o_lo_. @ L m
S’ T S Tyt S T Yt T e 6 8’ 16 8 12

, LW = (1—



Deug MIAS 2éme année, Partiel d’analyse du 20 nov. 2001
Durée 2 heures. Aucun document. Affichage des résultats le 4 novembre 16 heures. Corrigé sur
le web (annales du deug).

Question de cours. Soit (uj)r>1 une suite de nombres complexes. Que signifie la phrase “la
série > 2, uy, converge” ? Si elle converge, qu’appelle t-on somme de la série ? Si elle converge,
démontrer qu’alors lim, . u, = 0.

Probléme A. Soit pour a > 0 les intégrales impropres I, = OOO ;;:EI;)Q dt, J = fooo ﬁdt.
Montrer qu’elles convergent et donner la valeur de J. Montrer que I; = 0 4 1’aide du changement
de variable u = 1/t. Calculer la valeur de I, pour a > 0 a l’aide du changement de variable
t=az.

Probléme B. Calculer la somme des chacune des deux séries y_° (71?3# et > 7%, 7= - Dire

2
. L. . _9o\n
si les deux séries suivantes sont convergentes ou non : » >~ . (”72) DD W

Probléme C. Soit (an)p>1 une suite de nombres > 0, et soit u, : IR —]0,00[ définie par

un(z) = 22. On suppose qu'il existe un réel zg tel que Y, u,(xg) converge.

1. Montrer que ) 7, un(x) converge normalement sur [z, oo[ et que la somme S(z) de cette
série est continue sur [z, 0ol.

2. Soit € > 0 fixé. Montrer qu’il existe un nombre M > 0 tel que pour tout n > 1 on
ait In(n)/n® < M (Méthode : considérer lim, . In(n)/n). En déduire que > >, ul (x)
converge normalement sur [xg + €, 00[. Pourquoi S’(z) existe t-il pour tout z > x¢?

3. On suppose qu'il existe un nombre z; < x tel que > 7, u,(z1) diverge. Montrer que
I'ensemble I des x € [z1,z0] tels que Y 2 u,(z) converge est un intervalle. Montrer
qu’il existe un nombre o € [z1,z0] tel que Y o2 | u,(z) diverge pour x < o et Y oo | uy(z)
converge pour = > 0. Quel est o si a, = 1 pour tout n? Quel est o si a, = 1/(In(n + 1))?
pour tout n?

Probléme D. Soit o un réel >0 et, pour z > 0, u,(x) = m

1. Etudier les variations de la fonction = — u,(x) sur [0, cco[. Préciser la valeur de wu,(1/y/n).

2. Montrer que la série Y > | u, () converge pour tout > 0. On note dans la suite sa somme
par S(z). Quelle est la valeur de S(0)?

3. Trouver pour quelles valeurs de o > 0 la série > >~ | uy,(x) converge normalement sur [0, oo|.

4. Soit Sy, (z) la somme partielle d’ordre n de Y 7, u,(z). Montrer que Sp(z) > nuy(z)
(Méthode : montrer que k +— ug(x) est décroissante pour tout > 0). En déduire que
S(1/y/n) > nuy(1/y/n). Calculer lim,—, o nu,(1/y/n) pour a = 1/2 et pour 0 < o < 1/2.

5. Montrer a I’aide du 4) que S n’est pas continue en 0 si 0 < a < 1/2. Montrer a l'aide du
3) que S est continue en 0 si a > 1/2.

6. Soit € > 0. Montrer que » -7, u,(z) converge normalement sur [¢, oo[. Montrer que pour
tout o > 0 la fonction S est continue sur |0, col.
Baréme : QC=2 pts. A= 1+0,5+0,5+1+1 pts. B=/ pts. C1= 0,5+0,5 pts. C2=0,5 +1+0,5 pts.
C38= 1+1+0,5+0,5 pts. D1=0,5 pts. D2= 0,5+0,5 pts. D3= 1 pt. D4= 1 + 0,5+0,5 pts. D5=1+1
pts. D6=1,5+1 pts.
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Deug 2 éme année, nov. 2001. Corrigé du partiel d’analyse.

QC. Soit s, = >, ug. On dit que Y~ uy converge si s = lim,,_, s, existe et est finie. Dans
ce cas s est appelé somme de la série. Si la série converge et a pour somme $, alors u, = S, —Sp—1
a pour limite s — s = 0.

Probléme A. F(z) = [ #dt = arctanr —,_,oo= 7/2. Donc J existe et vaut 7/2. Pour I,

logt
a?4-t2

a a~2logt. Mais on sait que fol log tdt converge : par exemple si € > 0 alors

la fonction a intégrer est continue sur |0, oo[ n’est pas continue en 0 ou elle est équivalente

1 1
/logtdt:[tlogt]i—/ dt = —-1+¢e—cloge —._o —1.

Donc par le théoréme d’équivalence fol alfff? dt converge. Pour la convergence de loo alfffg dt on
observe qu'il existe M > 0 tel quepour ¢ > lonat /2logt < M (ceci vient de lim;_, t=121ogt =
0). Donc pour ¢t > 1 on a
log t M'/? M
P N P

Appliquant le théoréme sur les intégrales de Riemann & aw = 3/2 > 1 et le théoréme de comparai-
son, on a la convergence de loo alfffg dt et donc de I,. Le changement de variable dans I; défini
par ¢t — u = 1/t est un difféomorphisme de |0, co[ sur lui méme et est donc légitime. On en tire

I = — OOO i‘;iqi dt = —1I; et donc I} = 0. De méme le changement de variable ¢t — x = t/a dans
I, est légitime et fournit I, = 1‘;%“J + a%ll = %.

Probléme B. Le 1) est la somme de deux séries géométriques de raisons —1/3 et 2/3 et est
donc de somme 1/(1 + %) +1/(1— %) = 15/4. Le 2) est une série télescopique

1 1
o= 2 Gy )

k=2
1 1 1 1 1 1 1 1
Gt G ) G )
1 1 1
= 14+--—=-— 3/2
+2 n n+1 " /

Le 3) se fait par le critére de Cauchy /u,, = ("T*Z)" —noo L = €72 < 1: 1a série converge. Le 4

peut se faire par comparaison & l'intégrale impropre I = floo Le changement de

dx
variable ¢ = log(x + 1) est un difféomorphisme qui ne change pas la nature de 'intégrale, donc
1= ff;;Q % qui est clairement convergente. La série 4) converge.

Probléme C. 1) Pour n > 1, x — n~7 est décroissante sur IR et donc w, aussi. D’ou 0 <
un(x) < up(xo) pour & > xo. Comme » 7 | u,(zg) la convergence normale de > 7 | u,(z) sur
[0, 00[ est montrée.

2) On sait que lim log n/n€ = 0 (la puissance I’emporte sur le logarithme). Toute suite convergente
étant bornée, il existe donc M > 0 telle que pour tout n entier on ait 0 > logn/n® < M. Comme

ul () = —un(z)logn on en déduit que si z > ¢ + € alors |ul,(x)| < logn/nu,(xo) < Muy, (o).
Comme Y >° | up(x0) la convergence normale de Y 2 | ul,(z) sur [zg+ €, 0o] est montrée. Comme

uj, est continue et que > 7, u,(z) converge vers une fonction S pour z > zy on déduit du
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théoréme du cours que S’ existe sur [xg + €, 00[ et est égal & la somme de la série Y~ ul ().
Enfin, si x > xg, il existe € > 0 tel que x > g + € : par exemple € = %(w — xp). Appliquant le
résultat du début de la question on voit que S’(z) existe pour cet = particulier.

3) Si zo € I, alors le raisonnement du 1) remplacant x( par xzo montre que si x > o alors
>0 | un(x) converge. Donc [z, 2] € I;. Donc

I, = Ugyer, [72, 7o)

est réunion d’intervalles d’intersection {xo} non vide. I est donc un intervalle, nécessairement de
la forme [0, z¢] ou ]o, 2] avec z1 < o < x¢. Si a,, = 1 pour tout n alors z( et 1 existent : prendre
par exemple x1 = 0 (série grossiérement divergente) et xo = 2 (critére de Riemann). La coupure
est en o0 = 1 (critére de Riemann). Si a,, = 1/(log(n + 1))? alors 1y = 2 (comparaison avec
Riemann) et z; = 0 existent. Alors o = 1. En effet pour tout o > 1 alors a € I (comparaison
avec Riemann) et donc o < 1. Ensuite pour tout o < 1 soit € > 0 tel que a+2¢ < 1 et appliquons
I'inégalité du 2) log(n + 1) < Mn*. Elle entraine

1 1
> .
na(log(n—i— 1))2 = M?2pot2e

Le membre de droite est le terme général d’une série (de Riemann) divergente. Donc celui de
gauche aussi. Donc o > 1.

On peut remarquer que o € I, dans le second exemple (Pb B série 4) mais pas dans le
premier.

Probléme D. 1) La fonction w,, est strictement croissante sur [0,1/y/n] et strictement décrois-
sante sur [1/4/n,o00[. Son maximum est donc u,(1/y/n) = m
2) Le terme général est nul si x = 0 et la série converge donc en z = 0 vers S(0) = 0. Siz > 0
alors u, () ~ —Lr7. Riemann et le critére d’équivalence montre que alors Y o | up,(z) converge
vers un nombre S(z).
3) I est clair que -7 ; u,(1/y/n) converge si et seulement si o > 1/2 d’aprés Riemann, et donc
que Y 7, up(x) converge normalement sur [0, 00| si et seulement si o > 1/2.
4) Comme o > 0 il est clair que n — n®(1 + nx?) est une suite croissante. Donc

up(z) > ug(x) > -+ > up(x).

Donc S, (z) > nu,(z). Comme n — S, (z) est croissante alors S(x) > S, (x) et donc S(1/y/n) >
nu,(1/y/n) = W%I/Q Trivialement la limite de nu,(1/y/n) est 1/2 si a« =1/2 et 0o si a < 1/2.
5) Du 4) on tire que si @ < 1/2 alors la limite de S(1/y/n) n’est pas 0 = S(0) et donc S n’est pas
continue en 0. Du 3) on tire que si & > 1/2 alors la série de somme S(z) converge normalement,
donc uniformément sur [0,00[. Comme les u, sont continues sur le méme intervalle (comme
fractions rationnelles sans pole dans l'intervalle) cela entraine que S est continue sur [0, oc0|
d’aprés le théoréme du cours sur la limite uniforme d’une suite de fonctions continues.

6) Comme on a vu au 1) que x — wu,(x) décroit sur [1/+/n, 00| alors u,, décroit sur [e, 00| dés
que n > 1/e%. Donc si n > N = 1/€? alors u,,(z) < u,(e). Comme la série Y07 \ u,(€) converge
(voir 2) on en déduit que Y 2 | up(x) converge normalement sur [e, co[. Cela entraine que S(z)
est continue sur [e, oo[ par le th. mentionné au 4). Si enfin > 0 on peut trouver ¢ > 0 tel que
x € [e,00[ (par exemple € = z...) et donc S est continue en z.
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Deug MIAS 2éme année, Partiel d’algébre du 20 nov. 2001
Durée 2 heures. Aucun document. Affichage des résultats le 4 novembre 16 heures. Corrigé sur
le web (annales du deug).

Question de cours. Enoncer le théoréme de Cayley Hamilton.
Probléme A. Trouver des matrices D et P réelles carrées d’ordre 2 avec D diagonale et P
inversible telles que

[ 27 =30

_ -1
o1 _27} — PDP L.

Probléme B. Soit E I'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 4, et a € L(FE) défini par
a(P)(X) = (1-X?*P(X)+4XP(X).

1. Pour i = 0,1,2,3,4 soit e;(X) = X*. On admet que e = (eg,...,eq) est une base de E.
Calculer a(e;) pour tout ¢ et la matrice représentative A = [a]¢

€.
2. Soit A € IR. Trouver les nombres « et § tels que i‘:fg = =% *+ 71 f ~, et en déduire la

fonction yy :] — 1,1[— IR telle que yx(0) = 1 et telle que que pour —1 < z < 1 on ait

A —dz
Whi@) = T o).

Pour quelles valeurs de A la fonction y) est elle un polynéme ?

3. Pour j =0,1,2,3,4 soit f;(X) = (1—X)J(1+X)*J. Montrer que f; est un vecteur propre
de a, en précisant pour quelle valeur propre (on peut utiliser la question précédente).
Pourquoi a est il diagonalisable ? Pourquoi f = (fo,..., f1) est elle une base de E?

4. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P d’ordre 5 telles
que A= PDP~!. Donner D et P (on ne demande pas P~1).

Probléme C. Soit F un espace complexe de dimension ¢ et soit N ’ensemble des entiers > 0. On
dit qu’une suite (bg)ren d’éléments de L(E) tend vers 0 si pour toute base e de E les coefficients
de la matrice [bg]¢ tendent vers 0 si k — oo. Soit alors a € L(FE) fixé inversible.

1. On suppose dans cette question que la suite (a*)ren tend vers 0. Montrer que ses valeurs
propres sont de module < 1 (Méthode : prendre une base f de triangularisation de a et
expliciter la diagonale de T% si T = [a]}c)

2. Si a n’a qu'une valeur propre A, montrer que n = a — Aidg est nilpotent. Expliciter (Aidg +
n)* avec les coefficients du binéme et en déduire que si \ est de module < 1 alors la suite

(a*)ren tend vers 0.

3. Si toutes les valeurs propres de a sont de module < 1, montrer que la suite (a*)ren tend
vers 0 (Méthode : introduire une base de Dunford pour a et appliquer le 2).

Baréme : QC= 1 pt. A=8 pts. B1=2 pts. B2=1+1+1 pts. B8= 1+1 pts. B4= 1+1 pts. C1=2
pts. C2= 1+1+1 pts. C8=2 pts.

95



Deug 2 éme année, nov. 2001. Corrigé du partiel d’algébre .

QC. Si E est un espace vectoriel de dimension finie ¢, si a est un endomorphisme de E et
si Pp(X) = det(a — Xidg) = co + a1 X + -+ + ¢,X? est son polynéme caractéristique, alors
Py(a) = coidg + cra + - - - + c4a? est 'endomorphisme nul.

Probléme A. Soit a endomorphisme de E = IR? dont la matrice représentative dans la base
27 =30
24 =27

id E]?[a]?[id gl alors D = [a]§ et P = [idp]} satisfont aux conditions demandées. Pour trouver

canonique e est A = [ ¢

] . Si f est une base de diagonalisation de a et puisque [a]¢ =

si f existe et pour le calculer on calcule d’abord le polynoéme caractéristique P,(X) = X2 —
Xtrace A + det A = X? — 9. Donc a a deux valeurs propres distinctes qui sont +3. D’aprés le
3 0
0 -3
propre f; associé & 3 est donné par [f1]¢ = [z, y]T avec 272 — 30y = 3z. Donc z = 5 et y = 4 par
exemple conviennent. De méme un vecteur propre f; associé & -3 est donné par [f2]¢ = [z,y]” avec
5 1

4 11|

cours f existe et est formée de vecteurs propres de a. On prend D = [ } . Un vecteur

27x — 30y = —3x. Donc x = 1 et y = 1 par exemple conviennent. Ce choix donne P =

Probléme B. 1) a(e;)(X) = (1 — X?)iX"! +4X""L. Donc a(e;) = ie;_1 + (4 —i)ej+1, ce qui a
un sens méme pour ¢ = 0 ou 4. Donc

01 00O
4 0 2 00
A=[10 3 0 3 0
00 20 4
00 0T1PO0

2) Par identification, ou par la méthode du cache (puisque les poles sont simples) on trouve
a = 3(A—4) et B = 3(\+4). La fonction inconnue y, satisfait a une équation différentielle
linéaire homogéne du premier ordre dont on sait que elle ne s’annule pas sauf si c’est la solution
identiquement nulle. En divisant par la fonction inconnue yy on obtient pour tout z €] — 1,1[:
Y (x) 1
n@ 2-n0 DT
D’ot existence d’une constante C' telle que yy(z) = C(1—z)2~M2(142)**2. Comme 3, (0) = 1
on a C = 1. Si c’est un polynome alors 2 + A/2 sont des entiers > 0. En particulier A\/2 = k est
un entier tel que 2 + k est entier > 0. Seules les valeurs £k = —2,—1,0,1,2 et A = —4,-2,0,2,4
sont acceptables.
3) En utilisant la question précédente on voit que f; = ys4—2; et donc

At

a(f;)(X) = (1= X?)f(X) +4X f5(X) = (4 = 2j — 4X) f;(X) +4X f;(X) = (4 = 2) f;(X).

On voit que f; est donc vecteur propre de a pour la valeur propre (4 — 2j) (Une autre maniére
de le voir était de calculer directement a(f;) sans passer par les ys_o;). Il y a 5 valeurs propres
distinctes & a. Comme FE est de dimension 5, a est donc diagonalisable. f est une base car formée
de vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes. Des matrices D et P qui conviennent
sont donc données par D = diag(4,2,0,—2,—4) et P = [id E]; Cette derniére se calcule ainsi :

96



fo(X) = (14+X)* =1+4X +6X2 +4X3 + X4 et donc fy = eg + 4e1 + 6eg + 4e3 + eq. De
méme f1(X) = (1-X)(1+X)3 = 1+2X —2X3 — X* et donc f; = eg + 2e1 — 2e3 — e4. Ensuite
fo=e€9—2es+e4, f3=rc9g—2e1 +2e3 —ey4, f1=ey—4e; + 6ey — 4de3 + e4. On obtient :

1 1 1 1 1
4 2 0 -2 -4
P=]6 0 -2 0 6
4 -2 0 2 -4
1 -1 1 -1 1

Probléme C. 1) Soit D la diagonale de T. Les valeurs propres de a, de T et de D coincident.
D’autre part D* est la diagonale de T*. Donc, si a* tend vers 0, les éléments de D* aussi. Donc
si A est une valeur propre de a alors A\* tend vers 0, ce qui ne peut arriver que si |A| < 1.

2) Si f est base de diagonalisation de a alors [n]§ =\, — [a]§ est triangulaire supérieure et de
diagonale nulle. D’aprés un théoréme du cours elle est donc nilpotente et n également. Ensuite

q—1
1 ) )
(Nidp +n)* = Midg + jﬁk(k — 1) (k—j+DnIxk,
j=1""

On voit que a* = \Fby, on 'endomorphisme by, est
bk_ldEJrZM, (k=G +1)n?

Si e est une base arbitraire alors les coefficients de la matrice [b;]¢ sont des polyndmes en k.
Comme |)\| < 1 et que I’exponentielle "emporte sur le polynéme alors A\*b;, tend vers 0.

3) Soit F} & --- @ F, = E la décomposition de E en somme directe des p sous espaces caractéris-
tiques associés aux valeurs propres distinctes {\1,...,\,}, alors les Fj sont stables par a et donc
la restriction a; de a & F} satisfait les conditions du 2). Donc (a?) tend vers 0. Si f; est une base
de triangulation de aj, c’est a dire si f = f1 U...U f, est une base de Dunford pour @, notons

Aj = [a]] . Alors il est clair que

la]} = diag(A1, ..., 4), [a¥]} = diag(Af, ..., Af)

et donc que les coefficients de [ak]}c = (a;j(k)) tendent vers 0 puisque ceux des A’? le font. Pour

terminer, si e est une base quelconque, soit P = (p;;) = [idg]} et Q@ = P~ ! (q”) = [idg)?, de

sorte que le coefficient ij de la matrice [a*]¢ = P[ak]fP Dest > st Pisast(k)qt;. Ce nombre tend
bien vers 0 puisque les as (k) tendent vers 0.

Remarques L’hypothese d’inversibilité de a a servi dans le 2) pour garantir A # 0 et définir by.
Toutefois elle n’est pas nécessaire : si A = 0 dans le 2) alors a est nilpotent et a* = 0 si k > q.
En résumé si a € L(E) alors a” tend vers 0 si et seulement si ses valeurs propres sont de module

< 1.
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Deug 2 éme année, année 2001-2002, Feuille de TD d’analyse n. 5.

Exercice A. Montrer que ||z|| = max{|z1], |22, |71 + 22|} définit une norme dans R? et dessiner

B(0;1).
Exercice B. Soit p et ¢ > 1 tels que % + % =1

1. Montrer que st < % + % pour s et t > 0 (Méthode : pour ¢ > 0 fixé, étudier la fonction
5+ % + % — st sur [0, 00|).

2. Soit n > 0 un entier fix¢, A = [0, 00[™ et m, : A — [0, 0o[ défini par my(x) = (] +--- +
xh)Y/P. Montrer que si my(z) = my(y) = 1 alors 191 + --- + 2y, < 1 (Appliquer le 1)
aux (s,t) = (x4, yi)).

3. En appliquant le 2) & z = a/mp(a) et y = b/my(b) montrer que a;by + --- + a,b, <
myp(a)mg(b) (Inégalité de Holder).

4. Pour z et y € A soit b € A défini par b; = (z;+y;)P 1. Montrer que m,(b) = [m,(z+y)P~L.
Montrer que > " (xi+v;i)P = > iy ibi+Y ;- yibi. En appliquant le 3) aux deux derniéres
sommes, montrer que m,(x + y) < my(x) + my(y) (Inégalité de Minkowski).

5. Montrer & l'aide du 4) que |||, = (Jz1|P + - - - + |2n|P)"/P est une norme sur IR".

Exercice C. Soit U C F, avec E espace normé. Montrer que U est ouvert si et seulement si
il est réunion de boules ouvertes (Méthode : utiliser la définition d’un ouvert et le fait que la
réunion finie ou infinie d’ouverts est un ouvert). Montrer que un singleton (= ensemble réduit a
un point) dans un espace normé est fermé. Montrer qu’un ensemble fini dans un espace normé
est fermé.

Exercice D. Les ouverts de IR. Montrer que les boules ouvertes de IR sont les intervalles ouverts
bornés. Quels sont les intervalles ouverts non bornés ?

Soit U un ouvert de IR et € U. Pourquoi l’ensemble I (z) des b > x tels que [z,b] C U
est il un intervalle? Soit b, = sup I (x) < oo. Pourquoi l’ensemble I_(x) des a < z tels que
[a,z] C U est il un intervalle ? Soit a, = inf I, () > —oco. Montrer que I, =]a,, b,[C U. Montrer
que I, NI, est non vide si et seulement si I, = I,,.

Trouver les I, et le fermé R \ U dans l’exemple suivant

<1 1
U =] ~o0.0[J L_Jl]znﬂ’%['

Revenant au cas général, soit Z la famille des intervalles image de ’application x — I, de U
dans I’ensemble des intervalles ouverts de IR. Montrer que U = UjczI. En déduire qu'une partie
de U est ouverte si et seulement si elle est réunion d’une famille Z d’intervalles ouverts deux a
deux disjoints. (On pourrait montrer que Z est unique, et finie ou dénombrable).

Exercice E. Soit F' un sous espace vectoriel de I'espace euclidien F. Montrer qu’il est fermé
(Méthode : utiliser la caractérisation des fermés par les suites, ou bien montrer que E \ F' est
ouvert a l'aide du théoréme de projection orthogonale).

Exercice F. Dans un espace normé F montrer que —||z — y|| < ||z]| — |ly]| < ||z — y| et en
déduire que = — ||z|| est une fonction continue (utiliser la définition des fonctions continues par
(e,m) ou bien par les suites convergentes). Montrer que = — exp —||x|| est continue (Rappel : la
composée de deux fonctions continue est continue). Montrer que la sphére unité {z € E; ||z| = 1}
est compacte si de plus E est de dimension finie (utiliser le singleton {1} dans IR et la continuité
de la norme).
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Exercice G. Soit E un espace euclidien. Pourquoi f, : = — (v, x) est elle continue (Méthode :
Schwarz). On dit qu’une fonction f : E — IR est polynomiale si elle est combinaison linéaire de
produits de formes linéaires. Pourquoi une fonction polynomiale est elle continue 7 On considére
I’espace E des matrices carrées d’ordre ¢ réelles comme un espace euclidien par le produit scalaire
(A, B) = trace AT B. Montrer que A — det A est une fonction continue de E dans IR. Montrer
que l'ensemble des A de E inversibles est un ouvert (Méthode : utiliser le théoréme du cours
qui dit que 'image inverse d’'un ouvert par une fonction continue est un ouvert, appliqué a
U =R\ {0}). Montrer que le groupe orthogonal O(n) est une partie fermée de E (Méthode :
Observer que les équations AT A = I, sont polynomiales). Montrer que O(n) est compact.
Exercice H. Dans IR? euclidien on considére les deux ensembles

U={(z,y);z<ly<l,—z—y<1l}, F={(z,y)z<ly<l,—ax—y<1}

Dessiner U et F. Montrer que U est ouvert et que F' est fermé (Méthode : considérer les
trois formes linéaires fi(z,y) = z, fo(z,y) = v, f3(r,y) = —x — y, et les ensembles U; =
{(z,9); fj(z,y) < 1} et F; = {(z,y); fj(xz,y) < 1}, et montrer & l'aide de la continuité des
formes linéaires f; que U; et F); sont respectivement ouvert et fermé). Montrer de la méme ma-
niére que K = {(x,9);|z| < 1,|y| < 1,22+ y* > 1} est fermé aprés I’avoir dessiné. Montrer que
K est compact.

Exercice I : Soit F' une partie fermée non vide d’un espace normé E de dimension finie, et soit
K un compact de E. Le but de ’exercice est de montrer que la borne inférieure o de ’ensemble
de nombres réels A = {||z — y||; (z,y) € K x F'} est atteinte.

1. Montrer qu’il existe une suite ((,yn))n>1 de K x F telle que pour tout n > 1 on ait
a < [|zn — ynl| < o+ L (Méthode : définition de la borne inférieure comme le plus grand
des minorants) et qu’il existe une suite d’entiers nj tendant vers 4+oo ainsi quun xy dans
K tels que limg_ 4o xn, = zo (Méthode : caractérisation des compacts par les suites
extraites).

2. Soit 7 > « et soit K l'intersection de F et de la boule fermée de centre zg et de rayon
r. Montrer qu'il existe un entier ko tel que si k > ko alors y,, € K; (Méthode : utiliser

120 = Y, | < llzo = 2y | + 12y — ynell)-
3. Pourquoi K est il compact ? Utiliser cela et le 2) pour montrer qu’il existe yg € K7 tel que
a = ||zg — yol|. Pourquoi a > 0 si F' et K sont disjoints ?

Exercice J : Soit F' une partie fermée non vide d’un espace normé FE de dimension finie, et soit
r > 0 fixé. On note par B(z,r) la boule fermée de centre x et de rayon r. Soit

Fl - UzEFE(xvr)'

Le but de ’exercice est de montrer que F} est fermé. Soit (y,,) une suite de F} qui converge vers
y € E. Montrer les faits suivants :
1. Pour tout n il existe z,, € F et h,, € B(0,7) tels que z,, = y,, + hu.
2. 1l existe une suite d’entiers ny tendant vers +oo et h € B(0,7) tels que limy_. o0 hp, = h.
3. Le point y + h est dans F' et F} est fermé.
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Deug 2 éme année, Devoir d’algébre 2, 4 remettre au dernier T.D de la semaine du
17 au 21 décembre 2001.

Soit F un espace euclidien de dimension ¢, soit V' I'espace de ses endomorphismes symétriques,
soit V., l’ensemble de ses endomorphismes symétriques b définis-positifs, soit V. 1’ensemble de
ses endomorphismes symétriques b positifs. On se fixe a € V tel que idg —a € V.

Partie A

A1) En considérant les valeurs propres montrer (idg —a)~! € V.

A2) Montrer a"(idp — a)~ta™ € Vy pour tout entier n > 1 (Méthode : appliquer Al) et la
définition de V7).

A3) En multipliant le membre de droite par idg — a montrer que pour tout entier n > 1

(idg —a) ' =idg+a+d®+ - +a* ' +a"(idg —a) 'a™
A4) Déduire des A2) et A3) que pour tout n > 1 on a Zi’gl trace a® < trace (idg — a)™'.
Partie B

Dans cette partie on suppose de plus que £ = IR? muni de sa structure euclidienne et de sa base

e canonique, et que A = [a|S = (a;;) a tous ses coefficients > 0. On pose A" = (az(?)).

B1) Montrer que az(;l) > 0 et que tracea™ > 0.

B2) A T'aide de B1) et A4) montrer que ) -, trace a”® converge et que lim,, o, trace a™ = 0.

2n _ q (a(")
4,J=1\"j

on a lim,_, agl) = 0 et donc que lim,, ., a™ = 0.

B4) Soit B = (I, — A)~!. Montrer que a l'aide du A3) et du B3) que > jo, A* converge et a

pour somme B.

B5) Montrer que & ’aide des B1) et B4) que B a ses coefficients positifs ou nuls (Stieltjes).
Partie C

B3) Montrer que tracea )2. A D’aide de B2) montrer que pour tous 1 < i,j < ¢

On revient au cas o F euclidien n’est pas nécessairement égal a IR? euclidien canonique, et on
se donne une base f = (fi,..., f;) de E. On note G, = ((fi, f;))1<i j<r- Soit e = (e1,...,€q)
la bon de Schmidt engendrée par f et soit (Cm’) avec 1 < j < r < ¢ les nombres définis par
€r = i1 Crify-

C1) Montrer que G, est une matrice symétrique définie-positive.

C2) Montrer que si 1 < i < r < ¢ alors (e, f;) = 0 et que le nombre «, = (e,, f,) est >0.
Montrer que (¢r1,¢r2,. .., ¢ )Gr = (0,...,0, ).

C3) On suppose enfin que || f;||* = 1 pour tout j et (f;, f;) < 0 pour tous i # j. Montrer que
A =1, — G4 est a coeflicients > 0. A 'aide du B5) et du C2) montrer que ¢, ; > 0 pour tous
1 <j <r <q (Théoréme de Wilson).

C4) Exemple : soit E ’espace des polyndmes réels de degré < N muni du produit scalaire
(P,Q) = fil P(z)Q(x)dz. La base de Schmidt engendrée par (1,z,22,...,2") est notée e =
(Po, P1,...,Pn) (et P, est appelé polynome de Legendre de degré n). On note T}, le polynéme
de degré n tel que T),(z) = cos(narccosx) pour —1 < x < 1 (et T}, est appelé polynoéme de
Tchebychev de degré n). Montrer que f = (Ty,T1,...,Tn) est une base de E dont e est la base
de Schmidt associée. Montrer que (7;,7;) < 0si 0 < i < j < N et déduire du C3) que les
polynomes de Legendre sont des combinaisons linéaires & coefficients positifs des polynémes de
Tchebychev.
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Deug 2 éme année, 2001-2. Corrigé du devoir d’algébre 2.

Al) b = idg — a € V; entraine que b = b* et que les valeurs propres de b sont > 0. Donc
detb > 0, donc b~ ! existe. Ensuite b~! est symétrique, car d’aprés le cours (b=1)* = (b*)~1
Enfin les valeurs propres de b~! sont les inverses des valeurs propres de b et sont donc > 0. Donc
bvlev,.

A2) Soit z € E. Posons y = a™(z). Alors puisque (a")* = a", et d’aprés Al) on a (a"(idg —
a)~La"(x), z) = ((idp — a)~'a"(x),a" () = ((idg — a)"y,y) > 0.

A3) Puisque a” et idp — a sont des polynémes en a, ils commutent. En multipliant & droite par
idg — a le second membre de ’égalité & démontrer on obtient idg +a 4+ a®> + -+ a?* ! —a —
a?— - —a® 4 a"(idg — a) "' (idg — a)a” = idg.
A4) D’aprés A2) les valeurs propres de a"(idg — a)~
résultat s’ensuit, par linéarité de la trace.

B1) On procéde par récurrence sur n. C’est évident pour n = 0. Si ¢’est vrai pour n, alors puisque

La™ sont > 0 et donc sa trace est > 0. Le

A"l = A™A et en utilisant a;; > 0 et 'hypothése de récurrence : ZH ) = i a(k)ak] > 0.
Donc trace A" = > 1, aﬁ) > 0.

B2) D’aprés B1) la série Y o, trace a” est & termes positifs. D’aprés A4) la suite de ses sommes
partielles est bornée. Donc la série converge et en particulier son terme général tend vers 0.
B3) Si C = (ci;) et D = (d;;) est des matrices carrées d’ordre ¢ alors on sait d’aprés le cours,
ou par un calcul immédiat, que trace CDT = > =1 Cijdij. Appliquant cela & C = D = A™ et
en utilisant la symétrie de A on a la premiére égalité. Donc pour tout (4,7) on a (a (n)) <€, =
trace a®®. Comme d’aprés B2) ¢, tend vers 0 on a le résultat.

B4) Dans la base e le A3) se réécrit B =1, + A+ -+ A1 4 A"BA™. Comme d’aprés B3)
la suite A" tend vers 0 on en déduit que A"BA™ tend vers 0 et que I, + A+ --- + A?~1 tend
vers B. Ce sont les sommes partielles d’ordre impair de la série Y oo AF. Comme A" tend vers
0 les sommes partielles d’ordre pair tendent aussi vers B et donc la série ) ;° Ak converge et a
pour somme B.

B5) Si B = (b;;) alors le B4) entraine que b;; est la limite de la suite ), Z(j) D’apres B1)
c’est une suite positive ou nulle (et croissante au sens large). Donc b;; > 0.

C1) Si X = (x1,...,2,)T € R" est non nul, donc

X6, X = Z zixi(fi, £ = || Zmu >0,
i,j=1
car, f étant une base, si » ;_, z;f; = 0 alors X = 0. Donc G, est définie-positive.
C2) Par définition de la base de Schmidt, e, est orthogonal & ’espace engendré par fi,..., fr—1
et (e, fr) > 0. Alors la colonne j de la matrice ligne (¢,1,...,¢q)G, est

q
Zcm’<fi7fj Zcrzfufj er7fj>
i=1

C3) 1l est clair que A a une diagonale nulle et les autre termes > 0. Donc A, = I, — G, est
aussi & coefficients > 0 et on lui applique le B5) : C’est dire que G ! est aussi & coefficients > 0.
Appliquons alors le C2). On obtient que (¢y1,...,¢rq) = (0,...,0,0,)G, ! est a coefficients > 0.
C4) 11 suffit de calculer (T3, T;) qui est égal par le changement de variable x = cost &

1 s
— / 2 cos it cos jt sin tdt
2 Jo

et de vérifier que c’est < 0.
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Université P. Sabatier, Deug Mias 2'°"® année, UF3, Corrige de ’examen d’analyse
du 21,/01/02

Question de cours. Le produit de Cauchy des suites (a,)n>0 €t (bn)n>0 étant la suite (¢, )n>0
définie par ¢, = > ;_qarbp_k, alors R, > R, = min{R,, Ry} et on a A(z)B(z) = C(z) pour
|z] < Ry

Application. La formule du binéme de Newton du cours affirme que pour « réel non entier
positif et —1 < h < 1 alors (1 + h)® est la somme de la série > >° ; P,(a)h™ avec Py(a) =1 et
Py(e) = Za(a —1)... (e —n+1) et que le rayon de convergence de cette série entiére en h est

1. Appliquant cela & h = —22 et @ = —1/2 on voit que B est développable en série entiére avec
Ry =1 avec b, = 0 si n est impair et, pour n = 2p pair

1
p!

1,1 1 1.35....(2p—1)
S(EHD.(c4p—1)=
55+ Y. (G+p—1) 5]

bop = (1P Py(~1/2) = —47rC},

Quant & A c’est un polyndme et donc trivialement une série entiére avec R, = co. Donc R, = 1.
La série entiére de somme C(z) = A(x)B(x) satisfait donc R, > 1 et ses coefficients (c¢,,) satisfont
donc ¢y = apgbg = 1 et, pour n > 0 ¢, = ZZZO agbn_r = by + by_1. Appliquant cette formule a
n = 2p et an = 2p+ 1 pour p entier on obtient cg, = copy1 = 4_”C§p. Reste a observer que pour

—l1<z<lonaC(z)=,/HL

Exercice A. 1. La représentation graphique est immédiate et est formée de jolis festons. La
fonction f est continue : c’est trivial sur | — 7, 7[. La limite & gauche de f en 7 est 72. La limite
a droite de f en —m est aussi 72. Mais comme la fonction est périodique c’est aussi la limite &
droite de f en m. Comme la limite & gauche de f en 7 est w2 et que f(w) = 72, la fonction f est
continue en 7 et donc en tout (2p 4+ 1)7 par périodicité. Donc f est continue sur R.

La fonction f est évidemment dérivable en tout point qui n’est pas de la forme (2p + 1)7
et la fonction = — f’(z) est continue en un tel point. On peut prévoir d’apres le dessin que la
dérivée en 7 n’existe pas. Mais on le montre rigoureusement en calculant les limites & droite et
a gauche quand z tend vers m du rapport %
donc distinctes. Donc f n’est pas de classe Cj.

La limite & gauche de f’ en 7 est 27. La limite & droite de f en —m est —27. Mais comme la
fonction est périodique c’est aussi la limite & droite de f’ en 7. Comme la limite & gauche de f’
en 7 est 27 on voit que les limites a droite et & gauche de f’ existent et sont finies, et donc f est
de classe | par morceaux.

2. Le calcul des coefficients de Fourier est standard et fournit ag = 72/3 et pour n > 0 au
moyen de deux intégrations par parties a,, = 4(—1)"/n?. Enfin b, = 0 car la fonction est paire.

3. La fonction f est de classe C'; par morceaux et continue. Par conséquent, d’aprés le théo-
réme de Dirichlet elle est égale & la somme de sa série de Fourier.

Exercice B. 1. Comme % < u, = # et que lim, uzf = 1/2 < 1 le critére de
D’Alembert garantit la convergence de la série Y - u, et la convergence normale de la série
considérée. Ensuite d’apres le cours, pour —1 < z < 1 la somme de la série Y °° L% est — log(1—

qui sont respectivement 2w et —27 et sont

n=1 n
z). Faisant « = 1/2 dans ce résultat on obtient la valeur de f(0) = —log(1 — 1) = log 2.
2. Comme %CZSQT = %ﬁ”t on a ]%Cf;ﬁt] < 27" La série géométrique de raison 1/2 étant

convergente, on en déduit que la série des dérivées est normalement convergente, donc, d’apreés
le cours, uniformément convergente. De plus la série de fonctions initiale converge en au moins
un point (tous, en fait, d’apres le 1). On est donc dans les conditions d’application du théoréme

de dérivation d’une série de fonctions et f’ est la somme de la série Y oo | =500t
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3. La série géométrique > o0 | (e7%/2)" = 3" | (cos nt—isinnt)/2" de raison e~ /2 converge
car sa raison est de module 1/2 < 1. Sa somme est donc

e 1 1 _ 2cost—1—2isint

2—6*”_26“—1:2008t—1—|—2isint_ 5 —4cost

En prenant la partie imaginaire on a le résultat voulu.
4. En faisant le changement de variable u = 5 — 4 cost dans l'intégrale suivante on a

T —2sintdt 1
- AN 1059 — T 1og(5 — dcos ).
f(z) f(0)+/0 F doos 108 5 og(5 — 4cos x)

Exercice C. Les fonctions fi(x,y) = e — |y| et fa(z,y) = = —y? sont continues sur IR? car elles
sont somme de fonctions évidemment continues & une variable. Donc A; = {(z,y; f;(z,y) > 0}
est ouvert car c’est I'image inverse par la fonction continue f; de 'ouvert de IR égal a ]0, oo].
Donc A = A1 N Ay est ouvert, comme intersection d’un nombre fini d’ouverts.
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Université P. Sabatier, Deug Mias 2'°" année, UF3, examen d’algébre 21,/01/02
Durée 2 heures. Aucun document. Affichage des résultats le vendredi 1/02. Présentation des
copies auz étudiants le mercredi 6/02 de 11 a 12, salle

Question de cours. Si U est une matrice carrée complexe, qu’est ce que la matrice adjointe de
U? Qu’est ce qu’une matrice unitaire ? Décrire les éléments de SU(2) (avec démonstration) (4
points).

Exercice A. On munit IR? de son produit scalaire canonique. On considére les vecteurs de R?

suivants
x 1
X=1y |, Y=1]2
z 3

Calculer ||Y]|. On note ensuite f(X) = x + 2y + 3z. Montrer que si || X|| = 1, alors f(X) < v/14.
Pour quel X de norme 1 a t-on égalité ? (2 points).

Exercice B. Soit 0 fixé dans |0, 7[ et

A 1+ cos 26 sin 260
o sin 260 1—cos20 |’

1. Trouver une matrice orthogonale U et une matrice diagonale D d’ordre 2 telles que A =
UDUT (2 points).

2. Si p >0 et a>0, mémes questions pour les matrices pA et P = als + pA (2 points).

3. Montrer que P est définie positive et calculer sa racine carrée (2 points).

Exercice C. Soit E un espace euclidien de dimension ¢ et soit (x,y) son produit scalaire. Soit
enfin a € L(E) tel que a® = idg. On définit alors la forme bilinéaire symétrique sur £

B(x,y) = (w.y) + {a(2),a(y)) + (a*(x),a* ().

1. Montrer que (z,y) — B(x,y) définit un nouveau produit scalaire sur £ (E muni de B sera
dit euclidien pour la structure B) (2 points).

2. Calculer B(a(z),a(y))—B(x,y) et déduire du résultat que a est orthogonal pour la structure
B (2 points).

3. Montrer que det a = 1. Soit f une base orthonormale de F pour la structure B. Pourquoi
a t-on [a]§ € SO(q)? (2 points).

4. On suppose désormais ¢ = 2 et F = IR? euclidien canonique. On considére une matrice

, , , 3 ) | cosf —sinf
carrée A # I, d’ordre 2 réelle telle que A° = I5. Soit R(#) = [ sind  cosf } . Montrer
a l'aide du 3) et du cours qu’il existe une matrice inversible réelle d’ordre 2 telle que

A = PR(+27/3)P~! (2 points).
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Liste des questions de cours d’analyse, Deug deuxiéme année, sessions de Janvier

10.

et Septembre 2002.

. Soit (un)p>0 une suite de nombres complexes. Que signifie la phrase “ la série > " uy,

converge” ? Que signifie la phrase “ la série > >, u, converge absolument” ? Enoncer un
résultat reliant les deux notions.

Soit @ = (an)n>0 et b = (by)n>0 deux suites complexes. Qu’appelle t-on suite produit
de Cauchy ¢ = (cp)n>0 de a et b? Enoncer un théoréme reliant les trois séries > > ap,
2 nzo b et 3250 cn.

Soit @ = (an)n>0 €t b = (by)n>0 deux suites complexes et ¢ = (¢p)n>0 leur produit de
Cauchy. Soit A(z), B(z),C(z) les sommes des trois séries entiéres correspondantes a 1'in-

térieur de leurs disques de convergence respectifs R,, Ry, R.. Enoncer un théoréme reliant
R,, Ry, R, et reliant A, B, C.

Enoncer le théoréme permettant de définir le rayon de convergence R d’une série entiére
Yo g anz".

Soit fy : [a,b] — IR une suite de fonctions. Que signifie la phrase “la suite (fy,)n>0 converge
uniformément sur [a,b]? Si f(x) = lim, .~ fn(x) existe, énoncer une condition suffisante
pour que f soit continue sur [a, b].

Soit f, : [a,b] — IR une suite de fonctions. Que signifie la phrase “la série > fn(2)
converge normalement sur [a,b]? Si la série converge pour tout x € [a,b] énoncer une
condition suffisante pour que sa somme S soit continue sur [a, b].

Soit f : |xg — €,x9 + €[— IR une fonction indéfiniment dérivable. Qu’appelle t-on série de
Taylor de f en x4? Soit o un nombre réel. Précisez cette série de Taylor pour g =0, e =1
et f(x)=(1+x)*

Soit E un espace normé et A C E. Que signifie la phrase A est ouvert ? Que signifie la
phrase A est fermé? Donner la caractérisation des fermés en termes de suites.

Donner les axiomes d’'une norme dans un espace vectoriel £ sur IR. Donner une définition
des fonctions continues sur E. A 'aide de ces axiomes et de cette définition, montrer que
x + ||z|| est continue sur E.

Soit F un espace normé de dimension finie et K C E. Que signifie la phrase K est compact ?
Donner ensuite une caractérisation des compacts de F.
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Liste des questions de cours d’algébre, Deug deuxiéme année, sessions de Janvier

10.

et Septembre 2002.

. Définir le polynéme minimal d’'un endomorphisme d’un espace de dimension finie.

Soit @ un endomorphisme de I'espace de dimension finie E. Que signifie la phrase “a est dia-
gonalisable” 7 Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que a soit diagonalisable
en termes de son polyndéme minimal.

Soit @ un endomorphisme de l’espace de dimension finie £ sur le corps des complexes.
Qu’appelle t-on décomposition de Dunford de a? Que signifie la phrase “la base f de E est
une base de Dunford pour a” ?

. Donner une démonstration de l'inégalité de Schwarz dans un espace euclidien (les cas

d’égalité ne sont pas demandés).

Soit F' un sous espace vectoriel de l'espace euclidien E. Définir la projection orthogonale
sur F' et la symétrie orthogonale par rapport a F.

Enoncer le théoréme caractérisant la projection orthogonale sur un sous espace vectoriel
dans un espace euclidien.

Qu’appelle t-on endomorphisme orthogonal (ou isométrie vectorielle) dans un espace eu-
clidien 7 Montrer qu’un tel endomorphisme ne peut avoir d’autres valeurs propres que =41,
et qu’il est de déterminant +1.

Soit E un plan euclidien. Décrire sans démonstration les endomorphismes orthogonaux (ou
isométries vectorielles) de E de déterminant -1. Méme question pour ceux de déterminant
1.

Enoncer le théoréme de la décomposition polaire d’un endomorphisme inversible d’un es-
pace euclidien.

Si U est une matrice carrée complexe, qu’est ce que la matrice adjointe de U? Qu’est ce
qu’une matrice unitaire ? Décrire les éléments de SU(2) (avec démonstration).
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Université P. Sabatier, Deug Mias 2'°"¢ année, UF3, examen d’algébre de
Septembre 2002

Question de cours. Définir le polyndme minimal d’un endomorphisme d’un espace de dimension
finie.

Exercice A. Soit E un espace euclidien et soit A et B deux sous espaces vectoriels supplémen-
taires de E, c’est a dire tels que A+ B = E et AN B = {0}. On note par p la projection de F
sur A parallélement & B, c’est & dire que si a € A et b € B alors p(a + b) = a.

1. On suppose dans cette question que A et B sont orthogonaux. Montrer que pour tout
z € Eona |p)|* < ||

2. On suppose dans cette question que pour tout = € F on a ||p(z)||* < ||z||? et on veut en
déduire que A et B sont orthogonaux. Pour cela, on fixe a € A et b € B. Trouver les deux
nombres 7 et s tels que pour tout A réel on ait A + s = ||Aa + b||* — |[p(Aa + b)||>. En
utilisant alors le fait que rA 4+ s > 0 pour tout A réel, montrer que (a,b) = 0.

Exercice B. Soit n un entier > 2.

1. Soit M = (mjj)i<ij<n la matrice symétrique réelle d’ordre n définie par m; = 1 pour
i=1,...,n et mj =1/2si i # j. Montrer que M est définie positive. Méthode : on peut
démontrer I'identité

n 1 n 1 n 2
Zm?—i— Z xixj:—Zx?—i-—(in) .
i=1 1<i<j<n 2 i=1 2 i=1

Pourquoi M est elle inversible ?

2. Soit E un espace euclidien de dimension n et uy,us,...,u, des vecteurs de E de norme
1 tels que de plus, pour i # j on ait toujours |ju; — u;|> = 1. Montrer que (u;,u;) = 1/2
pour i # j. Si X est un vecteur colonne de R" de composantes (z1,...,z,) tel que

n
Z TilU; = 0
i=1
montrer que M X = 0. Déduire de ceci et du 1) que (uy,ug, ..., uy) est une base de E.

Exercice C. Soit 6§ > 0. On pose t = 2 ch 0 et on considére les deux matrices

a-[o i) e=[0 4]

Calculer AB, son déterminant et sa trace (rappel : 2 ch? § — 1 = ch 26), et en déduire son
polynéme caractéristique. Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D réelles
d’ordre 2 telles que AB = PDP~!. En déduire (AB)" si n est un entier relatif.

Baréme : QC=2; A=B=C=6.
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Corrigé de 1’épreuve d’algébre, Deug Mias, UF3, Septembre 2002.

Q.C. Si l'espace vectoriel E est de dimension finie et si a est un endomorphisme de FE, le
polyndéme minimal de a est le polynéme monique non nul P de plus bas degré tel que P(a) est
I’endomorphisme nul.

A 1. Soit z =a+b avec a € A et b € B. D’aprés Pythagore ||z||? = ||a|® + [|b]|* > ||a||*.

A 2. Puisque p(Aa +b) = A\a on a
rA+s = [ha+b]? = [lp(Aa +b)|> = N (|[al* — [lal*) + 2A(a, b) + [1b]1*.

Donc r = 2(a,b) et s = ||b||* ne dépendent pas de \. De plus la fonction affine A\ — 7\ + s est
toujours > 0 par hypothése : ceci n’est possible que si r = 0, (sinon 7\ + s change de signe quand
A varie entre 0o et +00). Donc a et b sont orthogonaux.

B 1. L’identité se démontre immédiatement en développant le second membre. Ensuite, si X7 =
(x1,...,2,) alors XTMX est le premier membre de l'identité, et le second membre étant une
somme de carrés, est toujours > 0. Donc M est déja une matrice positive. Pour voir qu’elle est
définie positive, il reste & vérifier que X7 M X = 0 entraine X = 0. Mais le second membre nul
entraine > 1, #? = 0 et donc X = 0. La matrice M est inversible car définie positive (c’est du
cours).

B 2. Puisque 1 = |ju; — u;|? = |lwil|® — 2(us, uj) + Juil|? = 2 — 2(ui, u ), on a (u;,uj) = 1/2.
Ensuite on multiplie scalairement Y | z;u; par u; pour obtenir %(acj + >, z;) = 0. Comme
c’est vrai pour tout j c’est dire M X = 0. Comme M est inversible, cela entraine X = 0 et donc

les (u1,...,u,) sont indépendants. Comme la dimension de E est n, c’est aussi une base de F.
C.
t2—1 —t 4ch?0 —1 —2ché e +14+e 2 —ef —e?
t -1 2ch 6 -1 e’ +e -1

Ensuite det(AB) = det Adet B = (—1)? = 1, et trace (AB) = t?> — 2 = 2ch 20. Puisque AB est
d’ordre 2, son polynoéme caractéristique est X2 — Xtrace (AB) +det(AB) = X2 —2Xch (20) + 1.
Ses valeurs propres se calculent facilement et sont ch (26) 4 sh (20) = e*2?°. Comme 0 > 0 les
valeurs propres sont distinctes et AB est donc diagonalisable. Calculons un vecteur propre (x,y)”
associé a la valeur propre €% : il satisfait (t> — 1)z — ty = e?’z, ou encore

(629 —{—1—|—€720)$— (60 _}_679)?/ — 620$,

ou encore r = eey. On peut par exemple prendre y = 1 et un vecteur propre de e?? est fi=
(e?,1)T. De méme un vecteur propre de e=2% est fo = (1,e)”. La matrice P de changement de
base entre la base canonique e et la base f = (f1, f2) satisfait

7] 7]
e 1 1 e’ -1
P_[l 66:|7P _629—1|:—1 6’6:|.

26
6_029 } ona AB = PDP~!. Enfin pour n entier > O on a (AB)" = (PDP~1)" =

e
0
PD"P~! (on peut le voir par récurrence sur n). Comme det(AB) = 1 alors AB est inversible

Avec D = [
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et on peut considérer (AB)" pour n entier < 0. Il est clair que (AB)~! = PD~!P~! et donc
(AB)" = (PDP~H" = PD"P~! aussi pour n < 0. Bref, pour tout entier relatif :

n 1 e 1 e?n9 0 e —1
4B = T—l[ 1 GH 0 e—wH_l ee}
1 e(2n+2)0 _ ,—2n0 —e(@2n+1)0 + e(—2n+1)0
= W |: e(@n+1)0 _ (—2n+1)0 —e2nb + e(—2n+2)0 :|
_ 1 Psh(2n+1)8 —sh 2nf
~ shé sh 2n6 —sh(2n—-1)0 |-
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Université P. Sabatier, Deug Mias 2'°"¢ année, UF3, examen d’analyse de
Septembre 2002

Question de cours. Soit (uy,),>0 une suite de nombres complexes. Que signifie la phrase “la série
o 77 3 3 14 Ay o ” Ay

> e un converge” 7 Que signifie la phrase “la série ) >° ;u,, converge absolument” ? Préciser le

lien entre les deux notions.

Exercice A. Soit (uy)n>0 une suite réelle positive telle que ug = u; = 1 et telle que sin > 1 on
ait 2(n + D)up1 = Y p_o UkUn—k-
V2

1. Calculer us,us3, uq. Montrer par récurrence sur n que u, < Vo En déduire que la série

entiére ) >° ju,2" a un rayon de convergence R > V2 (Méthode : rappeler la définition du
rayon de convergence). On note désormais par f(x) la somme de cette série entiére pour
—R<x<R.

2. Pour n > 0 on pose v, = Y p_oUlUn_j €t donc vg = 1 et v, = 2(n + 1)upy1 pour
n > 1. Montrer & ’aide du cours que pour —R < x < R les sommes des séries entiéres
o0 s vnx™ et > oo ((n+1)u,412™ sont respectivement f(x)? et f'(x). En déduire la valeur
de 2f'z) — f(x)2.

3. Déduire du 2) que pour —R<t< Ron a

t o)
/0 T3 fap™ ="

A T’aide du changement de variable u = f(x) (ne pas oublier que f(0) = 1 = tg 7), calculer
I'intégrale ci dessus et en déduire f(t) pour —R <t < R.

Exercice B. Soit n un entier > 0 et E l’espace vectoriel de dimension n(n + 1)/2 des matrices
réelles symétriques d’ordre n muni d’une norme quelconque. Soit P ’ensemble des matrices A
de E qui sont positives, c’est & dire telles que pour toute matrice colonne X d’ordre n on ait
XTAX >0 (des auteurs disent aussi “semidéfinie positive” pour “positive”).

1. Soit X fixé. Pourquoi I’application de F dans IR définie par A — X7 AX est elle continue ?

2. Montrer que P est fermé (Méthode : utiliser le 1) et, par exemple, la caractérisation des
fermés par les suites dans les espaces normés).

Exercice C. En justifiant votre réponse, indiquez lesquelles des séries suivantes sont conver-
gentes :

o0 n o) |2n o0 1 2 o0 +1
n n. n

> g 2 e 3 (st + 7)) S os

n=1 " n=1 n=1 n=1

Baréme : QC=2+1+1; A=38+3+83, B=1+2, C=4.
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Corrigé de 1’épreuve d’analyse, Deug Mias, UF3, Septembre 2002.

Q.C. Notons s, = ZZ:O uy. Dire que la série 22020 uy, converge est dire que lim,,_, s, existe et
est finie. Dire que la série Y > u, converge absolument est dire que la série Y |lu, || converge.
Un théoréme du cours affirme qu’une série qui converge absolument converge. L’exemple de
up, = (—1)"/(n 4+ 1) montre qu’une série peut converger sans converger absolument.

A 1.

22us = ugul +UUug =2 = U = 1/2
2.3us = ugug + u% +ugup =2 = wug=1/3
2.4uy = uoug + urus + uguy +uzug = 5/3 = ug=5/24.

Montrons par récurrence que u, < 2~ "~1/2_ (est évident pour n = 0 et 1. Supposons cela vrai
jusqu’a n > 1. Alors

V2 V2 2(n+])
2+ Dungr < kzzo (V2)F (V2 h (Vo)

et la récurrence est étendue. Rappelons alors que le rayon R de Y o2 upz™ est I'unique élément
de [0, 00] tel que la série converge si || < R et diverge si |z| > R. Observons alors que si |z| < v/2
alors

|z] y
(vV2)"

Donc le terme général u,|z|" est majoré par le terme général d’une série géométrique de raison

% € [0, 1], donc convergente. D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la

série >_°°  u,,2" converge absolument, donc converge. Donc R > || pour tout  tel que |z] < v/2
et donc R > /2.

A 2. Le cours dit que si ¢, = Y ;_arb,—j pour tout n et que si R, et A(x) sont les rayon
de convergence et la somme (pour |z| < R,) de > o7 janz™ alors R, > min(Rg, Ry) et C(z) =
A(x)B(x) si |z| < min(R,, Rp). Appliquons ce principe & a,, = b,, = uy,. Alors ¢, = v,, A= B =
f et donc C = f2.

Le cours dit que R, est aussi le rayon de convergence de > " ;(n+1)a,412"™ et que sa somme
est A'(z) pour |z| < R,. Donc pour |z| < R la somme de > 7 o(n + 1)up12™ est f'(z).

Le cours dit enfin que le rayon de convergence de > (an — by)z" est > min(R,, Ry) et que
sa somme dans le disque de convergence est A(x) — B(x). Appliquons cela & a, = 2(n + 1)up41
et b, = v,. Comme ag—by = 1 et a, —b, =0sin > 1 alors A(x) — B(x) se calcule de 2 maniéres
qui fournissent 2f'(z) — f(z)? =1 si |z| < R.

A 3. Le 2) fournit pour |z| < R ’égalité % = 1. En intégrant les deux membres sur
I'intervalle d’extrémités 0 et ¢ on a I’expression annoncée. Le changement de variable indiqué

donne

f@) 2
t = /1 : EZQ = [2arctan u]{(t) = 2arctan f(t) — g’

1—|—tan% — 1
= ——= —tan .

_1—tan% cost

£(#) = tan(; + )
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(Remarque : on verra en licence que ce résultat permet de montrer que R = 7/2 > V2.

B 1. L’application est linéaire, et toute application linéaire définie sur un espace normé de
dimension finie est continue.

B 2. Soit (A,)n>0 une suite de P qui converge vers A. Montrons que A est aussi dans P. En effet
pour tout X on a X7 A, X > 0 par hypothése. D’aprés le 1) lim X7 A4,X = XTAX et comme la
limite d’une suite > 0 est > 0 on a X7 AX > 0. Comme A € Eona A € P et donc P est fermé.

C. Voir session de septembre 2001.
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Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3
Devoir numéro 1 d’algébre linéaire,
a remettre au dernier TD d’algébre de la semaine du 30/09 au 4/10 2002

Soit n un entier > 2 et soit E l’espace vectoriel sur IR des matrices carrées réelles d’ordre
n. Soit f : F — IR une forme linéaire sur F telle que de plus pour tous X et Y dans F on ait
f(XY) = f(YX). Le but du probléme est de montrer qu’alors il existe un réel ¢ tel que pour
tout X € F on ait f(X) = ctrace X. Dans toute la suite pour k = 1,...,n P, = (p;j) € E est
défini par p;; = 0si (4,7) # (k, k) et pri = 1.

1.

Soit X = (x;;) € E. Montrer les affirmations suivantes : P, + ... + P, = I, Pk? = P,

2. Dans le cas particulier n = 2, trouver U € FE inversible telle que Po,U = U P;. Méme question

pour n quelconque. Enfin, si k > 2 trouver Uy € E inversible telle que P, = Uy PU, L

3. Onpose ¢ = f(P1). Montrer a ’aide du 2) que ¢ = f(P}) pour tout k = 1,...,n. En écrivant

X =X(P,+...+ P,) montrer a I'aide de la linéarité de f et du 1) que f(X) = ctrace X.

Devoir numéro 1 d’analyse,
a remettre au dernier TD d’analyse de la semaine du 7 au 11 octobre 2002

Soit a, b et ¢ trois nombres positifs ou nuls. On considére les trois fonctions affines de z :
A=xz+a, B=2x+bet C = z+ ¢ ainsi que les deux fonctions définies sur |0, +oo[ par

1.

(\/_—i-\/_)(\/_—i-\/_)(\/_—l-\/_)etJ:m+m+\/3—0+m

Soit s > 0 fixé. Montrer que f oo est une intégrale convergente (Méthode : montrer

ABC
que la fonction x +— \/m est équivalente & z73/2 quand z tend vers l'infini, et utiliser le

théoréme d’équivalence des intégrales impropres). On désigne désormais par I(s) la valeur
de cette intégrale (ne pas chercher a la calculer pour a, b, ¢ quelconques). Quelle est la limite
de I(s) quand s — +00? Montrer que I'(z) = Calculer I(s) quand a = b= ¢ > 0.

vABC
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle —2_ et calculer f zgd“ avec
u‘—a s+a u“—a

U > /s+ a. En déduire I(s) dans le cas particulier b = ¢ = 0 par le changement de
variable u = /= + a. (Dans cette question, penser a distinguer a > 0 et a = 0.)

(1) Montrer que J(z) = (\/_+\/—)(\/Z+\/5)—a>x.
(2) En déduire que J'(z) = zm
(3) Avec deux expressions similaires & (1), montrer que R? = (J + a)(J + b)(J + ¢).

. Montrer avec 1), 3.2) et 3.3) que 2I'(J(z))J' (x) = I'(z) pour tout x > 0. En déduire,

avec la limite & I'infini de I(s) calculée au 1), que 2I(J(x)) = I(x). En écrivant I(s) =

J( d
f —|—f ABC,montrer que I(s) =2 [ S)\/A—”;#C.
Facultatif) Soit (J,) > la suite de fonctions définies sur ]0,4oo| par Jo(z) = x et,
n=0
pour n > 0, Jy41(x) = Jp(J(x)). Montrer par récurrence sur n a l'aide du 4) que

I(s) = 2"t [ J:(Zl(s \/jleC Démontrer & 'aide du changement de variable x = st que

limg 4 o0 \/_f (s) \/Z:’:TC = 14 tg% = 1. Montrer que (J,(x))n>0 est une suite strictement
croissante dont la limite ne peut étre un nombre fini. En déduire que lim,, o, J,(x)/4"1 =

1/1(x)?
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Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3
Devoir numéro 2 d’algébre linéaire,
a remettre au dernier TD d’algébre de la semaine du 14 au 18 octobre 2002

Soit 0 < 8 < 7. On pose t = 2cos 6. Soit E = C? 'espace vectoriel complexe canonique de
dimension 2 et soit e = (e, e2) sa base canonique. On considére les deux endomorphismes a et
b de E de matrices représentatives respectives dans la base e :

ai=a=| | ome=m=] ) O]

Calculer AB, son déterminant et montrer que sa trace est 2cos26. En déduire le polynéme
caractéristique de ¢ = a o b. Trouver les valeurs propres de c et une base f = (f1, f2) de vecteurs
propres de c. Préciser [c]§ et les [f;]¢. En déduire une matrice inversible P et une matrice diagonale
D telles que AB = PDP~!. En déduire (AB)" si n est un entier relatif.

Devoir numéro 2 d’analyse,
a remettre au dernier TD d’analyse de la semaine du 21 au 25 octobre 2002

Soit @ = 1++/2 et 3 =1—+/2. Le but du probléme est de montrer la convergence de la série
Yoizy g sin(Fah).

1. Montrer la congergence absolue des séries suivantes
D88 D sin(zph), D sin(oA).
k=1 k=1 k=1

2. Montrer & l'aide du critére de Riemann que si 1 < a < b < 12 la série Zgio(m ~ T30
p—1 1

converge. On pose Sy(a) = > ;o 15,75+ Est ce que lim, oo Sp(a) existe et est finie 7 Est
ce que lim,_,o(Sp(a) — Sp(b)) existe et est finie?

1 ;)

3. On consideére la suite d’entiers (Lj),>1 définie par Ly =2, Ly = 6 et Lyyo = 2Ly + L.
Montrer par récurrence sur k que L, = of 4+ 3¢ (méthode : si L, = a* + BF montrer
1= L1, Ly = Ly et Lj_ , = 2L, + L}). Calculer ensuite les restes modulo 10 des
nombres L pour k =1,...,12,13,14. Déduire du résultat que les restes modulo 10 de L
forment une suite de période 12. Si¢ =0,1,2,...,9, soit a; le nombre de k = 1,...,12 tels
que Lj =i modulo 10. Donner la valeur des a; pour i =0,...,9.
4. Montrer que la série Y p- %sin(%Lk) converge (Méthode : considérer la suite (s12;),2; de
ses sommes partielles surveillées seulement pour n = 12p et montrer que

12
™
S12p = sin(—L¢)Sy(c).
12p Z (5 C) p( )
c=1
Déduire du 2) et 3) que lim,_, 512, existe et est finie. Montrer aussi que pour 1 < ¢ < 12
on a lim, oo (S12p4c — S12p) = 0. Déduire de tout cela que lim,, o s, existe et est finie).
5. Montrer que la série Y 5 | 7 sin(Z L) cos(Z3%) converge (Méthode : utiliser cos26 = 1 —
2sin? 0, le résultat de 4) et le théoréme sur la somme de deux séries).
6. Montrer la convergence de la série > 2, % sin(%ak) (Méthode : écrire o* = Ly — %, utiliser
sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa et le théoréme sur la somme de deux séries).
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Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3
Devoir numéro 3 d’algébre linéaire,
a remettre au dernier TD d’algébre de la semaine du 28 au 31 octobre 2002

Soit K un corps quelconque, n un entier > 1, F = K™ muni de sa base canonique e = (eq, ..., e,),
et soit a € L(E) défini par a(e;) = ejq1 pour j =1,...,n — 1 et a(e,) = e1.

1. Ecrire [a]¢ et [idg + a]¢ dans les cas particuliers n = 4 ou 5. Dans le cas général, calculer
a*(ey) pour k = 0,...,n — 1. Montrer que le polynéme minimal de a est de degré n
(Méthode : si on avait P(a) = Op(z) pour P non nul de degré < n — 1, observer qu’alors
P(a)(e1) = Og conduit & une contradiction). Calculer a™ —idg (Méthode : calculer a™(e;) —
e;) et déduire du résultat le polynéme caractéristique de a (Méthode : utiliser le cours).
Quelles sont les valeurs propres de a dans le cas particulier ot K est le corps de complexes et
oun =4 oub5? Dans le cas général, montrer par la formule du binéme qu’on a (idg+a)” =
>k—o Cha".

2. Si n est un entier > 0 et si n = > -, €x(n)2" avec €x(n) = 0 ou 1, on note |n|| =
Y op>o€k(n) et, si n > 0, on note v(n) = inf{k > 0;¢,(n) = 1} (Par exemple, puisque
76 = 22 + 23 4 26 alors ||76]| = 3 et v(76) = 2). Montrer que v(n) = 1+ ||n — 1| — ||n]|
(Méthode : écrire n = 2V + 2" lpet n — 1 =142+ ... + 271 4 2Flp). En déduire que
v(n!) = n —||n|| (Méthode : observer que v(ab) = v(a) + v(b)). Montrer que si 0 < k < n
alors v(C¥) = ||k|| + ||n — k|| — ||n||. En déduire que si n = 2" avec r entier > 0 et si
1 <k <n—1alors v(C¥) > 1. Montrer que si n = 2"(2p + 1) et k = 2" avec r entier > 0
et p entier > 1 alors v(CF) = 0.

3. On suppose dans cette question que K = {0,1} est le corps & deux éléments. Montrer &
I'aide des 1) et 2) que (idg + a)"” = Or(g) si et seulement si n est une puissance de 2.

4. Facultatif. Si z = (z1,...,2,) € N” est une suite d’entiers > 0, I’application z — D(z) de
N™ dans N" est définie par

D(z) = D(z1,...,2n) = (|21 — 22|, |22 — 23, . -, |2n—1 — 2nl, |20 — 21])-

Ainsi pour n = 4 par exemple les itérés de z = (1, 76,35, 3) sont D(z) = (75,41,32,2), D?(2) =
(34,9,30,73), D3(z) = (25,21,43,39), D*(z) = (4,22,4,14),...,D%) = (0,0,0,0).
D’autre part, si 2 € N et z € K" = E, avec K = {0,1} on convient d’écrire 2 = x mod 2

si z; a la parité de zp pour kK = 1,...,n. On suppose désormais que n est une puis-
sance de 2 et que z € N™ est fixé. Montrer a ’aide du 3) que D"(z) = 0g mod 2 pour
tout z € N™ (Méthode : montrer que z = x mod 2 entraine D(z) = (idg + a)(z) mod 2

et que D¥(z) = (idg + a)¥(x) mod 2 pour tout entier & > 0). Montrer par récurrence
sur k qu'il existe z¥) € N” tel que D™ (z) = 2k2(F). En déduire qu'il existe k tel que
D™(z) = (0,...,0) (Méthode : si M = max;<;<, 2; montrer que tout élément de la suite
D(z) est < M).

Devoir numéro 3 d’analyse,
a remettre au dernier TD d’analyse de la semaine du 4 au 8 novembre 2002

On consideére la suite (fy,)n,>1 de fonctions sur I =0, 00] définie par fi(z) = z, fo(z) = z(x +
1), fns1(x) = (n+z)fn(z). Le but du probléme est de montrer que L(z) = lim,, o fn(z)/(n!n*"1)
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existe, est a valeurs dans I et que x — L(z) est dérivable dans I. Pour cela on considére les
suites (un)n>1, (Vn)n>1, (Wn)n>1 de fonctions sur I définies par u,(z) = log(n + x) — xlog(n +
1)+ (x — 1) logn, v, = ul, et w, = u.

1. Montrer que pour z fixé les 3 séries > oo ur(z), > pey vk(z), D pe; wi(x) convergent
(Méthode : utiliser log(1 + h) = h — %2 + h2e(h) avec e(h) — 0 pour h — 0). Soit
U(zx),V(z), W(x) leurs sommes respectives. Montrer L(x) = zexpU(z) (Méthode : sim-
plifier Y371 ug(x)).

2. Montrer que |wy(z)| < 1/k? pour tout z € I. En déduire les convergences normale et
uniforme sur I de > ;7 , vg. Justifier V' = W. Soit J = [a,b] C I. Justifier la convergence
uniforme de ) ;| v sur J, justifier U’ = V sur J, justifier U’ =V sur I.
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Devoir numéro 4 d’algébre,

a remettre au dernier TD d’algébre de la semaine du 18 au 22 novembre 2002

(Base de Schmidt du tétraédre régulier) Dans un espace euclidien de dimension 7 on considére
une suite (fo, ..., fn) de n+ 1 vecteurs telle que ||f; — f;||> = 1 sii # j et telle que fo = 0.

1.

a

Calculer (f;, f;) si1 <i < j < n. Montrer que (fi,..., f,) est une base de E' (Méthode : si
> iy Aifi = 0, multiplier scalairement les 2 membres par f; pour j = 1,...,n et introduire

S = Z?:l )\2)

. Soit (e1,...,e,) la base de Schmidt associée & (f1,..., fr). On veut montrer qu'’il existe

des nombres réels (ai,...,a,) et (by,...,b,—1) tels que pour tout j = 1,...,n on ait
f; = ajej + >_1_; bie;. Pour cela on procéde par récurrence sur j : si c’est vrai pour
J < n introduisons les nombres a;;1, b; et les nombres cq,...,cj_1 tels que fj11 = cre1 +
coeFCj1€65-1 + bjej + ajri1€541- Démontrer alors que fj+1 — fj est orthogonal & ijl,
’espace engendré par (fi,..., fj—1) ou par (e1,...,ej_1), et en déduire que ¢; = b; pour
i=1,...,5—1.

En calculant de deux maniéres par le 1 et le 2 les 3 nombres ||f;|%, || fi+1ll? (fj, fi+1)
montrer que a?H =1- ﬁ? et a;b; = —% —|—a§. Dire pourquoi a; > 0, calculer a; et montrer

2 _ j+1
Devoir numéro 4 d’analyse,

remettre au dernier TD d’analyse de la semaine du 25 au 29 novembre 2002

Pour z réel # 1 on pose y = y(z) = =% Soit I = [0,1], J = [-1,3] et K = I N J, et soit
pour n > 1 les fonctions définies respectivement sur [, J, K par

un(2) = = (2" 1 (1= 2)), va() = = (@" +y"), walz) = = (@™ + (1 —2)" + 5" —1).

. Tracer le graphe de z — y(z) (Rappel : (&£ = ( L det [ Z

n n n3

b
otd ]) Montrer que les

d
Séries y 0 | Up, Yooy Up, O ooy Wy convergent normalement dans I,J, K et y ont pour
sommes des fonctions continues U, V, W.

cx+d)?

o /

Sile=[e,1 —¢€lavec 0 <e< %, montrer que ) ; u,, converge normalement dans /.. En

déduire que U’ existe sur I, puis sur |0,1[ et y est continue. Montrer de méme que V' et
W' existent et sont continues sur | — 1, 5[ et ]0, 3.

On rappelle que pour —1 < h < 1 la somme de >°° , Lan~1 est —% log(1—h). Calculer U’

n=1n

et V' dans 0,1[ et ] — 1, 3[. En admettant U(0) = 72/6, et en observant V (0) = 0 calculer
UetV dans I et J

. Si0 <z < § montrer que (1 —2)W'(z) = —U(z) + 1V (z) et montrer que

2

W(z) = % log(1 —x) + %(log(l — x))3 — %(log x)(log(1 — gc))2
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Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3
Devoir numéro 5 d’algébre linéaire,
a remettre au dernier TD d’algébre de la semaine du 2 au 6 décembre 2002

(A) Soit T' = (tij)1<i,j<n une matrice carrée réelle d’ordre n qui soit triangulaire inférieure (c’est
a dire que t;; =0si 1 <i < j <mn), et inversible.
1. Montrer que T—! = (ti;)1<ij<n est triangulaire inférieure (Méthode : dire pourquoi les ¢;
sont non nuls, puis démontrer par récurrence sur ¢ que t;, = 0 pour k > i).

2. On suppose de plus que T est orthogonale. Montrer que T est diagonale. Décrire toutes les
matrices qui sont & la fois diagonales et orthogonales.

(B) Sur lespace réel Py des polynomes de degré < d on considére la forme bilinéaire symétrique

d
(P.Q) =Y  PO(-)QW(~i).
i=0
1. Montrer que c’est un produit scalaire (Méthode : si P a a,z” pour terme de plus haut
degreé, calculer PP)(—p)).

2. Soit (Ey,--- , Ey) la base de Py définie par E;(x) = z*, et soit (P, - - , P;) la base orthonor-
male de Schmidt engendrée par (Ey,--- , E;) pour le produit scalaire ci dessus. Soit Ty la

matrice carrée d’ordre d+ 1 définie par T; = (Pi(] )(— J))o<i,j<d- Montrer que T} est triangu-

laire inférieure et orthogonale. En utilisant le A et le fait que (E;, P;) est > 0, montrer que
T, est 1la matrice identité d’ordre d+ 1, c’est & dire que IDi(J)(—j) =0sii#£j =1 sii=j.

3. Si S est dans Py, calculer (S, P;) — Si(i)(—i) a l’aide de la définition du produit scalaire sur
Py et du 2). En déduire S(z) — Z?:o SO (=) Py(x).

4. On considére le polynéme Q; défini par Q;(z) = Pj (v — 1) — P;(x). Calculer Qy)(—z’) a
'aide du 2) et Q;(x) a I'aide du 3).
5. On considére le polynéme R;(z) = Pj(x) — :B(m%],)rl Montrer que R;(0) = 0 et, & I’aide
du 4), que R, (z — 1) = Rj(z). En déduire par récurrence sur j que R; est le polynome
i—1

nul. Montrer que pour tout S de P; on a S(x) = Z?:o S(i)(—i)%.

Devoir numéro 5 d’analyse,
a remettre au dernier TD d’analyse de la semaine du 9 au 13 décembre 2002

Soit p > 0. On considére I’équation différentielle du second ordre suivante :

z(1—2)f"(z) + (p — 32) () — f(z) = 0.

On souhaite trouver une solution f, de cette équation qui soit définie dans un intervalle ouvert
contenant 0, telle que f,(0) = 1 et qui soit développable en série entiére en 0 : f,(z) = > oo, ara®.
1. Montrer que si une telle série existe, de rayon de convergence R > 0, alors ses coefficients
satisfont la relation de récurrence (k + p)agy1 = (k + 1)ag, pour tout k > 0.
2. En déduire ’expression des coefficients ap en fonction de k et p. Calculer le rayon de
convergence de la série entiére ainsi obtenue. Préciser f1, fo et fs.
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Deug 2éme année, devoir d’algébre numéro 6,
a remettre au dernier TD d’algébre de la semaine du 16 au 20 décembre 2002

Soit k et n des entiers tels que 1 < k < n/2 et soit Sy, = (a;;) la matrice symétrique réelle
d’ordre n dont les coefficients sont 0 ou 1, de sorte que a; = 0 pour tout 7, et que a;; = 1 si et
seulement si {4, j} = {2,3}, {3,4}, {4,5},...,{n—1,n} ou{l,k+1}. Le but du probléme est de
trouver les (k,n) tels que les matrices Cy ,, = 2I,, — Sk, ("de Cartan") soient définies positives.
On note Py, (x) = det(xI, + Sk) et en particulier on note P, = P .
1. Ecrire les matrices Si 5,525, 536. Calculer Py(z) et P3(z). On convient Py(x) = 1 et
Pi(x) = z. Pour n > 2, en développant det(zI, + S1,) par rapport & la derniére ligne,

montrer que P,(x) — zP,_1(z) + P,—2(x) = 0 et montrer par récurrence sur n que
P,(2cosf) = W si 0 < # < 7. En déduire les valeurs propres de S, et de C},,

et montrer que ', est définie positive.

2. SiaeR,sib=(by,...,by) est un vecteur ligne de R? et si C' est une matrice symétrique
réelle d’ordre ¢ on considére la matrice par blocs symétrique d’ordre ¢ + 1

M(a;b;C) = [ o g]

Montrer que Sk, + zI, = M(x;b; Sk pn—1 + xl,—1) pour un vecteur ligne b de R}
convenable. En développant det(Sj , + xI,,) par rapport & la premiére ligne montrer que
Py () = 2Py—1(2) = Pp1-k(7) Py—1(2). En déduire que Py (2 cos ) = —5(sin 20 sinnf—
sin(n—k)@sin k) si 0 < @ < w. En déduire que det C}, 5, = 2n—k(n— k). Pour quels couples
(k,n) (avec 1 <k <n/2) at-on det Cy , > 07 (Méthode : discuter k < 2,k = 3,k > 4).

3. On admet (Th. 9.4, 3) chap. 2) que si C' est une matrice symétrique définie positive d’ordre
q et sidet M(a;b;C) > 0, alors M (a;b; C) est définie positive. Déduire du 2 tous les couples
(k,n) tels que C},, est définie positive.

4. Facultatif. Calculer la norme de St ,, (voir Prop. 10.4, chap. 2). Montrer que P, ,,(2cosf) =

=L (sin(n + 1)0 — sin(n — 3)0). En déduire les valeurs propres et la norme de Sy .

Devoir d’analyse numéro 6,
a remettre au PREMIER TD d’analyse de la semaine du 6 au 10 janvier 2003

Soit 0 < p < 1.
1. Montrer que les intégrales

0 1+m foo ﬁix dz et la série > 07 n}ri: convergent. On
note dans la suite respectivement par I et J les valeurs des intégrales et par S la somme
de la série.

n N

2. Montrer que I = S (Méthode : expliciter le reste de la série entiére > 2 (—1)"z"). En
déduire que J est la somme de la série suivante

1 e (_1)1171
—EWY
p n=1 nm=p
(Méthode : faire le changement de variable  — 1/x dans [°2?~1/(1 + z) dx).
3. On consideére la fonction f de période 27 telle que f(z) = cospz si |x| < . Dans le cas
particulier ot p = 1/3, dessiner le graphe de cette fonction entre —27 et 4. Revenant
au cas général 0 < p < 1, calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f. Quel

théoréme du cours garantit que f est la somme de sa série de Fourier 7 Utiliser ce qui

I o r
précéde pour montrer que J = S(ap)
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Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3.
Partiel d’analyse du mardi 12 novembre 2002
Durée : 2 heures. Aucun document. Les calculatrices UPS sont autorisées.
Affichage des résultats le 21 novembre & 16 heures

Question de cours : Enoncer le théoréme du cours concernant le produit de Cauchy de deux
suites et concernant les séries correspondantes.

Exercice A : On considére pour o > 0 les intégrales impropres :

+o00 +oo 2
I(a) :/ costdt ; J(a) :/ cos tdt :
1 1

te te

1. Montrez que I(«) est absolument convergente pour tout a > 1.
2. A Taide d’une intégration par parties, montrez que I(«) est convergente pour tout a > 0.

3. En utilisant la formule cos 2t = 2cos?t — 1, montrez que J(a) converge si et seulement si
o> 1.

Exercice B : Soit (u,)n,>1 une suite a termes strictement positifs. On suppose que le rapport
“Z—:l posséde un développement limité d’ordre 2 de la forme “Z—:l =1-2+ n—bQ + 7% avec
lim,,— €, = 0. Le but de I'exercice est de montrer que la série Z:g Uy, converge si et seulement
sia > 1. (On a ici lim, .o “22 = 1 et on sait que la régle de d’Alembert ne permet pas de

Un

conclure en général). On pose, pour n > 1, v, = n®u, et z, = In <v:j—:1>

1. Montrez, a I’aide d’un développement limité de z en 1/k d’ordre 2 que la série z;:;’cl’ 2k
est convergente.

2. Veérifiez que la somme partielle >'_; zj, s’exprime en fonction de vy, 11 et de vi. En déduire
que la suite (v,,) est convergente et que v = lim,,_,, v, est strictement positive.

3. Déduisez des questions précédentes un équivalent de u, et concluez que la série z:g Uy,
converge si et seulement si a > 1.

Exercice C : On considére la suite de fonctions (f,(z)) sur 'intervalle I =]0,2] définie par
fo(z) =1 et, pour n >0, par f,11(z) = 2fu(x) — 2(falx))?.
1. Montrer par récurrence que pour n > 0O et x € I on a

fule) = 2(1 - (1 - 0)?").

T

2. Soit ¢ €]0,1[ fixé. Montrer que la suite (f,) converge simplement dans I et donner sa
limite. Montrer qu’elle converge uniformément dans [c, 1] et dans [1,2 — ¢]. Montrer qu’elle
ne converge pas uniformément dans ]0,1] et qu’elle ne converge pas uniformément dans
[1,2]

(Baréme : QC=2, A1=1, A2=2, AS=2, Bi=8, B2=3, B3=2, C1=1, C2=/)
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Corrigé de 1’épreuve d’analyse, Deug Mias, UF3, Partiel 12 nov. 2002.

Q.C. Siu= (un)n>0, v = (Un)n>0, W = (Wp)n>0, sont trois suites complexes, on dit que w est le
produit de Cauchy de u et v si w, = Y, _, ukVp—k pour tout n > 0. Dans ces conditions, si les
séries > 07 Uy €t > 7 v, sont absolument convergentes et de sommes U et V, alors ) > jwy,
est absolument convergente et sa somme W satisfait W = UV.

A.1. Puisque t~%|cost| < t~“ et que pour o > 1 'intégrale floo t~*dt converge, le théoréme de
comparaison montre que floo t~* cos tdt converge absolument, donc converge (cours).

A.2. Transformons I(z) = [t “costdt par I'intégration par parties gouvernée par u'(t) =
cost et v(t) =t~ On obtient I(z) = —sinl + 2 *sinz + a [ "> 'sintdt. Si o > 0 alors
lim, ooz %sinx = 0 et de plus floo t~*~lsintdt converge, par une méthode analogue au 1)
puisque a + 1 > 1. C’est dire que lim, ., I(x) existe et est finie, donc dire que floo t~%costdt
converge.

A.3.S5ia>0alors J = floo t~%cos(2t) dt converge, on le voit par le changement de variable
u = 2t, difféfomorphisme qui ne change pas la nature d’une intégrale impropre, et qui raméne au
2). Ensuite K = [ t~*dt converge si et seulement si a > 1 (cours). Donc l'intégrale impropre
L= floo t~% cos? tdt est la somme # ou J est toujours convergente. D’aprés le théoréme sur
la somme de deux intégrales impropres, L converge si et seulement si K converge, et donc si et
seulement si a > 1.

B.1.
b €n

1 a
zp = alog(l + E) + log(1 — - + 2t

Puisque log(1 4+ h) = h — %2 + h2e(h) avec limy,_.ge(h) =0, on a

b e, 1 a b e €

a
mo= G g H ) T e ) s
 2—a—d® €
N 2n? n?
2b —a — a®
- 2n?

D’apres le théoréme d’équivalence et le critére de Riemann, la série )~ | z; converge.

B.2. >z = 1 (log g1 —logvg) = log vy 41 — log vy. Dire que la série Y~ zj converge
est dire que lim, . ZZZI 2 existe et est finie, ce qui entraine que la limite de logv,+1 =
log vy 4+ >)_; 21 existe et est finie. Puisque la fonction exponentielle est continue, on en déduit
que v, = exp(log v,,) a une limite finie v et strictement positive.

B.3. Puisque u,, = n~ %, on a u, ~ n~% et donc d’aprés le théoréme d’équivalence et le critére
de Riemann la série > -, uj converge si et seulement si a > 1.
k=1 %k
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C.1. C’est trivial pour n = 0. Si vrai pour n — 1 > 0 alors la récurrence s’étend :

fal@) = 2fa-i(2) —2fi 4 (2)

1 1

= (-1 -0 ) el -1 -a)" )P
- %(2 —2(1—2)¥ 14201 -2 —(1—2)%)
_ %(1 C (-2,

C.2. Puisque f,(2) = 0 pour tout n, on a donc lim,, . f,(2) =0. Si z €]0,2[, ousi |1 —z| <1,

alors lim,, oo (1 — )%" = 0 et lim, o fu(x) = 1/2, d’ot la convergence simple vers la fonction
f définie sur |0,2] par f(z) = 1/x si x # 2 et f(2) = 0. L’étude des variations de la fonction g,
définie sur |0, 2] par g,(z) = f(x) — fu(x) = |f(x) — fn(z)| montre que g, décroit sur |0, 1] de
+00 & 0 croit sur [1,2[ de 0 & 1/2, et satisfait ¢,,(2) = 0. Donc

mp = sup [f(x) = ful@)] = gulc) = =(1=0¢)"" —p =0
z€[c,1] C
wp |f() ~ fal@)] = gl =) = i = 0
z€[1,2—] c
sup |f(z) = fu(x)] = oo
z€]0,1]
sup |f(z) = fu(2)] = 1/2,
z€[1,2]

d’ou les différents résultats. On peut remarquer que les fonctions f,, étant continues sur |0, 2] et
convergeant vers la fonction f discontinue en 2, il ne pouvait y avoir convergence uniforme sur
un intervalle contenant 2, par le théoréme du cours qui dit que la limite uniforme d’une suite de
fonctions continues est continue. Invoquer ce théoréme donnait donc une autre démonstration
de la non convergence uniforme sur [1,2].

122



Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3.
Partiel d’algébre linéaire du mardi 12 novembre 2002
Durée : 2 heures. Aucun document. Les calculatrices UPS sont autorisées.
Affichage des résultats le 21 novembre & 16 heures.

Question de cours : Enoncer le théoréme de Cayley Hamilton.

Exercice A. On note o = 1(—1++/5) et 8 = 3(—1—/5) les racines du polynome X2+ X — 1.
On rappelle que I}, est la matrice identité d’ordre k. On considére les matrices

01001 11111
1 01 00 11111
A=]101010]|, J=|(1 1 1 11
00101 11111
1 0010 11111

1. Calculer A? ainsi que trace (A) et trace (A42).

2. Calculer A%+ A—I5—J, (A—2I5)J et en déduire que P(X) = (X —2)(X?+ X — 1) est
un polyndéme annulateur de A. Pourquoi ce résultat entraine-t-il que A, en tant qu’en-
domorphisme de R, admet une base de diagonalisation? Pourquoi existe il une ma-
trice inversible P et 3 entiers (n2,nq,ng) positifs ou nuls tels que A = PDP~! avec
D = diag(2ln,, alp,, Bln,)?

3. Montrer que (n2,nq,ng) satisfont au systéme linéaire
Ny +no +ng =5, 2ns+ ang + Png = trace (A), 4ny + a?ng + ﬁ2n5 = trace (A?)

(Méthode : comparer trace (D) et trace (A) et comparer trace (D?) et trace (42)). En dé-
duire que (na,nq,n5) = (1,2,2) (Rappel : a®> = —a+ 1 et 3> = —3 + 1.) En déduire les
polyndémes minimal et caractéristique de A.

Exercice B. Soit E 'espace vectoriel sur IR des polynémes & coefficients dans IR et de degré
< 4. Soit P*) le k iéme polynoéme dérivé de P. Pour P,Q € E, soit B(P, Q) le nouveau polynome
défini par B(P,Q)(X) = Y p_o (1) PR (X)QUH (X)
1. Calculer B(P, Q) dans les deux cas suivants : P(X) = Q(X) = X et P(X) = Q(X) =
X4t -1
2. Soit P,Q € E. Quelle est la dérivée du polynéme B(P, Q) ? En déduire que B(P, Q) est un
polynéme constant, c’est & dire que B est une forme de F x E. Montrer que cette forme
est bilinéaire et symétrique.

3. Rappeler quand est ce qu’une forme bilinéaire symétrique est un produit scalaire. Est ce
que B définit un produit scalaire sur £ ?

Deug 2 éme année, Université Paul Sabatier UF3.
Corrigé du partiel d’algébre linéaire du mardi 12 novembre 2002

20110
02 011
Al :Parcalcul A2= |1 0 2 0 1 |,trace(A) =0, trace(A42) = 10.
110 2 0
01 1 0 2
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A2 : Par calcul A? + A— Iy —J = (A —2I5)J = 0. Donc comme J = A% + A — I5 alors
0= (A-2I)J = (A—2I5)(A% + A — I5) ce qui montre que P(X) = (X —2)(X?2+ X — 1)
est dans l'idéal annulateur de A. Dans R, P est scindé et ses racines sont simples. Comme
par définition du polynéme minimal m 4 celui ci divise tout polynéme annulateur on a que mx
divise P. Donc my4 est aussi scindé et a des racines simples. D’aprés le cours, (Chap 1, Prop.
5.1) cela entraine que A admet une base de diagonalisation et que son spectre A est contenu
dans ’ensemble {2, a, 3} des racines de P. Soit n) la multiplicité de la valeur propre A\ € A,
soit E 'espace propre correspondant, et convenons ny = 0 et E)\, = {0} si A n’est pas une
valeur propre. Comme A est diagonalisable, dim Ey = ny. Si (n2,n4,n3) est ainsi défini, soit
D = diag(2ln,, aln,, Bln,). Soit alors fa, fa, f5 des bases respectives pour Ey, E,, Eg, soit f leur
union, soit e la base canonique de R et soit

P = [idIR5]§c
la matrice de changement de base de e & f. Alors on a A= PDP~!.

A3 : On a A?> = PDP~'PDP~! = PD?P~!. D’aprés le cours trace M N = trace NM. Donc
0 = trace A = trace DP~'P = trace D = 2ny + an, + Bng et 10 = trace A? = trace D*?P~'P =
trace D = 4ny + a®n, + #?ns. Enfin puisque A est diagonalisable la somme des dimensions des
espaces propres est égale & 5. D’ou le systéme linéaire. C’est un systéme de Cramer, en effet son
déterminant est

1 1 1
det | 2 a B | =4(a—p)=4V5#0.
4 aQ 62

Sa solution est unique. Vérifions que c’est (1,2,2). C’est clair pour la premiére. Pour la 2 éme
on utilise a + 8 = —1 et pour la 3 éme aussi, avec o> = —a + 1. Donc dim By = 1,dim E, =
dim E3 = 2. Toutes ces dimensions sont positives donc d’aprés le cours my = P. Le polynome
caractéristique Py est (X —2)(X2+ X —1)2.

NB : le contexte de cet exercice peut étre trouvé dans ’exercice 5.7 du Chap. 1 du cours.

B1 : Puisque
B(P, Q) — PQ(4) _ P/Q/// + P//Q// o P///Q/ + P(4)Q (*)

on voit que B(P, P) = 2PP® — 2P'P" + (P")2. Si P(X) on obtient B(P,P) = 0, si P(X) =
X% —1 on obtient B(P, P) = —48.

B2 : En calculant a partir de (*) on trouve B(P,Q) = P®Q 4+ PP® qui est nul car les
polynémes sont de degré < 4. Donc B(P, Q) est constant. On voit immédiatement a partir de
(*) que B(P,Q) = B(Q, P) : c’est dire que la forme est symétrique. Enfin si P, P;,Q sont dans
E et si X\ et \; sont des réels, (*) montre que B(AP + A1 P,Q) = AB(P,Q) + \1B(P1,Q) ce qui
est dire que P — B(P,(Q) est linéaire pour tout @ fixé. A cause de la symétrie on en déduit que
Q@ — B(P,Q) est linéaire pour tout P fixé. Donc B est une forme bilinéaire symétrique.

B3 : B serait un produit scalaire si on avait B(P, P) > 0 pour tout P qui n’est pas le polyndéme
nul. Les exemples du 1) montrent tous deux que c’est faux.
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Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ANALYSE de Janvier 2003.
Durée 2h. Aucun document. Seules les calculatrices UPS sont autorisées. Affichage des résultats
le Mardi 4 février 3 16 h.

Question de cours. Donner les axiomes d’une norme dans un espace vectoriel E sur IR. Donner
une définition des fonctions continues réelles sur E. A ’aide de ces axiomes et de cette définition,
montrer que x — ||z|| est continue sur E.

Exercice A

1. Soit R le rayon de convergence de la série entiere > -, ﬁxk et soit f(z) sa somme.

Calculer R et dire si f(R) existe et est finie. Méme question avec f(—R).

2. Montrer que la série précédente ne converge pas normalement dans [—1,0]. Montrer qu’elle
converge uniformément dans [—1,0] (Méthode : utiliser le point du cours suivant, qu’on ne
demande pas de redémontrer : si (uy) est une suite qui décroit vers 0, alors la somme 7,
de la série > 70 (—1)Fuy, satisfait |r,| < u,). Montrer que f est continue sur [—1,1].

3. On pose g(z) = (1 — z) f(z) pour —1 < x < 1. Soit > 7 ¢,z le développement en série
entiére de g au voisinage de 0 et soit R, son rayon de convergence. Calculer ¢y, ¢; et ¢, pour
n > 2. Montrer que la série Y, ; ¢, converge et a pour somme 0. Montrer que ¢, ~ —%%/2
sin — oo et en déduire R..

4. Montrer que » 7 cpa" converge normalement sur [—1,1] et déduire du 3 la limite de
(1 —z)f(x) si x — 1 par valeurs inférieures.

Exercice B
1. Calculer l'intégrale fo% sin § cos(kx) dz pour k entier > 0.

2. On considére la fonction f de période 27 définie par f(z) = |sin §| pour tout x réel. Tracer
son graphe dans l'intervalle [—2m, 47]. Calculer ses coefficients de Fourier trigonométriques.
Montrer que sa série de Fourier converge normalement et donner sa somme en justifiant
votre réponse.

3. En déduire les sommes des séries

> 1 > 1 >0 siHQ%‘T
2 ETT @RI 2= e
k=1 k=1 k=1

(Méthodes : @ = 0, Parseval et sin?a = 3(1 — cos 2a)).

Baréme indicatif : QC=3; A1=2, A2=3, A3=3, A4=2; Bl=1, B2=3, B3=3.
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de ’examen d’analyse de Janvier 2003.

QC. Soit E un espace vectoriel sur R. Une norme x +— ||z|| sur E est une application de E dans
[0, oo telle que

— Pour tous z,y € E on ||z + y|| < ||=]| + ||y||-

— Pour tout A réel et tout x de E on a [[Az|| = |A|||=].

— Si ||z|| = 0 alors = = 0.
Une fonction f: E — R est dite continue sur F si pour tout x € E et pour tout € > 0 il existe
r > 0 tel que pour tout y € E satisfaisant ||y — x| < r alors |f(y) — f(x)| < e. Or I’ axiome

1 des normes appliqué au couple (y,z — y) entraine ||z| — ||y|| < [lz — y|| et symétriquement
lyll = llz]] < |ly — z||. L’axiome 2 appliqué & A = —1 et & y — = entraine ||z — y|| = ||y — z|| et
donc —|ly — z|| < |lyll — |lz|| < ||y — z||. En prenant r = ¢ on voit que x — ||z|| est continue.

A1. Appliquons le critére de D’Alembert & u, = |z|¥/k'/2. On obtient que limy_ o0 g1 /up = |z].
La série converge donc absolument si |z| < 1 et diverge grossiérement si |z| > 1. C’est dire que
R = 1. Comme la série de Riemann 3%, k~'/2 diverge (car 1/2 < 1) et est & termes positifs,
f(R) = 0o et n’est pas finie. Comme la série > 32, (—1)*k~!/2 est alternée et comme la valeur
absolue k~1/2 de son terme général décroit vers 0, on est dans les conditions d’application du
théoréme des séries alternées et cette série converge : f(R) existe et est finie.

A2. Soit
M, = sup |z|F/kY? =k"1/2,
z€[—1,0]
La série ) - M}, diverge comme vu ci dessus et il n’y a pas convergence normale. Cependant,
notant par fn(z) = > 5, zFk=12 et observant que pour x € [—1,0] la série S orey zkE—1/2
satisfait au critére des séries alternées, le résultat rappelé du cours fournit pour tout z € [—1,0]

[f(@) = fal@)] < 2"+ 1)V <mp = (n+ )72 -0 0.

Comme le polynoéme f, est continu, sa limite uniforme f sur [—1,0] est continue. De plus f
est continue sur | — 1, 1[ comme ’est toute somme de série entiére dans son intervalle ouvert de
convergence (cours). Donc f est continue sur [—1, 1].

A3. Appliquons le théoréme sur le produit de Cauchy pour les séries entiéres aux deux suites
(ay,) et (by,) définies par ag =1, a; = —l et ap =0si k> 1, et bg =0 et b, = k~ /2 pour k > 0.
On obtient ¢g =0, ¢; =1 et, pour n > 1:

n
= byt =by—by1=n"">—(n—1)""/?
k=0
Il est clair qu’'on a par télescopage

n

Z Ck = n71/2 —n—oo 0.
k=0

Enfin, en multipliant haut et bas par une quantité conjuguée

. (n —1)1/2 —pl/2 " (n —1)Y/2 4 nl/2 B -1 -1

(n— 1)1/2p1/2 (n— D12 1nl2 " ((n—1)172+nl/2)(n—1)/2n1/2 ~ on3/2
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Le critére de D’Alembert appliqué a u,, = |c,2"| donne lim,, up 1 /up = |2|lim, (n+1)73/2p3/2 =

|z|, ce qui montre que R, = 1.

A4. Comme |c,| ~ An=3/2 alors "3° | |cx| converge par le théoréme d’équivalence des séries
a termes positifs et par le critére de Riemann, applicable ici car 3/2 > 1. Comme M) =
SUP,e(—1,1] |crz®| = ¢ 1a convergence normale est acquise. Comme les sommes partielles de cette
série sont continues (car polynomiales) la somme C(x) de cette série sur [—1, 1] est continue. On
savait d’autre part que C(z) = (1—xz)f(z) six € [-1,1] et que C(1) = 0. Comme C' est continue
en 1 on en déduit que (1 — x)f(z) tend vers 0 si x tend vers 1 par valeurs inférieures.

B1. D’aprés la classe de premiére sinacosb = (sin(b+a) —sin(b—a)). Appliquant cette formule
d a=x/2 et b= kz on obtient que I'intégrale I} est 4/(1 — 4k?) pour k entier > 0.

B2. Graphe : 3 jolis festons. Coefficients de Fourier ao(f) = 21—2 = 2 et pour k > 0 ai(f) = I?’“ =
m. Comme f est paire, on a bi(f) = 0. La série de Fourier de f est donc

Or pour k> 1on a
4 cos(kx) 4

7(1—4k2)|  m(4k2 — 1)

D’apres le critére de Riemann (applicable car 2>1) la série Y p- ; M}, converge et la série de
Fourier de f converge normalement. Finalement, f est Cy M (27) car f est continue (sinz/2 est
continue, z — ]m\ aussi et la composée de deux fonctions continues est continue.) Ensuite si

g(z) = f'(z) = 3cosZ pour 0 < z < 27 et si on prolonge g par 27 périodicité, on constate
que g(0T) = 1/2 et g(2r~) = —1/2 existent et sont finies. Donc f’ est bien la restriction d’une
fonction continue par morceaux. On est bien dans les conditions d’application du théoréme de
Dirichlet et comme f est continue, f est égale & la somme de sa série de Fourier.

~ Ak2.

Mj = sup
xT

B3. Puisque pour tout x on a

o0

4 cos(kx)
‘Sm_’ - _+Zw(1 4k2)
=1

faisons # = 0. On obtient Y -, %2%1 = 1/2. Rappelons ensuite ’égalité de Parseval, valable

pour tout f continue par morceaux

1 [ 1 —
o [ 1 @Pde=lao(H +5 > _(lax(H + ().
k=1
Pour P'appliquer ici il faut calculer f027r | sin 22dx = OZW 2(1 — cos z)dz = . On obtient ainsi
. 1 1
A2 _12 16 2
Lo (4712 716 2
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Quant & la derniére somme, en remplacant sin® k—; par %(1 —cos kx), et en utilisant la somme de

la série de Fourier et le premier résultat de ce B3 on arrive &
2 kx

o0 .

S1n 5 T, . X
> e - 1lnsk
k=1
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Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ALGEBRE LINEAIRE de Janvier 2003.
Durée 2h. Aucun document. Seules les calculatrices UPS sont autorisées. Affichage des résultats
le Mardi 4 février 3 16 h.

Question de cours. Qu’appelle-t-on endomorphisme orthogonal (ou isométrie vectorielle) d'un
espace euclidien ? Montrer qu'un tel endomorphisme ne peut avoir d’autres valeurs propres que
+1, et qu'il est de déterminant +1.

Exercice A. Soit A une matrice (n,n) symétrique réelle telle que A3 = I,,. Montrer que A = I,,.

Exercice B. Soit a et b linéairement indépendants et de norme 1 dans le plan euclidien E et
soit f € L(FE) défini par
f(z) = (x,a)a + (z,b).
1. Montrer que f = f* et que f est défini positif.

2. Calculer en fonction de (a,b) les valeurs propres de f et trouver en fonction de a et b une
base de diagonalisation de f.

Exercice C. Soit F un espace euclidien de dimension 3, e = e1, 2, e3) une base orthonormale
de E et u € L(FE) tel que [u]¢ = M soit

1. Montrer que u a trois valeurs propres distinctes —1, «, 5.

2. Soit v, et vg des vecteurs propres de u associés & a et [ respectivement. Montrer que
(u(va),u(vg)) < |lvallllvgll (notez I'inégalité stricte).

3. Soit C; = u(ej), j = 1,2,3. Montrer que C = (C1,C2,C3) est une basede E. Si f = (f1, fo, f3)
est la base orthonormale de Schmidt associée & C, exprimer les vecteurs de f en fonction
des vecteurs de e.

Exercice D. Soit la matrice complexe

1 3 —1—
A= 9 [ —1+i \:/)f ]
V2

1. Montrer & I'aide du cours que A est diagonalisable et & valeurs propres réelles.
2. Trouver une matrice P de SU(2) telle que P* AP soit diagonale.

Exercice E. Soit a un réel et la forme quadratique ¢ sur R? définie par
q(z,y) = (1 +a)a® + 22y + ¢,
Discuter la signature de ¢ suivant les valeurs de a.

Baréme indicatif : QC=3; A=2; B1=2, B2=2; C1=1, C2=2, C3=3; D1=1, D2=3; E=2.
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de ’examen d’ALGEBRE LINEAIRE de Janvier
2003.

Question de cours — On dit qu’un endomorphisme f d’un espace euclidien E est un endomor-
phisme orthogonal de F s'il vérifie I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

a) f est inversible et f~! = f*,

b) Va,y € B, |If()]| = |le].
Soit z € E'\ {Og} un vecteur propre de f pour la valeur propre A € R. On a || f(x)| = || ||z|| =
||| et donc |A] =1 puis A € {—1,1}.
On a fo f* =idg et donc det(f) det(f*) = 1 et comme det(f) = det(f*), on a (det f)? =1 et
donc det f € {—1,1}.

Exercice A — Puisque A est symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectral, A est diagonali-
sable (on n’ aura pas a utiliser que A diagonalise dans le groupe orthogonal) et donc il existe une
matrice inversible P € GL,(R) et une matrice diagonale D € M,,(R) telles que P"1AP = D.
Or, (P7'AP)3 = P~1A3P et comme A3 = I,,, on a D? = I, et donc, si A un coefficient diagonal
de D, on a A\* = 1. Comme ) est réel, on a A = 1. Ainsi, D = I,, et par suite, P"'AP = I,, en
sorte que A = PP~ ' =1I,.

Exercice B — 1°) Pour montrer que f est symétrique, il suffit de montrer que

Vo,y € B, (f(z),y) = (z, f(y))

Or, par définition de f et d’aprés les propriétés du produit scalaire, on a :

(f(@),y) = ((z,a)a+ (x,b) by) = (z,a) (a,y) + (z,b) (b,y).

On en déduit (permuter x et y ci-dessus) que (f(y),x) = (y,a) (a,z) + (y,b) (b,x) et on
constate que (f(z),y) = (f(y),z) = (x,f(y)) .

Pour montrer que f est défini positif, il suffit de montrer que
Ve e E, (x, f(x)) >0et (z,f(x)) =0=2=0g.

Or, le résultat ci-dessus montre que (z, f(z)) = (x,a) 24 (z,b) 2 > 0 et donc quesi (z, f(x)) =0
alors, (z,a) = (z,b) = 0 i.e. x est orthogonal & a et & b et comme (a,b) est une base du plan
E, z est orthogonal & tout vecteur de F et donc x = 0Op.

2°) B = (a,b) est une base de E et f(a) = ||a|?a+ (a,b)b=a+ {(a,b)b, f(b) = (a,b)a+b (on
a utilisé que a et b sont unitaires). La matrice de f dans B est

M:[ (c:b> <aib> }

Avec le polynome caractéristique de M on trouve que 1 + (a,b) sont les valeurs propres de f
et que a + b # O sont vecteur propres associés. Ainsi, une base de diagonalisation de f est
(a+b,a—10).Si {(a,b) =0 alors f est I'identité et tout vecteur non nul est vecteur propre.
Exercice C — 1°) Le polynéme caractéristique de M est Py = —(X +1)(X2—4X +1). Le
polynéme X? —4X + 1 admet deux racines réelles distinctes o et 3 positives (A = 16 —4 > 0,
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a+p=4>0etaf =1>0). Donc M admet trois valeurs propres réelles distinctes —1, a et 3.

2°) Les vecteurs v, et vg sont des vecteurs propres, donc u(ve) = av, et u(vg) = Pug et
comme o =1, on a

(u(ve),u(vg)) = (awq, Pvg) = af (Va,vg) = (Va,vg) -
Enfin, d’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (va,vg) < |lva||||vg|l avec égalité si et seulement si
les vecteurs v, et vg sont colinéaires ce qui est exclu puisque v, et vg sont des vecteurs propres
associés & des valeurs propres distinctes. L’inégalité demandée est bien prouvée.
3°) Comme (eq, eg,e3) est une base de F, (u(ey),u(es),u(es)) est une base de F si et seulement
si u est bijectif ce qui est le cas puisque det(u) = (—1)af = —1 # 0.
Construisons une orthogonalisée (v1,va,v3) de (u(e1),u(e2),u(es)) :

vy = ule;) = —eyq,
vy = u(ez) — 7@'('221)”’;”) v; = u(ez) = 2ey — e,
v3 = u(e3) — <u|(|j;32)||7;)2> v2 — <u|(|fi)||’§1> v1 = —3ez + 2e3 — F(2e2 — €3) = £ (e + 2e3).
On en déduit lorthonormalisée (f1, fo, f3) de (u(e1),u(e2),u(es)) : f1 = mqq = —e1, fo =

mW = %(262 —e3) et f3= mvg = %(62 + 2e3).

Exercice D — 1°) A est de la forme avec a réel, donc A est hermitienne et donc,

a
b
d’aprés le cours, A est diagonalisable et & valeurs propres réelles.

3 6—3i7r/4
20) On a A — % 632~7r/4 3
résulte que le polynéme caractéristique de A est P4 = X2 —trace (A)X +det(A4) = X2 -3X +2 =
(X —1)(X —2). Les valeurs propres de A sont donc 1 et 2. On notera E; et Fs les sous-espaces
vectoriels propres correspondants. Comme

} et par suite, trace (A) = 3 et det(4) = (9 —1) = 2. Il en

1 —3im/4
A—Q:Azi[ L oe },

e3@'7r/4 1

on a By = vect(—e 37/ 1) = vect(e1) ou e; = (™4, 1). Comme (™4, —1) L (¢/"/4,1), on
a Fy = VeCt(62) ol ey = (627r/4,—1)- On a ||€1|| ||€2H = \/5 et (Ulav2) = (”611”61,”6—12”62)

est une base orthonormale. On a det(vy,ve) = %(—ei’r/4 — /Y = e/t = 5/A Par
suite, det(e %™/4y;,vp) = 1. On a e %"™/4y; = %63”/4(6”/4,1) = %(—1,63”/4) et donc si

T e e R B VA ¢ B can_ |10
P_\/i[ei’mr/‘l 1T it -y alors P € SU(2) et P*AP = 0 2|

Exercice E — On applique la méthode de Gauss : ¢(z,y) = y? + 2yz + (1 + a)z? =
(y + x)? 4+ ax?. On en déduit que la signature de ¢ est (2,0) si @ > 0, (1,1) si a < 0 et (1,0) si
a=0.
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Liste des questions de cours d’analyse, Deug deuxiéme année UF3, sessions de

Janvier et Septembre 2003.

. Soit f une fonction continue complexe sur [a,b] avec —o00 < a < b < oco. Que signi-

fie la phrase “ l'intégrale impropre I = ff f(t)dt converge”? En cas de convergence |,
qu’appelle-t-on valeur de I? Si de plus f > 0, donner une condition nécessaire et suffisante
de convergence de I.

. Soit (un)p>o0 une suite de nombres complexes. Que signifie la phrase “ la série > " u,

converge” ? Que signifie la phrase “ la série ) °  u, converge absolument” ? Enoncer un
résultat reliant les deux notions et montrer par un contre exemple qu’elles ne sont pas
équivalentes.

3. Enoncer le théoréme de convergence des séries alternées.

4. Soit a = (an)n>0 €t b = (by)n>0 deux suites complexes et ¢ = (¢p)n>0 leur produit de

10.

11.

12.

Cauchy. Soit A(z), B(z),C(z) les sommes des trois séries entiéres correspondantes & l'inté-
rieur de leurs disques de convergence de rayons respectifs R, Ry, R.. Enoncer un théoréme
reliant R,, Ry, R. et reliant A, B, C.

Soit fy : [a,b] — IR une suite de fonctions. Que signifie la phrase “la suite (fy,)n>0 converge
uniformément sur [a,b]” 7 Si f(x) = lim,— fn(x) existe, énoncer une condition suffisante
pour que f soit continue sur [a, b].

Soit u, : [a,b] — IR une suite de fonctions. Que signifie la phrase “la série Y 0 up ()
converge normalement sur [a,b]”? Si la série converge pour tout x € [a,b] énoncer une
condition suffisante pour que sa somme S soit continue sur [a, b].

Soit f : |xg — €,x9 + €[— IR une fonction indéfiniment dérivable. Qu’appelle t-on série de
Taylor de f en x4? Soit o un nombre réel. Précisez cette série de Taylor pour g =0, e =1
et f(z)=(1+x)“.

Donner I’expression des coefficients de Fourier trigonométriques et exponentiels d'une fonc-
tion f de période 27 et continue par morceaux. Enoncer le théoréme de Dirichlet en pré-
cisant les hypothéses et le sens des symboles utilisés.

Enoncer la formule de Parseval sous forme trigonométrique, en précisant des conditions
suffisantes de validité.

Soit E un espace normé et A C F. Que signifie la phrase A est ouvert ? Que signifie la
phrase A est fermé? Donner la caractérisation des fermés en termes de suites.

Donner les axiomes d’'une norme dans un espace vectoriel £ sur IR. Donner une définition
des fonctions continues réelles sur F. A I'aide de ces axiomes et de cette définition, montrer
que x — ||z|| est continue sur F.

Donner une description des parties compactes d’un espace vectoriel normé de dimension
finie. Enoncer un théoréme relatif aux fonctions continues réelles définies sur un compact.
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Liste des questions de cours d’algébre, Deug deuxiéme année UF3, sessions de
Janvier et Septembre 2003.

1. Définir le polynéme minimal d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie.

2. Soit a un endomorphisme de I'espace de dimension finie £. Que signifie la phrase “a est dia-
gonalisable” 7 Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que a soit diagonalisable

en termes de son polyndéme minimal.

3. Donner une démonstration de l'inégalité de Schwarz dans un espace euclidien (les cas

d’égalité ne sont pas demandés).

4. Soit F' un sous espace vectoriel de I'espace euclidien E. Définir la projection orthogonale

sur F' et la symétrie orthogonale par rapport a F.

5. Enoncer le théoréme caractérisant la projection orthogonale sur un sous espace vectoriel

dans un espace euclidien.

6. Qu’appelle t-on endomorphisme orthogonal (ou isométrie vectorielle) dans un espace eu-
clidien 7 Montrer qu’un tel endomorphisme ne peut avoir d’autres valeurs propres que =+1,

et qu’il est de déterminant +1.

7. Soit E un plan euclidien. Décrire sans démonstration les endomorphismes orthogonaux u

(ou isométries vectorielles) de E tels que det u = —1. Méme question pour detu = 1.

8. Enoncer le théoréme spectral pour un espace euclidien. Enoncer le théoréme de la décom-

position polaire d’un endomorphisme inversible d’un espace euclidien.

9. Si U est une matrice carrée complexe, qu’est ce que la matrice adjointe de U? Qu’est ce

qu’une matrice unitaire 7 Décrire les éléments de SU(2) (avec démonstration).

10. Enoncer les axiomes d’un produit scalaire hermitien. Donner une formule de polarisation

du produit sacalaire hermitien.

11. Donner une définition et une propriété caractéristique des endomorphismes normaux d’un

espace hermitien.

12. Enoncer le théoréme d’inertie de Sylvester.
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Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ALGEBRE LINEAIRE du 13 octobre 2003.
Durée 2h. Aucun document. Seules les calculatrices UPS sont autorisées. Affichage des résultats
le Vendredi 25 octobre a 16 h.

Question de cours. Si U est une matrice carrée complexe, qu’est ce que la matrice adjointe de
U? Qu’est ce qu’une matrice unitaire ? Décrire les éléments de SU(2) (avec démonstration).

Exercice A. Soit A une matrice réelle quelconque & deux lignes et trois colonnes. On note I,
la matrice identité d’ordre n et on considére la matrice carrée d’ordre 5 réelle écrite par blocs
-8, A
M pu—
[ 0 1313
que P soit inversible, D soit diagonale et M = PDP™!, et préciser D (méthode : polynéme
minimal de ’endomorphisme de R dont M est matrice représentative dans la base canonique).

] . Montrer qu’il existe deux matrices carrées P et D réelles d’ordre 5 telles

Exercice B. Dans R? euclidien canonique, on considére le plan vectoriel

F ={(x,y,2); 6x + 3y + 2z =0}.

Donner une base orthonormale de F-. Calculer le projeté orthogonal du vecteur 7 = (7, 14, —%)

sur F-, puis en déduire le projeté orthogonal de ¥ sur F.

Exercice C. Soient a et b deux endomorphismes symétriques de ’espace euclidien ' de dimen-
sion ¢, tels que a et ¢ = b — a soient dans ’ensemble P des endomorphismes symétriques définis
positifs de F.

1. Montrer que b est dans P.

2. On note par r l'unique élément de P tel que r? = a~! et on note u = rbr. Montrer que

rer =u—idp et que a=t — b~ = r(idg —u ).
3. Montrer que v — idg et u sont dans P.

4. Soit e une bon de diagonalisation de u et soit [u]¢ = diag(A1,...,Ay). Montrer que A\; > 1
pour tout k = 1,...,q. Calculer [idg —u~1]¢ en fonction des (A1,...,A;) et en déduire que
idg — u™! est dans P. En déduire que a=! — b~! est dans P.

Exercice D. Dans R? euclidien canonique, on considére I’endomorphisme symétrique a dont
-10 3

3 10
une base orthonormale f = (f1, f2) telle que la matrice représentative de a dans cette base soit
diagonale (on précisera donc les coordonnées de f; et fo dans la base €). En déduire une matrice
orthogonale U et une matrice diagonale D telles que A = UDU L.

la matrice représentative dans la base canonique e = (e1,ez) est A = [ ] . Trouver

Baréme indicatif : QC=4; A=3; B=3; C=5; D=5.
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de I’examen d’ALGEBRE LINEAIRE du 13
octobre 2003.

QC.Voir cours polycopié.

A. Tl est clair que le polynéme caractéristique de M est (X +8)2(X — 13)3. Puisque on demande
de montrer que M est diagonalisable, c’est équivalent d’apreés le cours & montrer que le polynéme
Q(X) = (X + 8)(X — 13) est un polynéme annulateur de M. Or

0 A

M + 815 = [ 0 21l

], M_13[5:[—21IQ A}

0 0

et donc M est bien diagonalisable car

Q(M):(M+815)(M—13I5):[8 QflsH_QSIQ ﬂ:[g 8}

La matrice D est calculée avec les valeurs propres et leurs multiplicités et est par exemple
—8I, 0 I, A/21 I, —A/21

[ 0 1313 0 I 0 I3 ] '

B. Introduisons le vecteur 77 = (6,3,2) € R3. Alors F est Iensemble des vecteurs X = (z,y, z) tels

que <)Z' ,i1) = 0, donc F- est de dimension 1 et 7 en donne une base. Elle n’est pas orthonormale,

mais comme ||7Z[|? = 36 + 9+ 4 = 49 = 7 le vecteur ¥ = 17l = (£,2,2) donne une base

orthonormale de F-. La projection de ¥ sur F- est donc

} . On peut aussi vérifier que P = [ ] convient et que P~ = [

6 3 2
()i =(Tx s+14x - —-17,5x o)u=Tu = (6,3,2)
7 7 7
La projection orthogonale de ¢’ sur F' est donc
35 39
v — (U, u)d = (7,14, —?) - (6,3,2) = (1,11, —?)

C1. Dire que a et ¢ sont dans P est dire que pour tout z € E \ {0} on a (z,a(x)) > 0 et
(z,c(x)) > 0. On a bien b € P car pour tout x € E'\ {0} on a

(2,b(x)) = (2, (a + O)(2)) = (z,a(x)) + (&, c(x)) > 0.

C2. En se placant dans une bon de diagonalisation de a on voit que r = a=1/? et a commutent

et que a=%aa"'? = idg. On a rer = r(b— a)r = rbr —rar = u — a~"?aa™"/? = u — idg et
al—bt=r2—(lulyr Ht =2 —pulyr =r(idg —u=)r

C3. Soit z € E'\ {0}. Alors, en utilisant le fait que r* = r et en posant y = r(x) on a

(z, (v —idp)(z)) = (z,rer(z)) = {r(@), c(r(@))) = (y, c(y))-

Mais y # 0, car r est inversible donc de noyau nul, ce qui entraine r(x) # 0 si z # 0. Donc,
comme ¢ € P on a (y,c(y)) > 0 et donc u —idg € P. On procéde de méme pour montrer
que u € P en remplacant ¢ par b. Toutefois, une autre méthode est possible, en observant que
u = (u—1idg) +idg est la somme de deux éléments de P et donc est dans P.

C4. On a donc [u —idg|¢ = diag(A — 1,..., g — 1). On sait d’aprés le 3 que u —idg € P, et
on sait d’apres le cours qu’'un endomorphisme symétrique est dans P si et seulement ses valeurs
propres sont strictement positives. Donc Ay —1 >0 pour k=1,...,q. Or

WS =diag(A\ ', ... A7), [ide —u']S = diag(1— AT, ..., 1= A1),
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Comme Ay —1 >0onal-— )\q_l >0 pour k=1,...,q, ce qui entraine que I’endomorphisme sy-
métrique idg —u ! est dans P puisque ses valeurs propres sont strictement positives. Finalement,
siz € E\ {0} et sion pose y=r(x)( # 0 comme on I’a vu) on a

(@, 07" —a (@) = (z,r(idp — u™)r(2)) = (r(z), (idp — w (@) = (y, (idp —u™)y).

Ce nombre (y, (idg —u~!)y) est > 0 puisque idg —u~t € P. Donc b~! —a~! € P.

D. Puisque det A = 91 et trace A = —20 le polyndme caractéristique de A est X2 4 20X + 91
et a donc pour racines —7,—13. Comme la matrice A est symétrique, elle est représentative
d’un endomorphisme symétrique de R? euclidien canonique qui est diagonalisable dans une bon.
L’espace propre E_7 est 'ensemble des (z,y) € R? tels que —10z + 3y = —7x et est de base
(1,1). Une base orthonormale de E_7 est donc f; = (1/v/2,1/4/2). De méme, l'espace propre
E_13 est 'ensemble des (z,y) € R? tels que —10z 4+ 3y = —13z et est de base (1,—1). Une
base orthonormale de F_13 est donc fo = (1/v/2,—1/4/2). Comme a est symétrique, ses espaces
propres sont orthogonaux (cours) et donc f = (f1, f2) est une bon de diagonalisation de a. On

a donc [a]} = _07 _23 ] = D. De plus [a]¢ = [id|[a]}[id]{ ot U = [id]$ est la matrice du

changement de l'ancienne base e vers la nouvelle base f. Il suffit pour calculer U d’écrire en
colonnes les composantes des vecteurs de f dans la base e. On obtient

1
U=| v2 ﬁ]
V22

Comme U est la matrice de changement d’une bon vers une autre bon, c’est une matrice ortho-

gonale, cad que
1

1 1
V2 V2

U*l :UT:

On a bien A=UDU! ou

3 -]

1 1
V2 -7 0 V2
% 0 -13 -1
2 V2

S-S
S-S
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Deug 2 iéme année, UF3. Examen d’ANALYSE du 13 octobre 2003.
Durée 2h. Aucun document. Seules les calculatrices UPS sont autorisées. Affichage des résultats
le Vendredi 25 octobre a 16 h.

Question de cours. Soit f une fonction continue complexe sur [a,b] avec —o0 < a < b < oo.
Que signifie la phrase “ l'intégrale impropre I = fab f(t)dt converge” ? En cas de convergence,
qu’appelle-t-on valeur de I7 Si de plus f > 0, donner une condition nécessaire et suffisante de
convergence de I.

Probléme A. Soit a = (ap)p>0 b = (bn)n>0 €t ¢ = (cn)n>0 les trois suites de réels définies
respectivement par ag = leta, =n—1sin>1, parbg=0et b, =n — Z;é(n —k—1)by si
n > 1, et par ¢, = n pour tout n > 0. Soit A(z), B(z),C(z) les sommes des trois séries entiéres
correspondantes & l'intérieur de leurs disques de convergence de rayons respectifs R, Ry, R..

1. Donner C(z), R., A(2), Rs. Méthode : rappeler d’abord les rayons de convergence et les
sommes des deux séries entieres y - z" et > 7 ((n+1)2"

2. Montrer que c est le produit de Cauchy de a et b et en déduire B(z) a l'aide du 1) (On
admet sans démonstration que Ry est non nul).

3. En admettant la décomposition en éléments simples complexes

z 1 1 1

1-224222 2 |[1—-(1+i)z 1—(1—4)z]’

développer ﬁ en série entiére. Pourquoi son rayon de convergence est il > 1//2?

n/2

Calculer b,, pour tout n. Mettre b,27"/° sous la forme la plus simple possible.

Probléme B. Soit a un réel non nul. On notera A = %™

1. Soit n un entier > 0. Calculer I’ intégrale I,, = foﬂ etz g (Rappel : %e” = ze*pour
z complexe ). Donner les parties réelle et imaginaire du nombre complexe I,,. En déduire
Jo €% cos(nx)dzx et [ e sin(nz)d.

2. On considére ensuite les fonctions f et g définies sur R de période 27 telles que f(x) =
g(x) = e 810 < x <, telles que f(0) =1, f(r) =e*, g(0) = g(7) =0, et telles que f
soit paire et g soit impaire. Dessiner les graphes de f et g sur [—7, 37| dans le cas particulier
a = 1/2 (un systéme d’axes pour chaque graphe. Comme e™/? = 4,105 = 3,06(7/2), 'unité
d’axes 1 cm = 7/2 est recommandée).

3. Rappeler la définition des coefficients de Fourier trigonométriques d’une fonction de période
27 quelconque et calculer a,(f) et a,(g) pour n = 0 puis pour n > 1. Calculer ensuite
bn(f) et b,(g) pour n > 1. Les séries de Fourier de f et g convergent elles en tout point x
vers f(z) et g(x)? Convergent elles normalement ?

Baréme indicatif : QC=2; A1=3, A2=2, A3=4; B1=2, B2=1, B3=6.
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Deug 2 iéme année, UF3. Corrigé de ’examen d’ANALYSE du 13 octobre 2003.

QC. Pour a < X < b notons F(X) = faX f(z)dz. Dire que I = f;f(t)dt converge est dire que
limyx_.;, F(X) existe et est finie. La valeur de cette limite est appelée la valeur de I. Si de plus
f > 0 une condition nécessaire et suffisante de convergence de I est que la fonction F' soit bornée
sur [a, b[.

A1l. D’aprés le cours, > ° 2" a pour rayon de convergence 1 et pour somme T1z7 et Y o o(n+
1)2" = >°°°  nz"1, étant la série dérivée de la premiére, a méme rayon de convergence 1 et
pour somme la dérivée ﬁ Par conséquent pour |z| < 1 on a par le th. de la somme de deux
séries convergentes

00 0o o0 1 1 z
c<z>=§"2n:2<”“>zn‘zﬁzn: (=2 1-z (-2

Ceci montre déja que R, > 1. Pour voir qu’en fait R, = 1 on applique D’Alembert & u,, = n|z|".
Ensuite

A(z) = 1+§:(n— 1)2" = 1+§:(n+1)z" —Qiz"
n=1 n=1 n=1

1 0 2z 1—22+422°
(1—2)? 1—2  (1-2)2

= 1+(

De méme ceci est vrai pour |z| < 1 et donc R, > 1, mais D’Alembert montre que R, = 1.
A2.On acy=0=agpby et pour n > 1 la définition de b, entraine ¢, = ZZ:o ap—1bi. Donc c est
le produit de Cauchy de a et b. D’apres le cours, pour |z| < min(R,, Ry) on a C(z) = A(z)B(z)
et donc B(z) = 1= 57

A3. En utilisant ) 7° ;2" = L et en y remplacant z par (1 + i)z ou (1 — )z on obtient

Bz) =3 o (140 — (1— i) "

n=0

Comme les rayons de convergence respectifs de > oo 3-(1 +14)"2" et de o0 o 3-(1 — i)"2" sont
1/[14i] =1/v/2et 1/|1 —i| = 1/v/2 le rayon de convergence R; est > 1//2 par le th. du rayon
de convergence de la somme de deux séries entiéres. On a

= (= (1.

Une forme plus simple s’obtient en écrivant

_ 1 141 141 1 i i T
n/2p __ n n ni ni .
2 bn 21 <( \/5 ) ( \/5 ) \/§> ) (e ! ¢ 4) Slnn4 '

Sous cette forme b,, = 2/?sin n% on voit clairement que R, = 1/ V2 car 27/2p,, = sin n’ ne

br,

tendant pas vers 0 la série >~ >° 2-1/2p, diverge grossiérement, ce qui empéche R, > 1 /V2.
B1. En appliquant & z = a+in # 0 la formule rappelée, qui montre qu'une primitive de x — e**
est e**/z, et avec €™ = (—1)" on a

In _ / e(aJrin)mdx _ [—
0 a—+n

(-)rA-1 a—in

(a+in)zym _ —1)"A -1 .
e ] (( ) )a2+n2

a+in
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a+in)x

Comme el = e (cosnx +isinnz), en prenant parties réelle et imaginaire de I,, on obtient

(e

/07r e** cos(na)dy = —)a, /O " ar sin(nz)dz = (1= (=1)"4)n

a? +n? a? 4+ n?

B2. Pour f on obtient une sorte de frise de mains en coupe, pour g des filaments isolés...

B3. En général ag(f) = o= [ f(z)dz et, pour n > 1, a,(f) = 1 [T f(z) cosnadz et by(f) =
% J7_f(z)sinnz dz. Dans le cas de la fonction f de ’énoncé on obtient grace au Bl et le fait
que f est paire

ao(f) = A—l, an(f) = 2a((—1)"A - 1)

a  w(a? 4+ n2)

, bn(f) =0.
De méme, pour g, qui est impaire :

calg) = 0. an(9) = 0. bnly) = U ZCUA

Les deux fonctions f et g sont C; par morceaux. De plus, f est continue, et g en ses points
de discontinuité kr (k entier) satisfait 0 = g(kw) = 3(g(km — 0) + g(km + 0)). On est donc
pour f et pour g dans les conditions d’application du théoréme de Dirichlet et leurs séries de
Fourier respectives en z convergent vers les sommes f(z) et g(x). Examinons enfin la convergence

normale. Soit m,(f) = max, |a,(f)cosnx + b, (f) sin nz|. Alors

() = [CU"A=Dal _ (A+Dlal

m(a® + n?) m(a?+n?) n

D’aprés le critére de Riemann appliqué & o = 2 > 1 et le théoréme de comparaison la série
> > my(f) converge et donc la série de Fourier de f converge normalement. Quant & g qui est
discontinue, il est impossible que sa série de Fourier converge normalement. En effet, si elle
convergeait normalement, alors elle convergerait uniformément (d’aprés un résultat du cours).
Or le terme général a,(g) cos nz + b, (g) sin nx de la série de Fourier est une fonction continue, et
convergence uniforme de la série entrainerait continuité de la somme (résultat du cours). Comme
cette somme est g(x) et que g n’est pas continue, on a la contradiction. Une autre méthode
consiste a calculer m,(g) = max, |a,(g) cosnz + b,(g)sinnzx|. C’est plus pénible, car il faut
distinguer le cas n = 2p pair et le cas n = 2p + 1 impair :

_1A-12p  C (A+D2p+1) 4

Ty m = N—’
pe Maril9) a2+ (2p+1)2)  p

deux séries divergentes d’aprés Riemann.
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