Agrégation interne de mathématiques — petits exercices électroniques

Exercice 1 : Soit A € M, (C), établir ’équivalence des propriétés :
1) La seule valeur propre de A est 1.
2) tr(A4) = tr(42%) = .- = tr(4") = n.

Exercice 2 : a) Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que
f(z)+ f(22) =0, Va € R.

b) Soient a,b,c¢ > 0 deux & deux distincts. Trouver les fonctions f : R — R de
classe C™ telles que f(ax) + f(bz) + f(cz) =0, Yz € R.

Exercice 3 : a) Montrer que pour tout 0 < z < 1
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b) En admettant que ) 7712 = &, montrer que
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Exercice 4 : Soit f € €([0,1],R*T).
a) Pour tout n € N*, établir I'existence de (an0,...,ann) € R"™! tel que
A, it 1 1
O=apo<---<apn=1¢et Vie{0,...,n—1} : / ft)dt = f/ f(t)dt.
QAn 4 n 0

an,0 + - +an,n

b) Déterminer la limite, quand n tends vers +oo de : )
n

Exercice 5 : Soient A, H € M,,(R), si rg(H) = 1, montrer que
det(A + H)det(A — H) < (det(A))%.
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