Agrégation Interne 2006/2007

Samedi 25 novembre 2006 : second devoir en salle

1. QUELQUES NOTATIONS

e Pour n € N, €"([—1,1]) désigne I'espace vectoriel des applications f : [—1,1] — C de
classe C™. Pour f € ¢°([—1,1]) on pose
[fllo = sup [f(x)]
z€[—1,1]

puis, pour n € N
| £lln = max [fPlo, fe€€([~1,1]).

0<k<n

e Pour fe €™ ([-1,1]), (neN)et ge €"(—1,1]), (n € N*) on pose
D) =af@) et Buloa) = [ g veel-11,

e Enfin on désignera, comme le veut la coutume par ¢>°([—1,1]) = (1,5, ¢"([-1,1]) l'es-
pace vectoriel des fonctions f : [—1,1] — C de classe C* sur [—1,1] et pour f € €*(]—1,1])

on posera
ST
D= 2 T

Et par analogie avec € ([—1, 1]), on définit les endomorphismes de €*°([—1, 1]) par

A(f)(@) = of(x), et B(f)(x) = / flatydt, Vael-11), fe€>(-1,1)).

2. PREMIERE PARTIE

(1) Vérifier que pour tout n € N, (¢"([—1,1]), || - ||») est un espace de Banach.
(2) Calculer ||zP||,, pour n,p € N.

(3) Montrer que A,, est une application linéaire continue de € ([—1,1]) dans lui-méme et
préciser sa norme.

(4) Soit n € N*. Montrer que B, est une application linéaire continue de ¢"([—1,1]) dans
%" 1([—1,1]) et préciser sa norme.
(5) Calculer les « produits » B,0A, et A, _j0B, applications de €™ ([—1, 1]) dans €™ *([-1, 1]).

(6) On se propose dans cette question de démontrer que le sous-espace image Im(A,,) est le
sous-espace .%,, de €"([—1, 1]) défini par

M) () — g™
Fn 1= {9 € ¢"([-1,1]) : g(0) =0et liH(l) g (@) = g"(0) existe} .
xr— X

1



2

(7-a) Traiter le cas n = 0.
On suppose dorénavant n € N*.
(7-b) Vérifier que Im(A,) C #,.
(7-c) Soit g € .%,. Montrer que f = B,(g) est de classe C" sur [—1,1] \ {0}. On pourra
commencer par montrer que

fr V(@) = fD(0) _ / b g™ (at) — g"™(0)
0

T xt

dt, Yael-1,1\{0.

(7-d) Montrer que f("~Y est dérivable a l’origine.
(7-e) Montrer que f™ est continue & I'origine et conclure.

3. SECONDE PARTIE

(7) Pour f,g,h € €°([—1,1]) montrer que
o(f =h) <6(f —g) +6(h—g)

(8) Soient f, fr (k € N) des éléments de €>°(|—1, 1]). Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

~ o limg oo 0(f — fir) = 0.
~»  Pour tout n € N, la suite ( f,gn))k converge uniformément vers f sur [—1,1].
(9) Si on pose d(f,g) = o(f — g) montrer que (¢>(|—1,1]),d) est un espace métrique
complet.

(10) Déterminer Ao B et Bo A.
(11) Déterminer les noyaux et les images de A et B.
(12) On se propose de montrer que pour tout n € N*

B(g)(x) = / oa(t)g®™ (at)dt, Vg€ T(~1,1])

1—t
o B" = Bo---0B (n fois) et ¢,(t) = % On procéde par récurrence sur n > 1.
n—1)!
Traiter le cas n = 1.
1
Montrer que H(x) := / ©n(t)g™ (xt)dt € €°([-1,1)).
0

-a)

-b)

-¢) Montrer que xH(x) = BV (g)(x) — BV (g)(0).
12-d) Conclure.

)

)

(13) Calculer B™(g)(0.)
(14) Soit g fixé dans €>(|—1, 1]). Montrer que
n n g *
A"B"(g) x—z k' xk, Voe[-1,1], n e N

On pourra procéder par récurrence sur n en écrivant A"t B+ = A" ABB".
(15) Déduire de ce qui précéde une démonstration de la formule de Taylor avec reste intégral.
(16) Montrer que Im(A™) = Im(A"B") et déterminer I'image de A™ et le noyau de B™.



4. TROISIEME PARTIE

On dira qu’une forme linéaire T sur €>°([—1,1]) est continue si lim, §(f, — f) =0
implique lim, T'(f,) = T(f) et on écrira alors T € €><(|—1,1]). Pour tout i € N et tout
a € [—1,1] on désigne par T, ; la forme linéaire

T>([-1,1]) 3 [ = Toa(f) = fP(a).

(17) Montrer que pour tout i € N et tout « € [—1,1], T,,; € €>°([-1,1])".

(18) Soit T' € €>°([—1,1])’, montrer que To A et T'o B € €°°([—1,1])". On désignera dans la
suite par respectivement A : T — T oAet B : T — T o B les endomorphismes de
¢>°(|—1,1]) ainsi définis.

(19) Montrer que A'B" = Idgee((-1,1]y-

(20) Pour n € N*, déterminer Tm(A’)" et ker(B’)"; montrer que les formes (Tp;)/=, consti-
tuent une base de ker(A")".

(21) Déterminer les formes T' € €°°([—1, 1])" solutions de I'équation (A")"(T") = Tp .

Etant donné a € C, on désigne par S, l'endomorphisme de €>([—1,1]) défini par
Sa()(z) = (x—a)f(z), ze[-11], feF>(-11]).

On pourra admettre les deux résultats suivants :

~ U e €™(—1,1]) implique U o S, € €(]—1,1]). On notera S/, : U UoS,
Uendomorphisme de €*°([—1,1])" ainsi défini.

~»  Pour a € [—1,1], (S.)" est surjectif et ker((S,)™) admet pour base { T i, (0 <
i<n-—1)}.

(22) Soient G' un espace vectoriel, Ly, ..., L, des endomorphismes de G commutant deux a
deux et tels que, pour i # j :

ker(L;) = Lj(ker(L;)).
Montrer que
ker(Lyo---oL,) =ker(Ly)+---+ ker(L,).
(23) Soit @@ € Clz], notons Ty l'endomorphisme de €*°([—1,1]) défini par T(f)(z) =
Q(x)f(x). Montrer que U € €*°([—1,1]) implique U o Ty € €*°([-1,1])’. On note
T} 'endomorphisme de €*°([—1, 1]) ainsi défini.

(24) Préciser I'image de T, et donner une base de son noyau.
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