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CONCOURS EXTERNE

Section : MATHEMATIQUES — SCIENCES PHYSIQUES

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

L'usage des calculatrices de poche est autorisé
(conformément aux directives de la circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999).

Le sujet est compose de deux exercices et d'un probleme.
Le premier exercice porte sur des calculs d’ aires de domaines délimités par une
parabole et différentes droites.

Le deuxieme exercice, de probabilités, met en cauvre le calcul matriciel et permet
d'étudier I’ évolution, a long terme, de I’ utilisation de trois marques d’ un produit.

Le probléme porte sur I'étude d’ une fonction dont il faut montrer qu’elle est
I” unique solution d' une équation différentielle donnée.

La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour
une part importante dans I'appréciation des copies.



PREMIER EXERCICE

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct (O; i, j ), on considére la parabole P
d’'équationy = Xx°.

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. On désigne par A et B les points de la
parabole P d’ abscisses respectivesa et b.

1. Déterminer une éguation de la droite (AB).

2. a) Exprimer en fonction de a et b I’aire A1 du domaine limité par la parabole P, I’ axe
des abscisses, ladroite d’ équation x = a et ladroite d’ équation x = b.

b) Exprimer en fonction de a et b I'aire S du domaine limité par la droite (AB) €t la
parabole P.

3. Lestangentesa P en Aet B sont respectivement notées D, et D, . Elles se coupent en C.
Déterminer les coordonnées du point C.

4. Cadculer I'aire A du triangle ABC (on rappelle que dans une base orthonormée directe
dét(a,v) = all[|v |l sin(d,v)).

A
5. Quelle est lavaeur du rapport 5 ?

DEUXIEME EXERCICE

L'objet de cet exercice est I'étude de I'évolution, au cours du temps, de I'utilisation de trois
mar ques de dentifrice pour une population donnée de consommateurs.

L’ ensemble des couples de réels est noté R?.

Trois marques X, Y et Z d’un dentifrice occupent un secteur de consommation. Chaque mois,
les consommateurs de la population étudiée utilisent une et une seule de ces marques.

Soit n un entier naturel. Pour un consommateur pris au hasard, on désigne par X
(respectivement Y_et Z ) |’ événement : « La marque X (respectivement Y et Z) est utilisée au
cours du n-ieme mois ».

L es probabilités des évenements X , Y. et Z sont respectivement notéesx , y et z .

Au cours du mois d'essai (n = 0), on aobservé lesvaleursinitides: x,=0,1 ,y,=0,2 et
z,=0,7.

D’autre part, on a pu déterminer par sondage les intentions des consommateurs que |’on
supposera constantes :

la probabilité, pour un consommateur ayant utilisé la marque X au cours du mois n,
d adopter la marque X (respectivement Y et Z) au cours du mois suivant est 0,4
(respectivement 0,3 et 0,3) ;



la probabilité, pour un consommateur ayant utilisé la marque Y au cours du mois n,
d adopter la marque X (respectivement Y et Z) au cours du mois suivant est 0,3
(respectivement 0,4 et 0,3) ;

la probabilité, pour un consommateur ayant utilisé la marque Z au cours du mois n,
d adopter la marque X (respectivement Y et Z) au cours du mois suivant est 0,2
(respectivement 0,1 et 0,7).

Pour tout entier naturel n :

a) exprimer X .., ¥,..& z,, enfonctiondex_,y, etz.

b) vérifierque x +y +2z =1.

o dire | i A a02 019 Y X, 0 5 9,26
n considére les matrices: A = + U = + B= = .
€02 035 " &Y,y o 8015

Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: Unq=AU_+ B.

&l 00

On désigne par | lamatrice unité: | = 80 1 B

a) Montrer que lamatricel - A estinversible.
b) Déterminer une matrice C tellequeC=AC+ B.

Pour tout entier naturel n, onposeV, =U_- C.
Démontrer que, pour tout entier naturel n, V. = A"V, .

a) Déerminer I’ensemble des vaeurs propres de la matrice A, ainsi que les sous-espaces
propres associ és respectivement a chacune des valeurs propres.

b) Préciser pourquoi A est diagonaisable et déterminer une base C de R?, constituée de
vecteurs propres de A.

c¢) Déterminer la matrice P de passage de la base canonique de R? & la base C, ainsi que
soninverse Pt

d) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I'expression de la matrice A",
Exprimer X, y,, €t z en fonction den.

Que conclure de I’ utilisation, along terme, des marques X, Y, Z ?



PROBLEME

Notations et rappels

L’ ensemble des nombres réels est noté R.
La fonction tangente réalise une bijection continue de |- 2— ; g—[ sur R. La bijection réciproque
de cette fonction est notée arctan.

Lafonction arctan est dérivable sur R. Sa dérivée est lafonction x —

1+x%
Pour tout entier naturel n, le développement limité en 0 al’ ordre n de la fonction arctan est:

3 2n+1

X n X 2n+1
t =X—— ..+ (-1 + .
arctan(x) = X 3 (1) o 0(xC™?)
PARTIE A
1 _ arctan(x) .
Soit f I'application deR dans R définie par : :'f(x)_ pour x* 0
{f0)=1

1. Montrer quelafonction f est paire.
2. Etudier lalimite def en +c.
3. @) Montrer quef est dérivable en 0 et déterminer f €0).
b) Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f €x) pour tout réel x non nul.

a) Pour tout réel x positif, on pose N(x) = x- (1 + x*) arctan(X).
Etudier les variations de la fonction N et préciser son signe sur I’intervalle [0 ; +oo].

b) En déduire le sens de variation de lafonctionf sur R.

5. Tracer la représentation graphique de la fonction f dans le plan rapporté a un repere
orthogonal d'unités graphiques 2 cm sur |’axe des abscisses et 10 cm sur I’axe des
ordonnées.

PARTIE B

] 1 x
. IF(x)==¢q f(t)dt pour x* O
On considere lafonction F définie sur R par : 1 o xQ (tydt - pour x

fFO=1

1. Montrer que lafonction F est continue sur R et qu'elle est paire.



2. Montrer que, pour tout réel x, f(x) <F(x) < 1. (On pourrautiliser laquestion 4-b) de la
partie A).
3. a) Etablir que F est dérivable en O et préciser lavaleur de F €0).

b) Justifier que F est dérivable sur R* et montrer que, pour tout réel x non nul,
Fr(9 = (100 - F0).

c) En déduire le sens de variation de la fonction F sur R.

d) Montrer que Ixi@rgéc‘; f (t)dt = 0. En déduire lalimite de lafonction F en +oo.

4. Tracer la représentation graphique de la fonction F dans le plan rapporté au méme repere
que celui utilisé pour tracer la représentation graphique de lafonction f.

PARTIE C
Dans cette partie, on S intéresse a I’ équation différentielle (E) : x°y' + xy = arctan(x).

On note (Eo) I’ équation différentielle associée: x° y + xy = 0.

;}mmz six>0
1. a) Onappelleg lafonction définie sur R* par i
i

Tg(x)=—= six<0
) X

|_\><|-l>

Lafonction g est-elle solution de (Eo) sur R* ?
b) Résoudre I’ équation différentielle (Eg) sur chacun desintervalles]- oo; O[ €t O ; +oof .

2. A toute fonction y de classe C * sur R*, on associe la fonction u définie pour x * 0 par
u(¥) = xy(x).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur la fonction u pour que la
fonction y soit solution de I’ équation différentielle (E).

3. En déduire, sur chacun des intervalles ]- « ; O] et ]O; +oo[, les solutions de I’ éguation
différentielle (E).

4. Montrer que lafonction F définie dans la partie B est I’ unique solution sur R de I’ équation
différentielle (E).



Eléments de correction de |’ épr euve de mathématiques

PREMIER EXERCICE

1. Puisque A et B sont deux points de laparabole P , leur coordonnées sont A(a,a”) B(b,b?).
x-a b-a

=0.
y-a’ b’-a’

M appartient & (AB) S et seulement Si : det(m,ﬁ) =0; cequi revientici a :

Aprés simplification on obtient I’ équation de (AB) : y=(x- a)(b+a)+a’.
b- a°

2.8) P éant située au-dessus de I'axe (X x), A, = 6 x°dx =

b) Le domaine délimité par la droite (AB) et laparabole P est I’intérieur du trapéze défini par A, B,
et leurs projections sur I'axe (X' X) , privé du domaine décrit au 2.8). Donc son aire est égale &

2 L h2\(ho 3_ .3 _ a3
@ +b2)(b 3. b 3a) qui aprés smplifications donne: S :%.

2. L’équation générale delatangenteen unpoint Aest: y = f'(a)(x- a)+ f(a).lci f(X)=x°

d'oll’équationde D, : y=2a(x- a)+a” qui revienta: y=2ax- a’ ; de méme on obtient
I’équation de D, :  y = 2bx- b*. Larésolution du systéme conduit au coordonnées de
+
I'intersectionCde D, et D; : C(aTb ,ab).
3. Laformule rappelée dans |’ énonceé, si nous la prenons en valeur absolue, nous permet de calculer
I’aire d’un parallélogramme défini par deux vecteurs U etv;en prenant ici les vecteurs
AB et AC, et en divisant par deux (puisque c'est I’aire du triangle ABC que nous cherchons)
(b- a)°

nous obtenons: A = 2

: A
4. Compte tenu desrésultats des 2.b et 4. 1l vient : 5

N w

DEUXIEME EXERCICE

Nous utiliserons lanotation P(A/ B) pour désigner la probabilité de A sachant B.
1.a) L’énoncénousindiqueque: X, =01 y,=0,12,=0,1

i P(X../X,)=04 P(Y,,/X)=03 P(Z,/X,)=03
& | P(X../Y)=03 P(Y,,/Y.)=04 P(Z./Y)=03 .
1 P(X.,/2)=02 P(Y.,/Z)=01 P(Z./Z)=07

La formule des probabilités totales, utilisée ici avec la partition { X,,,Y,,Z,} constituée d événements
de probabilité non nulles, nous donne:



X1 = P(Xi1) = P(Xpa 1 X0)" POX) + P(Xo0 1Y) POY) + P(X,0 1 Z,)" P(Z,) 5 idem pour
Y... € z ., .Cequenous pouvons résumer matriciellement par :
.0 a4 03 02'c')ae<nt') o 0 aé)l'o
ynﬂ_—QO 3 04 0, 1_(;yn et Sy, “=%0,27. Entenant compte du fait que {X,.Y,.Z,} est
21 3 §04 0,3 07% éoﬂ 075
une partition de I’ ensemble des possibilités nous avonsbien X, +y, +z, =1.
a%,., 0 _a8,2x, +0,1y, +0,26
&g 60.2%,+0,3y,+015'
L es matrices introduites dans |’ énoncé nous permettent d' ecrire:. - U ,, = AU +B.

2. Reprenonslesrésultatsdu 1. en utilisant que ; il vient

0,8 -0
-0,2 0,
b) C=AC+BU (I- AC=BU C=(I- A)'B (cette derniére équivalence est justifiée par le
fait que (I-A) est inversible). Calculons (I - A)* al’aide delaformule:
Mtz
det(M)

3.9 det(l - A):‘ ’7]‘:0,54 ; donc lamatrice | - A estinversible.

" transposée de la matrice des cofacteursde M ; il vient :

a5 6
_ 1 a97 01¢e8,26_618~
= =¢
054§0,2 085801y (2+
9g
a5 6

¢18
Donc lamatrice (; 18 +convient comme matrice C.

§90
4. Pourtoutndans : V., =U_,-C=(AU,+B)- (AC+B)=AU,-C)=AV, ;

dou: V,=A", (onpeutsi onleveut détailler ce passage en utilisant une démonstration par
récurrence).

0,2-1 0,1
0,2 03-1

racines de ce trinbmes, donc les valeurs propressont : 0,1 et 0,4.
Pour trouver le sous-espace propre associé a 0,1 nous devons résoudre le systeme

i(0,2- 0,)x+0,1y=0
10,2x+(0,3- 0,)y=0
vectorielle engendr ée par le vecteur V,(1,- 1).

En procédant de méme on obtient que le sous-espace propre associé a la valeur propre 0,4 est la
droite vectorielle engendrée par le vecteur V,(1,2) .

5.a) Calculons les valeurs propresde A :  det( ‘) =1%-0,51 +0,04 ;les

; donc le sous-espace propre associé a la valeur propre 0,1 est la droite

b) Rappel d’'un théoréme: une matrice est diagonalisable si et seulement si chague sous-espace
propre est de dimension égale al’ ordre de multiplicité de la valeur propres correspondante, en tant que
racine du polynéme caractéristique. Ici c'est bien le cas . Donc A est diagonalisable.

Remarque : nous aurions pu utiliser ici un théoreme moins général disant que Si une matrice a ses
valeurs propres toutes distinctes alors elle est diagonalisable.



c) Lesdeux vecteursV,(1,- 1) et V,(1,2) forment unebaseC de vecteurs propres ; lamatrice de

el 16 : . .
passage P cherchée est aors g - . Afin de calculer son inverse utilisons la méme formule

-1 25
16
qu’ au 3.b ; nous obtenons : Pl—iaé 0
381 14
d)
@1 0 0_,_la 2701 +04" -0,1"+0,4" b

A" =(PDP")"=PD"P"=P¢ Pl==c oL
e 0 04", 33-2 01'+2°0,4" -01"+2°0,4" 4

En tenant comptede U, =V, +C=AvV,+C=A"(U,- C)+C , nous en déduisons que:

1 . , 5 1,. , 2
=—(-6"01'-36"04")+— e y =—(6"01-72"04"+= et z =1- X - Y,
% =, Jrig & Y=gyl Jrg &=y,
6. Puisgue 0,1 et 0,4 sont en valeur absolue strictement inférieur a1 :

I|mxn—£, I|myn_g, et ||mzn_1

n® ¥ n® ¥ 9 n® ¥

Remarquons que les coefficientsde A" ont pour limite O lorsque n tend vers I’infini ; en reprenant
I’expression de U, du 5.d), on retrouve bien ces résultats.

Conclusion : les proportions des utilisateurs des trois marques tendent a se stabiliser.
PROBLEME

PARTIE A

{ f(0)=1

1. Lafonction f est paire, car arctan en tant que fonction réciprogue d’ une fonction impaire est une
fonction impaire.

2. arcten() %30 — i dol () %Hy® 0.

3.a) Rappelons que pour qu’ une fonction soit dérivable en un point, il faut et il suffit qu’ elle admette
un développement limité al’ ordre 1 au voisinage de ce point. Ici :

six10 f(x)= M 3 +0(x) 1+0(X) ; égdité qui seprolongeen 0. D’ouf est

bien dérivable en 0, et son nombre dérive est 0 (coefficient de x dans le développement limité).

10 f(x)- f(0) _ arctan(x) X x+o(x)_

x-0 NG NG

en0est 0. D’ou f “(0) existe et vaut 0.

Plus directement : si X+0(x) dontlalimite

Nous retrouvons d' ailleurs un résultat plus général : une fonction paire dérivable en 0 asa dérivéeen 0
qui est nulle.

b) Pour x1 Of fest quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s annule pas ;
x- arctan(x)” (1+x?)

X*(1+x%)
43 N'(x)=1-1- 2xarctan(x) £0 sur [0, +¥[ ; d'ouletableau de variation de N :

donc f est dérivableet: f'(X) =



X 0 +¥
N'(X

N(x)|0 \

donc N(X)est négatif sur [0, +¥][.

N(x)

————, ['(X) reste négatif sur [0, +¥ [. Etf décroit def (0) =1a0 (car
X“(1+x°)

b) Puisque f'(X) =

. . P
fin 100= fim 7 =0)

C) Représentation graphique def :

PARTIEB

X
\’

'\?F(x):iqf(t)dt ix10

f F(0) =1
1. F est continue sur R* comme quotient de deux fonctions continues (le numérateur est continu
comme intégrale entre 0 et x d’ une fonction continue). Reste & étudier la continuité en 0 :

Nous obtenons |e développement limité de (‘5 f (t)dt en «intégrant » le développement limité de

f (X) obtenu au 3. (en n’oubliant pas de rajouter la valeur de cette intégrale en 0 ; qui vaut Oici ! !).
3 2
S f (t)dt =0+ x- %+0(x3) ‘dou: F(x)=1- %+0(x2) (cette galité a &6 démontrée sur

Q

R*, et est vraie aussi en 0); donc F est continueen 0.
X

Pour montrer que F est paire montrons que X ® Q f (t)dt est unefonctionimpaire:



X
\

aidons nous du changement de variable t ® -t : Q f(t)dt = éx f(-u)(- Ddu=- éx f (u)du qui
est bien I’ égalité qu'il nous fallait. Donc F est une fonction paire.

3.a) Soit x positif: puisquef est décroissantesur [0, X] f(X)£ f(t)£1 ;dou

xf (x) £ (‘5 f()dtEx e FT(X)EF(X)£L. fetF étant pairescette égalité s étend aR.

Le développement limité de F en 0 al’ordre 2, (il aurait suffit de I’ ordre 1) obtenu au 1. nous assure
que F est dérivable en 0 et que sa dérivée en 0 est nulle (voir le coefficient de x).

X
\

b) Sur R*: f éant continue, X® Q f (t)dt est dérivable; et F est dérivable comme quotient de
deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s annule pas.

Deplus F'(x)=- %Qxf(t)dH% f(x); donc F'(x):§(f(x)- F(x)).

c) Nousavonsvuau3.a) que sur R f(X)- F(X)£0 ;doncF est croissantesur R , et
décroissante sur R

0 witx>1: 0F T E d%dt ¢ aprés ' dudedef; D'od: OF ) f(t)th%In(x). Il en

résulteque: OE 6 f(t)dt £ BM. Et puisque IimM =0, le théoréme des gendarmes nous
2 X xX®¥ Y
assure que IX|®rQQ f(t)dt=0.

4.Représentation graphique de F :

L= L= =
| w w0
P T T T T N T T

]
o
T T T e N A




PARTIEC
4
2

1la) S x>0:9g'(x)=- cdou: X°g'(X)+xg(X) =-4+4=0. Nous obtenons le méme
X

résultat si x<0. Donc g est solution de (E,) sur R*.

b) Sur R™ : nous savons que la résolution suivante, que nous employons comme moyen
mnémotechnique, est entachée d’ erreurs logiques, mais le cours nous assure que le résultat trouve est
.oy 1~ - k . "
correct 1 X’y'+xy=0U0 Y =-.2( Inly|=-In(x)+I U y==; doncla solution générale
y X X

sur R"est: Xx® L ou k est un réel quelconque.
X

Sur R lecalcul et lerésultat sont identiques.

2. SurR*: y(x):M;donc
X

arctan(x)

x*y'+ xy = arctan(x) U XZ(X”'(XS(; U(X))+XU(XX)=arctan(x)U u'(x) =

U u'(X) = f(X) ; pour quey soit solution de (E) sur R* il faut et il suffit que u soit une
primitive def.

X
\

3. SurR™: lessolutions sont donnéespar  U(X) = Q f(t)dt+a ou a estunréd quelconque;

donc les solutions de (E) sur R™ sont donnéespar y(X) = F(x)+i.
X

Demémesur R,

4. Lessolutions sur R* sont encore de laméme forme, mais les constantes arbitrairesa et b ne
sont pas nécessairement les mémessur R™ et R™".

Pour gqu’ une fonction y soit solution sur R, elle doit en plus étre continue en 0 ; ce qui I’ oblige a avoir

une limite en 0 adroite et a gauche. Sachant que nglg F(xX)=1, a etb doivent &renuls. Donc F est

la seule solution possible. Vérifionsqu' ellel’est :

Nous savons qu'elle I’est sur R* (cf 3.) ; deplus F est dérivableen 0 et F'(0) =0 et F(0)=1, donc:

0°F '(0) + OF (0) = arctan(0) . Et F est bien solution de (E) sur R ; et C'est la seule!



