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ALGEBRE LINEAIRE ET
MULTININEAIRE






CHAPITRE 1

ALGEBRE LINEAIRE

Exercice 1 (Dans M,,(C), tout hyperplan rencontre GL,(C). ) [10]-(2006).
Soit n > 2.

O Montrer que si un hyperplan S de M, (C) contient toutes les matrices nilpo-
tentes, alors il contient une matrice inversible.

® Montrer que dans M, (C), tout hyperplan rencontre G L, (C).

@ 7 est un hyperplan de M, (C) : il existe donc une forme linéaire non nulle ¢ sur M, (C)
telle que J = ker(y). Tous les éléments E; ; = ((éfj))kl de la base canonique de M,,(C)
sont, si ¢ # j des matrices nilpotentes donc, vu les hypotheses, dans 5. Dans ce cas, la
matrice

0 1 0 0

. Dol el e
AzEn,1+ZEk,k+1= : 0
k=1 0 S

1 0 ... ... 0

appartient a s comme combinaison linéaire d’éléments de % mais visiblement A € GL,,(C)
d’ou le résultat.

0 Soit S = ker(yp), (¢ € M,,(C)*\ {0}) un hyperplan de M,,(C).

o Si 7 contient toutes les matrices nilpotente, il n’y a rien a démontrer vu la question
précédente.

> Sinon, considérons une matrice nilpotente N ¢ 7 i.e. ¢(N) # 0 et posons

. @(In)
~ o) € “

Si ¢(I,) = 0 alors I, € # NGL,(C) et le tour est joué. Sinon, puisque (I, —tN) =0 i.e.
I, —tN € A, et comme N est nilpotente (N™ = 0) on peut écrire

I, =1, —t"N" = (I, — tN) (nz_: t’“N’“) — (ni t’“N’“) (I, — tN).

k=0 k=0

Autrement dit I, — tN est inversible. CQFD. Q

13
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Exercice 2 (Dimension, bases et applications linéaires )
Soient E1, By deux sous-espaces de R vérifiant

E, C B, dimg F; = 3, dimp Fy = 6.
Déterminer la dimension du sous espace & de £ (R¥®) définit par
E={TecZLR") : T(E\) CE & T(E>) C E»}.

Compétons une base {ej, ez, ez} de E; pour obtenir une base {eq, ey, e3,¢€4, 5,66} de Es;
enfin, complétons la encore une fois pour obtenir une base 8 = {ey,...,ep} de R Avec

ce choix, la matrice d'un endomorphisme 7' € & sera de la forme

D D

mat(7, #B) =

NN N0 N N N D) D) D) o

O OO DO U 0 Y D

O DD OO OO DO VYV
SO0 OO v v Y
OO OO 0 Y Y
O OO D 0D Y Y Y

(=) OO O OO oo

et par conséquent dimg & = 9 + 18 + 40

Exercice 3 (Matrices et réduction) [10]

Soient A = <(1) ?), B = <8 g), C € My(R). A quelle condition

(61 g) est-elle diagonalisable ?

la matrice

Le résultat suivant est essentiel : soit M € M,(K) une matrice donc le polynome caractéris-
tique est scindé et s’écrit xpr = (X — A)* ... (X — \y)* ou les \; sont les valeurs propres
deux a deux distinctes de M de multiplicités a; € N*. Alors M est diagonalisable si, et

seulement si, M annule (X — A1) ... (X — \g).
Ici xar = (X — 1)%(X — b)2. Distinguons deux cas :

o Sib=1. M est diagonalisable si, et seulement si, M = I, soit a =c=0et C =0.
> Sib # 1. Dans ce cas, M est diagonalisable si, et seulement si, (M —I,)(M —bly) = 0.

Un calcul direct montre que cette derniere condition équivaut a a = ¢ = 0.

est diagonalisable si, et seulement si

(a=c=0) et (b#1 ou C=0).

version du 7 mars 2008
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Exercice 4 (Une équation matricielle dans M,(C) )
Montrer que l’équation
» (01
=0 )

n'a pas de solutions dans My(C) pour tout entier r > 2.

Supposons qu'il existe 7 > 2 et A € My(C) tels que A” = (8 é) Alors A*" = (8 8), et le
polynéme caractéristique x4(z) = ax?+bx +c de A divise donc x?"; ceci implique ¢ = b = 0,
soit xa(z) = z? et (Cayley-Hamilton) A% = (8 8). Ainsi (comme 7 > 2)

(8 (1)> AT — 24T — (8 (0))

ce qui est absurde : cette équation est bien sans solutions. Q

Exercice 5 (Histoire de matrices nilpotentes ) [10]-(2005/04).
Soit A et B dans M,,(K) telles que ABAB =0. A-t-on BABA =107

La réponse est oui si n < 2, non si n > 2.

> Sin=1:clestclair. Sin =2, on a (BA)> = B(AB)?A = 0 donc BA est nilpotente;
comme elle est de taille 2, son indice est inférieur a 2 i.e. (BA)? = 0.

> Pour n = 3, BA est nilpotente d’indice au plus 3 et AB d’indice de nilpotence au plus 2.
On va chercher A, B pour que AB soit d’indice 2 et BA soit d’indice 3 et plus précisément

telles que, par exemple,
o 1 0
BA = N = (0 0 1> .
0o 0 O

Comme Ker(A) doit étre une droite (A n’est pas inversible et de rang supérieur a celui de
N, donc de rang 2) incluse dans le noyau de N = BA, Ker(A) est engendré par (1,0,0).
De méme Im(B) doit étre un plan qui doit contenir I'image de N i.e. le plan engendré par
(1,0,0) et (0,1,0).
0 a d d e f
On est donc amené a chercher sous les formes A = (8 b bj) et B = (‘é %’ f0> Un peu
01 0 1 0 0 )
de calcul montre que A = 0 01 et B = 010 conviennent.
o Pour n > 3 il suffit de border les matrices précédentes par des zéros. d

Exercice 6 (Autour du commutant ) [10]-(1998).
Déterminer la structure de l’ensemble & des endomorphismes ¢ € £ (M,(R))
vérifiant

o('B) ='9(B), VB e My(R),

version du 7 mars 2008
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Si on désigne par T I'endomorphisme M +— ‘M de M,(R), & n’est rien d’autre que le
commutant de 7" et c’est donc une sous-algebre de .Z (M, (R)). Soit ., (resp. %,) l'espace
vectoriel des matrices symétriques (resp. antisymétrique). Puisque M, (R) = .7, ® 4, un
endomorphisme ¢ vérifiant ¢ o T = T o ¢ doit laisser stable les deux sous-espaces propres
de T que sont ., et «7,. Mais inversement, un endomorphisme laissant stable .7, et .7,
satisfait (avec les notations évidentes) a

‘D(B) ='o(S+A) =%(S) + p(A) = ©(S) —p(A) = (S — A) = ¢ ((S+ A4)) = ¢('B)

ce qui montre que ¢ € &. L’algebre & est donc constituée des endomorphisme de M, (R) qui
laissent stable les sous-espaces .7, et 47,. Il existe donc un isomorphisme évident

& — L(S) x L ()

qui a ¢ associe le couple (gp [ Snr P /%). Il en résulte que

M)Z <n(n— 1))2 _ 1)

dim(&) = ( 2 2 2

Q

i Remarque : on retrouve dans la derniére formule le résultat connu mais plus délicate
a établir, & savoir que la dimension du commutant est toujours une somme de carrés p? +
e+ pre{d,d+1,...,d% (ici d =n?) telle que p; + - + pp = d.

Exercice 7 (Etude A — A® dans M5(R) ) [10].
Déterminer l'image de Uapplication o de M3(R) dans M3(R) définie par p(A) = A3.

Nous allons vérifier que cette image est constituée de toutes les matrices A € M3(R) sauf
celles admettant 0 comme valeur propre multiple et qui ne sont pas diagonalisables.
Soit B € M3(R) et cherchons A € M3(R) vérifiant ¢(A) = A3. On distingue plusieurs cas
pour B

> B est diagonalisable sur R.
Il existe alors une base {u,v, w} de R3, des réels «, 3, v tels que

Bu=au, Bv=_pfv, Bw=n~yw.

A i, v € R désignant les racines cubiques des valeurs propres «, (3, 7, définissons la matrice
A € M;3(R) par

Au= I, Av=uv, Aw=rw.
A est bien réelle et vérifie A> = B et B admet bien un antécédent par (.

> B possede une valeur propre non réelle.
Les valeurs propres de B sont donc un réel a et deux complexes non réels conjugués w et .
Il existe un vecteur réel non nul u et un vecteur complexe z non nul tels que

Bu=au, Bz=wz etparsuite, BZ=wz.

version du 7 mars 2008
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Notons A le réel racine cubique de « et soit # une racine cubique de w. La matrice A définie
dans la base (u, z,%) de C? par

Au= M, Az=0z, Az=0z

vérifie A% = B. En outre A envoie u sur \u, z sur 0z et Z sur 0z. A est donc réelle et et B
admet bien un antécédent par .

o B possede une valeur propre réelle non nulle A d’ordre 2 et n’est pas diagonalisable.
Les valeurs propres de B sont A, \, 1 o1 i est un autre réel. Posons o = A3, 8 = /3, on
a donc

R? = ker(B — A3)* ® ker(B — puls)
La dimension de ker(B — Al3) n’est pas deux sinon B serait diagonalisable, elle vaut donc
1. Puisque dimker(B — AI3)? = 2, dimker(B — A3) = 1, considérons u € ker(B — A\I3)? \
ker(B — Al3), v = (B — Al3)u et w un vecteur non nul de ker(B — pl3). on a ainsi construit
une base (u,v,w) de R® qui vérifie

Bu=Mu+wv, Bv=>M, Bw=pw.
Une matrice A € M3(R?) vérifiant pour un certain réel ¢
Au=oau+cv, Av=av, Aw=pw

vérifiera
A3y = M+ 3a’cw, Adv=Xv, Aw=pw

de sorte que si ¢ = 1 . A3 = B.

3a?
> B possede une valeur propre non nulle A d’ordre 3 et n’est pas diagonalisable
Dans ce cas B = A(I3 + N) ot N est une matrice nilpotente non nulle. Posons o = A!/3
et cherchons A sous la forme A = «(l3 + M) avec M nilpotente. On a M3 = 0 donc
A3 = \(I3 + 3M + 3M?) et tout se ramene & 'équation 3M + 3M? = N qui est vérifiée par

1
M = §(3N — N?). Une fois de plus B admet un antécédent.

o B admet 0 comme valeur propre d’ordre 2 ou 3 et n’est pas diagonalisable.

Si I’équation A3 = B admet une solution, A admet aussi comme vaelur propre d’ordre 2
ou 3. Si 0 est valeur propre d’ordre 3 alors A est nilpotente, A> = 0, ce qui est absurde
puisque B n’est pas diagonalisable. Supposons donc que O soit valeur propre d’ordre 2 de A
et notons « I’autre valeur propre (réelle). R? = ker(A?) @ker(A —als) mais A> = B implique
Bz =0, Vz € ker(A?) soit R® = ker(B) @ ker(B — a313) : B est alors diagonalisable ce qui
est exclut : tous les cas sont épuisés et la conclusion annoncée s’impose. d

Exercice 8 (Réduction des endomorphismes ) [415],
Pourn € N*, A € M,(C) on définit la matrice B € My, (C) par

(1)

Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si A = 0.

version du 7 mars 2008
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Si A =0 alors B = 0 est diagonalisable. Réciproquement, vu la forme de A la polynome
caractéristique de B vérifie

XB = (XA)2

et on a

AP AR
k _
VkeN, B _(0 /ﬁ)

qui implique

(©) p = (P A

0 PM)),VPeCW}

En particulier, le polynome minimal de B vérifie

pp(A) =0
et

(X) pa  divise  pp.

Supposons B diagonalisable, up ne possede que des racines simples et comme A et B ont
méme ensemble valeurs propres avec (X) nous avons ps = pup qui avec (<») implique

Auly(A) = 0.

pa divise donc Xy, les deux polynomes py et X'y étant de méme degré d

dpa = Xty

soit g = X Mais puys = pp n’a que des racines simples, donc d = 1, pua(X) = X et
finalement A = 0. Q

Exercice 9 (Encore deux démonstration de Cayley-Hamilton )
Quelques démontrations du Théoréme de Cayley-Hamilton

VAEM/(C) : Pu(A)=0.

@ Preuve 1: Si A € M,(C) est diagonalisable, il existe G € GL,(C) telle que

MO 0
0 A 0

A=G o G
0 0 A

si bien que

version du 7 mars 2008
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Pa\) 0 0
0 Pa(r 0
PiA) =G| A(: 2) | G =0
0 0 Pa(A)

L’application continue

M € My(C) — Py (M) € M,(C)
est donc nulle sur Z,,(C), partie dense de M,,(C) (c.f. exercice 69) : elle est donc identiquement  verifier
nulle. Q

O Preuve 2 : On cherche a montrer que P4(A)z = 0 pour tout vecteur z. Soit donc = un
vecteur non nul de C" (si x = 0 il n’y a rien a démontrer), notons &, le plus petit (au sens
de 'inclusion) sous-espace stable par A de C" contenant x. &, est de dimension 1 < d < n,
et admet pour base {z, Az, ..., A%z}

Il existe donc a,,_1,...,a1,ay dans C tels que

(%) Ay = ag AT e 4 -+ a Az + ag.

Complétons alors la famille libre {z, Az, ..., A%z} pour obtenir une base de C* de la forme
{z, Az, ... A 2 eqpn, ... en}

Dans cette base la matrice A est de la forme

)

ot B € M, _4(C) et Cp est la matrice compagnon du polynome P(X) = X¢ —ay 1 X4 ! —
e —a X —ap e

0 0 0 ap
1 0 0 ay
cp = |0 1 0 a
0 ... 0 1 Ap—1

on a donc Py (X) = Pe,(X)Pg(X), mais alors
Py(A)z = Po,(A)Pg(A)x
= Pg(A)Pc,(A)x
= Pp(A)(A% — ag_ 1A' — - — a1 Az —apr) =0 vu (k)
dans la seconde inégalité les deux endomorphismes Pc,(A) et Pg(A) commutent légitime-

ment comme polynoémes en A. Ainsi Py(A)z =0, Vo € C" i.e. Py =0. Q

i) Remarques : ™ on notera 'extréme simplicité de cette derniere preuve (niveau pre-
miére année).

version du 7 mars 2008
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o Pour une autre démonstration moins classique voir ’exercice 94 et pour un joli bestiaire

Exercice 10 (Etude de M;(R) > B — AB) [10]
Pour A € M3(R), considérons l’endomorphisme

Si le déterminant de A est 32 et son polynome minimal (t —4)(t — 2), quelle est la
trace de o ?

wa(t) = (t — 4)(t — 2) est scindé a racines simples : A est diagonalisable et admet
comme valeurs propres 4 et 2 de multiplicités respectives « et 3 ; le déterminant est donc
det(A) = 32 = 2%4P soit a = 1 et 3 = 2 (le polynome caractéristique de A est Pa(t) =
—(t —4)%(t — 2)...). Soit {vy,v2,v3} une base de vecteurs propres de A avec ker(A — 413) =
vect{vy, v}, ker(A — 2I3) = vect{vs} et considérons les neuf matrices E; ; € M3(R) 1 <
i,7 < 3 définies comme suit : la ieme colonne de la matrice E;; est v; les deux autres
colonnes sont constituées de zéros. Les vecteurs vy, vo, v3 formant une base de R3, les neuf
matrices F; ; sont linéairement indépendantes dans M;(R) : c¢’est donc une base de M3(R).
Par ailleurs ce sont des vecteurs propres de ¢4 car un calcul élémentaire nous montre que
oa(Ei;) = AE; j = ME;j avec Ay = Ay = 4 et A3 = 2. Ainsi M;3(R) possede une base de
vecteurs propres : @4 est donc diagonalisable et sa trace est trace(A) = 6.4+ 3.2 =30. Q

Exercice 11 (A° + A% + A = 31; dans M,(C)) [10]

Soit A € My(C) une matrice a valeurs propres réelles vérifiant A5 + A3 + A = 31,
Montrer que A = 1.

Le polynome p(t) = t° + t3 +t — 3 est annulé par A donc 74 divise p. Les valeurs
propres de A sont réelles et son polynome minimal ne possede que des racines réelles, mais
p'(t) = 5t* + 3t +1 > 0 sur R donc p ne possede qu’une racine réelle (il est de degré impair
donc en possede au moins une mais il ne peut en avoir deux car sinon, par Rolle, p" en aurait
une...) et il n’est pas difficile de voir que p(1) = 0 cette racine est donc 1, en outre p/'(1) # 0
ce nest donc pas une racine multiple et par conséquent p(t) = (t — 1)g(t) ou ¢ est sans
racines réelles. 74 divise donc le polynome irréductible ¢t — 1 ie. ma(t) =t —1et A+ 1;. Q0

Exercice 12 (Polyndme minimal et dimension du noyau) [i0]

Si le polynome minimal d’un endormorphisme ¢ sur un espace vectoriel de dimen-
sion 7 est y(t) = t*, quelles sont les valeurs possibles de dim (ker(p)) ?

version du 7 mars 2008
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m,(t) = ¢, 0 est donc valeur propre de ¢ : dim (ker(¢)) > 1, de lautre coté puisque
To(t) # t, ¢ n'est pas I'endomorphisme nul i.e. dim (ker(p)) < 6 et enfin dim (ker(¢?)) < 7.
Soit 1, la restriction de ¢ a ker(?), par le théoréme du rang :

dim (Ker(y?)) = dim (ker(1)) + dim (im(1))
< dim (ker(p)) + dim (ker(p)) = 2 dim (ker(p))
~ l'inégalité résultant des inclusions faciles a vérifier :
ker(¢) C ker(p) & im() C ker(p).
Alinsi, nous avons
7 = dim (ker(¢?)) < 2dim (ker(¢)) & dim (ker(¢)) € {1,...,6}
soit
dim (ker(y)) € {4,5,6}

et les trois exemples ci-dessous montrent que les valeurs 4, 5, 6 sont toujours possibles ({eq, ..., e7}
désigne une quelconque base de notre espace) :

~  dim (ker(y))

~  dim (ker(y))

~» dim (ker(p)) =
7 <5.

6, définir ¢ par ¢(e7) = e et ¢(e;) = 0 pour j < 7.
, définir ¢ par ¢(e7) = e5, p(eg) = eq et @(e;) = 0 pour j < 6.
4, définir ¢ par @(e7) = eq, p(es) = e3, p(e5) = €2 et p(e;) = 0 pour

Q

Exercice 13 (Etude de ¢ : A € M,(R) — @(A) = —A+tr(A)L,.) [10]
Etudier la diagonalisabilité de

o Ae M,(R) — p(A) =—A+ tr(A)1,.

¢ est bien entendu élément de £ (M, (R)). Soit A une valeur propre de ¢ : il existe une
matrice A non nulle telle que

p(A) = —A+tr(A)], = A\A

si bien que

(1+NA=tr(A)I, (%)

> Sila trace de A est nulle, A est forcément (A est non nulle) égal a —1 et réciproquement,
A = —1 implique A de trace nulle : A = —1 est bien valeur propre de ¢ et son sous-espace
propre associé E_; est le sous-espace constitué des matrices de trace nulle, classiquement de
dimension n? — 1 (considérer la forme linéaire A — tr(A) et appliquer le théoréme du rang)

> Sila trace de A est non nulle, A est différent de —1 et (3) nous donne
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ntr(A)
(I14+X)

i.e. A =n —1 est aussi valeur propre, et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle
engendrée par [, donc de dimension 1.

A= 1+ N"tr(A), = tr(A)= = A=n—-1 & Ae€vect(l,)

o En conclusion, ¢ admet deux valeurs propres —1 et n — 1, les sous-espaces propres
associés sont de dimensions respectives n? — 1 et 1 donc de somme n? = dimM,(R) et ¢ est
diagonalisable (et son polynéme caractéristique P,(z) = (—=1)" (z 4+ 1)z +1 —n)...).Q

Exercice 14 (Espaces vectoriels, dimension, réduction des endomorphismes)
([10], 1999/2000).

Soient A, B,C € My(R). Montrer qu’il existe (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} tel que
aA + bB + cC possede une valeur propre double.

Dans l'espace vectoriel My(R) de dimension 4 il n’y a qu’'une alternative : ou bien la famille
{A, B,C} est liée et il n’y a rien a démontrer, ou bien elle est libre et dans ce cas I’ensemble

vect{A, B,C} = {aA +bB + cC, (a,b,c) € R*}

sous-espace vectoriel de dimension 3 est alors tenu, pour des raisons évidentes de dimension,

de rencontrer le sous-espace
{(8 2) (a,b) € RQ}

de dimension 2 constitué de matrices a valeurs propres doubles.Le résultat suit. d

Exercice 15 (Rayon spectral et décomposition de Dunford) [38&]
En utilisant la décomposition de Dunford, montrer que pour toute matrice A €
M,(C) on a :

p(A) = lim || A"|*

Par Dunford A = D+ N avec D diagonalisable de mémes valeurs propres que A, N nilpotente
et ND = DN. donc pour k > n on aura N*¥ =0 et

A (D+N ZCle lNl chDk lNl Dk nZCan lNl

Soit, en posant o = supoggn{HDH”*lHNH }

145 < [IDIF Y Gl DI IN| < el DY (Z C;i)

1=0 =0
or,pour 0 <l <netk>n
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Ch<k(k—1)...(k—1+1) <k <k"
si bien que
IA*] < a(n + 1)E"|| D"
et
(%)

p(A) < | A% < (a(n + 1))* kE || D*"||F,

(
en remarquant enfin que klim (a(n+ 1)k k% =1 et

el

k—n

lim || D"~ = 1im (||D* 77 )
k—oo k—o0

= lim [|D*"[[== = p(D) = p(A)
avec (%), il vient finalement p(A) = khm | A¥|| %

Exercice 16 (Matrices nilpotentes)
Eziste-t-il une matrice A € M,(R) nilpotente a coefficients > 0 ¢

Si une telle matrice existe la matrice A* est encore a coefficients > 0 pour tout entier k € N ;
mais A nilpotente implique (Cayley-Hamilton par exemple) A™ = 0, contradiction. u

Exercice 17 (Matrice, comatrice et rang)

Soit A € My(C), étudier le rang de la comatrice de A en fonction du rang de A.

L’identité suivante est toujours vérifiée dans My(C)

(com(A))A = Af(com(A)) = det(A)I,.
et on a aussitot :
rang(A) =d <= rang(’(com(A))) = d,
dans le cas contraire le déterminant de A est nul et notre formule devient

(com(A))A = Afcom(A)) =0

soit, identifiant canoniquement matrice et endomorphisme

(im((com(A))) C ker(4)) &

(im(A) C ker({(com(A))))
et par suite

VA€ My(C) rang(com(A)) + rang(A) <d (X)

Si rang(A) = d — 1 la matrice A admet un mineur d’ordre d — 1 non nul et donc la
comatrice de A admet un coefficient non nul, son rang est donc supérieur ou égal a 1 et

D
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égal & 1, vu (X). De méme det(A) = 0 et rangf(com(A)) > 1 exigent rangf(com(A4)) = 1 et
rang(A) =d — 1.

~»  Sirang(A) < d—2 tous les mineurs d’ordre d—1 de A sont nuls et par suite la comatrice
de A est la matrice nulle, donc de rang nul et réciproquement. Résumons nous

rang(A) = d <= rangf(com(A)) =d,
rang(A) =d —1 <= rangf(com(A)) =1 pour d> 2,
rang(A) < d — 2 <= rangf(com(A)) = 0.
Q
Exercice 18 (Séries entiéres, algébre linéaire )
Pour A € My(C), quel est le rayon de convergence de la série entiére fa(z) :=
Zkzo tr(AF) 2k 2
Exprimer fa en fonction du polynome caractéristique et de ses dérivées.
Notons Aq, ..., \g les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicités. A est diagona-

lisable dans C et pour tout entier k

d
tr(A*) = Z )\f
=0

par conséquent, si les \; ne sont pas tous non nuls (i.e. A n’est pas nilpotente) le rayon de
convergence de notre série entiére est supérieur ou égal (et en fait égal) a

= inf PV i
P s r0nsi<d Al

Pour |z| < p

f(z) = Ztr(Ak)zk = Z MZF 4+ Z Ak 2P

k>0 k>0 k>0
B 1 1
B 1—)\12+”‘+1—>\dz
IEACR .
zxa(z™!)

Enfin, si A est nilpotente f = d puisque tr(A¥) = 0, Vk € N* et tr(A° = I,;) = d. Dans ce
dernier cas, il faut remarquer que la formule (%) subsiste encore puisque y4(z) = (—1)%z4.
Q

Exercice 19 (Matrices semblables, polyndmes)
Montrer que deux matrices réelles A, B € M,(R) semblables dans M,(C) sont
encore semblables dans M, (R).
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Il existe donc P € GL,(C) telle que A = P7'BP, soit si P, = re(P) et P, = im(P) :
(P, +1Py)A = B(P, + iP,) i.e. prenant parties réelles et imaginaires :

(%) P A=BP, & P,A=BP,.

On considere alors I'application : ¢ : z € C— ¢(z) = det(P; + zP,). ¢ € C[z] et n’est pas
identiquement nulle car ¢(i) = det(P) : il existe donc (un polynéme non nul ne possede dans
C qu’un nombre fini de racines) z € R tel que p(z) € R*, autrement dit QQ = P, + 2P, €
GL,(R) et avec (%) on a immédiatement A = Q~'BQ a

i/ Remarque : c’est un cas particulier du résultat suivant :
« Soit L une extension du corps K. Soit M et N € M, (K) deux matrices semblables dans
M, (L), alors elles sont semblables dans M, (K) ».

Exercice 20 (Réduction des endomorphismes)
Soit A € My(Z), s’il eviste N € N tel que AN = I, montrer que A = I,.

A est annulée par P(X) = X% — 1 scindé a racines simples, elle est donc diagonalisable sur
C. Ses deux valeurs propres A, Ao sont racines de P donc des racines N-iemes de I'unité.
Enfin, A étant a coefficients réels, si elle admet une valeur propre non réelle : les deux seront
conjuguées (A\; = Ay)

~  Si les valeurs propres sont réelles A\j, Ay € {—1,+1} et A étant diagonalisable A% = I,.

~ Sinon, elles sont conjuguées, mais A étant a coefficients dans Z implique

AL+ A = 21"6()\1) €l — 21‘8()\1) S {—2, —1,0, 1,2}

On en déduit facilement que \; est racine seconde, troisieme ou quatrieme de 1'unité, dans
tous les cas A'? = L. Qa

i) Remarque : En résumé, l'ordre d'une matrice A € GL,(Z) appartient a {1, 2,3, 4,6, +oo}
et ces valeurs sont atteintes. Par exemple 'ordre des matrices ci-dessous

09000 50)0 )06

est respectivement 1,2, 3,4,6 et +o00.

Exercice 21 (Réduction des endomorphismes)
Soit A € M3(R) vérifiant A* = A% Si 1 et —1 sont valeurs propres de A, montrer
que A est diagonalisable.

Le polynome X* — X? = X?(X —1)(X +1) est annulé par A, le spectre de A est donc inclus
dans {—1,0, 1} et vu les hypotheses nous avons donc deux alternatives :
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sp(A) ={—1,0,1} et P4(X) = —-X(X +1)(X —1) est scindé a racines simples : A est
diagonalisable.

0 n’est pas valeur propre de A : dans ce cas A € GL3(R) et alors
At = A2 = A? = I,

A annulée par un polynome scindé a racines simples est encore diagonalisable (ce dernier cas
correspond au cas sp(A) = {—1,1} et donc Pa(X) = (X — 1)*(X +1) ou (X —1)(X + 1)
Q

Exercice 22 (Groupes, réduction des endomorphismes)
Soient n > p deux entiers. Montrer que les groupes G L, (K) et GL,(K) ne sont pas
1somorphes.

Pour cela considérons
G :={ A € GL,(K) diagonales et telles que sp(A) C {—1,1}},

c’est un sous-groupe commutatif de cardinal 2" de G, (K). Supposons alors qu’il existe un
isomorphisme ¢ : GL,(K) — GL,(K). Alors ¢(G) = H est un sous-groupe commutatif de
GL,(K) de cardinal 2", dont les éléments sont annulés par X? — 1 : ils sont donc diago-
nalisables a valeurs propres dans {—1,+1}. ¢(G) étant commutatif il est alors bien connu
([12]-2, prop. 55 page 220) que ses éléments sont simultanément diagonalisables i.e.

3P € GL,(K) telle que ¥V B € ¢(G) : P 'BP est diagonale.

P~!BP est alors diagonale & spectre dans {—1,+1} ce qui implique que 2" = |p(G)| < 27
inégalité absurde puisque n > p. d

Exercice 23 (Inégalité, matrices, déterminant ) [415].
Soient ¢ € Ry, A = ((a;;)) € M,(C) vérifiant |a; ;| < ¢ pour tous 1 < i,j < n.
Montrer que

|det(A)] < ¢"n"/2.

Seul le cas ou A € G L, (C) mérite explication. Pour une telle matrice désignons par C1, . .., C,
ses colonnes.

> Supposons les colonnes (C;)7 deux a deux orthogonales. Si
D;=||Ci||7'C;, et B=[Dy,...,D,]

la matrice B est orthogonale donc |det(B)| = 1; vu que

Vi<j<n : |]Cj||:\/aij+---+ai,j§c\/ﬁ
on a

v) [det(A)] = [det(B)[IC1]] ... |Cull < "2,
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> Pour le cas général, appliquons le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a la famille
libre (C;)} : soit Dy = C, et Dy = Cy 4+ A21Cy olt comme toujours la constante Ao est
déterminée de sorte que Dy soit orthogonal a Dy i.e.

(C2, Di) + X34 [| D1 * = 0

avec Pythagore
[Da]| = [ICaI* = A lID1l1* < [|Cal*.

De méme
Dy =Cir —Men D1+ -+ Mg o—1Diy
et avec
(Cr, Dj) + N 5ID517 =0, V1<j<k-—1
on a
k-1 k-1
||Dk;|| = ||Olc||2 + Z)‘i,j“DjHQ - QZ)‘i,jHDjW
j=1 j=1
k-1
<Gl =D X, IID5117 < G2
j=1
soit
(%) [Del] < [Chll, V1I<E<n

puisque bien entendu det[C, ..., C,] = det[Dy, ..., D,]; I'inégalité est démontrée vu (X) et
(V). Q

Exercice 24 (Un théoreme de Kronecker )
Par polynéme de Sylvester on entend tout polynome P € Z[X| unitaire a racines
de module inférieur ot égal a 1. Montrer que (Kronecker) Les zéros non nuls d’un

polynome de Sylvester sont des racines de l'unité.

Soit n € N*. Notons Z, la collection des zéros (comptés avec leurs multiplicités) de ’ensemble
7, des polynomes de Sylvester de degré inférieur ou égal a n.

> Etape 1 : Pour n € N* : s, := card(.%,) est fini.

Soit p(z) = 2" + ay_12" '+ 4 ag = [[1L,(z — () € S, avec les formules de Newton, si
0<k<n-—1lona

al =] > VGGl Y GGl Gl

1<t << <n 1<ii << <n

les coefficients a; étant entiers, il n’y a qu’un choix fini de a; et s,, est fini.

> Etape 2: ((€ Z,) = ((" € Z,, VkeN).
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Soit p(z) = 2" + a,_12"" ' + -+ + ay € Z[X], sa matrice compagnon

0 0 ... 0 —Qo
1 0 ... 0 —a
C, = 0 1 ... 0 —-a |c¢ M, (Z)
0 ... 0 1 —Qp—1
est triangularisable dans M,,(C), il existe G € GL,(C) telle que
o 7
C,=G! G.
0 <
Mais alors
a7
N -1 .
c, =G . G e M,(Z),

0 ¢N

n

autrement dit Cév est une matrice & coefficients dans Z qui admet ¢, ... (Y comme valeurs
propres : son polynoéme caractéristique répond a la question.

> Etape 3 : La conclusion.

Supposons qu’il existe un polynéome p € K,, admettant au moins une racine, (disons ¢;) qui ne
soit ni racine de 1'unité, ni de module strictement compris entre 0 et 1, 'ensemble {(i¥ } yen-
est alors de cardinal infini. D’autre part, par la seconde étape pcév(C{V) =0, VN € N*, si

bien que I'ensemble infini {¢I¥} yen+ est inclu dans Z,, de cardinal fini (étape 1) et on a la
contradiction désirée. a

i Remarques : @ On peut tout aussi bien montrer quun polynéme de Sylvester est
sans zéros de module strictement compris entre 0 et 1 de la maniere suivante : soit p(z) =
T (z — ¢) € Ky, toujours avec Newton : 1 < |ag| = [Cegr -+ - Gul < 1, s0it [(eqa| =
=l =
> On pourra aussi consulter les ouvrages de J.M.Arnaudies & J.Bertin "Groupes, Algébre
et Géométrie" tome 1, pages 127-128, Ellipse, (1993) ou E.Leichnam "Exercices corrigés de
Mathématiques, Polytechnique, ENS" (Algébre et Géométrie), exercice 1-30, Ellipse, (1999)
pour d’autres approches.
> Un entier algébrique est une racine d'un polynoéme unitaire P(X) = X4+ aq_1 X4 +
ot X +ag € Z[X]. On a

« Un entier algébrique est soit entier, soit irrationnel. »

Cette assertion repose essentiellement sur les idées précédentes, en voici donc les étapes
principales :

~» « € C est un entier algébrique si, et seulement si, il est valeur propre d’'une matrice a
coefficients entiers.
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~» Si A € M,(Z) admet une valeur propre A rationnelle, alors A admet un vecteur propre
a coordonnées entieres associé a la valeur propre .

~»  Soit a un entier algébrique racine d’un polynome P € Z[X] de degré n > 2. Sia € Q\Z
considérons k € Z tel que k < a < k+1et A:=Cp — kI, € M,(Z). On vérifie facilement
que A := a — k est valeur propre de A, puis en considérant la suite (A" X),, ou X € Z"
vérifie AX = A\X, conclure.

Exercice 25 (Le commutant dans M,(K) )
A toute matrice A € My(K) on associe

Cy:={B € My(K) : AB= BA}

son commutant. Montrer que €4 est de dimension 2 ou 4.

Soit
(*) A= (ZE11 + bE12 + CEQ]_ + dE22

la décomposition de A dans la base canonique de M, (K).

> Si A est scalaire (i.e. A= Ay ), €4 = M3(K) est donc dimension 4.

> Si A est diagonale mais non scalaire, on vérifie encore sans peine avec (%) que G4 est de
dimension 2.

> Sinon, A est non scalaire et A et I, sont libres, et €4 est de dimension supérieure ou égale
a 2. Supposons ¢4 de dimension supérieure ou égale a 3. Dans Ms(KK) de dimension 4 il se
doit de rencontrer

& = KEH + KElQ.

Soit donc

B = OéEll + ﬁElg - & N CgA, (Oz,ﬂ) 7é (0, 0)

en écrivant AB = BA il vient ¢ = 0. De méme, en considérant & := KFEy; + KEy il vient
b = 0 soit A diagonale ce qui est absurde donc dim (€4) < 3, soit dim (€4) = 2. d

i) Remarques : > Pour une matrice A € M, (K), la dimension du commutant de A vérifie
n < dim (€4) < n?

et la dimension vaut n si, et seulement si A est cyclique (i.e. A est semblable & une ma-
trice compagnon ou encore polynomes minimaux et caractéristiques coincident) et n? si et
seulement si A est semblable a la matrice identité.

> La question se pose alors de savoir si la dimension du commutant peut prendre toutes les
valeurs comprises entre n et n?. L’exercice que nous venons de traiter montre que la réponse
a cette question est non si n = 2 car dim %4 a priori dans {2, 3,4} ne peut jamais étre égale
a 3. L’explication de ce phénomene est résumée dans le résultat qui suit
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Soit m € N. Il existe A € M,(R) avec dim€s = m si et seulement si il existe des
entiers p1, ..., pr € N* vérifiant

3

Pt + Dk
pit-+pi =m

Car pour n = 2, 'entier 3 est le seul élément de {2, 3,4} qui ne vérifie pas ces deux propriétés.
Ce dernier résultat est délicat & établir '; pour notre exercice, il est d’ailleurs plus rapide
(([10], 2000/01, EX. 15)) d’établir (c’est d’ailleurs un corollaire immédiat du précédent)
que la codimension du commutant est toujours paire ce qui n’est pas le cas de 'entier 3
(4-3=1..).

Exercice 26 (Points isolés des solutions de I'équation X? = I,, dans M, (R) )

[10]

Dans A, (R), quel est l’ensemble des points isolés de l’ensemble des matrices dont
le carré est égal a I, ¢

Posons A = {M € .#,(R) | M? = I,,}. Nous allons montrer que les points isolés de A sont
I, et —1I,. Le cas n = 1 étant trivial, on suppose dans la suite n > 2.
Soit M € A. Le polynome X? — 1 = (X — 1)(X + 1) étant annulateur de M, la matrice

I

0
0 —I,-
trM=2p—n, ttM=n&M=1, e trM=-nsM=-—I,

M est semblable & une matrice ( avec 0 <p<n. Ona

Soit ¢ 'application de A dans R : M +— tr M. L’application ¢ est continue et {I,} =
e '(Jn— 3,n+ 1[). Ainsi, {I,} est un ouvert de A et I, est donc un point isolé¢ de A. On
montre de méme que —I,, est un point isolé de A.

Soit M € A\{L,,—I,} M =P %’ 1.0 Pl outPeGL,(R)et 1 <p<n-—1
I,
Notons F,, la matrice élémentaire dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la lere

. . . I _

ligne et n-eme colonne qui vaut 1. On constate que My = P {(6’ _[0 ) + %Eln] Pt
n—p

k € N*) est élément de A et que la suite (M) tend vers M sans prendre la valeur M. Ainsi,

M n’est pas isolé.

i) Remarque : Pour 0 < p < n,onnote 4, ={M € A| tr M = 2p—n}. On montre
que les A, sont les composantes connexes par arcs de A. On utilise pour cela I'écriture
I

M=P(P? 0
0 —I,y
est connexe par arcs, A, l'est aussi.

> P~! et on montre qu’on peut choisir P dans SL,(R). Comme SL, (R)

Lyoir Carrieu, Fadel, Fieux, Lassére, Rodriguez « Autour des matrices de Frobenius ou Compagnon »
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Exercice 27 (Sur I'équation sin(A) = B') Putnam, 1996.
Eziste-t-il une matrice A € My(C) vérifiant :

N~ (D" e (12005
SID(A) = OWA 0 1

n=

> Solution 1 : Supposons qu'une telle matrice existe.
~»  Si les deux valeurs propres (« et 3) de A sont distinctes, A est diagonalisable ; il existe

donc C' € GL,(C) telle que
B= (0‘ O) —CACT,

0 3
on & alors (car A" = CB"B™!)
: o 1 a 0 _ (sin(a) 0O
sin(A) = C'sin(B)C sin( RZ% 2n+ ( 0 ﬁ2n+1> = ( 0 sin(B)
sin(A) est donc diagonalisable ce qui est contraire a I'hypothese.

~»  Envisageons maintenant les cas ou les valeurs propres de A sont égales. Il existe C' €
G L, (C) telle que
B= (x y) — CAC™,
0 =z

soit (en calculant B™ pour tout n € N)

sin(B) = Csin(A)C~! = (Siné-’f) ysclzgig))

mais 1 est I'unique valeur propre de A, donc sin(z) = 0, cos(x) = 0, B = I, et finalement
A = I, ce qui est absurde.

>  Solution 2 : Avec

= (—1
cos(A) = Z <(2n)'

n=0
on vérifie que
sin?(A) + cos*(A) = I
si bien que
. 1 2005

sin(A) = (0 1 )
implique

9 (0 —=2.2005

cos”(A) = (O 0 :

Cette derniere équation implique que la matrice cos?(A) est nilpotente, étant de taille 2 x 2
elle ne peut étre que nulle ce qui est absurde. a
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Exercice 28 (Quelques propriétés topologiques de 0, (R) et %,(C) ) [20],
O Montrer que O,(R) (resp. %,(C)) est compact dans M,(R) (resp. M,(C)).
® Décomposition polaire généralisée : montrer que

VM e M,(R) : 3(0,8) € O,(R) x & telles que M = OS,

VM e M,(C) : 3(U,H) € %,(C) x " telles que M = UH.
® Montrer que

GL,(R) = 0,(R) x I et GL,(C) = Un(R) x .
O Montrer que O,(R) (resp. %,(C)) est un sous-groupe compact mazimal dans
GL,(R) (resp. GL,(C)) (commencer par montrer que les valeurs propres de tout
élément d’un sous-groupe compact de GL,(K) sont de module 1).

® 0,(R) est fermé dans M, (R) car 0,(R) = ¢ '({I,}) ot ¢ est I'application continue
sur M,(R) définie par A —*AA. |||.||| étant la norme sur M, (R) subordonnée & la norme
euclidienne ||.|| de R", A € €,(R) implique [|[AX|| = 1 et par suite |||A||| = 1. O,(R) fermé
bornée dans M, (R) est bien compact. La procédure est analogue pour %, (C).

® On rappelle (voir ref. 7?77 7) que
(3]

O A suivre...... a

Exercice 29 (Dans M, (R) : AB+A+B=0 = AB=DBA)
Soient A, B € M, (R) telles que AB+ A+ B =0; montrer que AB = BA.

AB+ A+ B = 0 implique que (A+1,,)(B+1,) = AB+ A+ B+ 1, = I,,, les matrices A+ I,
et B + I,, sont respectivement inverses 1'une de l'autre. Par conséquent (A + I,,)(B + I,,) =
(B+1,)(A+1,) = I,, on développe et AB = BA. 0

Exercice 30 (Dual de M,(C), tout hyperplan de ), (C) rencontre GL,(C) )
[15]

@ Montrer que lapplication qui a A € M,(K) (K = R ou C) associe fa
M,(K) 5 M +— fa(M) = Tr(AM) établit un isomorphisme entre M,(K) et son
dual.
® Soit f € M,(K) une forme linéaire sur M,(K) vérifiant

FXY) = f(YX), VXY € My(K).

Montrer qu’il existe A € K tel que pour toute matrice X € M, (K), f(X) = ATr(X).
O Montrer que pour tout n > 2, tout hyperplan de M, (K) rencontre GL, (K).
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® On vérifie facilement que f4 est linéaire; pour des raisons de dimension, il est donc
suffisant de montrer que 'application A — f4 est injective :

Soit A = ((a;;)) telle que f4 = 0. (E; ;) désignant la base canonique de M, (K) on a pour
1<k l<n

0= fa(Er)) = Tr(AE),) = Tr ( > a,-,jEi,jEkﬁl>

1<i,5<n
n

=Tr g a; p By car B jEy; = 051 E;,
=1

n
= Z ai’kTr(Ei,l) = al,k.
=1

Et A est bien nulle.
® Soit f une telle forme et 1 < 4,7 <n,sii#j
[(Eij) = f(EiiBi;) = f(Ei;Eii) =0,
et
f(Ei) = f(Ei;E;) = f(E;Eij) = f(E);) =\
Ainsi, f et ATr coincident sur la base canonique de M, (K) : elles sont égales.

i) Remarque : On trouvera aussi dans [15], exercice 7.7 une autre démonstration s’ap-
puyant sur la premiere question.

O Un hyperplan H de M, (K) est le noyau d’une forme linéaire f non nulle; il existe donc
A € M, (K) non nulle, telle que f = fa et H={X € M,(K) : Tr(AX) = 0}. Il s’agit donc
de montrer qu'il existe X € GL,(K) telle que Tr(AX) = 0. Pour cela, soit r > 1 le rang de
A, il existe? P et Q dans GL,(R) telle que

I. 0
pag- s~ (5 9).

Alors, pour X € M,(K), Tr(AX) = Tr(P7'J,Q7'X) = Tr(J,Q ' XP~!) et il suffit donc
de trouver une matrice inversible Y telle que Tr(J,.Y) = 0 (X = QY P répondra alors a la
question). Par exemple, la matrice de permutation

o o0 ... ... 0 1
1 0 . 0
0 1 0 0
Y=1. , , :
O ... ... ... 1 0
convient puisque J,.Y est de diagonale nulle. a

i Remarque :

2donner une référence
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Exercice 31 (Caractérisation des matrices nilpotentes par la trace ) [1&], [10]
2008.

O Soit K un sous-corps de C et A € M,,(K). On suppose que pour tout k € N* la
trace de A* est nulle. Montrer que A est nilpotente.

0 Soit A € M,(C), établir I’équivalence des propriétés :

1) La seule valeur propre de A est 1.
2) tr(A) = tr(A?) = -+ = tr(A") = n.

i) Nous restons ici fidelement sur la trace de Francinou, Gianella et Nicolas [18] qui pro-
posent plusieurs solutions de ce classique probleme.

O > Sur C, le polynome caractérique de A est scindé. Raisonnons par ’absurde en sup-
posant A non nilpotente. Alors A possede au moins des valeurs propres non nulles que 1’'on
note A\g, ..., A\, 1 <7 <n de multiplicités respectives ny, ..., n,. Par hypotheése nous avons
pour tout £ € N* :

tr(A%) = n AF 4+ - AR
Ecrire ces relations pour k variant de 1 & r équivaut & dire que le vecteur (ny,...,n,) est
solution du systeme linéaire

)\'1 Moo e,
XA o)\

Et ce systeme est de Cramer puisque le déterminant de la matrice du systeme vaut®

AMocA [ i= )

1<i<j<r
donc nécessairement ny = ny = --- =n, = 0 ce qui est exclu.
2 La seconde solution utilise les formules de Newton. Désignons cette fois-ci par Ay, ..., A\,

les racines du polynome caractéristique y 4 comptées avec leur multiplicités. Dire que tr(A¥) =
0 pour tout entier £k € N* revient exactement a dire que

tr(AY) =0=Af+---+X=0, VkeN*
car A étant semblable & une matrice triangulaire a coefficients diagonaux Aq, ..., A, les ma-
trices A* sont elles semblables & des matrices triangulaires & coefficients diagonaux A}, ... A\F.
Les formules de Newton® impliquent alors que les fonctions symétriques élémentaires des ra-
cines Aq,..., A, sont nulles :
op=---=0, =0.
On en déduit que’

YA = X" O_lX’n—l 4+ (—1)n_10'n_1X + (—1)n0n = X"

3Cest le trés fameux déterminant de Vandermonde : [18], exercice 1.8.

4Voir [15], exercice 5.26 oll...

Soit (=1)"xa comme le veut souvent la coutume.
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Soit A™ = 0 d’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton

2 Pour la troisieme solution on procede par récurrence sur la taille de la matrice. Sin = 1,
tr(A) = 0 implique A = 0. Soit donc n > 2, et supposons le résultat vrai jusqu’au rang n— 1.
Le polynome caractéristique de A

Xa=X"— X" T (1) o X+ (1),
vérifie par Cayley-Hamilton
XA(A)=0=A" — A" o (=)o, A+ (—1)"0, 1,
et en prenant la trace de cette derniere expression il vient
(—=1)"0p -n = (=1)}...\yn = (=1)"ndet(A) =0

soit det(A) = 0. 0 est donc valeur propre de A et on peut écrire

Xa=XPQ avec Q(0)#0 et p>1.
Le théoreme de décomposition des noyaux assure alors que

K™ = ker(xa(A)) = ker(A?) @ ker(Q(A)).

Supposons maintenant ker(Q(A)) # {0}. Dans une base obtenue comme réunion d’une base
de ker(A?) et d’'une base de ker(Q(A)), 'endomorphisme A admet une matrice de la forme

A0
0 B

Mais A” = 0, A" est donc nilpotente et par conséquent tr(A’) = 0, Vk € N*. Maintenant,
comme A* est semblable &
Ak 0
(v )

on a nécessairement tr(B*) = 0, Vk € N* : B’ est aussi nilpotente. Mais par hypothese,
Q(0) # 0 qui implique que la restriction de A a ker(Q(A)) est injective, soit B’ inversible ce
qui fournit la contradiction.

On peut donc affirmer que ker(Q(A)) = {0}, soit K" = ker(A?) et la matrice A est bien

nilpotente.

® Soient \j,...,\, les valeurs propres de A, comme rang(A¥) = \¥ + ... + Xk pour tout
entier k € {1,...,n}, I'implication (1) = (2) est immédiate.

Pour (2) = (1), remarquons que spec(A — I,,) = { A — 1, X € spec(A)}, il est donc suffisant
de montrer que la seule valeur propre de A — I,, est 0 ou encore que A — I, est nilpotente.
D’aprés la premiere question, A — I,, est nilpotente, si et seulement si, tr(A — I,,)* = 0 pour
tout entier k € {1,...,n}, et cette derniere vérification est élémentaire car :

tr(A— I,)F = zk: (l;) (—1)tr(AMh = nlzi; (I;) (-1)'=(1-1)"r=0.

=0
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Exercice 32 (Sur I'équation A? = [, dans M, (Z). ) [10].
Soient p,n,m € N* avec m > 2. On considére une matrice A € M, (Z) vérifiant
AP =1, et A= 1,(m). Montrer que A = I,.

Il existe par hypothese B € M,,(Z) telle que
A=1,+mB.

En outre, le polynome X? — 1 scindé a racines simples annule la matrice A qui est donc
diagonalisable dans M,,(C) ses valeurs propres étant des racines p-iemes de 'unité.

Nous avons B = m~'(A — I,). B est aussi diagonalisable et ses valeurs propres sont de la
forme m~'(\ — 1) avec \? = 1. Alors, comme

2
-1 =<1
lm ™ ( )|_m

on a
lim B* = 0.
k—-+o00
Mais les matrices B* sont a coefficients entiers : la seule alternative est donc qu’il existe
un entier ko tel que B* = 0. La matrice B est donc diagonalisable et nilpotente : c’est la
matrice nulle et finalement A = I, W

Exercice 33 (Calcul de exp(A) ou A = ((exp(2im(k+1)/5)))rs € M5(C). ) [10].
Soit w = e¥™/5 et A = ((w**)))o<ri<a € M5(C).

O Montrer que A est diagonalisable.
® Cualculer exp(A).

@ Nous avons

1 w ... Wt

w  w? Wb

2 3 6
A= |w? w W |

wtowh oW

les colonnes de A sont proportionnelles : A est donc de rang 1 et donc semblable a un matrice
de la forme

0 ... 0 ?
B:

: ?

0 ... 0 tr(A4)

Mais tr(4) = 1 + w? + w? + Wb + w® = 0 implique que B? = 0 puis A% = 0 : la matrice A
n’est donc pas diagonalisable.
® A2 =0 implique A" = 0 pour tout entier n > 2, soit exp(A) = I5 + A. a
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Exercice 34 (Matrices entiéres inversibles ) [28]

Soient A, B € My(Z) telles que A, A+ B, A+2B, A+3B et A+4B soient inversibles
a inverses dans My(Z). Montrer que A+ 5B est inversible et que son inverse est
encore a coefficients entiers.

Il faut se souvenir qu’une matrice M a coefficients entiers est inversible avec un inverse a
coefficients entiers si et seulement si det(M) = +1 (si M admet un tel inverse N alors,
det(M) det(N) = det(M)det(N) = 1 soit det(M) = £1; réciproquement si det(M) = £1
alors =M (ou M est la transposée des cofacteurs de M) est U'inverse de M).

Considérons alors le polynéme de degré au plus 2, f(x) = det(A 4+ 2B). Vu les hypotheses
et la remarque préliminaire f(x) = +1 pour z = 0,1,2,3 et 4; par le principe des tiroirs f
prends une des valeurs +1 au moins trois fois ce qui le force a étre constant, en particulier

det(A + 5B) = £1, CQFD 0

Exercice 35 (Sur I'équation S = X? dans M, (C) avec S symétrique et X
antisymétrique. ) [10], 2008.
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Exercice 36 (Sur I'équation S = X? dans M,(C) avec S symétrique et X
antisymétrique. ) [10].

Soit S € M,(C) une matrice symétrique réelle, donner une condition nécessaire et
suffisante sur ses valeurs propres pour quelle soit le carré d’une matrice antisymé-
trique réelle.

On va montrer que S est le carré d’'une matrice antisymétrique réelle si et seulement si,
toutes ses valeurs propres sont négatives et ses valeurs propres strictement négatives sont de
multiplicité paire.

> (condition suffisante). Si S est la matrice nulle, alors S = 02 et on peut supposer dé-
sormais S # 0. S est symétrique réelle, ses valeurs propres sont réelles et peuvent, vu les

hypotheses, s’écrire sous la forme
2 2 2 9 2 2
—ay, —aj, —a5, —ay,...,—a;,—a;,0,...,0

oll ay, ag, ... a; € R (et ne sont pas forcément distincts). Toujours parce que S est symétrique
réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée :

30 € O,(R) : O7'SO = diag(—a?, —a?}, —a3, —a3,...,—a}, —a;,0,...,0).

Notons pour k € {1,...,}
o 0 —ag
o )

et considérons la matrice diagonale par blocs
R =diag(A;, Ay, ..., A;,0,...,0) € M,(R).
R est bien antisymétrique réelle et un calcul par blocs montre que
R? = diag(—aj, —aj, —a3, —a3, ..., —a},—a?,0,...,0) = 0" 'SO = ‘0S0O,
OR'O est une matrice antisymétrique réelle vérifiant (OR'0)? = S, CQFD.

> Pour la condition nécessaire, si S = R? avec R antisymétrique, comme R = —'R on a
S = R? = —'RR qui implique

VX eR" 'XSX=-'X'"RRX = —||RX|?

qui prouve que S est symétrique réelle négative : son spectre est donc inclu dans R_.
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Les valeurs propres de S sont les carrés des valeurs propres de R qui sont donc imaginaire
pures et stables par conjugaison puisque R est a coefficients réels. (A € spec(S) = +iv) €
spec(R)) : elles sont donc de multiplicité paire. CQFD. 3

Exercice 37 (Convexité, matrice symétrique, calcul d’intégrale )
Montrer que Uapplication A — (det(A))~Y2 de I’ensemble /++ des matrices sy-
métriques définies positives dans R’ est strictement conveze.

Soit A € .t de valeurs propres Aj, ..., \,. En se placant dans une base orthonormale de
réduction de A nous avons

/ e~ 2D dyy  dx, = / e~ vt ) gy dy, = (det(A))"V2C on C =72

Il suffit maintenant de remarquer que la fonction x — e™* est strictement convexe sur R

pour conclure. Q

Exercice 38 (Matrices symétriques) [33]
Pour A = ((a;;)) € M, (R), (n € N*) symétrique et vérifiant A* = A, établir les
négalités sutvantes :

(1] OS Zamgn.

1<i,j<n
(2] Z la; ;| < ny/rang(A).
1<i,j<n
(3] Z laij| < n®? sin > 2.
1<ij<n

® Notons V= 41,1,...,1) € M,1(R), par un calcul élémentaire

Y ;= VAV = 'VAV = V('AA)V = |AV|? > 0.
1<i,j<n
Pour 'inégalité de droite, remarquons que B = ((b;;)) = I, — A vérifie encore 'B = B et
B? = B, si bien que

Z bi,j:n— Z ai,jZO.

1<i,j<n 1<i,j<n

® Notons A" = ((|a;;])) € M,,(R) et U = (V,V,..., V) € M,(R). M,(R) étant muni de sa
structure euclidienne canonique (A, B) = trace('AB), par Cauchy-Schwarz

(AU) < AP U]
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soit
2
2 2
(%) ( 2 !am-\> S( 2 %) ( 2 1)
1<i,j<n 1<ij<n 1<i,j<n
mais

Z a?; = trace('AA) = trace(A)
1<i,j<n

et puisque A est une matrice de projection trace(A) = rang(A) < n soit avec (%)

2
( Z \a2-7j|> < n*rang(A) < n’.

1<i,j<n

® Vu l'inégalité précédente, on aura toujours une inégalité large, et I’égalité équivaut a
rang(A) = n soit A € GL,(R) puis (A? = A) A = I,,, mais alors

Z lai ;| =n <n*? desque n>2,
1<i,5<n
d’ou le résultat. Q

Exercice 39 (Espaces euclidiens et projection orthogonale) [10)]
Sy désignant le sous-espace dans M, (R) des matrices symétriques réelles, calculer
pour A = ((a;;)) € M,(R)

inf Qi — My; 2
M=((mi))€ 2 i)

1<i,j<n

Il est bien entendu équivalent de déterminer

b 4 inf aii —mi;)?,
®) M=((mi;))€ (a5 = my)

et si M,(R) est muni du produit scalaire

(A, B) = tr(A'B)

on peut reécrire (X) sous la forme

inf (a;; —mij)? = inf tr((A—M)(A-M)) = nf A= M| = dist(A, 7).
ot

MeYy, MeSy Zn
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Par le théoreme de projection orthogonale
dist(4,.7,) = | A~ B|

ou B est la projection orthogonale de A sur .7, le théoreme de projection nous assure en
outre que B — A € .# et il est bien connu que .%;- n’est rien d’autre que 'ensemble des
matrices antisymétriques, soit

(A-B)=B-A < B—tB—%(AthA)

si bien que

. (ai'_a'@')2
inf aij —mg;) = \Gij = 4ji)
M=((mi}))ESn jg: (ai; ;) E >

1<i,j<n 1<i,j<n

Exercice 40 (Une matrice symétrique non diagonalisable)

(Z)> est-elle diagonalisable ?

. _ 2
La matrice symétrique (z

Non bien sur! A = 1 est son unique valeur propre : si elle était diagonalisable elle serait
semblable et donc égale a Is. d

i Remarques: = un contre-exemple a toujours avoir sous la main : ce sont les matrices
symétriques réelles qui sont toujours diagonalisables et dans une base orthonormée s’il vous
plait.

> Profitons en pour donner I'exemple d’une matrice non triangularisable (sur R bien

entendu...) : 1 _11> et d’une matrice non diagonalisable (sur C bien entendu...), a savoir
11
0 1)
> Dans la méme veine, pour terminer voici deux matrices
1 100 1000
0100 0100
001 1| 0011
0001 0001

qui ne sont pas semblables mais qui ont méme polyndémes minimal et caractéristiques. Vous
pouvez remarquer que ce sont des matrices 4 x 4, ce qui est normal car pour n < 3, deux
matrices (ou endomorphismes) sont semblables si, et seulement si, ils ont
mémes polynémes minimal et caractéristiques. Mais pour n > 4 l’smplication
non triviale est fausse.

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne

43/408

Exercice 41 (Produit scalaire, continuité, topologie ) [33]
Soit E un espace pré-hilbertien, montrer que ’ensemble

O :={(z,y) € E X E tels que x,y sont libres dans E'}

est un ouvert de B2 X E.

L’application
28N ({L‘,:I/)GEXEHQO(I,y):<$,y>— <$,l’><y,y>€R

est continue sur £ X E muni de sa topologie naturelle d’espace produit (la continuité du
produit scalaire résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et, vu le cas d’égalité dans I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz ¢ = ¢~ 1(R*). C’est donc un ouvert comme image réciproque d’un
ouvert par une application continue. Q

Exercice 42 (Autour de la trace ) [10]
Soit A € M,(R) telle que

VX e M,(R), tr{(X)=0= tr(AX) =0.
Montrer qu’il existe X\ € R tel que A = \,,.

Muni du produit scalaire (A, B) = tr(A'B), M, (R) est un espace euclidien et

E:={AeM,(R) : tr(A) =0}
est un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n? — 1 : c’est en effet le noyau de la
forme linéaire

p : A€ M,(R)— p(A) =tr(A)

donc dim F + dim (im(p)) = n? = dim £ = n? — dim (im(p)) = n? — 1 car im(p) est un
sous-espace non réduit a l'origine de R donc égal a R.
Par suite dim E+ = 1 et E+ = RI, car bien sir [, € E+, mais

(VX € My(R), tr(X) = 0= tr(AX) =0=(4,'X)) < (A€ E-=RI,)

Exercice 43 (Bases orthormées ) [10]
Soient (e1,...,eq), (f1,-..,fa) deuz bases orthonormées d’un espace euclidien
(E,{.].). Stue L(FE), montrer que la quantité

V) > (ulen), f)7

1<i,j<d

est indépendante du choix de ces deux bases.
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(f;)4 étant orthonormée, on a avec Pythagore
d d

> (ule). f)* =D ) (ule). f;)? Z!Iuez [
1<i,j<d i=1 j=1

nous sommes donc déja assurés que (¢) ne dépend pas (f;){. Il reste & prouver que

ZHU ei)|I* = Zl\u P

Pour cela si A = ((a;;)) désigne la matrice de u dans la base (e;)¢
d
trace(A'A Z Z |ues)||?
1<4,j<d i=1

de méme
d
> [lu(f:)]|* = trace(B'B)
i=1

ot B = mat(u, (f){) = P'AP et P € GL4(R) est la matrice de passage entre les deux bases.
Ces deux bases étant orthonormées, P est orthogonale i.e. P~! =P et par suite

trace(B'B) = trace(P"'AP"(P"'AP) = trace(P " 'AP'P'A'P) = trace(P 'A'AP) = trace(A'A).
a

Exercice 44 (Toute matrice carrée réelle est produit de deux matrices symé-
triques réelles ) [10]

O Montrer que pour toute matrice carrée réelle, il existe une matrice de passage
sa transposée qui soit symétrique.

@ En déduire que toute matrice carrée réelle est le produit de deux matrices sy-
métriques réelles.

@ La solution repose sur le fait suivant : « toute matrice A € M,(R) est semblable &
sa transposée mais si de plus A est une matrice cyclique (i.e. semblable a une matrice
compagnon), on peut imposer a la matrice de passage d’étre symétrique réelle. » que 1'on va
pouvoir étendre a tout M, (R).

En effet, soient

0 0 —ap aq az Ap—1
1 0 0 —al az as 1 0
0 1 0 —az . . . .
A= , , . : , 5= : Do : | € GLa(C),
: " . : an_1 1 ... 0 0
0 0 1 —ap—1 1 0 0 0
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alors
—ap 0 0 0 0
0 as as Ap_1 1
AS _ 0 as ay 1 0
0 an_1 1 ... 0 0
0 1 0o ... 0 0

est une matrice symétrique et par conséquent AS = t(AS ) =S (tA) ie. A=S5 (54) S

I1 en résulte immédiatement que toute matrice de Frobenius (i.e. une matrice constituée de
blocs diagonaux cycliques) F' admet une matrice de passage a sa transposée S symétrique
réelle (FF = SAS™!). Vérifions maintenant que cette propriété se généralise & toutes les
matrices.

Comme toute matrice A € M, (R) est semblable a une matrice de Frobenius (c’est le
théoreme de décomposition de Frobenius analogue cyclique du théoreme de décomposition
de Jordan) il existe donc P € GL,(R),S € Z,(R) N GL,(R) et F matrice de Frobenius,
telles que

A=PFpP', F=S"FsS
Ainsi
A=PS'FSHP = (PS('PP Y F('"PPHSTPT
_ (PS tp)( tP—l tF tp)(tp—ls—lp—l)
= (PS'P)'A('PT'STIPT)

= (PS'P)'A(PS'™P)™! = S, 'AS] !

ou S; = PS'P. La matrice de passage S est clairement symétrique, nous avons donc dé-

montré que pour toute matrice A € M, (R), il existe une matrice de passage symétrique S
telle que A = S'AS—!,

@ On peut alors écrire
A=385, ou & ="'AS"!

et comme

t(S/) — t(tAsil) — tSflA — SflstAsfl — tAsfl — S/
S’ est symétrique et le tour est joué puisque A = SS5. a
i Remarques : ©  On peut consulter' « The factorisation of a square matrix into

two symmetric matrices » Amer.Math.Monthly 1986-6, page 462/64 pour une approche via
la decomposition de Jordan et apprendre aussi que ce resultat est du a Frobenius lui méme.
> Dans [20], on trouve cette jolie caractérisation des matrices diagonales réelles : « Une
matrice A € M, (R) est diagonalisable si, et seulement si, il existe une matrice S symétrique
définie positive telle que 'A = STTAIS ».

La preuve n’est pas difficle : si A est diagonalisable, il existe P € GL,(R) telle que
P7'AP = D ou D est diagonale. Donc D = ‘D = 'P!A'P~1 soit 'PA'P~! = P'AP ou
encore 'A = (P'P)"'A(P'P) et la condition est nécessaire puisque S = P'P est symétrique
définie positive.

LUne référence aimablement communiquée par notre collégue J.B.Hiriart-Urruty (Université Toulouse 3).
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Réciproquement, supposons qu’il existe S symétrique définie positive (vérification immé-
diate) telle que ‘A = S7tAS; S définie positive se factorise’ sous la forme S = P'P ou
P € GL,(R), donc 'A = ‘P71 P71 AP'P soit 'P'A'P~! = P7'AP et finalement {P~*AP) =
P7'AP. Ainsi, P71 AP est symétrique réelle, donc diagonalisable qui entraine & son tour A
diagonalisable.

Exercice 45 (Sur I'équation det(l, — zA — yB) = det(I, — zA)det(l, —
yB), Vaz,yeR.)
Soient A, B € ./,(R) telles que

(Hp,) det(I, — zA — yB) = det(l, — xA)det(l, —yB), Vz,y€R.
Montrer que AB = 0. On pourra procéder de la maniére suivante :

@ Soit A = ((a;)) une matrice symétrique positive ; si un élément diagonal a; (1 <
i < n) est nul il en est de méme pour la ligne (et la colonne correspondante) i.e.
aij:aji:(), v1§jgn
0 Soient U,V € M,(R). On suppose U > 0, V symétrique et

VteR : det(U—tV)=0.
Alors

ker(V)) Nker(U) # {0}.

O Soient A, B € .7,(R), montrer que B (ou A, c’est pareil par symétrie) admet
une valeur propre X non nulle telle que ker(A) Nker(I,, — AB) # {0}.

O En déduire l'objectif de l’exercice en procédent par récurrence sur n.

On procede par récurrence sur la taille n de la matrice, la propriété est clairement vraie
pour n = 1.
Soit n > 2, on suppose la propriété vraie au rang n — 1 et soient A, B € .7,(R) telles que
(H,) det(l, — A —yB) = det(l,, — xA)det(l, —yB), Vz,yecR.
Montrons que AB = 0. Tout repose sur le fait suivant (on exclut le cas trivial ot au moins

une des deux matrices est nulle) :

(%) B (ou A, c’est pareil par symétrie) admet une valeur propre A non nulle telle que
ker(A) Nker(I,, — AB) # {0}.

Admettons pour le moment (¥ ) et prouvons l'assertion au rang n. Soit A une valeur propre
non nulle de B telle que ker(A) Nker(I — AB) # {0} et soit e, € ker(A) Nker(/ — AB)\ {0}.
On considere alors une base orthogonale 4 de R" de premier terme ey. Les matrices de

A et B dans cette base sont respectivement de la forme < 8 12, ) et ( 8\ 39’ ) ou les

2 1 existe O € On(R) telle que S = O~ 'DO = 'ODO avec D = diag(A1,...,An), (A > 0, Vi); si on pose VD =
iag 1,---,VAn) alors P = convient.
diag(v/A VAn) alors P = VDO i
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matrices A" et B’ sont dans .%,_1(R) (c’est la symétrie de A et B et l'orthogonalité de A
qui imposent aux deux matrices d’etre symétrique ce qui impose a son tour la symétrie des
deux sous matrices A" et B’ et les zéros sur les premieres lignes a partir du second terme).
Maintenant par un calcul élémentaire

det(l, —xA —yB) = (1 — \y)det(l,_; —xA" — xB')
det(I, — xA) det(l, —yB) = (1 — \y)det(l,,_; — zA") det(I,,_1 — xB')
soit
det(l,_1 —xA" —axB') = det(I,,_1 — zA") det([,_y — zB'), Vuz,y€R.
On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence au rang n — 1 : A’B’ = 0. De la

_ 0|0 Al O _ 0o O
- () G - () -

et le tour est joué. [ |

Il reste donc a établir la propriété (%), c’est la partie délicate qui se déduit des deux lemmes
suivants :

Lemme 1. Soit A = ((a;j)) une matrice symétrique positive; si un élément diagonal
a; (1 < i< n) est nul il en est de méme pour la ligne (et la colonne correspondante) i.e.
aij:aji:(), v1§j§n

Preuve du lemme 1 : Considérons une telle matrice et supposons par 'absurde qu’il
existe un coefficient aj; # 0. Soit X; = (z)} le vecteur colonne ot z; = 1,z; = taj;, t € R
et oll les autres composantes sont nulles, alors 'X;UX; = a;; + ta?i change de signe lorsque ¢
décrit R ce qui est absurde. [ |

Lemme 2. Soient U,V € M,(R). On suppose U > 0, V symétrique et
VEER :  det(U —tV) =0,

Alors
ker(V)) Nker(U) # {0}.

Preuve du lemme 2 : On diagonalise V' dans une base orthonormée :

PV'P = Diag(X, ..., Ar,0,...,0) = ( l())’" 8) =D, A#0,

tp tp __ Ul U2 . Dr‘o o Ul_tDT‘UQ
PU'P szVP—(,U2 U, t 00)" Ty |0 )
Vu I’hypothese, le polynéme en "¢
det(PU'P —tD) =0, VteR

est identiquement nul (bien entendu, r < n) et son terme de plus haut degré est (au signe
prés) det(Us) qui est donc nul.

on a alors
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Quitte a modifier les n — r vecteurs de base e,.1, ..., e, on peut supposer Us diagonale, plus
précisément soit Q) € 0,,_, telle que

tQUgQ = diag(urﬂ,rﬂ, ce 7un7n)

. . I, |0 .
Dans la nouvelle base correspondant a la matrice orthogonale < OT 9) ) notre matrice
. U —tD Uj
PU'P — tPV'P s'écrit L | . 2
tUQ ‘ dlag(ur+1,r+17 s 7un,n)
Il en résute que det(Us) = (—=1)"Ups1415---,Un,n = 0 qui assure que la matrice U
symétrique positive admet un élément diagonal disons w;;, (i € {r + 1,...,n}) nul; on peut

donc appliquer le lemme 1 et affirmer que la ieme colonne correspondante dans U est nulle.
Ainsi PU'Pe; = 0, mais on a aussi

PVtPei:Dei:(l())r 8)6120

car i € {r +1,...,n} ou encore U'Pe; = V'Pe; = 0, soit finalement
'Pe; € ker(U) Nker(V).
CQFD [ |

Preuve de (%) : Soit A une valeur propre non nulle de B, I'hypotheése (H,,) implique que
det(l, —A\'B—-1A)=0, VzcR

on est donc dans le cadre du lemme 2 avec V = A et U = I, — A"' B qui sera positive si on
choisit pour A la plus grande des valeurs propres non nulle. a

i) (C’était un exercice « estival » aimablement proposé par notre collégue J.B.Hiriart-
Urruty.
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Exercice 46 (Sur les polynomes de la forme P = QP" avec deg()) = 2 )
Putnam 1999

Soit P € R[X] un polynome de degré d. On suppose que P = QP" ou Q est de
degré 2. Montrer que st P admet au moins deux racines distinctes alors, il doit
avoir d racines distinctes.

o> Solution 1 : Supposons que P n’admet pas d racines distinctes, il admet donc une
racine au moins double que 'on peut supposer, sans perdre de généralité étre égale a 0 (quitte
a remplacer x par x —a). Désignons par n la multiplicité de ce zéro, on a donc P(x) = 2" R(z)
avec R(0) # 0. Soit

P"(x) = (n* —n)z" ?R(x) + 2na" 'R (z) + 2" R ().

Comme R(0) # 0 et n > 2, x = 0 est une racine d ’ordre au plus n — 2 de P” et par
conséquent (car c’est aussi une racine d’ordre n de P) z? divise Q. Mais @ est de degré 2
et donc de la forme Q(z) = Cz? ou C = d '(d —1)! (en comparant les termes de degré d
dans P = Cx?P"...).
Pour conclure, I'égalité P(z) = aga® + -+ + a1x + ag = d~'(d — 1)~ '22P"(z) implique
a;j = dd—1)"15( — aj, 0 < j < d, soit a;j = 0 pour 0 < j < d—1 et finalement
P(z) = aqx®.

Q

Exercice 47 (Trois exercices sur les polynémes ) [10], 2003/0;.
O Soit P € C[X], P non constant et E un sous-ensemble fini de C. Montrer que

|P~Y(E)| > (|E| —1)deg P+ 1.
® Soit P € C[X], de degré d > 1. On note n(z) le nombre de racines de l’équation
P(z) = z. Donner une expression de
> (d—n(2)).

zeC
® Soit P(X,Y) un polynome réel de deur variables. On suppose P de degré au

plus m en X et au plus n en Y. Montrer que la fonction de variable réelle x +—
P(e*, x) admet au plus mn + m + n zéros.

©® Notons® C I'ensemble des points critiques de P, c’est-a-dire ’ensemble des zéros de P,
V = P(C) I'ensemble des valeurs critiques de P. Introduisons les ensembles F' = E NV et
G=FE\F.

Soit w € G'; par définition de G, tous les zéros du polynéme P — w sont simples, donc P —w
possede deg(P) racines distinctes. De 14, card(P~(G) = deg(P) card(G).

Ecrivons F' = {wy,...,w,} ol les w; sont deux a deux distincts et notons 1 j,..., %y,
les racines de P — wj, oy j . .., 0p(j),; leurs multiplicités, de somme deg(P). Chaque x;, est

3Nous reprenons in-extenso les solutions données dans la revue.
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racine de P avec la multiplicité o — 1; le nombre de racines de P’ ainsi obtenu est de ce
fait

S = Z(am —1) = r.deg(P) — card(P~!(F) < deg(P’)

il en résulte card(P~'(F)) > (r — 1) deg(P) + 1 = (card(F) — 1) deg(P) + 1.
En réunissant les deux résultats ci-dessus, il vient

card(P~Y(E)) = card(P~(F)) + card(P~}(Q))
> deg(P)(card(F) + card(G) — 1) + 1 = deg(P)(card(E) — 1) + 1.

® Comme dans la question précédente, on introduit ’ensemble C' des points critiques de
P, c’est-a~dire I’ensemble des zéros de P’, et I'ensemble V' = P(C) des valeurs critiques de

P.

> Lorsque z ¢ V, aucune des racines du polynome complexe P(X) — z n’est multiple,
on a donc, avec les notations de 1’énoncé, d = n(z). La contribution de z a la somme étudiée
est donc nulle.

= Notons z1,..., 2, les éléments de V. Pour j dans {1,...,7}, soient @y ;,...,xy),, les
racines complexes de P(X) — z; appartenant a C, de multiplicités respectives oy j . .., o).
dans P’. Ces racines sont précisément les racines multiples de P(X) — z;, car ce dernier a
pour dérivée P’

Donc P(X) — z; possede exactement d — S°PY) o, ; racines distinctes, et de ce fait

=1
p(j)
d—n(z) = Z Q.
i=1
Or les ensembles {x1j,. .., 2y, } constituent, quand j parcourt {1,...,r}, une partition de

C. La somme des d — n(z), z € V, est donc égale a la somme des racines de P’ comptées
avec leurs multiplicités, c¢’est-a-dire au degré de P’ : la somme cherchée est d — 1.

® On suppose bien évidemment P non nul et non constant. On raisonne par récurrence
sur le degré m de P en X, le cas de m = 0 étant trivial. Supposons donc m > 1, et

f(z) = P(x,e") =™ P, (x)+ -+ Po(x)

avec P, # 0 et deg(Fy) < n. Par les opérations usuelles, la fonction f est développable
en série entiere sur R au voisinage de chaque point; puisque f n’est pas nulle, on peut
déterminer, pour chaque zéro a de f, le premier indice p, tel que fP* # 0, que 'on appelle
multiplicité du zéro a de f. Avec cette définition, un zéro de f de multiplicité p devient un
zéro de f’ de multiplicité p — 1, et le théoreme de Rolle ameéne usuellement le fait que, si f
possede au moins N zéros comptés avec leurs multiplicités, f’ en possede au moins N — 1.
Montrons alors, avec les notations de 1’énoncé, que la somme des multiplicités des zéros de
f est majorée par mn + m + n.

Comme deg(FPy) < n, la dérivée n + 1-eme de f est de la forme
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g(@) = ™ .Qm(x) + -+ e".Qu(x)
ou les @; sont des polynomes vérifiant, par une récurrence immédiate, deg(Q;) = deg(P;).
Apres simplification par e*, on applique ’hypothese de récurrence a g qui possede donc
moins de (m—1)n+m —1+n zéros, comptés avec leurs multiplicités. D’apres ce qui précede
(Rolle) le nombre de zéros de f est borné par (m—1)n+m—1+n+n+1=mn+n+m.Q

Exercice 48 (Polyndmes harmoniques et homogeénes en deux variables ) [10],
2005/0.

Soit E,, l’ensemble des polynomes réels a deur variables homogenes de degré n,
A, le sous-ensemble des P € E, multiples de X? +Y? et H, celui des P € E,,
harmoniques (i.e. tels que AP =0).

Montrer qu’on a E, = A, ® H,.

> FE, est le sous-espace de R[X,Y] de base {X'Y"™" /i = 0,...,n} donc de dimension
n+ 1. = A, est I'ensemble des (X% +Y?)Q ot Q € E,_». En effet, si Q est homogene de

degré n — 2, il est clair que (X2 + Y?)@Q est homogene de degré n. Inversement, si P € A,
homogene de degré n, s’écrit P = (X? + Y?)Q, alors @ est homogene de degré n — 2 ; pour
le voir on peut invoquer le résultat suivant

P € R[X,Y] est homogéne de degré n si, et seulement si, YA € R, P(AX,\Y) =
A"P(X,Y).

La condition nécessaire est évidente. Pour la condition suffisante si
P =36 er @i XY, avec F fini, la relation donne V(i,j) € F,V\ €
R, a; (A" = X17) = 0 donc, comme R est infini, a;; = 0 dés que i+j # n.

On déduit que si P = (X2 + Y?)Q est homogene de degré n, on a

VAER, N'(X?+YHQOAX,\Y) = N(X*+YHQ(X,\Y)
puis, du fait que R[X, Y] est integre, VA € R, A" 2Q(X,Y) = Q(AX,\Y) ie. Q € E,,_».

> On voit donc que A, est de dimension n—1 car l'application Q € E, _» — (X?+Y?)Q €
A,, est un isomorphisme.

> Déterminons le noyau de A, : P € E,, — AP.Si P =" /a;X'Y" " on a

AP = ((n— k) — b — Vg + (5 2)(k + Dagas) XY+

(n—k)(n—k—1)

s e
GG @k C est a dire si, et seulement

donc AP est nul si, et seulement si, Vk, a0 =
si,
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—_1)*
pour 0 < 2k < n,ay, = (—1)k03bka ...... slant2k +1 < n, agpy1 = —( n) Cﬁk'HaL

Ainsi lapplication qui & P = " ja; XY™ € Ker A associe (agp,a;) € R? est un isomor-
phisme donc Ker A est de dimension 2. De plus tout P € Ker A s’écrit P = agR + a1/
avec

0<2k<n

> Déterminons A, N Ker A. Si P = aR + bl € Ker A est multiple de X? + Y2, on a un
polynome Q tel que aR + bl = (X? 4+ Y?)Q donc aR(i, 1) + bl (i, 1) = 0 soit

a Y, CFibi > CHF=0

0<2k<n 0<2k+1<n
ce qui, puisque a,b € R, donnea =b=0et P =0.

> En conclusion A, et Ker A ont une intersection réduite a {0} et la somme de leur
dimension est égale a celle de E,, (n+ 1) donc on a E,, = A,, & H,. a

i/ Remarques : = Ainsitout P € E, s’écrit de maniere unique

P=H+ (X?+Y*Q avec H harmonique et Q € E,_».
On peut décomposer () de la méme maniere et en itérant on obtient une écriture P =
ZiE:(gﬂ) H;(X? +Y?)" avec H; harmonique et homogene de degré n — 2i.

> On peut aussi contourner le calcul en notant que les polynémes (complexes) (X ++iY)"
sont homogenes de degré n et harmoniques. On en déduit aisément que %((X +iY)"+ (X —

iy)") et 2 ((X +14Y)" — (X — iy)") constituent une base de Ker(A,). D’ailleurs ce sont &

peu pres les polynomes R, [ ci-dessus.

Exercice 49 (Polynomes et fractions rationelles, approximation )  [10],
2003/0.

Soit # 'ensemble des fractions rationnelles réelles sans pole dans [0, 1] et Rmn le
sous-ensemble des fractions F = £ o1t P est de degré < n et Q de degré < m.

O Ces ensembles sont-ils des espaces vectoriels ¢

® On consideére g : [0,1] — R continue. Montrer que inf{||g — || / 7 € %}
est atteint

(i)  Lorsque n = 0.

(ii1)  Dans tous les cas.

@ Pour m =0, %, est un espace vectoriel (pour les opérations usuelles sur les fonc-
tions) mais pour m > 1, ce n’est pas le cas : par exemple (zf;)m + (xi;)m ¢ R

version du 7 mars 2008



54/408 Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

® Pour n =0, #Z,,, est un espace vectoriel de dimension finie et le résultat découle du
fait que dans tout espace vectoriel normé la distance a un sous-espace de dimension finie est
atteinte.

Passons au ii). Si f est continue sur [ et F rationnelle sans pole dans I, f— F' est continue
donc bornée sur le segment /. De plus 'ensemble {||f — F||oc / F' € Epy,} est non vide et
minoré par 0 : il admet une borne inférieure d,, ,(f).

Soit Fj, = %, avec P € R,,,[X] et Qi € R,[X] sans zéro dans I, une suite de E,,,, telle
que ||f — Fi||s tend vers d,, »(f). Quitte & multiplier Py et Q) par une méme constante, on
peut supposer ||Qkllo = 1.

De plus la suite ||F} — f||s est convergente donc bornée, donc la suite des ||Fy||s est
aussi bornée par un réel M > 0. On a alors VEk, || Pe||loo = ||QkFk||oo?77| | Qoo || Fk||oo < M.
Ainsi les deux suites (FPy) et (Q) sont des suites bornées d'un espace normé de dimension
finie, selon le théoreme de Bolzano-Weirstrass il existe ¢ : N — N strictement croissante
telle que (Py)) converge vers un polynoéme P € R,,[X] puis il existe ¢ : N — N strictement
croissante telle que (Qg(yk)) converge vers un polynome @ € R, [X].

i) Attention, () n’est pas le polynome nul (car ||@Q||oc = 1) mais a priori il peut s’annuler
dans [0, 1].

Py k) ()

Soit F = £ € E,,,. Pour tout z non zéro de @, on a F(x) = lim
’ Qo (k) (@)

Q
convergence uniforme entraine la convergence simple) et donc

(car la

. Pour ()
- = lim — | < dnn

[f(2) = F(2)] = lim[ f (x) Q¢(w(k)(x)| i (f)

Comme f est bornée, on en déduit que F' est bornée sur le complémentaire d'une par-
tie finie de [0,1] donc elle n’a pas de pole dans [0,1] (si elle avait un pole a on aurait
lim, ., |F(x)| = +00) et donc F' € E,, .

De plus le calcul précédent montre que ||f — F||oc < dimn(f) et donc, comme 'inégalité
inverse est évidente, on a ||f — F||oc = dimn(f).

Exercice 50 (Polynémes, nombres premiers ) [&]
Montrer qu’il n’existe pas de polynome non constant

P(X) = CLdXd -+ ad,lefl s alX + ap
tel que P(k) soit premier pour tout entier k (L.EULER).

Soit N, M € N tels que P(N) = M. Alors, pour tout entier k
P(N+kM)—P(N) = a4 (N + kM)* = NY4a4_1 (N + kM)" " = N* N4+ +a,(N+kM—N)

est divisible par kM (car (N +kM)? — N7, (1 < j < d) est divisible par N +kM — N = kM
) donc par M. Ainsi

VkeN : P(N+kM) estdivisible par M.

Un polyndme de degré d > 1 ne pouvant prendre au plus d fois la méme valeur il existera
dans la suite (P(N + kM));™t! € MZ des entiers distincts de £M donc non premiers. QO
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i/ Remarque : Par contre la réponse est oui en plusieurs variables............... a suivre......

Exercice 51 (Polynémes dans Z[X] ) Montrer que si le produit de deuz polyndémes
A, B € Z[X] est un polynéome a coefficients pairs non tous multiples de 4, alors
dans l'un des deux polynomes A, B, tous les coefficients doivent étre pairs et dans
l'autre tous ne sont pas pairs.

Notons
A:CLO+CL1X+"'+CLan, B:b0+b1X++mem

Puisque AB ¢ 47[X] nécessairement I'un des deux polynomes, disons B, possede au moins
un coefficient impair.

Supposons alors que tous les coefficients de A ne soient pas pairs, soit as (resp. by) le premier
coefficient impair de A (resp. B) alors le coefficient de X*™* dans AB est

Aobqs + a1bk+s:1r+ ot as b+ @k/ + As+10p—1 +; -+ ks sy
pair - (7) + pair - (?) 4+ -+ - + pair - (72 + dmpair - impair  + S'?) -pair + (7) - pair + (?7) - pair
pair impair pair
il est donc impair, d’ou la contradiction. d

Exercice 52 (Polyndmes trigonométriques : un théoréeme de Fejér-Riesz)
[10],ex.77, 2003/04

Soit g : x> a9+ > p_, axcos(kx) + bysin(kx). On suppose g positive sur R,
montrer qu’il existe P € C[X] tel que

g(z) = [P(e™)]*, Yz € R.

En écrivant ¢ sous la forme

g(x) = Z cre’®™ avec ¢, #0et cy=c_k, VO<Ek<n

k=—n

nous avons pour € > 0

g(z) == g(x) + e =™ (cop 4 conpr€® + -+ (co + )€™ 4 -+ -+ €,
= e~ (¢7) (X)
ol le polynome
Qe(2) =cop4conprz 4+ ()" + -+ 2™

vérifie pour tout € > 0 et z € C*
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(%) 0.(2) = @

La démonstration s’enchaine alors de la maniere suivante :

> Etape 1 : Pour tout € > 0, le polynéme Q. est sans racines sur le cercle unité.

C’est une conséquence immédiate de la formule (X) qui implique |Q.(e™)| > «.

> Etape 2 : Soit ¢ > 0. Si ¢ € C est une racine de Q., alors Z_l est aussi racine de Q).
avec la méme multiplicité.

Remarquons déja que, Q.(0) > ¢ > 0, donc ¢ # 0. On a alors Q.(2) = (z — ¢)*R(2) ou
R € Cy,_4[X] vérifie R(¢) # 0. En exploitant (%), on peut aussi écrire Q.(z) = (1—(z)4S(z)
ot le polynome S(z) = 22" 4R(z ') vérifie S(E_l) # 0. C.Q.F.D.

o> Etape 3 : Les éventuelles racines de Qo sur le cercle unité sont de multiplicités paires.

Supposons au contraire qu'une telle racine e? soit de multiplicité 2m — 1, m € N*. La
suite de polynéomes (Q.)c>o étant simplement convergente sur R vers @)y, les racines d’'un
polynome dépendant continuement de ses coefficients et les polynomes (). étant sans racines
sur le cercle unité, il existe r > 0, ¢, > 0 tels que pour tout 0 < ¢ < ¢, le polynéme
(- possede exactement 2m — 1 racines (comptées avec leurs multiplicités) dans le disque
D(e%,r). Vu I'étape précédente, et quitte a réduire e,, nous sommes alors assurés que pour
toute racine ¢ de Q.

¢e D r)nD(0,1) <= ¢ €D r)nC\D(O,1)
ces zéros ont donc méme multiplicité et le nombre de racine de Q. dans D(e?,r) (0 < & < ¢,)

est forcément pair, d’ou la contradiction et les racines éventuelles de () sur le cercle unité
sont de multiplicité paire.

> Etape 4 : la conclusion (7,...,(’ désignant les racines de (). dans le disque unité, nous
avons donc

n

Qe(z) = =[]z~ ¢~ G2)
Cl - Sn _]21
ol la somme ne porte que sur les racines (i, ..., (, de module strictement plus petit que 1

(conséquence des deux premieres étapes). Il ne reste plus qu’a faire tendre € vers vers zéro,
et, toujours en invoquant la continuité « coefficients-racines » d’un polynome :

PG VCS & DS

( si par exemple |(| < 1 est racine de @, il existera une suite ((.). de racines de Q. de

module < 1 et de limite ¢ ; vu I'étape 2, la suite de racines ((. _1)5 se doit de converger vers
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. =-1 Yo . . . . . o
la racine ( ; par « symétrie » la situation est analogue a 'extérieur du disque unité, enfin

sl 2 . , ——1
sur le cercle unité on invoque 1'étape 3 tout en remarquant que dans ce cas ( = (¢ ).
On peut donc écrire

g(x) = e Qo(e") =

j=1
D", 1, P
S | G e
Cl cre N
_ (_1)ncn - v 2
a a ]1:[1(6 C]) )
finalement,
920:$c:gi222Q
G G

en posant d := \/c et P(X) = d][;_,(X — (;), soit encore

g(x) = |P(e")]2
et le résultat est démontré. a

i) Remarque : Ce résultat est di a L. FEJER et F. Ri1ESZ (voir F. RIESz & B.S. NAGy
« Functional Analysis », Dover, pages 117-118 ou bien Q.I. RAHMAN & G. SCHMEISSER
« Analytic Theory of Polynomials », Oxford Publications (2002) page 410). On peut aussi
remarquer que pour notre choix de P, toutes ses racines sont dans le disque unité fermé.

Exercice 53 (Autour du résultant de deux polynémes)

Soient K un corps commutatif, P,Q € K[X] deuzx polynémes mnon
nuls de degrés respectifs n et m. Montrer que la famille ¥ =
{P,XP X?P,..., X" 'P,Q,XQ,..., X" *Q} est libre dans K[X] si et seulement

st P et () sont premiers entre eux.

> Soit a une racine commune aux deux polynomes P, () : il existe alors deux polynomes
non nuls Fy, Qg tels que

PX) =X -a)R(X) & QX)=(X—-a)d(X)
si bien qu’en posant U = @)y, V = —F, on a
UP+VQ@=0

avec

deg(U) = deg(Q) — 1, deg(V) = deg(P) — 1.

> Réciproquement, supposons qu’il existe deux polynomes non nul U,V tels que
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deg(U) < deg(Q) & deg(V) < deg(P)
suite?7?7777777 QHIQH@ETQ Q

i) Remarques & applications : @ On appelle matrice de Sylvester, la matrice S(P, Q)
dans la base canonique de K, ,,,—1[X] du systeme de vecteurs .%, son déterminant res(P, Q) =
det S(P, Q) est le résultant de P et (); on a donc :

res(P,Q)#0 <<= PAQ=1.

> Une application immédiate est que I'ensemble 7/ (C) formé des matrices ayant n valeurs
propres distinctes est un ouvert de M, (C) : en effet vu la remarque précédente

A€ P(C) <<= PysAPi=1 <= ©(A) =res(Py, P)) #0,

I'ensemble &/ (C) est donc ouvert de M, (C) comme image réciproque de l'ouvert C* par
I'application continue (car polynomiale en les coefficients de A) ¢, c’est en fait méme un
ouvert dense (voir 'exercice ci-dessous).

Exercice 54 (Le théoreme de Gauss-Lucas)
Soit P € C[X] un polynéme, P' son polynome dérivé. Montrer que les racines de
P’ sont dans Uenveloppe conveze des racines de P (théoréme de Gauss-Lucas).

On peut supposer P de degré d > 1. Il existe des entiers 1 < n < d,aq,...,qa, € N, des
nombres complexes Ay, . .., A, deux a deux distincts et A € C tels que P(X) = A H(X—)\j)aﬂ'
j=1

alors

P(X) _ i a;
P(X) “~X-)\
7j=1
et si zp est une racine de P’ distincte des racines de P (pour les autres il n’y a rien a
démontrer)

P'(z) _ @y
P(Zo) =1 20 — )‘j
— 0= Y .
=1 20 — )‘j

= 0= — (20— A
JZ:; |20 — )\j|2(20 2

ainsi, zo est le barycentre des (\;)} affectés des poids ‘ZO(j—J)\P . il est donc dans I’enveloppe
J
convexe des zéros de P. d
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Exercice 55 (Le théoréme de Gauss-Lucas : nouvelle approche)
Soit P € C[X] un polynome, P’ son polynéme dérivé. Il s’agit de montrer que
les racines de P’ sont dans 'enveloppe convexe des racines de P (théoréme de
Gauss-Lucas).
O Soient z1, 29, ..., 2z, véTifiant

. " s

Fp, Vie{l,....n} : zj=pie avec 0< |6 <y < 5

(en d’autre terme les z; sont a partie réelle strictement positive et l’angle sous

lequel on les voit depuis 'origine est inférieur a 21) montrer que
1
V) |zl...zn|1/”cos(w)§ﬁ|z1+--~—i—zn|.

@ Soit P € Clz| et H l’enveloppe conveze de ses racines. Soient z ¢ H et 2
l’angle sous lequel H est vu de z ; montrer que
1/n /
x) apn < 1 P'(2)
P(z) ncos(y) | P(z)

© [Ln déduire le théoreme de Gauss-Lucas.

@ (V) est une « version complexe » de 'inégalité arithmético-géométrique (en particulier, si
les z; sont réels on peut prendre 1) = 0 et on retombe sur I'inégalité arithmético-géométrique
classique). On a vu les hypotheses sur les z; et I'inégalité arithmético-géométrique

|zt + -+ zn| > [Re(zy -+ + 2y)
= |21] cos(61) + - - - + |2,| cos(6y)
> (lz1] 4+ -+ + [zn]) cos(4))
> n|zy ... 2|V cos(1)

soit (V).
® Pour l'inégalité (X) soient rq,...,r, les racines de P (comptées avec leur multiplicités)
et 2 ¢ H. En écrivant z — r; := p]-e“’j, (1<j<n)ona
1 )
= ;16719j7 1 SJ S n.
Z — 7”]‘
H étant inclu dans le cone {re?, |0] <} et 2 € H, nous pouvons appliquer (¢) & la famille
(z_lrj)’f soit
1 1Y 1| 1
COS(w) N + S .
z2—r z—ry, n |~ z—r;
7j=1
soit (X).
® Pour démontrer le théoreme de Gauss-Lucas, on raisonne par ’absurde : soit z un racine
Qp, .
de P’ n’appartenant pas a H, on a alors P'(z) =0 et P02 > 0 ce qui est absurde vu (X)
z
donc z € H. Q

version du 7 mars 2008



60/408 Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

i) Remarque : L’inégalité (X) est connue comme « 'inégalité de Wilf ».

Exercice 56 (Une inégalité autour des polynémes )
Montrer qu’il existe une constante C' > 4.10° telle que

VP e ConlX], |P(1)—P(1)+P(~1)+ P'(~1)| < c/1 |P(#)|dt.

Considérons 'application
[P(1) — P'(1) + P(—1) + P'(-1)]
1
J_ |P(t)]at

f : ((Io, g, ... 7612004) € (C2005\{0<C2005} — f(a(), Qy, ... 7a2004) =

ou P(l‘) = Qo +ax+ -+ (120041'2004 € C2004[X].
> Il n’est pas difficile de vérifier que f est homogene de degré 0, i.e.

f(tao, t@b e ,ta2004) = f(ao, ai, ... ,CL2004>, Vi c ]R*.

> Le second point est que f est continue sur la spheére unité de C?°% (c’est une frac-
tion rationnelle en les variables ag, ay, ..., as4) dont le dénominateur fjl |P(t)|dt s’annule
seulement si P = 0 i.e. ap = a1 = - = A2004 — O)

Par compacité de la sphere unité, 'application continue f y est bornée (disons par C' > 0)
et par homogénéité f < C sur C?% \ {09904}. L’inégalité pour P = 0 étant une égalité, la
démontration est terminée.

Avec P(x) = 2% on vérifie sans peine que C' > 4.10°. Q

Exercice 57 (Encore un calcul de ((2) ) [15]
O  Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynome P, vérifiant
sin((2n + 1)t)
P,(cotan®(t)) = ——5—5—,

(cotan®(t)) S (D)

®  FExpliciter les racines de P, et calculer leur somme.
®  FEn observant que

vVt €]0, /2.

1
cotan®(t) < = < 1+ cotan?(t), vVt €]0, /2],
1
retrouver la valeur de  ((2) = 3

©® La formule de Moivre nous donne pour tout ¢ €]0, 7/2]

sin((2n + 1)t) = Z CZH(Z 1)k sin? 1 (£) cos2™H) (¢)
k=0
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soit, en divisant par le réel non nul sin®"**(t)

n

sin((2n + 1)t) .
s Z i (= 1) cotan®™ 9 (t) = Py (cotan® (t)

avec P, (X) = S1_, Cartl(—=1)F X"k Pour l'unicité, il suffit de remarquer que si Q € R[X]
répond également au probleme alors P,(x) = Q(x) pour tout = > O : en effet tout tel  peut
s'écrire x = cotan®(t) avec t = arccotan(v/t) €]0, 7/2|.

@® P, est bien de degré n et I'équation P,(cotan®(t)) = sin((2n+1)t) nous donne déja comme

racines z; = cotan’ , k€ {1,...,n}; ces racines étant deux a deux distinctes, il

T
2n+1
s’agit de toutes les racines de P,. Enfin, la somme des racines étant ’'opposé du coefficient
de X"~ divisé par le coefficient dominant de P, :
Cs n(2n — 1
W) Tty = 21n+1: ( )
2n+1 3

® La double inégalité résulte de I'inégalité classique sin(t) < ¢ < tan(t) valable sur |0, 7/2|
(faire une étude de fonction ou invoquer un argument de convexité). Si on écrit cette inégalité
pour t = km/2n + 1, en les sommant pour 1 < k < n il vient avec (¢/)

n2n—1) < (2n+1)2 n(2n — 1)
N L - < —_—
3 - ; 2k = * 3

Il ne reste plus qu'a diviser par (2n + 1)?/7? et faire tendre n vers 4+o00 pour retrouver la

valeur bien connue
¢2) =) LT
L2 6

n>1

Exercice 58 (Nombre de racines réelles du 2005-iéme itéré de P(z) = 2> — 1)

Soit P(x) = x* — 1, déterminer le nombre de racines réelles distinctes de I’équation
P(P(...(P (x))))=0.
———
2005

Posons pour tout n € N* :

> Comme P;(z) = #2—1 > —1 sur R, nous avons pour tout x € R: P, 1(z) = Py (P,(z)) >
—1 et I"équation P, (z) = a n’admet pas de solution pour tout a < —1.
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> Montrons que I'équation P,(z) = a admet exactement deux racines réelles distinctes
pour tout a > 0. Pour cela, procédons par récurrence sur n > 1 : pour n = 1 c’est clair.
Supposons 'assertion vraie au rang n, P,y1(z) = a équivaut a P;(P,(z)) = a qui implique
P,(x) = —va+1 ou P,(z) = Va+ 1; 'équation P,(x) = va+ 1 > 1 admet exactement
deux solutions distinctes par hypothése de récurrence ; 'équation P,(z) = —v/a + 1 est sans
solutions réelles puisque —v/a + 1 < —1. Ainsi I’équation P, (z) = a admet exactement deux
racines réelles distinctes pour tout a > 0.

> Nous allons maintenant montrer que 1’équation P,(x) = 0 admet exactement n + 1
solutions réelles distinctes. On procede a nouveau par récurrence sur n. Si n = 1 les solutions
sont +1 et sin =2 : 0 et £4/2. Supposons 'assertion vraie au rang n > 3. Comme on peut
écrire P, o(7) = Po(Py(x)) = P?(x)(P?(x)—2), lensemble des solutions réelles de 1'équation
P, 12(x) = 0 est exactement la réunion des racines réelles de équations P,(x) = 0, P,(x) =
V2 et P,(x) = —/2. Vu I'hypothese de récurrence I'équation P,(z) = 0 admet n + 1 racines
réelles distinctes et les deux premiéres étapes nous assurent que les équations P, (z) = V2 >0
et P,(z) = —v/2 < —1 admettent respectivement 2 et 0 racines réelles; ces trois ensembles
étant deux a deux disjoints, 1'équation P, o(z) = 0 admet n + 1 + 2 = n + 3 solutions et
’assertion est bien établie.

En particulier 'équation Psgos(x) = 0 admet 2006 racines réelles distinctes. d

Exercice 59 (Racines de P(z) et de 22P'(z) — dP(z) )

On suppose que toutes les racines d’un polynome P € C[z] de degré d se trouvent
sur le cercle unité. Montrer que les racines du polynome Q(z) = 2zP'(z) — dP(z)
se trouvent aussi sur le méme cercle.

Il est suffisant de supposer que le coefficient dominant de P est 1 . De la décomposition
P(z) = (z —a1)(z — aq2) ... (2 — ag) avec |a;| = 1, un calcul élémentaire nous donne

Q(z) =22P'(2) —dP(2)=(z+a)(z—a)...(z—ag) +-+(z—a1)(z —ag) ... (2 + g)

soit

P(z) z—ay’
puis
d
(z)\ z 4 ay
1Ae(P(z) —Z zZ— g
k=1
N [P e Z 22 = 1
[z — ogf? |z —ayl?
Ainsi
Q(z)
1 — 1
£ = (re(F3) #
soit Q(z) =0 = |z| =1 et le résultat suit. 0
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Exercice 60 (Un polynéme de degré 6 et un peu de géométrie )

On suppose que le graphe d’un polynome de degré 6 est tangent a une droite en
trois points Ay, As, Ag ou As est situé entre Ay et As.

O On suppose les longueurs des segments A1 As et AsAs égales. Montrer que les
aires délimitées par ces segments et la courbe sont égales.

O Soithk = A1Ay/As A3, K désignant le rapport des aires des deuz figures, montrer
que

5 5
W
T T2

@ Supposons, sans perdre de généralité, que le point A, est l'origine. Le polynome peut
s’écrire alors sous la forme

P(x) = (apz* + a12® + apa® + asx + a4)z® + asz.

L’équation y = asx est donc celle de la tangente a la courbe a l'origine et détermine le
segment A;As. Vu I'hypothese, les abcisses des points A; et Az sont respectivement a et —a
avec a > 0 : les réels a et —a sont racines doubles du polynome agx* + a 23 + asx? + asw + ay
soit apr? + a113 + asr? + azx + aq = ag(x? — a?)? et

P(z) = ap(2® — a®)*x* + asx.

L égalité des aires est alors conséquence de 1'égalité (par parité de x — ag(z? — a?)?z?) des
intégrales

0 a
/ ap(z® — a®)?x?dr = / ao(z? — a*)*a*dx.

—a 0

® Toujours sans perdre de généralité, supposons ay = 1, comme dans la situation précé-
dente, notre polynome peut s’écrire sous la forme

P(x) = (v — a)*(x — b)*2* + asz.

(avec (c’est Thalés...) b = ka, 0 < k < 00). Les aires des deux domaines sont respectivement

0 7
/ (x —a)*(z — b)*2*dr = CL—(7/€2 + 7k + 2)

. 210
et
b a7
/ (x —a)*(x — b)*2?de = —(2K* + Tk +7)
A 210
si bien que
2k% + Tk + 7
K=kK_——— =k fk).
Tk? 4+ Tk + 2 J (k)
La dérivée de f étant négative sur |0, +oo[, f décroit de 7/2 & 2/7 et I'inégalité désirée en
découle immédiatement. a
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Exercice 61 (Sur les racines multiples du polynéme dérivé )
On considére un P € R[X]| n'admettant que des racines réelles. Si le polynome
dérivé P' admet une racine réelle multiple a, montrer que P(a) = 0.

Soit P un tel polynome de degré d > 1, soient a; < --- < a, les racines distinctes de P de
multiplicité respective ay, ..., a;, a; est donc racine d’ordre a;; — 1 de P’; par Rolle P’ admet
une nouvelle racine b; sur chaque intervalle |a;, a;41] (1 <@ <r — 1) si bien que nous avons
déja > (a; — 1) +r — 1 racines pour P’ qui est de degré d — 1. Soit

—1>Z ;— 1) —i—r—l—Zaz—r%—r—l—d—l

=1

d’ou 'égalité et P’ ne peut donc avoir d’autres racines ; les b; sont donc racines simples et
les éventuelles racines multiples de P’ sont parmi celles de P. a

version du 7 mars 2008



Troisieme partie

GEOMETRIE



Exercice 62 (Optimisation dans un triangle )
On désigne par hy, ho, hs les hauteurs d’un triangle et par p le rayon de son cercle
inscrit. Détermaner le minimum de

hi+ hy + hg

p
lorsque l'on décrit tous les triangles non dégénérés du plan.

Si on note S laire du triangle, a, b, ¢ les longueurs de ses cotés, nous avons’

25 25 2S5 S
hy=—, hg=—, hg=—, p=— ou 2p=a+b+ec.
a b c D
Ainsi
hi + ho + hs a b ¢

1 1 1 b ¢ «a
=(a+btc)|-F+-+-)=3+-+ -+ -+ —+-+,
p a b ¢ b a a ¢ ¢ b
et comme il est bien connu que z + ! > 2 sur R’ avec égalité si et seulement si z = 1,
nous avons finalement

hi + ho + hs

p
Le minimum est donc 9 et il est atteint si et seulement si le triangle est équilatéral. d

>3+6=09.

Exercice 63 (Sur la longueur de I'intersection entre une parabole et un disque
) (PurnaMm, 2001).

Une parabole intersecte un disque de rayon 1. Est-il possible que la longueur de
l’arc de parabole inscrit dans le disque soit supérieure ou égale a 4 ¢

Sans perdre de généralité (quitte a faire une translation), on peut prendre comme cercle celui
d’équation (%) : 2%+ (y —1)?> = 1 et comme parabole, celle d’équation (Z,) : y = kax? (si
la parabole n’est pas tangente au cercle, on imagine bien qu’en « I’enfoncant » un peu plus,
la longueur de l'arc inscrit ne peut qu’augmenter). (Z;) est alors tangente a (%) en (0,0)
et pour k > %, I'intersecte en les deux points

(ivﬁfiiiQk—1>'

k k

La longueur d’arc inscrite dans le disque est donc

vzrel 1 [2V2R-1

L(k) = 2/ V14 4k%2dt = z V1 +u?du,
0 0

(apres le changement de variable u = 2kt). Il s’agit donc d’étudier le maximum de

1 1 [2v2k-1
(X) L: ke [57—1-00[ — L(k) = Z V1 + u2du.

0

4 trouver une ref.
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Commencons par quelques observations (voir les schémas) : pour 0 < k < % la parabole se
trouve & extérieur du disque (figure 1) et L(k) = 0; le cas k > 3 est celui qui nous intéresse
puisque L(k) > 0 d’apres (X); enfin si k tends vers +o0o la parabole dégénere cette fois-ci
en deux demi-droites confondues {0} x R, ce qui donne comme intersection deux fois le
segment {0} x [0, 2] soit une longueur égale a 4. Il semble donc que notre fonction L croit
strictement sur R de 0 a 4. Mais il faut toutefois se méfier des impressions, en effet nous
allons maintenant vérifier que L n’est pas strictement monotone et méme prends des valeurs
strictement plus grandes que 4. Justifions cette derniere affirmation :

1 2v2k—1
Lk) = ¢ V1t u2du
0
1 2v2k—1 1 2v/2k—1
:—/ (\/1+u2—u>du+—/ udu
k Jo k Jo
B 1/2v2k—1 du +4(2k—1)
k Jo Vi+u?+u 2k
B 1/2\/2]451 du +4 2
ko V1+u+u k
1 2
=—I(k)+4——
CI(k) +4- 2
ainsi,
2v2k—1 du
L(k) >4 <= / —_— > 2
(k) 0 Vit u?+u

mais la fonction croissante I vérifie
221 du
lim S
k—oo J V1i+u?+u

car la fonction intégrande est clairement non intégrable en +oo : il existe donc ky > % tel
que k > kg = I(k) > 1 et par suite

:+OO

1
3k0>§ : k>ky = L(k)>4.
d

i Remarques : & La fonction continue L nulle en 1/2 tend vers tout de méme vers 4
en +oo car

1 2
L(k)==I(k)+4—=
(k) k()+ 2
et
1 1 [2V2k-l 22k — 1
og—f(k):—/ du _2v2-1l
k k Jo V1+u2+u k k—o0

> Vu les variations de L, notre fonction est bornée sur [1/2, +o00[ et atteint son maximum
pour une valeur 1/2 < m < +oo. En utilisant un logiciel de calcul, on peut donner une
valeur approchée de m......... autour de 4,001...semble-t-il.

version du 7 mars 2008



68,/408

Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

On peut s’étonner que pour résoudre cet exercice on n’étudie pas la fonction L. En effet
il n’est pas trés difficile de trouver une primitive :

1 1
Vit ldu— ——— + ~log (t+ VI £
/ utdu %v%—1+2°g<+ + )

mais son apparence peu sympathique nous enléve les dernieres envies de calculer la dérivée
de L pour étudier ses variations....

Exercice 64 (Inégalités dans un triangle (1)) R. HonsserGER « Episodes in Nineteenth and
Twentieth Century Euclidean Geometry », MAA 1995; voir aussi http://www.les-mathematiques.net

Soit ABC' un triangle propre du plan affine euclidien et trois points D, E | F res-
pectivement sur [BC|,[CA] et [AB] tels que (AD),(BE) et (CF) soient sécantes
en un point P intérieur au triangle ABC'. Montrer que

6<AP+BP+CP & 8<APBPCP
- PD PE PF ~— PDPEPF’

©® Posons a = ﬁ—g, b= %, c= %, P est alors le barycentre de

(A1) et (D, a)
(B,1) et (E,b)
(C,1) et (F,c)
ou bien, z,y, z désignant les coordonnées barycentriques de P dans le repere (A, B,C) :
P est le barycentre de  (A,z) et (D,y+ z)

P est le barycentre de  (B,y) et (F,z+ 1)
P est le barycentre de  (C,z) et (F,z+y)

avec
Y+ z T+ =z r+y
a = 7b = s =
x Y z

si bien que

x x z oz

a+bre=-42L 248 22

y x z zZ x Yy
et de I'inégalité classique u+% > 2, (Vu > 0), résulte la premiére inégalité a établir a savoir :

a+b+c>06.

® Pour la seconde, on utilise I'inégalité z +y > 2,/zy, (Vz,y > 0) :

ytzr+zx+y
x Y z

>8\/yz><xz><xy _3

B Yz

abc =
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Exercice 65 (Inégalités dans un triangle (2)) nttp://www.1es-mathematiques.net
Soit ABC' un triangle propre du plan affine euclidien et . son aire. Etablir
["inégalité

A+ +E>(a—b)?+b—c)?+ (c—a)+42V3 (Hadwiger-Finsler (1937))
Cas d’égalité ?

Désignons par p le demi-périmetre du triangle (2p = a+b+c) et posons x = p—a, y = p—b,
z = p — ¢, on vérifie alors facilement que

a>—(b—c)? =(a—b+c)a+b—c)=4yz
v —(c—a)P? =0b—-c+a)b+c—a)=4zz
?—(0b—-a)? =(c—a+b)(c+a—0b)=4ay

si bien que I'inéquation demandée est équivalente a

(%) a:y—l—xz—l—zyzy\/g

en élevant au carré et en utilisant la formule de Héron

S = (r+y+2)ryz

on est amené a vérifier

(zy + 22 +y2)* > 3(x +y + 2)vy2

soit, apres développement

(k) = 2+ 22+ PR > 2tyr 4 wyte 4 oyt
pour vérifier cette derniere inégalité il suffit d’appliquer celle de Cauchy-Schwarz aux vecteurs
u = (xy,yz, zx) et v = (yz, zz, xy), en effet
(u, o) < flull ] <= (u,0)* < [Jul* [Jo]
—  2lyr+ayiz+ oyt < oty ot 4y
Et par Cauchy-Schwarz (cas d’égalité), I’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs u et v

sont colinéaires i.e. x = y = z configuration qui correspond a un triangle ABC' équilatéral.
Q

Exercice 66 (Coniques : le théoreme de Joachimsthal)
Une ellipse centrée & rencontre un cercle € (distinct de Uellipse) en 4 points d’ar-
guments respectifs 01, ...,0,. Montrer que 01 + --- + 0, = 0(2m).
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x = acos(0)

. et soit 22 + y? — 2az — 2By + v = 0 I'équation
y = bsin(0)

L’ellipse est paramétrée par {
de ¥. Ainsi

Mo = (Cg (sjf)rf((g))> €EENE = a’cos’(0) + b*sin?(f) — 2aa cos(d) — 26bsin(f) +~v =0

2 2
a2—b2
4 =0,

. . 2 _ b2 . ) 2 b2
= Q) = e (“T) +6¥ (b — an) + 27 (7 i —)

— " (aa +bB) +

en d’autres termes, My € & N6 <= Q(e) = 0, et & nos quatre points d’intersection
correspondent quatre racines e'*, 1 < k < 4 du polynome Q. Or, les coefficients dominant
et constant de () sont égaux : le produit de ses racines vaut 1 i.e.

1=¢f ¢ =0t 40) — g 4 ... 19, =0(27)

4] Remarques : = il s’agit du théoreme de Joachimsthal.
o Il existe surement une explication géométrique claire de ce phénomene, cette démons-
tration ne la met pas en valeur, une autre serait la bienvenue.

Exercice 67 (Heptadivision d’un triangle)

A partir de chaque sommet A, B,C d’un triangle non dégénéré on construit sur le
coté opposé les points A', B',C" tels que AB' = $AC, BC' = :BA, CA' = :CB.
Les points d’intersection des droites (AA"), (BB'), (CC") forment un nouveau tri-
angle. Montrer que l’aire de ce nouveau triangle vaut exzactement 1/7 de l'aire du
triangle initial.

B/
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On note I, J et K les sommets du triangle intérieur, I étant le sommet le plus proche de
A sur (AA’) et ainsi de suite. On appelle &7 I'aire du triangle de départ (&7 = upc) et x
'aire du triangle intérieur (v = o7 k).

A
B/
Cl
J
B A’ ¢

Je dis que :
o
(%) Daca = 3

En effet (cf. figure ci-dessus) ABC et ACA’ ont la méme hauteur h = AH et la base de

ACA’ vaut 1/3 de la base de ABC'. Or on sait que l'aire d’un triangle est donnée par :
) base x hauteur .
aire = 5 d’out (%).
o o

De méme, on a : gap = — Depor = —.

On essaie maintenant d’écrire I'aire de ABC comme la somme des aires de sous-triangles, le
petit triangle I.J K, les 3 triangles qu’on vient d’examiner, puis on corrige en soustrayant ce
qui a été compté 2 fois :

Dape = Dy + (Dacar + Dpap + Dopor) — (Dapr + Doakx + Dpcery)

Cecl s’écrit :

o A o
o =+ (? + 5 T ?) — (Hap1 + Yok + Apcery)

D’ou (en simplifiant par </ dans chaque membre) :

xr = %AB’I -+ fQ{CA/K + "Q{BC’J
On va maintenant montrer que Fap; = ~.o :

27
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A

B E A
On trace la parallele a (BC') passant par B’ : (E'B’) || (BC') avec E' € (AB).

On trace aussi la parallele a (AB) passant par B’ : (B'E) || (AB) et E € (BC).
On définit le point C” comme l'intersection de (B'E) avec la parallele a (BC') passant par

C'. Alors :

BEB'E’ est un parallélogramme
En effet, (B'E) || (AB) = (E'B) et (B'E") || (BC) = (BE).
On appelle T le point d’intersection de (BB’) et (C'C"). Alors :donc

T est le milieu de [C'C"]
En effet :
1°) dans E'BB’, C' milieu de [E'B] (c’est Thales) et (E'B’) || (C'T) entraine par la
réciproque du théoréme des milieux que 7" milieu de [BB’].
2°) dans BB'E, T milieu de [BB'| et (TC") || (BE) entraine par la réciproque du
théoreme des milieux que C” milieu de [B'E].
3°) E'B = B'E car E'BE B’ parallélogramme, donc C'B = B'C”

4°) pour [BB'] et [C'C"] qui s’intersectent en 7', Thales entraine TB/TB = 1 =
TC'/TC"

Donc C'T = 1BE. Or BE = %BC’ et finalement

)

C'T = éBC’
On a (C'T) || (BC), on peut donc appliquer Thales a [C'C] et [BT]| qui s’intersectent en J :
cr 1 CcJ

1 1
= = = — (' J=-JC = CC'J=z-CC
BC JC 6 JC 6 7
Les triangles BJC’ et BCC’ ont méme hauteur (A’ sur la figure) et leurs bases dans un
rapport de 7 :

1 1
Do = §WBCOI — Do = ﬁﬂfABc
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Le méme raisonnement appliqué a chacun des deux autres triangles donne le méme résultat.

Q

i Remarque : si vous consultez le numéro de décembre 2003 ou janvier 2004 de la revue
Pour la science page 94, vous trouverez une preuve « sans mots » de ce résultat qui illustre
notre démonstration et bien plus encore.

Exercice 68 (Disposition de n points sur une sphére )

On dispose n points sur la sphére S = {(x,y,2) € R® : 2?2 +y* + 22 = 1} de
R3. Montrer que la somme des carrés des n(n—1)/2 distances (dans R?) entre ces
points au plus égale a n.

Notons P; = (x;,v;, %), 1 <1i <mn nos n points. Le carré de la distance entre P; et P; est
(@i = 25)? 4+ (i — 93)* + (2 — ) = (0F +y7 +27) + (0F + o7 + 23) = 2(aix; + yiy; + 2i25)
=2 — Q(Z'ij + yzy] + ZZ‘Z]').
Et notre somme vaut donc
(X) Z 2 — 2wy + yiy; + 2izj) =n(n—1) — 2 Z (ixj + vy, + 2:%5).
1<i<j<n 1<i<j<n

Maintenant puisque

(@14 a2+t a) =) 27 +2 > ma
i=1

1<i<j<n

on peut écrire

n

2 > (it az) =@ttt (et z) =) (@ Y+ 2

1<i<j<n i=1
=@+ +z)+ Wtttz —n
=X*+Y*+2%—n
soit, en reportant dans (X)
Z PP} =nn—1)—(X*+Y?+ 2> —n)=n" - X?-Y? - Z° <n?
1<i<j<n

CQFD Q

Exercice 69 (Une suite associée a un polygone ) S, désigne la somme des
longueurs de toutes les faces et de toutes les diagonales d’un polygone régulier
iscrit dans le cercle unité. Montrer que

.Sy 2
lim — = —.
n—oo N2 T
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n—1
. km
=n sin | — |,
n
k=1

et avec l'identité 2sin(a)sin(b) = cos(a — b) — cos(a +b), on a

Un petit calcul nous donne

n—1
k —1
2sin (Z) Zsin (—W) = cos(0) + cos <E> — cos (U) — cos <n_7r> = 2(1 + cos <E>
n/ e n n n n n
si bien que
Lteon ()
cos | —
On _ n
n? nsin <E>
n
et le résultat suit Q

Exercice 70 (Sur la longueur de I’ellipse ) [27]
L est la longueur de l’ellipse d’équation

<§>2+<%>2:1, a>b>1.

O Montrer que w(a+b) < L < my/2(a®+ b?).

O Montrer que
=/ (2n— DI\ e
L=2 1—
m( Z( 2l ) 2n—1

n=1

2 _ b2
e = ——— ¢étant 'exentricité de ’ellipse.

©® L’équation paramétrique de I'ellipse étant

{x(t) = acos(t),

y(t) =bsin(t), 0<t<2m,

sa longueur est

27 /2
— / V' (t)? +y'(t)%dt = 4/ \/@2 sin?(t) + b2 cos2(t)dt
w/4 w/2
= / \/@251n ) + b? cos?(t dt+4/
(Y V
4 / ( a? sin + b2 cos?(t) + 1/ a? cos?(t) + b?sin ) dt
i “(t) t) 2(t)

ou 'on a effectué le changement ¢t = w/2—s dans la seconde intégrale de la seconde ligne. Pour
conclure, il suffit de remarquer que l'intégrande dans la derniere intégrale est une fonction
croissante sur [0, 7/4].

\/a2 sin?(t) + b2 cos2(t)dt
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® Nous avons
2m w/2
L= / V' (t)? +y'(t)2dt = 4/ \/a2 sin?(t) + b2 cos2(t)dt
0 0
w/2
= 4/ Va2 + (a2 — b2) cos?(t)dt
0
w/2
= 4a/ /1 —e?cos?(t)dt
0

Nous avons pour |u| < 1

[e.9]

2n — 3)!!
\/1—u:1—2ww‘

En posant u = ecos(t) €] — 1, 1], on a par convergence normale de la série entiere sur [0, /2]

B o= (2n =3, [
L =4a (5 — Z We /(; COS (t)dt y

n=1
out I'on reconnait l'intégrale de Wallis
/2 (2n—)!w
2n t
t)dt = ————
jf cos™ (1) 2!l 2

le résultat suit. |

Exercice 71 (Méme périmetre et méme aire ) Putnam (2005), [34] 2005/8.
Détermainer tous les nombres réels a > 0 pour lequels il existe il existe une fonction
positive f € €°([0,a]) telle que le domaine

7=A{lx,y) : 0<z<a, 0< f(x) < fl2)}

admette une aire et un périmetre de méme valeur.

[ continue sur le compact [0,a] atteint son maximum en un point ¢ € [0,a] et il faut
remarquer que f(c) > 0 (sinon Z aurait une aire nulle mais un perimetre a > 0...). Notons
k laire (ou le périmetre) de Z. Z est visiblement inclu dans le rectangle [0, a] x [0, f(c)] :
son aire est donc inférieure ou égale a celle du rectangle af(c). D'un autre coté, k > 2f(c)
car 2f(c) est strictement plus petit que la distance de (0,0) a (¢, f(c)) plus la distance de
(¢, f(¢)) a (a,0) distance strictement plus petite que le périmetre k£ de 2. Nous avons donc
2f(c) < k < af(c); en particulier, ceci impose a > 2.

Réciproquement, pour a > 2 le domaine 2 associé a I’application constante f(z) = 2a/(a—2)
est un rectangle d’aire 2a*/(a — 2) et de périmetre

2a 2a?

2 2 = .
@t a—2 a— 2

Donc, tout nombre réel a > 2 convient. Q
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Exercice 72 (Deux inégalités ) [13].

(I+a)(1+ag)...(1+a,) > "

., by des réels strictement positifs, montrer que

Qp, bl bQ bn
, —+—+ -4+ —7 >n.
b, a1 a9 an

O Soient ay, ..., ap,b,..
L
max —_— —_— PRI JR—
by by
® Soient ay,...,a, des réels > 1, montrer que

n

+1

(I+a+ax+--+ay).

O = Premiére solution :

. o, . s, . , s . [
Avec I'inégalité arithmético-géométrique’ on a

1

1/n
ai1as ... 0y ay a Qp,
A= (2% 00 < (P %2 0
(ble...bn) _n(b1+b2+ +bn)

1/n
A_lz(M) <l(b_1_|_b_2+...+b_n).

et

aiasg ... ay

a a2 Ay,

Comme l'un des réels A et A™! est nécessairement supérieur ou égal a 1 le résultat suit.

> Seconde solution :

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

— a; — b;

par conséquent dans le terme de gauche, 'un des deux facteurs se doit d’étre supérieur ou

égal a n.

= Troisieme solution :

avons
n

f(%ZZ—j)s

i=1
soit

Par convexité sur R*% de 'application f : z— f(z) =2~

1 u a;
ﬁ;f(bi)

e (S) (52

et on retrouve l'inégalité de la seconde solution.

® > Premiére solution :
formule valide jusqu’au rang n, alors

(I+a)(14as)... 14+ ay)(1+ap1) > -

5L’inégalité arithmético-géométrique : pour toute suite de réels positifs a1, as, .

n—+1

n

1
2 (1t a)(1+0),

..,apona(aiaz...an)
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Par récurrence sur n > 1 : c¢’est clair pour n = 1; supposons la

(14+a1 +ag+ -+ ap) (1 4+ ans1)
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(avec @ = ay + ag + -+ - + Gy, b = a,41) et il ne reste plus qu’a montrer

n 2n+1

1 14+5b) >
n+1( +a)(1+ )_n—|—2

Cette inégalité équivaut a

(n+2)(1+a)(14+b)>2n+1)(1+a+0).

(1+a+0b).

Mais
m+2)1+a)(1+0)—2(n+1)(1+a+b) =2(ab—n)+n(a—1)(b-1),

et les deux derniers termes sont positifs car a =a; +as +---+a, >netb=a,.; > 1.

> Seconde solution :  L’inégalité proposée équivaut a
1+aq 1+ as 1+a, >1+a1+a2+---+&n
2 2 o 2 - n+1

(I4+z)1+x)...(14+2,) > 1+

ou encore

2
0 1($1+$2+"'+£Ifn)

en posant ; = (a; — 1)/2, (1 <14 < n). Mais par positivité des z;
(I+a)(I+zg)... (I +a,) >1+a+ag+--+a,

21+n+1(:v1+a:2+---+xn)

CQFD. 0
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Exercice 73 (Combinatoire : les nombres de Bell ) [15]

Pour tout n € N*, on désigne par B,, le nombre de partitions de ’ensemble [1, ..., n|
avec par convention By = 1.

O  Montrer que pour toutn € N : B, = Z C’kBk

®  Montrer que le rayon de convergence R de la série génératrice exponentielle
f(2) = Yoo Brzm de la suite (B,)§° est strictement positif et calculer f(z) pour
|z| < R.

1 o= k"
®  Montrer que B":EZH'

@ Associons a tout entier 0 < k < n, I'ensemble Ej, des partitions de [1,2,...,n+ 1] telles
que la partie de [1,2,...,n+1] contenant n+ 1 soit de cardinal k+ 1. Le cardinal de Ej, vaut
C*E,_}. (car une telle parttion est déterminée par les k éléments restant pour compléter la

partie de [1,2,...,n + 1] contenant n + 1 (soit C* possibilités, & laquelle on peut adjoindre
les B,,_j partitions de I’ensemble a n — k éléments restant). Comme Ey, Fy, ..., F, forment
une partition de U'ensemble des partitions de [1,2,...,n + 1], on a bien

By = ch nk = Bny1 = ZCkBk

® Montrons par récurrence sur n € N que B,, < n!. Comme BO By =1,B,=2, B3 =5,
la propriété est vérifiée pour n < 3. Supposons la vérifiée jusqu’au rang n, alors

Bpi1 = ch<nlz <n'21— (n+1)!

B
On a donc —T < 1 et le rayon de convergence R de la série entiere f(z) = >, %z” est
n/ !

supérieur ou égal a 1.
On va utiliser la formule démontrée dans la premiére question pour calculer f(z). Pour
€l - R,R|

donc
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On reconnait alors dans le dernier terme le produit de Cauchy des séries entieres Y .- %z” =
n . o . ’
f(z) et D772, % = e” de rayon de convergence strictement positif : on a donc

f'(z) = f(z)¢*,  Vze€l—RR[

En inteégrant cette équation différentielle, il existe une constante C' € R telle que f(z) = Ce®
sur | — R, R[; enfin, comme f(0) = By =1, C'=e~! et finalement

f(z) =71, Vze|—R, R
® Le rayon de convergence de la série entiere > -, %7: = ¢* étant infini, on a
PRy 1 [ = (n2)k
w3 oy (3 ) e

(nz)*

) est sommable’; il est donc légitime d’échanger

La série double Z(n,k)eNQ Up g (OU Uy py =
l'ordre de sommation

TEEE SO EES o] Do B o 5 P ENRE R A
n=0 \k=0 k=0 =0 k=0 n=0
soit par unicité des coefficients

1 = nf
B, = - —
b e;n!
Q.E.D. d

Exercice 74 (Un peu de dénombrement autour d’une série entiére )
Est-ce que le coefficient de x* dans le développement en série entiére a l'origine
de

(1 o $)71<1 o x3>71(1 o x9)71(1 o $15)71

vaut 88 ¢

Les poles de cette fraction rationnelle sont des racines de I'unité : elle est donc dévelop-
pable en série entiere a l'origine (et le rayon de convergence vaut 1). On a donc

+o00 +0oo +0oo +o0o
(1 . I)_l(l . 1'3)_1(1 . 1’9)_1(1 o 1‘15)_1 _ (Z l,a) (Z be) (Z l,gc) (Z {L‘15d>
a=0 b=0 c=0 d=0
= Z ukxk,
k=0

otl uy, désigne bien entendu le nombre de 4-uplets (a, b, ¢, d) € N* vérifiant a+3b+9c+15d = k.
Notre mission est donc de dénombrer les 4-uplets (a, b, ¢, d) € N* vérifiant

(X) a+ 3b+ 9c + 15d = 45.

Ocar 0y [un k| = el /nl et 3, 5 Jun | = e voir [12] (T2, page ..).
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(X) assure déja que a est un multiple de 3, disons a = 3a, « € N; soit

a+ b+ 3c+5Hd = 15.

o d=3 implique « =b=c=0: un cas.

> d = 2 implique ¢ = 1 (alors trois possibilités : (a,b) € {(0,2),(2,0),(1,1)}) ou c =0
(alors a4+ b = 5 soit 6 possibilités) : neuf cas.

o d =1 implique ¢ = 3,2,1 ou 0 soit 2,5,8 et 11 possibilités : 26 cas.

> d =0 implique ¢ = 5,4,3,2,1 ou 0, soit 1,4,7,10, 13 et 16 possibilités : 51 cas.
L’équation (X) a donc 51+ 26 4+ 9+ 1 = 87 solutions : la réponse a la question est donc non.
a

Exercice 75 (Autour du « nombre de dérangements » ) [15]

On désigne par D,, (Dy =1 par convention) le nombre de permutations de ., =
{1,2,...,n} nayant pas de points fizes (i.e. le nombre de dérangements)
O Approche classique : Montrer que

(X) n! = Zn: CEDy, = zn: CFD,,_y.
k=0 k=0

p
Calculer Z(—l)kCﬁCg:Z pour 0 < p <n et en déduire que
k=0

V) Dn:n!<z(_k—1!)k).

® Avec les séries entiéres : Calculer E Cfika. Minorer la rayon de convergence

k=0

Dy.zF
de la série génératrice de (D,), : D(z) = " et donner une expression de

k!
k>0

El 1
D(z). Retrouver la valeur de D,, et montrer que Dy est la partie entiére de — + —.

e
® Troisieme approche : Montrer que pour tout n > 2 : D, 1 = n(D,, + Dy_1),
en déduire que D,, = nD,_1 + (=1)" et retrouver la valeur de D,,.

Q@ > Soit n > 1 et désignons par P, I'’ensemble des permutations de .¥, ayant exacte-
ment k points fixes. { Py, ..., P,} est une partition de .#,,, par conséquent card(.#,) = n! =
> i card(Py). Nous allons vérifier que card(Py) = CED,_i. Visiblement D,, = card(Py) et
card(P,) =1 =Dy = C!Dyg; si 1 <k <n—1un k-dérangement est complétement déter-
miné par le choix de ses k points fixes (soit C* possibilités) et par le choix de la permutation
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induite sur les n — k éléments restants (soit D,,_; possibilités)” soit card(Py) = CkD,_y, puis

> Des deux formules précédentes

n! (Z %) = (=DFCHn —k)!

k=0

en échangeant 'ordre de sommation.

= Une variante repose sur la formule du crible en remarquant que D,, = n! — card | J,_, Uy,
Uy désignant les permutations de ., qui fixent k.

® > Lasomme est calculée dans la question précédente. Comme 0 < Dy, < k! le rayon
de convergence R de la série entiere D(z) est supérieur ou égal a 1. En écrivant (X) pour
tout n € N sous la forme

D, 1

b= — ﬂ(n—k‘)!

on reconnalt y le coefficient de 2" dans le produit de Cauchy des séries entiere Zk = 2k ok et

P H de rayon de convergence au moins 1. Ainsi, pour tout z € D(0,1)

058 (E0)-5

k>0 k>0

soit

Vze D(0,1).

7 Remarquer que D; est toujours égal a zéro et qu’effectivement P, _1 est vide : une permutation ne peut avoir n — 1
points fixes!
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Il ne reste plus qu’a déterminer les coefficients du développement en série entiere a l'origine
-z (-1 2F et
k!

e
1-z
>, 2% on trouve bien

D, - = (—1)* = (—1)F
F(:Zakbnk>zz%xlzgg(k!> )

de z — pour obtenir Dy. Aprés un produit de Cauchy des deux séries ),

= Nous avons

e I ' R
p=0 I>k+1
soit
ko1 1
— 4+ = =Dy + = + ElRy.
e 2 2
La série ), (7—,1)1 vérifiant le critere des séries alternées, la majoration de son reste
1
Ry < ——r
il <
assure pour pour k£ > 1:
1 1
E'R,| < —— < =
N S

qui nous donne finalement

kI 1
Dk:E<—+—>.
e 2

® Désignons par %, les dérangements de .7, ; si 0 € P41 : o(n+ 1) € S, et si Fy :=
{o € Zoy1 : o(n+ 1) = k} nous avons la partition 2,41 = U;_, Fr- Montrons que
card(Fy) = D,, + Dy41. Pour cela on considere la partition Fy, = Gy U Hy ou Gy = {0 €
Fr : o(k) =n+1} et Hy = F} \ Gg. Un élément de Gy est parfaitement déterminé par
sa restriction a {1,2,...,k—1,k+1,...,n} et cette restriction devant étre un dérangement
nous avons card(Gy) = D,,_; ; pour le second terme o € H;, = o '(n+ 1) # k si bien que
la correspondance

N o o(i sioi#o i (n+1
H.>20 +— J€9, ou U(l):{k() g i:a_lgn—l—li

réalise une bijection et par conséquent card(Hy) = D,. Finalement, nous avons bien D, =
n(D, + D,_1) pour tout n > 2.

> La formule D,, = nD,_; + (—1)"™! se déduit de le précédente par une récurrence élé-
mentaire (elle est vraie pour n = 2 car Dy = 0 et Dy = 1). En divisant cette formule par n!
il vient pour tout n > 2 :

Dy Dy | (=1)F
=k +
B = 1)

et en sommant cette derniere pour 2 < k < n on retrouve (¥%). a
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Exercice 76 (Distance entre deux racines d’'un polynéme )

Si l'on choisit deux réels au hasard dans 'intervalle [0, 1], quelle est la probabilité
que la distance dans le plan complexe des deuz racines du polynome p(z) = 2°+bz+c
soit inférieure ou égale a 1 ¢

La distance entre les deux racines de p est égale a \/W = /|0 — 4c]| ; elle est donc inférieure
a 1 si et seulement si —1 < b2 —4¢ < 1. 1l faut donc que le point (b, ¢) se trouve dans la région
délimitée par le carré [0, 1] x [0, 1] et les deux paraboles y = ’“"24’1 = #. La probabilité
cherchée est donc 'aire de ce domaine, soit fol #dw = % divisée par l'aire du carré (soit
1) : elle vaut donc 1/3. Q

Exercice 77 (Distribution de deux points sur un segment (1))
1993).

Si x ety sont choisis au hasard dans [0,1] (avec une densité uniforme), quelle est
la probabilité que [’entier le plus proche de 3 soit pair ?

(PurNAM

Yy

>

x
est zéro si 2x < y et (pour n > 1) vaut 2n si

2x 2
Tl <Y < ;7

(on ignore bien entendu les éventuelles extrémités de ces intervalles qui sont de probabilités
nulles). La probabilité cherchée est donc 'aire grisée de la figure ci-contre, soit :

U{(x,y)e[0,1]2 20 }

L’entier le plus proche de %

" dn +1 4n —1
soit
_1+ 1 1 N 1 1 N
P=37 375 779
Mais comme
Tyl
4 5 7
5
t =— — — a
on trouve p 171
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Exercice 78 (« Probabilité » que deux entiers soient premiers entre-eux )
On se propose de démontrer que la probabilité r, que deux entiers pris au hasard
dans {1,...,n} soient premiers entre-eux vérifie

1 n\ 2 , 6
Tn = ﬁ;u(d)E (E) et hTILnrn =

ou ’application (c’est la « fonction de méebius ») u : N* — {—1,0,1} est
définie par :

1 stn =1,
pu(n) = 0 st n posséde au moins un facteur carré,

(=1)*  sin=p;...prot les p; sont des nombres premiers distincts.
Sotent py,...,pr les nombres premiers < n et pour 1 <1<k :
Vii={(a,b) € {1,...,n}* : p; divise a et b} .
@ Montrer que

k
card (U V}) = Z (—1)1FearddD e (ﬂ V;)

0A£IC{1,....,n} el
2
- _ Z (_1)card(I)E ( n )
0£IC{L,....n} [Licipi

I
|
=
=
&
—~
als
~—
no

Et en déduire r,,.

= u(d)
d2
d=1

® MontrerqueZ%Zﬂég):Z Z %:1.

n>1 d>1 121 1 divise @
@ Conclure.

@ Montrer que |r,, —

O Soit donc n > 1 et désignons par py, ps, ..., pr les nombres premiers inférieurs ou égaux
a n. Avec la formule du crible

card (U Vz‘) _ Z (_1)1+card(l)card (ﬂ Vi)

0£IC{1,....,n} i€l

soit I C {1,...,n} une partie non vide, le nombre de multiples de [[,., p; dans {1,...,n}
est E( 4 ) soit

Hie] Di

card (Qj Vi) =£ (H;Pi)z
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si bien qu’avec la formule du crible le nombre de couples d’entiers inférieurs ou égaux a n
est

card (U ‘/Z> _ Z (_1)1+card(1)card (m ‘/Z>

@#IC{l,...,n} el
2
n
— Z (_1)1+card(I)E (H ) 7 (%)
O£IC{1,...n} ic1 Pi

il faut maintenant remarquer que puisque p ([[,c;pi) = (=1)*90) et p(l) = 0 pour tout
autre entier [ € {2,...,n} (ces derniers possedent un facteur carré) :

> () =S ()

0#AIC{1,...,n}

soit finalement
k n nA 2
card Vil =-— Zu(d)E <E> :
i=1 d=2

Ainsi, le nombre de couples (a,b) € {1,2,...,n}? premiers entre-eux est

et () o+ Sowion () - S (3

=1 d=2

et la probabilité cherchée est

cas favorables 1 « nY\ 2
_ Casfavorables d)E <—> .
" cas possibles  n? ; () d

® Commencons par remarquer que pour 1 < d <n

() =e @) > G-1)

qui implique
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de sorte que

® & @ Lasérie Y, pu(d)/d* étant convergente

. — 1(d)
(1) Tim 7, = IR
d=1

d’un autre coté, nous pouvons écrire

e ild) [ — A(d)
6 2 (Zﬂ) (Z 2 )

= d=1
SDI-" B I WIGED SEL0
O =1 ' i =1

ou les deux avant dernieres égalités sont justifiées par 1'absolue convergence des deux pre-
mieres séries (on peut alors « sommer par paquets » ). il reste donc a estimer S(i) pour i > 1.
S(1) =1 et pour ¢ > 2 soit i = ¢ ...qx" la décomposition de i en facteurs premiers; un
diviseur [ de ¢ s’écrit donc sous la forme [ = ¢|" .. .q]BVN avec 0 < 3; < «;. Mais p(l) # 0
signifie que 3; = 0 ou 1 et dans ce cas pu(l) = (—1)° ou s = card{1 < j < N : f; = 1}.
Il existe donc une bijection entre ’ensemble des diviseurs | de i tels que u(l) = (—1)° et
'ensemble des N-uplets (81, ..., 8y) € {0,1}" avec exactement s composantes égales a 1 et
ce dernier est bien entendu de cardinal C; si bien que

SSu0=% Y w =3 k-1 = (-1 =0

1/i s=0 1/i&pu(l)=(—1)

en résumé

1 =1
S(z):{ o
0 si 1>2
soit
o pd)
6 a2
d=1
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et enfin

: = u(d) 6
A= e T
d=1

Exercice 79 (Nombre de matrices symétriques a coefficients dans {0,1} et
série entieres ) (PurNam, 1967).

Soit u, le nombre de matrices n X n, symétriques a coefficients dans {0,1} avec
exactement un 1 sur chaque ligne (on notera S, cet ensemble). Avec ug := 1,

montrer que
UpL" T
Upg1 = Uy + NUH_1, Z :ﬁ =exp (z) + — = f(x).
n>0 '

Il y a une correspondance bijective entre S, et 'ensemble des matrices M = ((m;;)) € Snt1
telles que my; = 1. De méme si ¢ > 2, il y aussi une correspondance bijective entre S,,_; et
les matrices M € S, telles que my; = 1 (en effet M étant symétrique m;; = 1, il n'y a
donc que des zéros sur les autres coefficients des i-emes lignes et colonnes : la donnée de M
correspond donc a celle de la matrice (n — 1) x (n — 1) déduite de M en lui supprimant ses
iemes lignes et colonnes). De ces deux correspondances et puisque vy = u; = 1 on a

Upg1 = Up + NUp—1, N> 1.

Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que f est développable en série entiere > v,a"
sur R, puis que les coefficients v,, satisfont a la méme relation de récurrence que les u,, pour
conclure facilement. Q

Exercice 80 (Distribution aléatoire de deux points sur un segment ) (PuT-
NAM, 1961).

On choisit deux points au hasard et de maniéere indépendante sur un segment I de
longueur d. Soit 0 < | < d, quelle est la probabilité que la distance entre ces deux
points soit supérieure ou égale a l ¢

Sans perdre de généralité, supposons que I = [0, d], et considérons dans R? :
{ (z,y) €[0,d] x [0,d] : |z—y[=1}

Parmi tous les cas possibles soit [0, d] x [0, d], les couples (z,y) qui nous intéressent sont ceux
qui se trouvent dans les deux triangles rectangles de sommets respectifs (0,1), (0,d), (d—1,d)
et (1,0),(d,0), (d,d — 1) qui se réunissent pour former un carré de coté d — .
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Yy
(I —d,d)
(d,l —d)
(07 d— l)
(1,0) (d.0) *
(d—1)?

La probabilité cherchée est donc p = 7

Exercice 81 (Dénombrement et séries entiéres/génératrices)
1l s’agit de dénombrer le nombre de manieres de distribuer n euros a p personnes.

Notons d,, ,, la quantité cherchée et voici deux solutions.

® Par dénombrement : Les p personnes sont numérotées de 1 & p. Etant donné n+p—1
cases vides, on en sélectionne n (signalées par « X »), les p — 1 autres sont marquées par un
trait vertical « | ». Le nombre d’étoiles entre les deux premiers traits représente le nombre
d’euros (éventuellement nul) attribués a la premiere personne et ainsi de suite. Par exemple
sip=2>5 et n =06 la configuration

| | XXX|X| |XX
correspond au partage 0,3,1,0, 2
Cette procédure résout visiblement notre probleme et il y a clairement C7, , ; choix possibles
Le. dy, =Ch ) 4.
® 0Ou avec les séries entieres : Vu le cours sur les séries entieres, par convergence absolue
on a le produit de Cauchy

E anx” E b,x™ ... E cpx” = E d,x" avec d, = E apby . .. cna®
n n n n

Ktk ek =n

avec Cpp, = E g, Ak, - - - Ay, OU les ay, = 1, donc vu la formule ci-dessus :
E1+kot-tkp=n

1
m: C’ngp_lx”:Zx”Zx"...Zx”:Zcmpx"

n>0
et il n’y a plus qu’a identifier les coefficients. d
i) Remarque : le candidat a l'agrégation externe peut (et doit) se placer dans I'unique

cadre des séries formelles.
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Exercice 82 (Groupes et probabilités )

Soit G un groupe fini non commutatif. On note p(G) la probabilité pour que deux
éléments de G tirés au hasard commutent entre eux. Montrer que p(G) < % et
préciser pour quels groupes cette valeur maximale est atteinte.

Soit G un groupe fini non commutatif, notons Z son centre et pour x € GG désignons par G,
I’ensemble des éléments de G commutant avec x. Z et GG, sont deux sous-groupes de G ; Z
est lui méme un sous groupe de C,. Le théoreme de Lagrange, nous assure de ’existence de
trois entiers m, k., [, € N vérifant

|Gl =m|Z], |G| =ki|G.|, et |G.]=1]Z]
soit
k., =m

o Size Z alors G, =G, k,=1et l, =m.
> Sinon, G, # G (car x € Z) donc k, > 1 et [, > 1.

Il existe donc a € G'\ Z tel que
mkyl, = m? > 4.

On a donc :

)= G 2= g | Sl + X (6

r€Z z€G\Z
1
=on Gl1Z]+ ) |G,
‘ | zeG\Z
td
< — Z A
= (161121+ (61 - 12015
6l + 12
=]

<1 1/1 1 9
~2\4 )
Pour le cas d’égalité, p(G) = g, si, et seulement si m = 4. C’est en effet nécessaire vu ce

qui précede ; réciproquement, si m = 4, on a |G,| = %\G| pour tout = € G \ Z et on obtient
I'égalité. 0

i/ Remarque : Pour en savoir plus, on peut consulter la rubrique « questions-réponses »
de la RMS [10], 2003/04, tome 2.

Exercice 83 (Dénombrement et algebre linéaire) [33]
Déterminer le cardinal de O,(R) N M, (Z).
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Soit A = ((ai;)) € On(R) N M, (Z), A étant orthogonale, ses colonnes sont de norme 1

n
Vi<j<n Za?jzl
i=1
mais les coefficients a;; € Z, donc

V1<j<n,3lo(j) e{l,...,n} tel que apj; = +1lou —1let a; =0V i#o(j)

ainsi, dans chaque colonne (ou ligne) un seul coefficient n’est pas nul et vaut + ou —1.
Toujours par orthogonabilité de A :

n
Vi#j g agiar; = 0.
k=1
Supposons que dans la premiere colonne le k-ieme coefficient soit non nul : ag; # 0, les
vecteurs premiere et seconde colonne étant orthogonaux on a forcément as, = 0 et il ne reste

donc que 2(n — 1) choix possibles pour completer la seconde colonne. De proche en proche
le cardinal de O,,(R) N M, (Z) est 2™n!. Q

Exercice 84 (Les dés sont pipés)

Références 77 ¢

@  Montrer qu’il n’est pas possible de piper deuzx dés de sorte que la variable aléa-
toire « somme des deuz faces » soit uniformément répartie.

@  Est-il toutefois possible de piper les deux dés et que la variable aléatoire
« somme des deux faces » continue a suivre la lot usuelle associée a deux dés « nor-
maux » ¢

@ Désignons par X;, (i = 1,2) les variables aléatoires correspondant a la somme des points
sur les faces de chacun des deux dés, elles sont indépendantes a valeur dans {1,...,6}.
Notons p(X; =1i) = a;, P(Xy =14) =b;, (i =1,...6). Supposons donc que X; + X5 (& valeur
dans {2,...,12}) suive une loi uniforme i.e.

1

La fonction de répartition de X; + X5 est

Fx,1x,(t) = % (+ 8+ 1)
et celles des X; sont

Fx,(t) = ait +agt* + -+ +agt®, et Fx,(t) = byt + bot* + - - - + bst®.
Mais X; et X5 sont indépendantes

(%) Fxy1x,(t) = Fx, (1) Fx, (1)
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ie.
1
VieR: o (I+t+04 - +17) = (et ast + -+ aet”) (b + ol + -+ 4 bt”)

le coefficient de t'° étant -5, nécessairement ag > 0 et bg > 0 et par suite a; + ast + - - - + agt”
et by + byt + - - - + bt possedent chacun une racine réelle comme polynomes de degré impair

mais ceci est absurde car 1+t 4 2 + - - - + ¢! est sans racines réelles, contradiction.

® Avec deux dés normaux, on a bien entendu

1 2 3 1
PXi+Xo=2)=—. PXi+Xo9=3)=—., PX+Xo=4)=—,...ect... P(Xi+X5=12) = —.
(1+2)36’ (1+2)367 <1+2)36’ ec (X1+X )36
de sorte que la formule (¥ ) deviens maintenant
F t 1
%2(): (14 2t + 3t* + 46> + 5¢* + 6¢° + 5t° + 4t + 3t* + 2¢° + 17)

Lt + 82488+ 10+ 1)

I
S ]
—_
[
~+| &
~
(Y]

,_
—~

~

~— =
b

[ V]

—

~+
N~—

t2
= (CLl —|—a2t+ e —|—a6t5)(61 +b2t+ s +b6t5)

les racines du premier polynome sont les racines sixiemes de 1'unité, exepté 1 et toutes avec
une multiplicité 2 :

w,w?, —1, —W, —Ww

2
(olt w est une racine primitive de 'unité) ainsi les dix racines du polynome ¢ =2 Fy, (t) Fx, (t)
sont les dix nombres complexes
w,w?, =1, —w, —w?, w,w?, -1, —w, —w?.

cinq d’entre-eux sont les racines de a; + ast + --- + agt® les cing autres étant celles de
by 4 bat + - - - + bgt®. En choisissant les cing premieres pour le premier polynome et les cing
autres pour le second on obtient

Fx (t .

Lff) =+ D)t —w) (-t +w)(t+w?)==14t+2++t*+1°

ag

on fait de méme pour le second dé, soit

1
a1:a2:--:a6:—:b1:b2:-:b6

6
i.e. les deux dés ne sont pas pipés. Il ne reste plus qu’a vérifier a la main qu’aucune autre
partition des dix racines ne convient. La seule alternative est donc le cas classique de deux
dés non pipés. d

] Remarque : voici une autre maniére pour résoudre la premiere partie de ce probleme, elle
est un peu plus simple mais (& mon gott), moins élégante. On conserve les mémes notations
qu’au dessus.
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On a .
P(X1—|—X2:2) :alblzﬁ
1

P(X1+X2:12) :aﬁbG—ﬁ

P(X1 + X2 — 7) —
des deux premieres égalités on tire
1 1
by = be —
" la, % 1lag
24 2

> 2 nous donne

I'inégalité classique

1
a1b6 + a2b5 + a3b4 + a4b3 + a5b2 + a6b1 = ﬁ

Ty
1w a2 1
11 \ag  aq 11~ 11
soit, sur le troisieme terme
P(X1 4+ X2 =7) = a1bs + asbs + asby + asbs + asby + aghy
1 [(a a
= — _1 + _6 + Clgbg, + (1364 + CL4b3 + a5b2
11 Qg aj
1
> 11 + agbs + asby + asbs + asby > 11
ie. .
P<X1+X2:7)>ﬁ
contradiction.
Exercice 85 (Avec un peu d’algebre linéaire )
Soient Ay, Ay, ..., Apny1 des parties non vides de {1,2,...,n}. Montrer qu’il existe
deuz ensembles I,J C {1,2,...,n+ 1} non vides et disjoints tels que
Jai =14,
iel jeJ

Soit l'identification naturelle #({1,2,...,n}) ~ {0,1}" donnée par

Ae P1L2...n)) e ea=(eald), ot eali) = {2

Dans le Q-espace vectoriel Q" de dimension n, les n 4+ 1 vecteurs ey, ,

linéairement dépendants ce qui peut se traduire facilement par
n+1

sii & A,
si1 e A

.. €4,,, sont Q-

A1, ..., A\, € Z non tous nuls, tels que Z Aiea, = 0.

k=1
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et qui équivaut a

Z )\ZBAZ. = Z >\j6Aj

iel jeJ

ou I :={k € {1,2,...,n+ 1}, telsque \y > 0} # 0 (resp. J := {k € {1,2,...

1}, tels que A\, < 0} # () qui fourni immédiatement 1'égalité
UJai =14,
iel jeJ

si désirée.

N+

Exercice 86 (Probabilité d’obtenir un multiple de cinq en jetant n dés )

obtenues soit divisible par 5 ?

On jette n fois un dé équilibré ; quelle est la probabilité que la somme des n faces

(r)

O premiére solution : Désignons pour n = r(5) € N par p,’ la probabilité qu’aprés n

tirages la somme des faces soit congrue a r modulo 5. Nous avons bien entendu

4
=1 et p)=p =p =pi" =0

et il est facile de vérifier que pour n € N*

6 r
r Pn-
x) w3

Ces formules nous permettent de calculer pg)

turer que
1 4 1 4
pg) = g + 56 si n= 0(5) et pgﬂ) = 5 — w sinon.

Ces conjectures se démontrent alors facilement par récurrence avec (X).

pour quelques petites valeurs de n pour conjec-

8 seconde solution : On consideére la partition suivante de ’ensemble . = {1,2,3,4,5,6}™\

{(6,6,...,6)} : chaque famille sera constitué des suites de la forme
66...6 XY1...Y, 1
k fois

ou X € {1,2,3,4,5} et Y1,...,Y, 1 sont fixés. Chaque élément de la partition est donc
constituée de 5 suites dont, modulo 5 la somme des chiffres est exactement 0,1, 2, 3,4 soit

exactement une dont la somme de chiffres est 0(5). Ainsi le nombre de suites dont la somme

des chiffres est divisible par 5 est card(.¥)/5 = (6™ — 1)/5 si n est pas un multiple de 5 et

1+ card(.)/5 =1+ (6™ — 1)/5 sinon (dans ce cas (6,6,...,6) est aussi solution).
La probabilité cherchée est donc (cas favorables sur cas possibles)

1 4 o) o Lo
1 n = (§] _- —
> 5 56"

sinon.
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©® troisieme solution : Désignons par py la probabilité que la somme des faces soit égale a
k et considérons la série génératrice associée

2 3 4 5 6\ ™
) St - (2 )

6

ou la seconde égalité peut étre vérifiée facilement par récurrence sur n. Il s’agit donc de
calculer Y, ., psk; pour cela soit ¢ = €™/ la premiere racine cinquieme de I'unité, nous
avons

S s = fe) + f(€%) + 1) + f(Y)

6
k>1
Il est clair que f(1) =1 et pour j =1,2,3,4 f(¢/) = % si bien que
4
) ; A G S n= 0(5),
FE) + )+ FE) + 1) = T
—  sinon.
6n
et finalement
= + 1 0(b)
- i n=
5 560 O ’
ZPM =
k>1 r -1
- — sinon.
5 56"

Exercice 87 (Combinatoire et matrices )
Soient Ag = By = ((1)) € My(R). Pour n > 1 on définit les suites de matrices par

o An—l An—l _ An—l An—l
An a (Anl Bn1> s Bn B <A”1 0 ) © M2H(R)'

S(AFY) = S(AF ), Vn, k € N*
avec S(M) = Zlgi,jgn mg; ot M = ((my;)).

Montrer que

L’astuce (redoutable) consiste & donner un « sens combinatoire » a la quantité S(A*~1). Pour
cela soit T un tableau n x k a coefficients 0 et 1 (i.e. un élément de M, x(0,1)) vérifiant la
propriété suivante : « il n’existe dans T aucune sous matrice 2 X 2 constituée uniquement de
1 » et soit F}, ;; le nombre de tels tableaux.

Chaque ligne d’un tableau correspond a un entier entre 0 et 2" — 1 écrit en base 2. [}, ;. est
donc le nombre de k-uplets d’entiers dont toute paire d’entiers consécutifs correspond a un
tableau n X 2 sans sous-matrice . 2 X 2 constituée uniquement de 1.

Soient ipiy_1...01, jnjn_1---J1 les écritures en base 2 de deux entiers i, j € {0,...,2" — 1}.
Deux cas sont a envisager :
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> Sii,j, =0 alors i,i,_1...%1 €t jujn_1...J1 sont consécutifs si et seulement si 7,,_1...17;
et Jn_1...71 le sont.

> Siiyg, = 1alors i,t,_1...%1 €t Jujn_1...J1 sont consécutifs si et seulement si 4,,_1J,_1 =
Oet i, 9...71 €t J,_o...77 le sont.

Ainsi

Exercice 88 (10°°° divise n!)

Déterminer les entiers n € N* tels que [’écriture décimale de n! se termine par
2006 zéros exactement.

Dans la décomposition en facteurs premiers de n!, 'exposant du nombre premier p vaut

(pourquoi ?) .
>[5

i=1
qui est bien entendu une somme finie puisque [n/p’] = 0 pour i > log,(n). Ainsi
nl= [ p™ =2%3%5% ...
p, p/n!

ou
Mais pour n > 2

Par conséquent, pour que I'écriture décimale de n! se termine par exactement 2006 zéros il
est essentiel que a5 = 2006. Il faut donc déterminer les entiers n tels que n! = 20239352006

Comme . . .
n n n . n
— 2006 = [—} <N LNyl
a5 2 5] S 245 5 ; A

nous avons n > 4 x 2006 = 8024. Avec un calcul facile I’'exposant de 5 dans la décomposition
de 8025! vaut

=, [8025
s = Z {5—} = 1605 + 321 4 64 + 2 = 2004.
=1

Il faut nous faut donc deux zéros supplémentaires, par conséquent, le plus petit entier n tel

que n! se termine par 2006 zéros est n = 8035 et I’ensemble cherché est 8035, 8036, 8037, 8038, 8039.

Exercice 89 (Dénombrement dans les groupes) [10]

Soient G un groupe fini, A, B deuz parties de G telles que
card(A) + card(B) > card(G).

Montrer que AB =G (o0 AB={ab, a € A, be B}).
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Soit g € G, il s’agit de montrer que g s’écrit sous la forme g =abou a € A, b € B.

Soit A™lg:={a"'g, a € A}, Papplication A 3 a +— a~'g € A~g étant bijective card(A4) =
card(A~1g) et par suite card(A~'g) + card(B) > card(G). Il en résulte immédiatement que
card(A~'g) Ncard(B) # 0 i.e. il existe a € A tel que a~'g = b € B soit g = ab. a
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CHAPITRE 3

TOPOLOGIE

Exercice 90 (Une famille totale dans [*(N) ) [10]

Lespace 12(N) des suite réelles de carré sammable est muni du produit scalaire
usuel. On fize o €] — 1,1] et on pose pour tout i € N* : U; = (a™),>0.

O Montrer que (Uy)ien est une famille libre de 1>(N).

@ Calculer l'orthogonal dans I>(N) de F := vect{U;, i € N*}.

O  Que peut-on en déduire ?

© Dire que la famille (U;);en= n'est pas libre dans [2(N) c’est dire qu'il existe N €
N* Ai,..., Ay € R non tous nuls, tels que

MU + -+ AnUn = Oy
soit
M (@) + Ao (@) 4 -+ A (@) = (P + Xa®* + -+ + Ava™)y = 0y,
ou encore, si P(X) = M X + X2+ + AvXY € RIX]
P(a*) =0, VkeN*~
Comme « €] — 1, 1] le polynéme P a trop de zéros pour ne pas étre le polynome nul donc
AMM=X=--=Ay=0
et la famille (U;);en+ est bien libre dans [?(N).

O Soit X = (xk)k € ZQ(N)
(X = (zp)r € F') <= ((X,U;) =0, VieN

— (Zxkakj =0, Vie N*) .

Comme X = (1), € I*(N), le rayon de convergence de la série entiere f(z) = > oo, xx2"
est supérieur ou égal a 1; la formule établie au dessus assure alors que f s’annule sur tous
les points de la suite (o), convergente vers 0 : I'ensemble des zéros de f dans le disque
unité ouvert n’est donc pas isolé, classiquement (voir par exemple : [17] exercice 3.31, inutile
d’invoquer les zéros isolés...) f est identiquement nulle, i.e. z; =0, VA € N* i.e. X = Opy)
et F‘L = {OIZ(N)}.
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© F = {0z} implique que F = [*(N) (c’est une conséquence immédiate du théoréme
de projection orthogonale sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert car F+ = (F)*4)
autrement dit, la famille {U;} est totale dans (*(N). Q

Exercice 91 (La somme de deux sous espaces fermés est-elle fermée? ) [10]

Soient E un espace vectoriel normé (sur K =R ou C), F,G deuz sous espaces de
E. On suppose F' fermé et G de dimension finie, montrer que F+G := { x+y, x €
F, G € G} est fermé.

Aprés une récurrence élémentaire, on peut se ramener au cas ou GG est une droite vectorielle
Kg de E. Si g € F alors F + G = F qui est fermé et il n’y a rien a démontrer. Supposons
donc que g € F, soit x € F' + G, et montrons que x € F'+ G.

Il existe une suite (z,), dans F'+ G qui converge vers x dans F, les vecteurs z,, sont donc
de la forme x,, = f,, + A\pg ou f,, € F et \,, € K. Remarquons que si la suite (|]A,|), ne tends
pas vers +oo alors I'exercice est résolu : en effet on peut alors on peut alors extraire de la
suite (A,), une suite bornée, puis, via Bolzano-Weierstrass dans K, une sous-suite (Au(m))n
convergente vers A € K. Dans ce cas, la relation f,m) = Tum) — Apm)g montre que (fum))n
converge vers f = x— \g qui appartient a I’ puisque F' est fermé par hypothese et finalement
r=f+XI€F+G.

Il reste a vérifier que (|\,|), ne tends pas vers +o0. Si tel était le cas, les relations (valables
pour n assez grand)

_In fn
ARV

impliqueraient que F' > f,/\, — —g soit, g € F = F ce qui est exclu puisque g & F. a

] L’hypothese « G de dimension finie » est essentielle : en général, la somme de deux sous-
espaces fermés n’est pas fermée méme dans un espace de Hilbert comme on peut le vérifier
dans I’exercice ci-dessous.

Exercice 92 (Deux sous-espaces fermés dont la somme ne I'est pas )

Soit (en)n>0 une base hilbertienne d’un espace de Hilbert séparable. Pour n € N on
pose

Ty =€2 €6 Yp=V1—4""eq, +2 ey, 41.
On désigne par X le sous-espace vectoriel fermé engendré par la suite de vecteurs
(Tn)n>o (i.e. X = vect(x,, n>0)) et parY celui engendré par la suite (Yn)n>0-

O Montrer que (x,)n>0 €t (Yn)n>o0 sont des bases hilbertiennes de X et'Y respec-
tivement. Montrer que X NY = {0y} puis que X +Y = H.

® Montrer que la série Y 27 "es,q1 converge dans H mais que sa somme v =
>0 2 "eanq1 nappartient pas a X +Y . En déduire que X +Y n’est pas fermé dans
H.
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@ O Extraite de la base orthonormée (e,),>o la suite (x,),>0 est orthonormée. Pour la
suite (Yn)n>o on a : [Jy,]|? = (1 —47) + (27")? = 1; et pour n # m les vecteurs es,, 2,41
sont orthogonaux aux vecteurs eg,, €a,4+1 car les ensembles {2n,2n + 1} et {2m,2m + 1}
sont disjoints : la suite (y,)n>0 est aussi orthonormée. Ce sont des bases hilbertiennes des
espaces X et Y respectivement, car dans un esapce de Hilbert, toute suite orthonormée est
une base hilbertienne de ’espace vectoriel fermé qu’elle engendre.

2 Soit x = ano crer € H.Six € X NY, de la question précédente nous avons aussi
les developpements @ = ) o, anZn = Y, <0 buyn. Calculons copyq :

Cokr = (@, €2p1) = () Ann, opa1) = D (T, 2041) = 0,
n>0 n>0
puisque (T, €arr1) = (€2n, €2x+1) = 0. Mais on a aussi
C2k+1 = <$,€2k+1> = <Z bnyn>e2k+1> = Z bn<yn762k+1> = <yk7€2k+1> = 27kbk
n>0 n>0
ce qui montre que by =0, Vk € N et donc x = 0p.

> Pour vérifier la densité de X + Y dans H il est suffisant de montrer que X + Y
contient la base (e,),; c’est bien le cas puisque pour tout n € N ey, = 2, € X +Y et

eoni1 = 2"y —V1—4") e X +Y.

® La série ) 2 "es,y1 est normalement convergente, donc convergente dans l'espace
complet H. Si le vecteur v = > 27"ey,4; était dans X + Y on aurait v = z 4+ y =
Y >0 Ann + Y50 bnyn. En particulier pour £ > 0

27 = (v, epp1) = 27"y

ce qui impose b, = 0, Vk € N, mais ceci est impossible car la série définissant y serait
divergente.

Ainsi X + Y est strictement inclu dans H, comme X +Y = H, X + Y ne peut étre fermé
dans H. a

Exercice 93 (Complémentaire d’un hyperplan dans un espace vectoriel normé)
[10]-2006.

Soit E un espace vectoriel normé réel et H un hyperplan. Montrer que E \ H est
connexe par arcs si, et seulement si H est fermé.

] Il est utile de se souvenir qu'un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non identique-
ment nulle sur E'; il faut aussi ne pas oublier (voir exercice ? 7 ?) qu’un hyperplan H = ker(¢p)
est fermé si, et seulement si, la forme linéaire ¢ est continue. Rappelons aussi (voir 'exer-
cice??) que dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, il existe toujours des
formes linéaires discontinues.

>  Supposons H fermé et montrons que F'\ H n’est pas connexe. Soit ¢ une forme linéaire sur
E de noyau H, posons HT = o '(R%), H™ = ¢ *(R*). Comme ¢ n’est pas identiquement
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nulle H+ et H~ sont non vides, montrons que H+ est ouvert'. Soit z € H* et r > 0 tel que
B(z,r) C E'\ H (une telle boule existe car H est fermé donc E \ H est ouvert) ; la boule
B(z, 1) est convexe et ¢ est linéaire donc ¢(B(z, 1)) est une partie convexe de R ne contenant
pas l'origine mais rencontrant R* c’est donc un intervalle de R% . Ainsi ¢(B(x,7)) C R} et
donc B(z,r) C H* qui est bien ouvert. De la méme maniere H~ est fermé. On dispose ainsi
d’une partition de E'\ H en deux ouverts non vides H™ et H~ : E'\ H est pas connexe et a
fortiori n’est pas connexe par arcs.

2 Pour la réciproque, le lemme suivant est crutial.

Lemme : Soit C une partie conveze de E et D une partie de E telle que C C D C C.
Alors D est connexe par arcs.

Preuve du lemme : Il s’agit de montrer que pour tous ¢,d € D il existe un chemin continu
v 1 [0,1] — D tel que y(0) = c et y(1) =d.

Supposons pour commencer que ¢ € C et d € D C C, alors il existe une suite (Tn)n
dans C' de limite d et de premier terme x; = c. Considérons alors le chemin continu ~
[0,1] — D défini comme suit : pour tout n € N* : (1 —1/n) = z,, la restriction de v a
[1—1/n,1—1/(n+ 1)] est affine, et enfin (1) = d. Comme C' est convexe et inclu dans D
il est clair que v([0,1[) € C' C D et v(1) = d implique ([0, 1]) C D. La restriction de 7 a
chaque segment de [0, 1] est affine par morceaux : v est donc continue sur [0, 1]. Il reste donc
a vérifier que v est bien continue au point 1. Pour cela, soit ¢ > 0 et N > 1 tel que n > N
implique z,, € B(d,¢). Pourt €]1—1/N, 1] il existe n > N tel quet € [1—1/n,1—1/(n+1)],
soit v(t) € |2y, Tny1], comme x,, et x,,1 sont dans la boule convexe B(d, ¢) il en est de méme
de y(t) i.e. |[y(t) = d|| = ||v(t) —v(1)|| < e. v est bien continue au point 1.

Pour le cas général c¢,d € D, et on choisit un point e dans C', vu ce qui précede il existe
dans D deux chemins continus sur [0, 1], 'un reliant e & ¢ et l'autre e a d et c’est alors une
procédure classique pour en construire un reliant ¢ a d. C.Q.F.D. [

Montrons maintenant que si H n’est pas fermé, alors £\ H est connexe par arcs. H est
un sous-espace vectoriel de E contenant strictement H, donc H = E. Soit a € E \ H,
I'application = +— z + a étant un homéomorphisme a + H = a + H = E. Ainsi a + H C
E\H Ca+ H. a+ H étant convexe, le lemme précédent assure que F \ H est connexe par
arcs. 0

i) Remarque : Par exemple, si on considére 'espace E = %/([0,1],R) et I'hyperplan
F={feFE : f(0)=0},alors E/H ={f € E : f(0)# 0} est connexe par arcs dans
(E,|| - |]1) mais ne 'est pas dans (E, || - ||o)-

Lon peut bien sir invoquer la remarque préléminaire pour conclure immédiatement, toutefois la preuve qui suit est suffi-

sament intéressante pour la présenter.
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Exercice 94 (Normes, normes équivalentes ) [10]
Pour f € & :={f € €*([0,1],R) : f(0) = f(0) =0} on pose
LI =11 +2F + "l

Q@ Montrer que || - || est sur &, une norme plus fine que la norme uniforme || - ||s-
Déterminer la plus petite constante a > 0 vérifiant || fllo < a - ||f|| sur &.

@ Les normes || - || et | - || sont-elles équivalentes sur & ¢

@ Soit f € & vérifiant ||f| = 0. Comme donc f + 2f" + f” = 0, f est de la forme
t — Xe! + pe~t et les conditions f(0) = f/(0) = 0 impliquent A = pu = 0; f est donc
identiquement nulle. Les autres axiomes des normes sont faciles a vérifier.

Soit f € &. Posons g = f+ 2f" + f”, on a donc ||g|lc = ||f||- Nous allons exprimer f en
fonction de g. En remarquant que f est une solution de I’équation différentielle y”42y'+y = g.
Les solutions de I’équation sans second membre sont de la forme e~*(at + ) ; la méthode de
variation des contantes nous conduit alors a chercher deux fonctions « et (3 telles que

te ta/(t) + e ' (t) =0
(1=t)e "/ (t) —e™*F'(t) = g(t)

soit
?w@+ﬁw) —0
(L=t)a'(t) = B'(t) =e'g(t)
qui donne
o(t) =e'g(t) et F(t)=—te'g(t),
soit

a(t) = /0 e“g(x)dr + N, [B(t) = —/0 zeg(z)dx + p.

Comme f(t) = e “(a(t)t + 5(t)) les conditions initiales f(0) = f/(0) = 0 assurent A = p =0
et finalement

f(t) = et/o (t — x)e®g(x)dx.

On en déduit

01 < lgllwe™ [ (t=)emda = 1FI0=¢"04+4) < [ Fllsup(1=e"(14+4) = 1] (1 - 2) .

[0,1]
La constante 1 — 2e~! est bien la meilleure possible puisque pour f(t) = (1 — e7/(1 +t) qui

appartient bien & & on a ||f]| =1 et || fllooc = 1 — 2e7%.

O Les deux normes ne sont toutefois pas équivalentes puisque (par exemple) la suite (f,),>2
dans & définie par f,(t) = t"/n tends vers zéro pour la norme || - || mais pas pour la norme
|- ]| car || fulleo = 1/n alors que || f,]| =n"t+1+n. a
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Exercice 95 (Démonstration des inégalités faibles de Kolmogorov via les
normes équivalentes, formule de Taylor ) [10],2004/05,77, 114-2,

Soient a € R, n € N* et f : [a,+oo| une fonction réelle de classe C"™'. On se
propose d’utiliser les résultats du cours pour donner une preuve assez inhabituelle
du résultat suivant :

« Si f et f"*V) sont bornées sur [a,+oo|, il en est de méme pour les
dérivées intermédiaires ', f",....f™. »

® Soit 6 >0, pour Q@ =>7_,cxx’ € R,[X], on pose

N(Q) = max |ci| et No(Q)= sup |Q(z)].

O<k<n z€[0,0]
Montrer qu’il existe deux constantes A, € R telles que

pN2(Q) < Ni(Q) < ANL(Q), VQ € R,[X].

O Pour tout x > a et 6 > u > 0 montrer que (utiliser Taylor-Lagrange)
§n+1

(n+1)!

|f2)+ f@)u+--+ f™ (a:)‘;—?\ <N fllse + 1) || = M,

0t [lglloo = sup |g(z)].

En déduire que pour tout x > a (en notant Pp(X) := >} _, f(k;!(x)Xk € R,[X]) on
a:

No(P,) < M.
® FEn déduire la version faible des inégalités de Kolmogorov

Vke{0,1,....n} : ||f®]e < EIAM.

O N, et N, sont deux normes sur R, [X]| espace vectoriel de dimension finie n + 1 : elles
sont donc équivalentes.
® Avec Taylor-Lagrange nous avons pour tout > a, 6 > u > 0

n n+1
fl@+u)=f(z)+ f(@)ut+--+ f(n)(m)% + hﬂ”*”(@) ot ( €lr,x +ul,
soit
/ ) () L M e " e
Ce n — < n < n
@)+ F @t -+ @) 5] < )l D) < )
nous avons donc pour tout z > a
sup | F() + f/(@)u+ -+ fO (@) | = sup |Pa(u)] = No(Py) < M
0<u<é n: 0<u<s
® I ne reste plus qu’a combiner les deux inégalités : Ni(P,) < AN(FP;). Q

il Remarques : & Pour une fonction f € €*(R) si f et f” sont bornées sur R il en est de
méme pour f et on a les inégalités de Kolmogorov & l'ordre 2 (avec M; = sup,cp |fP(z)|, i =
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0,1,2)
M, < \/2MyM,.

La preuve repose sur l'inégalité de Taylor-Lagrange qui assure que pour tout réel x et tout

h>0: )
£ ) = (o) = )] < T

En appliquant maintenant I'inégalité de Taylor-Lagrange entre cette fois-ci x et x — h on a
h2 M,

fla = b) = Fla) + hf ()| < 52,

Ces deux inégalités et 'inégalité triangulaire donnent pour tout z € R, h > 0

|f(x+h)— f(z — h)+2hf'(x)| < h*M,

soit
hMy M
F@) < =57+ 57 =gh), VheR:.

| M.
Un calcul rapide montre que I'inf de g sur R’ vaut \/2MyM, pour h = —2 Soit finalement

2My
|f'(@)] < V/2Mo M.
Ceci étant vrai pour tout z € R, f’ est bornée et M; < /2MqMs,.

> Avec plus de persévérence on démontre (voir par exemple ....) les inégalités de Kolmo-
gorov : soit f € €"(R). Si f et f sont bornées sur R, il en est de méme des dérivées
intermédiaires et on a (avec les mémes notations que dans la remarque précédente)

k(k—n) 1

_k k
My<2 7 M, "My, ke{0,1,...,n}.

Exercice 96 (L’ensemble # des nombres premiers est infini : preuve topolo-

gique ) [1]
Pour (a,b) € Z x N*, on pose

Ngyp :={a+nb, n € Z}.

On dira qu’une partie non vide O C Z est ouverte si pour tout a € O il existe
b e N* tel que N,y C O.

@ Montrer que l’on a bien défini sur Z une topologie T pour laquelle tout ouvert
non vide est de cardinal infini et tout Noyp est a la fois ouvert et fermé.

® Montrer que l'ensemble &7 des nombres premiers est infini.

©® Une réunion quelconque d’ouverts sera visiblement ouverte. Pour deux ouverts Oy, O,
et a € O1 N Oy, il existe by, by € N* tels que N,p, C O1, Nyp, C Oz et par conséquent
Napipy € O1 N Oy 0 T est stable par intersection finie et définit bien une topologie sur Z.
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Par construction, tout ouvert non vide est clairement de cardinal infini et la seconde assertion
résulte de 1’égalité élémentaire

b—1
Na,b = Z\ (U Na+k,b>
k=1

qui assure que N, est fermé comme complémentaire d'un ouvert.

® Comme tout entier n # +1 admet un diviseur premier p et appartient donc a Ny ,, nous
avons

Z\A{+1,-1} = | No,.

pEZ

Maintenant, si & est fini alors Upe» N, est fermé comme réunion finie de fermés et, comme
complémentaire d'un fermé, {—1,1} est ouvert ce qui est absurde puisque tout ouvert non
vide est de cardinal fini : I’ensemble des nombres premiers est bien infini. Q

Exercice 97 (Espace métrique et continuité ) [34], (2003), PROBLEME 10998.
On considere dans un espace métrique (X,d) une partie D non vide, ouverte,
connexe et relativement compacte. Soit f : D — D wune application continue.
Si f(D) est ouvert, montrer qu’il existe xy € D tel que

> La continuité de h : X > x + d(x,0D) est classique. Par conséquent, 1’application
définie par g(z) := d(f(x),0D) — d(x,0D) est aussi continue. Nous allons montrer successi-
vement qu'il existe zg et yo dans D vérifiant g(z9) < 0 et g(yo) > 0. L’existence de x( résulte
alors de la connexité de D via la continuité de f.
> hétant continue et D compact, il existe 2o € D tel que h(z) = d(z9, D) = sup, 5 d(z,0D).
D étant ouvert et non vide : h(z) > 0, Vz € D de sorte que zy € D. Enfin comme f(z) € D :
d(f(20),0D) < d(zp,0D); autrement dit g(zp) < 0.
o Pour 'existence de gy on distingue deux cas :
> Si f(D) = D, alors il existe yo € D tel que f(yo) = 2. Alors g(yo) = d(z0,0D) —
> Si f(D) # D et puisque D est connexe et f(D) ouvert il existe w € D N If(D) tel
que w ¢ f(D) (sinon on aurait une partition de D en deux ouverts disjoints non vides...).
Considérons alors une suite (y,), dans D telle que f(y,) — w. D étant compact, on peut
(quitte & extraire une sous-suite) supposer la suite (y,), convergente, disons vers a € D.
w ¢ f(D) implique o € OD et par conséquent d(y,, D) — 0. toutefois lim,, d(f(y,), D) =
d(w,0D) > 0 : nous avons donc pour n assez grand ¢(y,) > O. CQFD Q
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Exercice 98 (Normes sur €°([0,1]) ) [10], 2003/04
Soit (sy,)n une suite dense dans [0, 1] et (ay), une suite de réels strictements positifs
tels que la série Y a, converge. On pose pour f € €°([0,1])

N(f) = anlf(sa)l.

® Montrer que 'on définit ainsi une norme sur €°([0,1]).
@O (ette norme est-elle équivalente a la norme « sup » ¢

@ Viee0,1]) : 0<N() < |fllowds, an < 400, N est donc bien définie. Le seul
point non trivial restant a vérifier pour que N soit une norme est N(f) = 0 < f = 0.
Mais N(f) = 0 implique que f est nulle sur la partie dense (s,),, par continuité elle est donc
identiquement nulle sur [0,1]. N est donc une norme sur f € €°([0,1]).

® Soit n > 1 et (I;);" la subdivision de pas constant 1 de I'intervalle [0, 1]. Puisque la
série ), aj converge, il existe 0 < kg < n — 1 tel que

1
ap < — ag.
Sastya
kel k>0
en effet sinon, (la série étant a termes positifs)
B S S D P I
n n

k>0 keh keln k>0 k>0 k>0

ce qui est absurde.

Il est clair que ||f|lc = s~* et f étant nulle en dehors de [;, nous avons 727
Zk 1, @k 1
N = a0l = Y alfulsnl < Y aullfulle < ZE < L
E>0 ke, kel
N(fn) = % et || fulle = s pour tout n > 1 assure que les deux normes ne peuvent étre

s
équivalentes sur ¢°([0, 1]) (parce que cela implique qu’il ne peut exister de constante C' > 0
telle que || f]loo < C.N(f) ou bien parce que N(f,) = % implique que la suite (f,), converge
vers zéro dans (€°([0,1], N) ce qui ne peut étre le cas dans (€°([0,1],].||) puisque les
applications f,, y sont de normes s 1). d

Exercice 99 (Autour des suites décroissantes de fermés ) [21],
@ Dans un espace métrique complet ['intersection d’une suite décroissante de
boules fermées est-elle nécessairement non vide ¢

@ Dans un espace de Banach, ['intersection d’une suite décroissante de fermés
bornés convexes non vides est-elle nécessairement non vide ?
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©® Nous donnons un exemple ou 'intersection peut étre vide : pour cela on munit ’ensemble
N des entiers naturels de la métrique

0 si m=n,

d(m,n) = 4

sinon
m-4+n

Il est classique de vérifier que (N, d) est un espace métrique complet (’espace est complet
car toute boule de centre n et de rayon r €]0, 1] est réduite au singleton {n} avec pour consé-
quence que les seules suites de Cauchy sont les suites constantes clairement convergentes).
On considere alors les ensembles

IL,={nn+1,n+2...}, neN*

n
avec le choix de notre métrique 7, n’est d’autre que la boule fermée By(n, 1+ 5) ; En effet

(xEBf(n,l—i—g)) = <1—|— Sl—l—i) < (z>n)

n+x 2n

et bien entendu

ﬂ]nzz.

n>1

® Ici encore la réponse est non, pour un exemple considerons dans l'espace de Banach
(€° ([0,1]), ||-]lso) la suite décroissante définie par

En:{fe%o([o,l]) - F([0,1]) € [0,1], F(0)=0 et f(x)lexe[%,l}}

Ces ensembles sont clairement (pour la norme « sup ») fermés, bornés, convexes mais c’est
un exercice élémentaire de vérifier qu’aucune fonction continue ne peut appartenir a 'inter-
section des F,,. Q

i/ Remarques : = Dans le premier exemple, on construit une suite décroissante de
boules fermées a intersection vide. Il faut se souvenir que dans tout espace métrique complet
I'intersection d’un suite décroissante de fermés dont le diametre tends vers zéro est réduite a
un point, en particulier non vide. L’hypothese sur les diametres est par conséquent essentielle.
> Pour le second exemple c’est seulement dans le cadre des espaces de Hilbert qu’'une telle
intersection est forcément non vide (pour le candidat a ’agrégation externe : topologies fortes
et faibles coincident sur les parties convexes d’un Hilbert, c¢’est alors la faible compacité des
ensembles qui assure que leur intersection est non vide. )
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Exercice 100 (Continuité de I'opérateur de dérivation dans ¥ (R) et R[X])

[10]

O Montrer qu’il n’existe pas de norme sur €*°(R) rendant continu l'opérateur
de dérivation

D: f— D(f)=/f
@ Lst-ce toujours le cas dans R[X] ?

© Supposons qu'une telle norme N existe, il existe une constante C' > 0 vérifiant
N(f') <CON(f), V[e€E(R)
mais en considérant les fonctions
fu(z) = exp(nz) € €°(R), neN
I'inégalité précedente donne
3C>0: N(f))=nN(f,) <CN(f,), VneN
inégalité absurde (N est une norme donc, N(f,,) # 0) : une telle norme ne peut exister.

0 Sur R[X] la situation est différente, en effet il existe des normes pour lesquelles la déri-
vation n’est pas continue on peut par exemple considerer

N(P = Z apX") = s%p |ag|
k

avec ce choix la suite de polynomes P, = X" donne
N(P,) =1, N(P)) =n,

égalités qui rendent impossible la continuité de D dans (R[X], V). Toutefois, & partir d'une
norme quelconque N sur R[X], il est facile d’en construire une nouvelle N; rendant continue
la dérivation : il suffit pour cela de considérer

N(P)=> N(P®), PeRX]

k>0

P étant un polynome, la somme est toujours finie, et les autres axiomes de la norme sont
trivialement réalisés, en outre

VP eR[X] : Mi(D(P)) =N(P)=> NP®) <> NPH)=N(P)

et 'opérateur de dérivation D est continu dans (R[X], Ny). Q

version du 7 mars 2008



112/408

Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

Exercice 101 (Deux normes non équivalentes en dimension finie)
Sur le Q-espace vectoriel
QV2] = {a+bV2, a,becQ}

de dimension finie 2, montrer que les normes :

Ni(a+bV2) = |a+bvV2],  Ny(a+bv2)=|a| + |b]

ne sont pas équivalentes. Commentaire ¢

Que N; et N, soient deux normes sur Q[v/2] est immédiat. Considérons alors pour n € N :

up = (1 =vV2)", v, =(1+V2)",

avec la formule du bindéme on a

Up = (1 - \/5)71 = Qp — bn\/§7 a’mbn S N7
Up = (1 + \/E)n =a, + bn\/§7

Uy + Uy,
2

si bien que lim,, v, = 0,lim,, v, = 400 et lim,, a, = +00, par conséquent

Ay =

Ny (up) = |1 — V2" =  lim Ny(u,) =0,
No(uy) = |an| + |bn] —> lim Ny(u,) = +o0

ces deux limites assurent la non équivalence des deux normes. d

i Remarque : « ...en dimension finie toutes les normes sont équivalentes... » oui mais
pour des espaces vectoriels sur le corps K = R ou C, ou plus généralement sur un corps a
boule unité compacte. C’est en effet la compacité de la boule unité dans R? (ou C?) (pour
la norme « sup » par exemple) qui est l'ingrédient essentiel de la démonstration, ici le corps
est Q ou la boule unité associée n’est plus compacte et plus rien ne marche.

Exercice 102 (Topologie dans M/, (R) et M, (C) : propriétés de Z,, et 7)) [38]
2,(C) (respectivement 9),(C) ) désigne l’ensemble des matrices diagonalisables (res-
pectivement de matrices ayant n valeurs propres distinctes) de M, (C). Montrer
que lintérieur de 2,,(C) dans M, (C) est 2!, (C). Montrer que 2,(C) et 2/ (C) sont
denses dans M,,(C). Z,(R) est il dense dans M, (R) ?

> Nous avons déja vu dans l'exercice précédent que %, (C) est ouvert. Bien entendu

7! (C) C 2,(C) donc
(X) %,(C) c Z;(C)
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Pour l'inclusion inverse, supposons qu'il existe A € 2°2(C) admettant une valeur propre A
d’ordre supérieur ou égal a deux, il existe alors P € GL,(C) telle que A= P~'DP avec

A0 0 0
0O X 0 ... 0
0 0 An
soit alors, pour k € N*
-1
Ak 0 0 M, 0 0
O X 0 ... O
0 X3 ... O A k1
. . . . : : . 0 A
0O ... 0 ... X\ 0 0 o

Le polynéme minimal de Dy, est un multiple du polynéme minimal de M, qui vaut (z — \)?,
il n’est donc pas scindé a racines simple : la matrice Dy, et par suite A, = P~'D, P n’est pas
diagonalisable. Mais par construction, lim; A, = A, et la matrice A ne peut étre intérieure
a 2,(C). Les matrices intérieures a %,(C) ne peuvent avoir de valeurs propres multiples :
2°(C) C 2/, (C) d’ou I'égalité avec (X).

> Il s’agit maintenant de prouver que Z,(C) et Z/(C) sont denses dans M, (C), on va
montrer que Z/(C) = M,(C). Soit A € M,(C), il existe P € GL,(C), une matrice T" =
((tij)) € M,,(C) triangulaire supérieure telles que

A=PTpP
On pose alors :
1 si ti; =t;; pour tout 1 <i# j <mn,
) inf{ |t —t5] 1 <4d,5 <n} sinon

et on considere la suite de matrices (T) := T + Ag)g>1 ou

o 8
Ay = 2}“ .
0 0 <

par le choix de «, les valeurs propres des matrices Tk, (k > 1) sont deux a deux distinctes
car si

(8% (6%
tii + = = tjj + — avec tii 75 tjj

1k 71k
on aurait :
it — ] all 1 <2
@ Uigl = | T T Lo
77 kit 7 k

version du 7 mars 2008



114/408 Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

qui contredit la définition de «. Ainsi

(Th)k=1 C 2,,(C)

Enfin, par continuité du produit matriciel A = limy, PT,P~! d’ou la densité de Z/(C) et
donc de Z,,(C) dans M,,(C). Q

i) Remarques : > Ce résultat est faux dans M, (R) ceci fait I'objet de I’exercice suivant.
Remarquons tout de méme le cas cas n = 2 qui est lumineux : ’application « discriminant »

p A= <CCL Z) € My(R) — o(A) = (a — d)* + 4bc € R

est continue, mais Ay € Z2(R) = ¢(Ax) > 0, si bien que

(%) ((Ak)k C Po(R) & lim Ay = A) — (¢(A) —lim p(ay) > 0>

il suffit alors de choisir A € Ms(R) a valeurs propres complexes non réelles de sorte que
©(A) < 0 qui, avec (%) assure que A € Z»(R).
> En fait 'adhérence dans M, (K), (K =R ou C) de Z,(K) est I’ensemble des matrices

a polynome caractéristique scindé sur K, fait qui explique la densité si K = C (dans C tout
polynéme est scindé) et la non densité si K = R, c¢’est 'objet de I'exercice suivant.

Exercice 103 (Topologie dans M, (R) : I'adhérence de Z,,(R) ) [10]-1999.
@  Soit P € R[X]| un polynéme unitaire. Montrer que P est scindé dans R[X] si,
et seulement si

(X) VeeC : |P(2)| > |Im(z)|dP).

@ Soit (Ag)r € My(R) une suite convergente de matrices trigonalisables sur R.
Montrer que A := limy Ay, est trigonalisable.
®  En déduire l'adhérence dans M, (R) de l’ensemble des matrices diagonalisables.

@ Soit P € R[X] un polynéme unitaire, de degré d. Si P est scindé sur R, on a, en notant

Al, ..., Ag € R les zéros de P
d

P(z) =]z = ).

k=1
Alors, pour tout z € C

d d
1P()| =[] 12 =Ml =[] Ire(2) = A — ilm(2)] = [Im(=)|
k=1 k=1

(la derniere inégalité n’est rien d’autre que |z| > |Im(z)|.....) La réciproque est évidente
puisque (6) implique que les racines de P sont réelles.
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0 Soit (Ax)r € M,(R) une suite convergente de matrices trigonalisables sur R et A sa
limite, les polynomes caractéristiques Py, sont donc scindés sur R soit

VzeC, keN : |Py(2)] > [im(2)|"
Il ne reste plus qu’a invoquer la continuité de I’application A +— P4 pour en déduire que
VzeC, : |Pa(z)] > |im(z)|".
Vu @, P, est scindé sur R : A est donc triangularisable.
® Le polynome caractéristique d’'une matrice diagonale dans M, (R) étant scindé sur R,
les questions précédentes assurent que 'adhérence dans M, (R) de 'ensemble des matrices

diagonalisables est inclue dans I’ensemble des matrices triangularisables. L’inclusion inverse
est facile a vérifier (raisonner comme dans la seconde partie de ’exercice précédent...).

Exercice 104 (Autour des sous-groupes de R )

Soit G un sous-groupe de (R, +).

O Montrer que G est soit dense soit monogéne (i.e. 3a >0 : G = aZ).

@ Soient a,b € R montrer que G = aZ + bZ est dense dans R si et seulement si
: £ Q.

b@ En déduire un exemple de deuz fermés A, B de R tels que A + B ne soit pas
fermé.

O o toute application f de R dans R on associe son groupe des périodes

G ={TeR : VxeR f(x+T)=f(x)}.
Montrer que Gy est bien un groupe et que f est toujours constante sur Gy.
® Si de plus f est continue, montrer que
(f est non constante ) <= ( G est monogéne )

® Donner l'exemple d’une fonction f non constante munie d’un groupe des périodes
dense.
O Montrer que {cos(n),n € N} est dense dans [—1,1].

. 1 1
O Soit A = (0 1).

> Que dire d'une fonction f de R? dans R, continue, telle que pour tout

X =(z,y) de R?, f(X) = f(X+(1,0)) = f(X+(0,1)) = f(AX) ?

> Méme question avec A = (% D )

@ On exclut le cas trivial G = {0}. La procédure est classique : considérons a := inf{g € x
G : g >0}, aest donc > 0.

> Sia > 0 : tout d’abord, remarquons que a € G sinon par définition de l'inf, il existerait
retydans Gtelsque 0 <a<zr <y <2a=— 0<y—x<acequiest absurde vu la
définition de a car y — x € G.
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a € G = aZ C G. Réciproquement, si z € G 'ensemble {n € N : na > z} est non vide,
donc il admet un plus petit élément ng+ 1. On a nga < z < (ng+ 1)a mais npa < r = 0 <
x — nga < a inégalités encore une fois absurdes : x = nga et finalement G = aZ.

> Supposons maintenant a = 0, pour montrer que G est dense il est équivalent de montrer
que Ve <ydansRilexistege Gavecr < g<y.a=0=— JgeGtelquel<g<y—=zx
on conclut alors comme dans le premier cas.

@ oSif= § € Q avec p et ¢ premiers entre eux

G =aZ+ 0Z
= {na+mb, n,m € Z}

:{na—f—m, n,m € Z}
p
a
:{(np—l—qm)];, n,m € Z}

a
= -7 par Bezout.
p

o Réciproquement s’il existe ¢ > 0 tel que aZ + bZ = cZ il existe n,m € Z* tels que a = nc
et b = mc soit a/b = n/m. CQFD

® Vu la question précédente, G = Z + /27 est un sous-groupe dense de R, distinct de R
(1/2 € G = /2 € Q!) bien que Z et v/27Z soient fermés dans R.

O Gy est toujours non vide (0 € Gy) le reste suit tout aussi facilement.

® Avec la premiere question, il est équivalent de montrer que

(f est constante ) <= ( Gy est dense )
f étant continue, ceci est immédiat.
0 Si
1 sizeqQ,

0 sinon

on vérifie sans peine que Gy = Q : la continuité est donc essentielle dans la question précé-
dente.

® Remarquons que

{cos(n),n € N} = {cos(n + 2mm), n,m € Z} = cos(G)

ou G est le sous groupe dense Z + 277Z. On conclut facilement la fonction cosinus étant
continue et surjective de R sur [—1, 1] (par exemple car f continue ssi VA : f(A) C f(A)...)
De la méme maniere on peut montrer avec f(z) := exp(2imx) que Z + aZ a une image par
f dense dans le cercle unité pour tout a € R\ Q.

® > Soit f une fonction continue et Z*-périodique telle que fo A = f avec A = ((1) i) .
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On a ainsi, si (z,y) € R?, f(z,y) = f(z + v,y). Autrement dit, v — f(u,y), qui est a
priori 1-périodique, est également y-périodique. Si y est irrationnel, 'argument utilisé dans
a prouve que cette fonction est constante :

V(z,y) eRx (R\Q),  f(z,y) = f(0,y).
Par continuité de y — f(z,y) et y — f(0,y) et densité de R \ Q dans R, on obtient donc :

V(z,y) eR?  flz,y) = f(0,y)

Inversement, si f vérifie cette condition, c’est-a-dire si f(x,y) est indépendante de x, f vérifie

bien fo A= f.

> Soit enfin f une fonction continue et Z2-périodique de R dans C vérifiant f = fo A avec

2 1
A—ll.

L’endomorphisme A a deux valeurs propres :

3—+5 3++5
=" ¢ 2

de sorte que |u] < 1 < |A|. Soient u (resp. v) un vecteur propre de A associé a p (resp. \).
Si X = zu + yv ou (z,y) est dans R? on a , pour n € N :

V) f(X) = f(A"X) = [ (zp"u+yX"v)

Mais f est continue sur R? et Z?-périodique donc uniformément continue sur R? (vérification
en fin de solution). Il s’ensuit que :

lim f(zp"u+ yA"v) — f(yAN"v) =0
(car zpu™u — 0 quand n — +00). Par suite : f(X) = f(zu). Ceci montre que f(zu + yv) ne
dépend pas de y. Mais en utilisant (¢/) pour n dans Z \ N; et en faisant tendre n vers —oo,

il vient f(X) = f(yv). Autrement dit f(zu + yv) ne dépend pas de x. En fin de compte, f
est constante sur R2. 5

i Remarque : Preuve de l'uniforme continuité d’une fonction continue et Z* périodique
de R? dans C. Soient f une telle fonction et || || la norme définie sur R? par ||(z1, Z2)|| =
Max(|zy]|, |72]). La restriction de f au compact K = [—1,1]* est uniformément continue.
Soient donc € > 0 et 6 €]0,1/2] tels que :

Vey) e K*  la—ylls<d = [f(2)-fly)l<e

Soient enfin z et y dans R* tels que ||z — y||s < 0. Soit m dans Z* tel que 2’ = x — m soit
dans [—1/2,1/2]2. Alors y = y — m vérifie ||y — 2'||o < J, donc (2,y) € K? et :
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Exercice 105 (Le théoreme de Riesz dans un espace de Hilbert : c’est facile!)

Soit H un espace de Hilbert.

®  On suppose la boule unité By = {x € H : |(z,z)| < 1} compacte. Montrer
que H est de dimension finue.

@  On suppose H de dimension infinie. Soit & := {e,, n € N} une famille ortho-
normée. Montrer que & est un fermé borné non compact de H.

@ Supposons H de dimension infinie, on peut alors construire dans H (Hilbert-Schmidt)
une famille orthonormale (e;);ey bien entendu incluse dans Zy. Mais pour tout i # j
le; — e;]| = /2, toute boule ouverte dans H de rayon v/2/2 ne peut donc contenir plus d’un
vecteur e; : il est par conséquent exclus d’espérer du recouvrement ouvert de By

V2
By C U B (IL’ , 7)
TERBY
extraire un sous-recouvrement fini; contradiction.

O H est de dimension infinie : soit & := {e,, n € N} une famille orthonormale, elle est
visiblement bornée. Montrons qu’elle est fermée : soit = € & : il existe une suite (epk))e C &
qui converge vers z. On a donc limy, ||ey (k1) — €uxy || = 0, mais pour tout i # j : |le; —e;| =
V2. La seule alternative est alors que ¢ soit constante & partir d’un certain rang ko i.e.
T = €y(k,) € & qui est donc fermé.

Comme pour la question précédente & n’est pas compact vu le recouvrement ouvert | J
Q

neN

i Remarque : C’est bien sir la version « Hilbert » du célebre théoreme de Riesz dont la
preuve est un peu plus délicate. Le cadre particulier des espaces de Hilbert permet cette tres
simple et élégante approche.

Exercice 106 (Connexité)

Soit Q un ouvert de R et f : € — R une application dérivable. On suppose f’
identiquement nulle (respectivement > 0) sur € ; [ est-elle constante sur Q (resp.
strictement croissante) sur € ¢

Bien sur que non! il suffit de considérer pour le premier cas 'application f : @ = R* - R
définie par

—1 sixz >0,
flw) = {+1 siz < 0.

1
et pour le second la fonction g : Q@ =R* — R ou g(z) = ——. Q
x
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i/ Remarque : dans les deux cas c’est la non connexité de €2 qui fait capoter ce résultat
archi-classique.

Exercice 107 (Un opérateur borné sans adjoint)
On munit C[X]| du produit scalaire

1
YRQeCY] : (P.Q) - [ POQRD.
0
Montrer que Uopérateur T : P € C[X]| — T(P) = P’ n'a pas d’adjoint.

Supposons que 7" admette un adjoint 7*. Notons pour n € N, p,(z) = =", alors

1
(pn,T*p()):/ t"T*po(t)dt
0

= /0 1 T(t")po(t)dt

1
:/ nt" tdt =1
0

mais de l'autre coté, avec Cauchy-Schwarz

1
2n+1

1= [{pn, T*po)| < llpnll - 1T pol| < IT*pol| <1 pour n assez grand,

d’ou la contradiction. a

Exercice 108 (exp(A) € C[4], VA e M,(C) ) [45].
Soit A € M,,(C). Montrer qu’il existe un polynome P € C[X] tel que

et = P(A).

L’ensemble ¥ := { P(A), P € C[X]} est un sous-espace vectoriel de M, (C) qui est de
dimension finie : # est donc lui aussi” fermé dans M,,(C). Mais e = limy Zf{v:o ‘2—? appartient
a 'adhérence de ¥ dans M,,(C) donc a ¥/, d’ou le résultat. Q

2un sous-espace de dimension finie d’un e.v.n. est toujours fermé
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Exercice 109 (Topologie dans 1, (C) : commutant et bicommutant ) M, (C)
est muni de sa topologie canonique d’espace vectoriel normé. Montrer que

® L’ensemble .F des matrices semblables a une matrice compagnon (i.e. 'en-

semble des matrices cycliques) est un ouvert connexe dense de M, (C).

@ Sin>2, Uapplication ¢ : A€ M,(C)— p(A) :=ma nest pas continue.

Soit u € End(E) ou E est un K-espace vectoriel de dimension n. On rappelle que :
Com(u) = {v € End(E) : uov=vou}

Bicom(u) = {v € End(E) : uow=vow, Vw € Com(u)} C Com(u)
sont, respectivement, le commutant et le bicommutant de u. Si M est la matrice de
u (peu importe le choiz de la base de E), on a bien sur les définitions similaires de
Com(M), et Bicom(M).
®  Montrer que pour toute matrice A € M,(C) son commutant Com(A) est un
sous-espace vectoriel de M, (C) de dimension au moins n.

© Procédons par étapes :
o SiAe 7, il existe g € C™ tel que (A'“a:‘o)
continue sur M, (C)

2o Mp(C) D Ars 0y, (A) := det(xg, Axg, ..., A" 'x)

vérifie donc ¢, (A) # 0. Par continuité de ¢,, en A il existe § > 0 tel que @, (M) # 0 pour
tout M € B(A,§) i.e. B(A,0) C .F et ¥ est bien ouvert.

n—1

4o Soit une base de C". Alors, I'application

> Pour la connexité, vu que
AeF < IPcGL,(C), Ja=(ag,...,a,1) €C" : A= P 'C(a)P,
ou C(a) est la matrice compagnon associée au vecteur a € C". Autrement dit F =
Y(GL,(C) x C™) avec
Y 1 GL,(C) x C" > (P,a) — (P, a) := P~'C(a)P.
1) est une application clairement continue de 'ouvert G'L,,(C) x C" connexe (comme produit

des deux ouverts connexes GL,,(C) , et attention! GL,,(R) lui n’est pas connexe sin > 1...)
et C" : .Z est donc bien connexe comme image continue d’un connexe.

> Il nous reste a établir la densité : mais il est bien connu que toute matrice de M, (C)
est limite d’une suite de matrices a valeurs propres deux a deux distinctes donc semblables
a des matrices de Frobenius d’ou la densité.

® Supposons ¢ continue, il en sera alors de méme pour
¥ o My(C) 3 A P(A) == pa — (—1)"7m4 € C[X]
mais alors
F ={A€ My(C) : pa=(-1)"na} =9 ({Ocix})
est fermé dans M, (C) comme image réciproque d’un fermé par une application continue.
Nous avons vu plus haut que .# est ouvert : ¢’est donc une partie a la fois ouverte, fermée,
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non vide du connexe M, (C), la seule alternative est % = M,,(C) : égalité absurde si n > 2
et trivialle si n = 1.

® Pour toute matrice A € M,(C) on a l'inclusion évidente C[A] C Com(A); mais, si
A est cyclique C[A] = vect{ I, A,..., A" '} est (lemme fondamental) de dimension n, et
par ailleurs, I’ensemble des matrices cycliques %,(C) est ouvert dense dans M, (C). Par
transitivité de la densité, il sera donc suffisant de montrer que I’ensemble

F:={Ae M,(C) : dimCom(A) > n}

est fermé dans M,,(C). Pour établir ce dernier point, considérons, si A € M,,(C), I'endomor-
phisme ¢4 € Z(M,(C)) défini par

pa(B) = AB — BA,

avec ce choix
ker(p4) = Com(A)
si bien que
F={A¢c M,(C) : rang(A) <n*—n}.

Sous cette forme, il est n’est pas difficile de vérifier que F' est fermé dans M, (C) : soit
A € F, il existe dans F' une suite (A;), de limite A, ce qui implique aussitot : limy @4, =
w4. Montrer que A € F est maintenant une conséquence immédiate de la semi-continuité
inférieure de I'application rang en dimension finie, précisément :

Pour tout espace vectoriel E de dimension finie d et tout entier 1 <
k < d, les ensembles de niveau %Zy, = {T € L(E) : rang(T) < k}
sont fermés dans Z(F).

En effet, pour T € %, (T}); C %), de limite T : si 7 = rang(T), la matrice 7' admet un mineur
A, (T) non nul et par continuité : lim; A,.(7;) = A.(T') # 0. 1l existe donc Iy tel que I > [
implique A, (7}) # 0; autrement dit : VI > Iy : k >rang(T)) >rie. k>r = T € F.
Le résultat suit avec T' = w4, T} = pa4,.

d

i/ Remarques : = La démonstration de la non continuité A — 74 donnée dans la
seconde question n’est bien entendu pas celle que 1'on doit fournir le jour d’un oral (le pré-
requis est trop important). Il faut impérativement connaitre la suivante, classique, rapide et
simple : Supposons ¢ continue, I’ensemble 2/ (C) des matrices a valeurs propres deux a deux
distinctes étant (cf exercice 77 ?) dense dans M, (C), il existe une suite (Ag)r C 2/ (C) telle
que

k—o0
Par continuité de ¢

mr, = lim 74,
k—o0

mais sur 7,,(C) : (=1)"m4 = P4 si bien que
X—-1=m,, = kl m my, = klim Py, =P, =(—-1)"(X —-1)"

i
—00
égalité absurde si n > 1 (si » = 1 polynome minimal et caractéristique coincident d’ou
I'évidente continuité de ¢ ) 'application est donc discontinue en I,,.
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> Sur la dimension et parler du bicommutant............. voir un autre exo......... Q

Exercice 110 (Topologie dans 1, (C) : autour des matrices nilpotentes )
[45], [18].

O Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, il existe une suite de matrices
(By)r semblables a A et de limite nulle.

® Montrer que le sous-espace AN engendré par les matrices nilpotentes est le
sous-espace 7 des matrices de trace nulle.

@ = Si A est nilpotente, elle est semblable & une matrice triangulaire 7' = ((¢;;)) stricte
(i.e. t;; = 0 pour 7 > j). Il est bien entendu suffisant de prouver le résultat pour 7. Pour
tout ¢ € N soit D(q) = diag(q",¢"',...,¢* q) et notons

D(@)'TD(g) = ((uy),  1<ij<n

on a alors

w; =q 7t Vn>g3>i>1
Uyj :O, SlZZj

Donc, si @ := max{ |t;;|, 1 <i,7 <n} on a aussitot

\uij\gg, 1<ij<n

et par suite lim, D(q)"'T'D(q) = O, (r)- D’olt le résultat.

> Réciproquement soit ||.|| une norme sur C" et |||.||| la norme subordonnée sur M,,(C).Pour
tout A € M, (C) et A € C valeur propre de A on a (classiquement) :

Al < [[A[]

Si bien que s'il existe une suite (Bj), de matrices semblables & A et de limite nulle, les
matrices A et By ayant méme spectre on démontre sans peine que

Ve>0, [N <e VXEspec(A),
i.e. spec(A) = {O} et A est nilpotente. 0
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Exercice 111 (Topologie dans )/, (C) : les classes de conjugaison ) [45], [18].
Si A € M,(C) on définit la classe de conjugaison de A par
Sy ={P AP, PeGL,([R)}.

® Si A est nilpotente, montrer que 0 € .
O Montrer I’équivalence entre :

(i) A est diagonalisable.
(ii) Sa est fermée dans M, (C).

® Soit Ae M,(C). Montrer que
(i) Montrer que %4 est borné si, et seulement si A # \I,,, A € C.

(i) Montrer que #4 est connexe par arc, d’interieur vide dans
M,(C).

O C(C’est une conséquence immédiate de I'exercice précédent.

2] (i) = (ii). Soit A € M,,(C) une matrice diagonale et B € .#,4. Comme A est diagonali-

sable, son polynéme minimal est scindé a racines simples et est annulé par A, ie m4(A) = O.
En outre, M € %4 = VkeN : M= PA*P™! = 714(M)=P-714(A)- P~ = 0. Ainsi

WA(M) :O, VMGyA
et par continuité® de M +— 74 (M)
Ta(M) =0, VM e %y,

ainsi 74(B) = O : la matrice B € .#, est donc annulée par un polynéme scindé a racine
simples et est donc diagonalisable. Pour s’assurer que B € %y, il est maintenant suffisant
de montrer que les matrices A et B ont mémes valeurs propres et mémes dimension de sous
espaces propres.

Soient A\ € spec(A), B\ ={x € C" : Ax = Az} le sous-espace propre associé et F\ = {x €
C" : Bx = Az} et posons ny = dim Ey, my = dim F). Soit M € .#4, M étant semblable a
A : rang(M — M,,) = n — ny qui implique que les mineurs d’ordre n — ny + 1 de M — A,
sont nuls. Ces mineurs dépendant polynomialement et donc continuement des coefficients,
les mineurs d’ordre n — ny + 1 de B sont aussi nuls, soit :

n—my =rang(B — Al,,) <n —ny

i.e.
my > ny, VA€ spec(A).

En outre B étant diagonalisable

ZmA:n: Z ny < Z my

AeC A€spec(A) A€spec(A)

3Attention! par contre I’application A — 74 n’est pas continue, on deux trouvera deux preuves dans ce document.
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qui implique ny = my, VA € spec(A) qui assure a son tour que B est semblable a A :

B € .7y soit Ly = L.

(ii) <= (i). Supposons maintenant par contraposée A non diagonalisable. On peut écrire A
sous la forme A = D + N avec D diagonalisable, N nilpotente non nulle et ND = DN. A
conjugaison prés, on peut supposer

D = diag()\l-[mla ey Ak‘[mk)

A1, ..., \x étant les valeurs propres distinctes de A, myq,...,m; leur multiplicité. Comme
ND = DN, N est de la forme

N = diag(Ny,...,Ny), N; € M,,,(C), 1<i <k,

et en effectuant les produits par blocs dans ND = DN on voit que l'on peut* supposer les
N; triangulaires supérieures strictes. Alors, comme dans la preuve de la premiere question

D(g)"'DD(q)) = D et limD(g)"'ND(q)) =0

qui implique

D =1lim D(g)" (D + N)D(g) = lim D(q) ' AD(q)

i.e. D € .%,. D’un lautre coté D ¢ %4 puisque A n’est pas diagonalisable : .4 # S et la
seconde implication est démontrée.

i Remarques : = Dans la solution de la question précédente il est démontré que pour
toute matrice A= D+ N € M,(C) (décomposition de Dunford), la matrice diagonale D est
toujours dans .74.

> Suivant Francinou Gianella &...[15] on peut simplifier la preuve (i)=-(ii) de la maniere
suivante : soient A diagonalisable, B € .74, avec B = limy, Ay onl (Ax)x C Fa. Ax € S
implique x4 = xa4,, Vk € N et par continuité de I'application M + x, il vient

XB = li’anAk = XA

Mais aussi, comme nous I'avons remarqué plus haut 74(B) = O : la matrice B annulée
par un polynome scindé a racines simples est diagonalisable. Les matrices A et B ont donc
mémes valeurs propres (comptées avec leur multiplicités) et sont diagonalisables : elles sont
semblables et B € .%4.

® o Si A=)\, \eCalors.”y ={A} qui est bien bornée. Maintenant, si A n’est pas
une matrice scalaire ’endomorphisme f canoniquement associé a A n’est pas une homothétie
et un exercice classique d’algebre linéaire” assure de I'existence d’un vecteur v € C" tel que
la famille {v, f(v) = Av} soit libre. Considérons alors la base %, := {v, AMwv, e3, -+ ,e,} ou
A > 0 et soit Ay € o/ la matrice de A dans cette base. En observant la premiere colonne
de A, il vient ||Ay|jec > A™' — 400 lorsque A tends vers 0 et .#4 n’est pas bornée” dans

M, (C).

4Choisir une base adaptée a la décomposition précédente dans laquelle chaque matrice N; est triangulaire, la matrice D
reste inchangée vu sa forme et le choix de la nouvelle base.

5Consultez votre ouvrage favori...
6Qu’importe la norme, elles sont toutes équivalentes...
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o Une classe de similitude n’est jamais ouverte et est méme d’intérieur vide car tous les
éléments d’une telle classe ayant méme trace, elle est incluse dans un hyperplan affine de
M,,(C) donc d’intérieur vide.

Pour la connexité par arcs, ce n’est pas encore clair.... a X

Exercice 112 (Espace de Banach ) [10]-1994/95.

Soit (E,||.||) un espace de Banach admettant une famille libre (ay,)n>1.
®  Montrer que F, := Vect(ay,...,a,) est fermé dans E.
@  Construire une suite (o), de réels strictement positifs vérifiant pour tout n €
N* .
O‘n'Han—l—l || S §d<anan7 Fn—1)~

®  Justifier 'existence de x = Zk21 agay. Fxiste-t-iln € N* tel que v € F, ¢
@  Conclusion ?

O F, est un sous espace vectoriel normé de dimension finie de F il est donc complet
(consultez votre manuel favori) et donc fermé dans E (dans un espace métrique, toute partie
complete est fermée).

® On procede par récurrence. g se construit sans peine ; supposons ag, v, . . . , @, construits,
puisque F,,_; est fermé et que a,a, &€ F,,_1,0n ad, := d(aya,, F,,—1) > 0 si bien qu’en posant

n

Qpi1 = Slan on tire
dpi1 = d(api1an41, F) < d(api1an41,0) = appr||ans ||
< %dn = %d(anan,Fnl) < M
soit

® On déduit de la construction précédente que pour tout entier k

| avoaol|
3k 7

|agar| <

La série ) agay est donc absolument convergente, et comme E est complet, elle converge.

® ... J
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Exercice 113 (Surjectivité universelle de I’ensemble de Cantor ) [34] 10/1998.

1l s’agit de quelques applications, souvent surprenantes de la propriété « univer-

selle » de surjectivité de l’ensemble de Cantor C' :

« Tout espace métrique compact est image continue de l’ensemble de
Cantor »

(Alezandroff-Hausdorff)

® 1] existe une surjection continue f de [0,1] sur [0,1]¢.

® Une fonction continue qui interpole toute suite bornée : Il existe
une application continue f € € (R,R) telle que pour toute suite y = (yn)n €
[—1,1]%, il existe a € R tel que

fla4+n)=y,, VneZ.

® Le théoréme de Banach-Mazur : Tout Banach séparable est linéaire-
ment isométrique a un sous-espace de € ([0, 1]).

O Par le théoreme d’Alexandroff-Hausdoff, il existe une application continue surjective
f : C —[0,1]% On va prolonger f & tout lintervalle [0, 1] par interpolation linéaire : le
complémentaire de I’ensemble de Cantor dans [0, 1] est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts. Soit ]a, b[ I'un de ces intervalles, on définit f sur |a,b[= {ta + (1 —t)b, 0 <t < 1}
en posant

(%) flta+ (1 =1)b) =tf(a)+ (1 —1)f(b).

f ainsi prolongée est visiblement continue et par convexité du cube [0, 1] elle reste & valeurs
dans le cube, soit f([0,1]) = [0,1]%.

i Remarques : = Donner une référence pour la preuve du théoreme de Alexandroff-
Hausdorft.

o Dans la premiere question, seule intervient la convexité du cube. On a donc en fait
démontré : « Pour tout espace métrique compact convere K d’un espace vectoriel topologique
E (il faut tout méme étre dans un e.v.t. pour que le prolongement (X ) soit continu), il existe
une surjection continue de [0,1] sur K ». Et méme plus générallement « Pour tout espace
métrique compact K d’un espace vectoriel topologique E, il existe une application continue
f€€(0,1], E) telle que K C f([0,1]) C conv(K) ».

® Munissons l'ensemble [—1,1]% des suites y = (yn)nez vérifiant |y,| < 1, Vn € Z, de
la topologie produit; par le théoreme de Tychonoff ¢’est un espace compact. Comme pro-
duit dénombrable d’espace métrisable, K est aussi métrisable (par exemple par d(y,x) =
D neZ 271"y, — ,], la compacité peut alors d’ailleurs de démontrer par un procédé d’ex-
traction diagonal...).

Avec Alexandroff-Hausdorff, il existe donc une surjection continue ¢ de C' sur [—1,1]% :
t € Cr Y(t) = (Vn(t))nez; [—1,1]% étant muni de la topologie produit, les applications
coordonnées v, : C' — [—1, 1] sont continues.
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On suppose ici que C' C [0,1/2] (par exemple I'image du Cantor standart par I'homéomor-
phisme f(z) = z/2) de telle sorte que

(C—l—n)ﬂ(C’—Fm)z@, Vm #m dans Z,
ce qui permet de définir la fonction f sur A = |J,, (C +n) par
flt+n)=1v,(), teC, nel.

Vu A et 1), f est bien définie et continue sur A et comme dans la question précedente (R\ A est
réunion dénombrable d’intervalles ouverts ; on peut aussi bien entendu invoquer le théoreme
d’extension de Tietze) on prolonge f sur R en une fonction continue notée encore f & valeurs
dans [—1, 1]. La fonction f posséde la propriété recquise : soit y = (y,)n € [—1,1]%, il existe
to € C tel que ¢Y(ty) =y ie. f(to+n)=1vu(ty) = yn, Vn € Z.

i) Remarques : = On peut bien entendu remplacer [—1,1]% par [—a,a]? avec a > 0.
Toutefois il n’est pas envisageable de contruire une application continue sur R qui interpole
toutes les suites doublement (i.e. indicées dans Z) bornées et méme toute les suite constantes :
en effet si tel était le cas on aurait

VaeR, JteR : f(t+n)=a, VneZ
qui implique f([0,1]) = R contredisant la continuité de f.

> Soit { M), },ez une suite arbitraire d’entiers positifs ; en remplacant [—1, 1)% par [ ], ., [—M,, M,]

la démontration précédente permet de travailler avec des suites y = (y,,), vérifiant |y,| <
M, ¥Yn € Z. 1l est en particulier possible de construire une fonction continue qui interpole
toutes les suites (indicées dans N) bornées. Précisément : « Il existe f € €(R,R) telle que
pour toute suite bornée’y = (yn)nen Ul existe t € R vérifiant f(t +n) = y,, Vn € N » . En
effet, considerons la fonction f obtenue avec la suite M,, = n sin > 0 et M,, = 0 sinon. Avec
ce choix, pour toute suite bornée y = (yy,)nen il existe k € N tel que |y,| < k, Vn € Net il
existe alors ¢ € R tel que f(s+m)=0sim < ket f(s+m)=yu_r pour m > k, le choix
t = s + k convient.

® Pour montrer que tout espace de Banach séparable X est isométrique’ de €([0,1]), on
procede par étape :

> Premiere étape : Tout espace de Banach séparable est isométrique a un sous-espace
de €(K) ou K est une partie compacte convexe métrisable d’un espace vectoriel topologique
E.

Désignons par X* le dual topologique de X. Tout élément x € X peut étre considéré comme
une forme linéaire sur X* par

(X) z(y*) =y (z), Vye X"

Si Pon muni X* de la topologie o(X™*, X) (ou faible*, ¢’est la topologie la plus faible sur X*
rendant continue les éléments de X considérés comme fonctionnelles par (X)), pour cette
topologie, la boule unité K de X* (la boule unité de I'espace de Banach X*) est une partie

X est isométrique & un sous-espace Y d’un Banach, s’il existe une application linéaire continue 7" : X — Y vérifiant
|Tz|y = ||z||x pour tout x € X.
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compacte, convexe et métrisable ([46] pages???). Nous pouvons maintenant définir une
isométrie J de X dans ¢ (K) par

J(x)(k) :=k(x) =2"(k), VexelX, keK.

J est clairement linéaire, que J(z) € € (K) résulte de la définition de la topologie o(X*, X),
vérifions enfin que J est bien une isométrie. Pour tout k € K, x € X

[J(@) (k)] = [k(2)] < [[k]lx-l[z]lx < ll2]lx

la premiere inégalité résulte de la définition de la norme sur X* et la seconde du fait que K
est la boule unité de X* (i.e. ||k||x+ < 1). Ainsi

17 ()l () = sup | J () (k)| < [l x-
keK

L’inégalité contraire est une conséquence d'un corollaire du théoreme de Hahn-Banach ([46]
page ....) : pour tout z € X il existe k, € K telle que k,(x) = |||/ x. Alors

1T (@)l ) = T(2) (k) = k()| x
soit finalement ||J(z)||#x) = ||z]|x, Yo € X : J est bien une isométrie.
> Seconde étape : ¥(K) est isométrique a un sous espace de € ([0,1]).

Puisque K est un espace compact convexe métrisable, il existe (c’est la seconde remarque
de @) une surjection continue ¢ : [0,1] — K. L’opérateur de composition défini sur € (K)
par

T(HE) = f@@), telo1]

est un opérateur linéaire de € (K) dans €([0, 1]), c’est une isométrie car

IT(f)lleqoay = sup [f(&(8))] = sup |f(k)| = || fllew)
te(0,1] keK

par surjectivité de 1. Q

i/ Remarques : Dans l'article cité dans I’énoncé on trouvera d’autres applications, par
exemple
o Un ensemble convexe « universel » :  Pour tout d € N*, il existe un compact convexe
K C R¥*2 tel que tout compact convexe de R soit isométrique a 1'une des faces de K.
> (Rudin, 1973) 1l existe une suite uniformément bornée d’applications strictement posi-
tives (fn)n continues sur [0, 1] (on peut méme prendre des polynomes) vérifiant

~ fu(x) — 0 pour tout z € [0, 1].

~» Pour toute suite non bornée (\,), de réels positifs, il existe z € [0,1] telle que
limsup, Anfy (x) = 0.

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne

129/408

Exercice 114 (Sur les espaces de Baire ) [410]
Sotent X un espace topologique, Y un sous-espace de X

@ Soit ACY un ensemble fermé d’intérieur vide (dans Y ). Montrer que A est
rare dans X i.e. A = 0.
O Si ACY est maigre dans'Y, montrer qu’il est maigre dans X .

® Dans un espace de Baire, montrer que le complémentaire de toute partie maigre
est un espace de Baire.

O Montrer qu’un espace de Baire séparé et sans points isolés est non dénombrable.

©® Sinon, 'adhérence de A dans X est d’intérieur non vide : il existe donc un ouvert O de

X tel que a¥ # () et par conséquent, tout fermé de X contenant A contient O. Soit F' un
fermé de Y contenant A : il existe un fermé L de X tel que F=LNY. AC F=LNY
implique A C L et par suite O C L. Ainsi, pour tout fermé F' de Y contenant A: ONY C F,
donc

ONFcA .

Il ne reste plus qu’a vérifier que 'ouvert O N F' est non vide : si ¢’est le cas, comme O est un

ouvert non vide de A" on aurait ONY =@ et ACY = ONA=0soit OC (X\ZX)
ce qui est absurde!

® Soit A C Y une partie maigre de Y. A est donc contenue dans un réunion dénombrable
de fermés (de V') d’intérieur vide (dans Y) i.e.

Ac|JF., F.=F ., F,=0

Avec @ les F), sont rares dans X et comme A C ﬂnEX est maigre dans X comme réunion
dénombrable d’ensembles rares (dans X).

® Soit Y C X une partie maigre d’un espace de Baire X. Supposons que Z = X \ Y ne
soit pas un espace de Baire, i.e. il existe une suite (F},), de fermés (de Z) d’intérieur vide tels
que Z = U, F,, autrement dit Z est maigre dans Z et vu @, Z est maigre dans X. Ceci est
absurde car l'espace de Baire X = Y U Z serait maigre comme reunion de deux ensembles
maigres. CQFD.

® Soit X un espace de Baire séparé et sans points isolés, les singletons sont alors fermés
d’intérieur vide et X ne peut étre dénombrable (sinon X = U,{a,}....). Q
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Exercice 115 (Un espace de Baire A C R non dénombrable et de mesure nulle

)

Soit {a,} une partie dénombrable dense dans [0, 1]. Pour tout € > 0 et tout entier
n € N on pose :

On(e) =lan — 27", a, +27"[, 0. =[0,1] N[ J Ou(e).

n>0

Montrer que A = ﬂ O1p est un espace de Baire non dénombrable de mesure de
p=1

Lebesgue nulle.

> Par sa définition, O, est un ouvert de [0, 1]; contenant la suite {a,}, il est aussi dense.
Comme « dans un espace de Baire le complémentaire de toute partie maigre
est encore de Baire » (voir l'exercice précédent) : pour montrer que A est de Baire,
il sera suffisant de montrer que son complémentaire (dans [0,1]) est maigre (i.e. réunion
dénombrable d’ensembles rares). Or

0,1]\ A= Up21[07 1]\ Oryp = U ([O, 1]\ m On<1/p)) = Ule Fy

p>1 n>1
N

J/

~
fermé de [O, 1] car [ de fermés

les fermés F), = [0,1] \ Oy, sont visiblement d’intérieur vide (sinon I'ouvert O, éviterai un
ouvert ce qui est absurde puisqu’il est dense car contenant la suit dense {a,}) : A est bien
un espace de Baire.

o Pour montrer que A n’est pas dénombrable on s’appuie sur le résultat suivant « un
espace de Baire séparé et sans points isolés est non dénombrable » (voir I'exercice
précédent). Montrons donc que A est séparé et sans points isolés.

> Soient x # y dans A = N,0,, et posons § = | —y|. Le diametre de O, (1/p) vaut 2/p2"
qui est < ¢ des que p est suffisament grand et ceci pour tout n € N. Pour un tel choix de
p, il existera n, € N tel que x € O, (1/p), alors y € O, (1/p); mais comme y € A il existe
ny # ny € N tel que y € O,,(1/p) : A est bien séparé.

> A contenant la suite dense {a,} est sans points isolés.

o A est enfin de mesure de Lebesgue nulle car pour tout £ > 0
MA) S AO0) <D A0a(e) = ) 227" = 2.
n>0 n>0

D’ot le résultat. 3

Exercice 116 (Baireries : sur les applications f : R?> — R séparément continues

)

Soit f : R? — R une séparément continue. Si f est nulle sur une partie dense de
R2, montrer que f est identiquement nulle.
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Sinon, il existe (a,b) € R? tel que |f(a,b)| = ¢ > 0. L’application y — f(a,y) étant par
hypothese continue sur R donc au point b, il existe € > 0 tel que

(X) [fla,y)| = ¢/2,  Vye€lb—eb+el
Si on pose pour tout k € N*

Er={y€lb—cb+e|: |f(x,y)| >c/4, Vx €la—1/k,a+ 1/k[},
on aura, avec (X)

Jb—e,b+el= UEk

k>1

Par le théoreme de Baire, 'un au moins des ensembles Ej, disons FE,, est non rare (i.e.

o

E,, # 0) et il existe un intervalle ]a, 3[C E,,. Il n’est maintenant pas difficile de vérifier que
) @)l > e/t V(@) €la—1/m,a+1/mlx]a, g

ce qui fourni la contradiction désirée.

Pour vérifier (¢/), soit (z,y) €la — 1/m,a + 1/m[x]a, B[. Comme y €]a, B[C E,, C B, il

existe une suite (y,), dans E,, convergente vers y et la continuité de = — f(z,y) implique

(1im (@,p) = (2.9) & (@,p0) €la—1/m,a+1/mlx]a,B]) = (|f(z,y)] = ¢/4).

n—oo

soit (¢). a

Exercice 117 (Applications linéaires dans un espace vectoriel normé )
On considére les deux normes sur R[X| définies pour P =Y, a, X* € R[X] par

N(P)=> laxl,  No(P) = sup |P(a)e |
k e
Dans les espaces vectoriels normés (R[X], N1), (R[X], N1) étudier la continuité des
applications
. BRI  [RIX] — R[]
P—T(P)=P(X+1) Q P L(P) = PQ

&) Que Ny, N, soient deux normes sur R[X] ne mérite ici aucune précision (ne pas oublier
tout de méme de justifier que Ny(P) # +00....).

©® On a pour tout n € N*

N(X") =1 et N(T(X")=N(X+1") =) Cr=2"
k=0
'existence d’une constante C' > 0 telle que N{(T'(P)) < C'N1(P) est donc sans espoir : T
est un endomorphisme discontinu de (R[X], Ny).
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® Ecrivons pour P € R[X]
No(T(P)) = sup | P(z + 1)e7 |
z€eR

= sup |P(y)e_|y_1|| ouy=ux+1,
yeR

< esup| P(y)e | = eNy(P)

yER

ou l'inégalité est justifiée car |y — 1| > |y| — 1 et donc —|y — 1| < 1 — |y|. T" est donc un
endomorphisme continu de (R[X], N3) de norme inférieure ou égale a e.

® Soit Q = ZZ:O b X", comme

d

(1) Lo(P) = beLx«(P)
k=0
il est suffisant, pour démontrer la continuité de L, d’établir celle des applications Lxn, n €
N. Or,
deg(P)

(2) Ni(Lx(P)) = Niy(X"P) = Ni()_ ax X"™) = Y |ay| = Ni(P).

k k=0

ie.Vn €N, Ly € Z.((R[X], Ny)). De la, (1) et (2) donnent, pour tout polynome P

Ni(Lo(P)) <) b Ni(Lxe(P)) = Ni(Q)N1(P).

k=0
Lg est donc un endomorphisme continu de (R[X], N;) de norme inférieure ou égale a N;(Q)

(et en fait égale en considérant P = 1).

O Il reste a étudier la continuité de Ly pour la norme Ny. Commencons par un petit calcul,
pour N € N*

sup |xNe_|x|‘ = sup |mNe_|$|‘ = NVe™V
z€R zeRy

ott la premiere égalité résulte de la parité ou imparité de = — Ve 1l la seconde étant une
banale étude de fonction. Il en résulte aussitot que pour n,m € N*
No(Lxn(X™))  (n+m) " e ™
Ny(Xm™) mme=m

n m
= (1 + —) (n+m)te ™™ ~ m"

m m—00
et n > 1 implique que lim,,, .., m"™ = +o0 : les applications Lx» sont donc discontinues pour
tout n > 1.
Une combinaison linéaire d’applications discontinues n’ayant aucun raison d’etre disconti-
nue, on ne peut en déduire immédiatement 1’éventuelle discontinuité de Ly = ZZ:O b L xr.
Toutefois nous n’en sommes plus trés loin car pour () de degré supérieur ou égal a 1 et
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neN:
Ny(Lg(X™)) _ suD.er ‘(bo +bix+--+ bdxd)x"e_‘xw
N2(Xn) o nte—"n
bo + bin 4+ - - + bgn®)ne "
Z ‘(0 1n dT )ne ‘ N |bd|nd_>_’_oo Ca}rd21.
nte=" n—00 n—00

Lq est donc discontinue pour la norme Ny dés que () est non constant. Si () est constant,
Lg = Mgx) : elle est continue. |

Exercice 118 (Sur la norme d’une forme linéaire ) [10], 2005.
Soient E un espace vectoriel normé, v € E' une forme linéaire continue non iden-
tiquement nulle sur E. Soit e € E tel que 1p(e) # 0. Montrer que

[ (e)]
[l = dist (e, ker(1))

On peut commencer par remarquer que ¥ (e) # 0 et ker(y)) fermé assurent que dist(e, ker(¢))) >
0.
Pour z € ker(¢)) nous avons

[W(e)l = lb(e — )| < [l[¢ll] lle — ],

soit, en passant a la borne inférieure lorsque x décrit ker(z))

[ (e)] < [[[]]|dist (e, ker(y))).

Pour obtenir 'inégalité inverse, par définition de la norme |||¢]|], il est équivalent d’établir

¢ ()l

() Yy e B, )| <€ ol

Cette formule évidente si ¥(y) = 0, est aussi homogene en y : il est donc suffisant (quitte
a remplacer y par yiy(e)/v¥(y)) de I'établir pour y € E vérifiant ¢ (y) = ¢(e). Dans ce cas,
y — e € ker(¢)) qui implique (classique) dist(e, ker(y))) = dist(y, ker(v)) > ||y||, et

lyll Iyl
< = —_—
Wl < WWIEEE Y ~ YW a5t ker(e)
d’ou (X), ce qui fallait démontrer. a
Exercice 119 (Applications linéaires continues et compacité ) [10], 1977

Soit K un compact de R® d’intérieur non vide (i.e. 3a > 0 : B(0,a) C K); et
soit L :={u € LR : u(K)C K}. Montrer que L est une partie compacte de
Z(RY).

L’hypothése 3a >0 : B(0,a) C K est-elle nécessaire ?
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i Z(R?) est de dimension finie (d?), il est donc suffisant de montrer que L est fermé
bornée dans £ (R?).

> L est borné : B/(0,a) C K car K est fermé; comme K est aussi borné, il existe b > 0
tel que K C B/(0,b). Par conséquent
x

x d . ul a—7—r f
Vo eRY\ {0} ( H$||) € K C B/(0,b)

o (vzeRN{0} : u@)l < Flall) = (Il < 7).

. a

> L est fermé : Soit (u,), une suite dans L qui converge vers u € L(R?). Pour tout x € K
et tout n € N, u,(x) € K; par conséquent u(z) = lim, u,(x) € K puisque K est fermé :
u € L.

= Si K est d’intérieur vide, la proprieté peut étre fausse : par exemple, si K C H = Rt x{0}
(hyperplan de R?) toute affinité d’hyperplan fixe H et de vecteur directeur eq = (0,...,0,1)
conserve K et est donc dans L, mais ’ensemble de ces affinités n’est visiblement pas bornée
(considérer u,, definie par u,(e;) =e;, (1 <i<d—1) et u,(eq) = ney). a

Exercice 120 (Trois preuves du théoreme d’approximation de Weierstrass tri-
gonométrique )

Soit f € Gar, montrer qu’il existe une suite de polynomes trigonométriques qui
converge uniformément sur R .

O Commencer par montrer qu’il existe une suite d’applications affines par mor-
ceaux et 2m-périodiques qui converge uniformément sur [—1, 1] vers f puis conclure.
Conclure.

@ En utilisant le théoreme de Fejer.

® ([17]) Une troisiéme approche plus constructive. On considére pour tout n € N

fo(x) == (f xuy)(z) = /0 7rf(gr: —tu,(t)dt, x€R,
Un(t) = cp(1 +cos(t))”, tER avec c,' = /%(1 + cos(t))"dt.

a) Montrer que pour tout n € N, f,, est un polynéome trigonométrique.
b) Montrer que la suite (f,), converge uniformément vers f sur R.

O Soient f € %5, et ¢ > 0. Par continuité uniforme de f sur R, il existe 6 > 0 tel que
|z —y| < § implique |f(z) — f(y)| < €. Pour n € N*, considérons la subdivision o,, de pas
constant 27 /n de l'intervalle [0, 27]; alors 2w /n < ¢ assure que I'application 27-périodique
continue f,, égale a f en chaque point de la subdivision et affine par morceaux sur [0, 27]
vérifie || f — fullo < e. En outre, chaque application f,, est continue sur R et de classe ™ par
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morceaux : la suite des sommes partielles de Fourier (Si(f,))r est donc (avec le théoreme
de Dirichlet) une suite (de polynémes trigonométriques) qui converge uniformément vers f,,.
Comme

Hf - Sk(fn)Hoo < “f - anoo + ”fn - Sk‘(fn)Hoo

le résultat suit.

® Les sommes partielle de Fourier de toute application f € %5, convergent au sens de Césaro
uniformément sur R vers f (c’est le théoreme de Fejer). D’ou le résultat.

® = a) On vérifie sans peine la continuité et la 2r-périodicité des applications f,, qui implique
que (f xuy)(x) = (u, * f)(x) sur R. Les applications u,, étant visiblement des polynémes
trigonométriques de degré n, nous pouvons écrire

f@) = [ s tui= [ e -oi= [ 03 a0
0 0 k=—n
= i ae® " f(t)e *at = i ap2meg(f)e*”
k=—n 0 k=-n

> b) Soit # € R, comme ["_u,(t)dt = 1, on peut écrire si 0 <6 <

() |—‘/ fla—1) = f( ))un(t)dt‘

g/_5,f<x_t> @)t dt+</ /)2\|fuooun> (%)

Soit £ > 0 par continuité uniforme de f sur R, il existe § €]0, 7| tel que |z — y| < § implique
|f(z) = f(y)] < e. Avec un tel choix comme u,, est paire et d’intégrale égale a 1 sur [0, 27]

o)~ s << [ witars ([ :+ )2 nra
g5/:un(t)dt+4||f||oo/;un(t)dt:5+4Hf||oo/;un(t)dt W)

Comme le cosinus, u,, décroit sur [0, 7] et donc

/ un(t)dt < me, (1 4+ cos(d))",
5
il ne reste plus qu'a majorer convenablement ¢, i.e. minorer ¢,
— = 2/ (14 cos(t))"dt > 2/ (1 + cos(t))" sin(t)dt
0 0

5 { (1 + cos(t ”+1T ont2

n+1 |, n+l

Soit finalement pour tout ¢ > 0, il existe § €]0, 7| tel que pour tout n € Net x € R

|[fo@) = f(@)] <&+ 7| flloe (HC_OS(‘S)

5 ) (n+1) <2 sin>n.
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(car (14 cos(0))/2 €]0, 1] assure que le second terme tends vers 0 avec n). En resumé nous

avons

Ve, dn. : n>n. sup|fu(z) — f(2)] <e.
zeR

La suite de polynomes trigonométriques (f,), est donc bien uniformément convergente sur

R vers f 4
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CHAPITRE 4

CONTINUITE

Exercice 121 (Les algeébres ¢°(]0, 1], R) et €*([0, 1], R) sont-elles isomorphes ?)
[10]-2006.

Eziste-t-il un isomorphisme d’algébres entre €°([0,1],R) et €*([0,1],R) ?

Supposons qu’il existe un tel isomorphisme :
¢:€°([0,1,R) — €'([0,1],R),
et observons que les éléments inversibles des algebres €°([0,1],R) et €*([0,1],R) sont les

fonctions qui ne s’annulent pas sur [0, 1].

> Désignons par 1 la fonction constante égale a 1, on a

¢(1) = ¢(1-1) = ¢(1)
I'application continue ¢(1) vérifie donc ¢(1)> — ¢(1) = 0, par le théoreme des valeurs in-
termédiaires on a ¢(1) = 1 ou ¢(1) = 0 et cette derniere possibilité est a exclure puisque
¢ est un isomorphime : ¢(1) = 1. Il en résulte immédiatement que la restriction de ¢ aux
applications constantes est I'identité. Il en résulte aussi que f € €°([0,1],R) est inversible
si et seulement si @(f) est inversible dans ([0, 1], R).

2 On note e la fonction e : t — t. Soit f € €°([0, 1], R) définie par ¢(f) = e.

La fonction f ne prend que des valeurs positives. En effet si o < 0 est une valeur prise par
f alors t — f(t) — a n’est pas inversible dans ([0, 1], R) et par conséquent son image par
¢ non plus. Mais t — ¢ — « est inversible dans ([0, 1], R), donc f > 0 et on peut donc
considérer g = +/f € €°([0, 1], R) qui doit vérifier

vte[0,1], ¢(g)*(t) =t et ¢(g) € €'([0,1],R),
soit ¢(g)(t) = vt € €'([0,1],R) ce qui est absurde. Dot la contradiction. a

Exercice 122 (Automorphisme d’algébre de ¥(R% R) ) [10]

Soit K un compact de € (RY). Montrer que tout automorphisme d’algébre unitaire
de € (R R) est une isométrie pour la norme uniforme.

Comme dans Pexercice précédent, les fonctions inversible de €' (R?) sont celle qui ne s’an-
nulent pas sur K et ¢ unitaire assure que f inversible équivaut a ¢(f) ou ¢(f~1) inversible.
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Notons ¢ un tel morphisme et soit f € €(R?). Il existe 2y € K tel que | f(xo)| = sup,ex |f(z)| =
| fllo €t quitte & considérer —f on peut supposer que ||f||.c = f(zo). L’application g :=
f — f(z9)1 (1 est la fonction constante égale a 1 sur K') est par conséquent non inversible
dans € (R?), il en donc de méme de son image ¢(g) = é(f) — f(xo)1. Ainsi, il existe 7, € K
tel que ¢(g)(z1) = 01i.e. ¢(f)(z1) = f(xo) qui implique [|A(f)]loo = ||f]|oo- L'inégalité inverse
s’obtient de la méme maniére en considérant cette fois ¢~!. Q

Exercice 123 (Sous-algébres de dimension finie de €°(R,R) ) [15]

Déterminer les sous-algébres de dimension finie de €°(R,R).

Il suffit de remarquer que pour toute application non constante f € €°(R,R), la famille
(f™)n est libre. En effet, une relation de liaison A\g + A f + -+ + A\gf? = 0 assure que le
polynome P = Ao + M X + -+ + \gX? s’annule sur I'image de f qui est un intervalle non
réduit a un point d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et les hypotheses sur f : P
est donc le polynome nul. La seule sous-algebre de dimension finie dans ¢°(R,R) est celle
des fonctions constantes, elle est de dimension 1. a

Exercice 124 (Propriété des valeurs intermédiaires et monotonie impliquent
la continuité )

Montrer que toute application strictement monotone f : [a,b] — R qui vérifie la
propriété des valeurs intermédiaires est continue.

Sans perdre de généralité supposons [ strictement croissante. Soit ¢ €]a, b[, on a donc :

sup f(@) i= fle-) < f(0) < fer) = inf f(a).

alz<c

Supposons un instant que f(c) < f(cy). Par définition de f(c,) il existe une suite (x,), C
le, b] qui vérifie
{limn_,+oo T, = C,
litt o f() = f(c2).
f étant croissante
f(za) 2 fles) > f(e), VneN

mais la propriété des valeurs intermédiaires nous assure qu’il existe
d €lc,b] tel que f(d) = f(cy).

de sorte que

(V) inf f(x) > inf f(x)= f(d).

c<z<d T e<a<b

D’autre part, avec la stricte monotonie

(%) inf f(z) < f(d),

c<x<d
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les formules (¢) et (X) sont contradictoires et par conséquent f(cy) = f(c). On procede de
méme pour f(c_) et les extrémités a,b : f est bien continue. d

Exercice 125 (Baireries ) Soit f : |0, +oo[ une application continue telle que

_ T
V>0, nE&J<ﬁ>—O
A-t-on

lim f(z)=0 7

z—04

Définissons pour € > 0 et tout entier k € N
x
newof oo (@) <o)
c={0}U()4z>0: |f —)| <<
n>k
f étant continue, chaque ensemble F} est fermé et vu les hypotheses sur f
k>1

On peut donc appliquer le théoreme de Baire : un au moins des F}, disons Fj, possede un
intérieur non vide. Il existe donc a > 0, § > 0, kg € N tels que

]CL —d,a+ 5[C Fip
quitte a diminuer ¢ on peut toujours supposer que a < k%.

Soitalors 0 <z <detn= [%],alorsa—éga—xgnx<a<a+§etnstibienque
nx € Fy, qui implique

@ =] (5| <=

En résumé, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que 0 < x < ¢ implique |f(z)| < € i.e.
lim f(z) =0,

z—04

et la réponse est oui. d

Exercice 126 (L’équation fonctionnelle de Cauchy f(z +y) = f(x) + f(y) ) 5]
Détermainer suivant leurs propriétés les fonctions f : R — R vérifiant

(%) fle+y)=flx)+fly), VzyekR

Une fonction vérifiant 'équation fonctionnelle () sera dite additive.
@ Toutes les applications linéaires f(z) = az, a € R sont additives, mais comme nous
le verrons, sous I’hypothese de I'existence d’une base de Hamel de R (i.e. avec I'axiome du
choix) on peut construire d’autres solutions qui seront tres fortement discontinues.
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@O Si f est additive, alors f(qx) = qf(z), V(¢g,x) € Q x R. En effet, si x € R, nous
avons f(2x) = f(x +z) = f(z) + f(z) = 2f(x) et par une récurrence élémentaire f(nz) =
nf(x), Vn € N. En outre de f(zx) = f(z +0) = f(z) + f(0) nous avons f(0) = 0, puis
0=7(0)=f(z—2)= f(z)+ f(—=x) soit f(—z) = —f(x), Vo € R et finalement f(nz) =
nf(z), Vn € Z. En remplacant maintenant « par z/n : f(z) = nf(%) soit f(%) = X f(x) et
enfin, en remplagant z par ma : f(22) = 1 f(ma) = 2 f(z).

® Si f est continue et additive sur R, alors f(x) = ax = f(1)x (i.e. [ est linéaire). Par la
seconde étape f(x) =z f(1), Vo € Q et par continuité, cette égalité s’étend a tout R.

O Si f additive, est continue en au moins un point ¢ € R alors f est linéaire. f continue
au point ¢ implique lim. o (f(c+¢) — f(¢)) = 0 = lim._¢ f(¢) = (f continue a 'origine).
Alors vu que pour tout réel z : f(z +¢) — f(z) = f(e), f est donc continue en z, donc sur
R et finalement linéaire vu (3).

© Si f additive est bornée sur un intervalle alors f est linéaire. On peut méme encore
affaiblir cette derniere hypothese en ne demandant & f d’étre bornée seulement sur une
partie E de R telle que 'ensemble E := {x — y, x,y € E} contienne un voisinage de

l'origine (par exemple I'ensemble de Cantor C' — C' = [—1, 1]). Supposons donc qu’il existe
d >0 tel que {|t| < d} C E, il existe z,y € E tels que t=x—y.
Si [ f(2)] < M sur E, nous avons pour tout ¢ €] — 6,6 : |F(D] = |f(z —y)| = |f(z) — f(y)] <

2M ; par suite pour |u| < £ nous aurons | f(u)| =n llf(nu)] < 2M i bien que f est contmue
a lorigine et donc linéaire par ’étape (4). on peut aussi conclure de la manidre suivante :

:U E R, soit 7 € Q tel que |z—r| < dn~!, nous avons : |f(x)—xf(1)| = | f(z—r)+(r—2x) f(1)] §

My 6|f( U n étant quelconque f(z) = zf(1).

@ Si le gmphe de f additive n'est pas partout dense dans R? alors f est linéaire. Pour cela
considérons deux points (z1,Z2), (y1,y2) € R? non proportionnels, i.e. tels que z1ys # Toy;.
Pour tous réels a,b € R, et étant donné € > 0 il existe alors deux rationnels r et s tels
que |rzy + sz — a| < € et |ry; + sys — b| < e (car le discriminant du systéme uz; + vry =
a & uy; + vy = b est 1y — woy1 # 0 et Q? dense dans R). Supposons donc f non linéaire,

il existe deux réels x1, x5 tels que %11) #* %”) et vu la remarque précédente pour tout

2

(a,b) € R? et & > 0 il existe (r,s) € Q* tel que |f(rzy+sxe) —b| = |rf(z1) —sf(x2) —b| < ¢
et |rxy + sxe — a| < £; autrement dit le point du graphe de f : (ra; + sxq, f(rax; + sxq)) est
a une distance plus petite que € de (a,b) : le graphe de f est donc bien dense dans R2.

On peut aussi procéder de la maniere suivante : si f n’est pas linéaire pour montrer que son
graphe est dense dans R? vu que f(z +v) = f(z) + f(y), 7,y € Ret f(r) =rf(1), r€Q
il est suffisant de montrer que I'image de tout voisinage de l'origine est dense dans R ou
de maniere équivalente dense dans Q : soient ¢ € Q%, 0 < e < 1. Nous savons (6), que f
est non bornée sur |0, e[, supposons par exemple supy.,.., f(z) = 400, il existe alors un
entier n > g/e et s €]0,¢[ tels que n +1 > f(s) > n si bien que f(gs/n) = Lf(s) vérifie
q+e> @ > f(gs/n) > q avec © €]0, g[. En résumé, pour tous € > 0, ¢ € Q% nous avons
construit s €]0, e[ vérifiant |f(s) — q| < € (et si ¢ < 0 on applique ce qui précede a —q et on
utilise 'imparité de f) f(]0,e[) est donc dense dans Q et par transitivité, dans R.

@ Fuistence de fonction sous-additives non linéaires. Avec 'axiome du choix, on peut
considérer R comme un Q-espace vectoriel (de dimension non-dénombrable), il existe donc
une famille (non dénombrable 7 = {e;};c; C R telle que pour réel z s’écrive de maniere
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unique sur la forme xr = Zie ;Tie; ou les x; sont dans Q et sont nuls, sauf peut-étre un
nombre fini d’entre-eux (ie x = > ", x;, ;) c’est une base de Hamel.
On considere alors la fonction f définie sur 5 de la maniere suivante : soit h € 7 et

0 si xzes\{h}

L

et, pour un réel arbitraire

T =xhen ot ae, o fle) = flen) 4o+, fe,)
Vu la définition d’une base de Hamel, f est parfaitement définie' et il est facile de vérifier
qu’elle ne peut étre linéaire puisque pour tout x € 5 \ {h} :

h

o 1@ 1)
x h

O Du méme tonneau : les fonctions mid-converes. Une fonction f : R — R est dite

mid-convexe si

2 — 2
Toute fonction convexe est mid-convexe et il n’est pas difficile de démontrer qu'une fonction
mid-convexe continue est convexe. L’existence de fonctions mid-convexes qui ne soient pas
convexes dépend encore une fois de l'axiome du choix. L’axiome du choix étant admis,
considérons une base de Hamel (b;); de R et soit encore une fois f définie sur R par

1€l 1€,

f (:U—l—y) < 1(]‘?(:)3)4—f(y)), V,y € R.

f est mid-convexe mais en choisissant des valeurs convenables pour f(b;) il n’est pas difficile
de faire en sorte que f ne soit pas convexe. d

Exercice 127 (Les fonctions mid-convexes ) [5], [43].

O Soit I un intervalle de R, f : R — R une application continue; montrer que f
est convexe sur I si, et seulement si elle est mid-convexe, i.e.

(X) f (“y) <lt@)+ %f(y), Vryel.

2

@ [Lriste-t-il des applications mid-convexes mais non convexes ¢

©® Toute application convexe est bien entendu mid-convexe®; pour la réciproque, classique
mais plus délicate, on propose deux solutions :

Lavec cette construction il est méme clair que toute application g : # — R se prolonge en une fonction additive sur R

20u encore J-convexe en hommage & J.L.W.V.Jensen qui introduit cette notion en 1906.
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> Premiere solution :  C’est la plus classique, mais aussi peut étre la plus délicate a pré-
senter pour un oral, elle consiste a prouver (X) sur une partie dense de I puis de la prolonger
a tout I'intervalle par continuité. On procede par étapes en démontrant successivement

1 — 1 —
(1) f(Q—nZZB]) SﬁZf(%’), VneN z; el
j=1 j=1

(2) f(%;%) < %;f(ffj), VneN z; el

(3) fge+(1-5)y) < 5@+ (1-5) f).  YmneN, zyel
Par densité® de {2, m,n € N*} dans [0,1], la continuité de f sur I permet d’étendre (3) &
tout p € [0,1] i.e.

flpr + (1 =ply) <pflx) + (1 —-p)fly), Va,yel, pel01]

f est bien convexe sur I.

> Seconde solution :  Elle (voir [16]) repose sur le théoréme des valeurs intermédiaires.
Si f n’est pas convexe il existe a < ¢ < b tels que le point (¢, f(c)) soit au dessus de la
corde reliant les points (a, f(a)) et (b, f(b)); et quitte a retrancher a f la fonction affine
(donc convexe donc ne modifiant pas la quantité f (ITW) — %f(m) — % (y)....) . — f(a) +
W(z — a), on peut supposer que f(a) = f(b) = 0 et dans ce cas f(c) > 0.

Alors, 'ensemble { z € [a,c] : f(z) = 0} est non vide (il contient a) majoré et fermé (f est
continue) : il admet donc un plus grand élément u qui est strictement plus petit que ¢ car
f(c) > 0. Par le théoreme des valeurs intermédiaires et la définition de u, f est strictement
positive sur |u, ¢]. De la méme maniére, on démontre I'existence d’un point v €]c, b[ tel que
[ soit strictement positive sur [¢, v[. Mais alors f(*£%) > 0 alors que f(u) = f(v) = 0 ce qui
exclu la réalisation de (X) sur l'intervalle.

® Avec 'axiome du choix, on peut construire des fonctions mid-convexes non convexes,
ce sont des objets pathologiques nulle part continus donc le graphe est dense dans R?, nous
les avons deja rencontrés (et construits) dans 'exercice précédent, question ©. a

Exercice 128 (L’équation fonctionnelle f(\/x2? + y2) = f(z)f(y) dans €°(R).
)

Montrer que les solutions continues sur R et non identiquement nulles de l’équation
fonctionnelle

(X) fWa?+y?) = f(@)fy), YayeR
sont de la forme f(z) = f(1)*".

3La densité est immédiate : pour tout intervalle ]a, b[C [0, 1] considérer n > 1 tel que b —a > 2%, alors, par le principe des

tiroirs, un multiple de 2% se trouve forcément dans |a, bl.
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> f n’étant pas identiquement nulle, il existe a € R tel que f(a) # 0 et comme
f(@)f(a) = f(Va? +a?) = f(—x)[(a),
il en résulte que

flx) = f(=x) = f(lz]), z€R,

et il est donc suffisant d’étudier f sur R,.
o Montrons par récurrence sur n € N* que
f(zy/n) = f(z)*, VzreR, neN.

L’assertion est clairement vraie pour n = 1, si on la suppose vraie au rang n > 1, alors

flavn+1) = f(lzVn+1) = f(/(zvn)? +22) = f(zvn) f(z) = f(2)" f(z) = f(z)""
d’ou la propriété au rang n + 1.

> On a alors pour p,q € Q*

f) = f(pl) = F(1-/p?) = F(P,

mais aussi
2

s = b = £ (BvE) =1 (2)
soit finalement

f (]3) PP i (1) > 0
q

La formule (X) est vérifiée sur Q et donc sur R (par densité de Q dans R et continuité de
f) lorsque f(1) > 0. Il reste donc a examiner les autres cas :

~+ Si f(1) =0, alors f = 0 sur Q puis sur R et ce cas est exclu.
~» Supposons enfin f(1) < 0, la formule établie plus haut donne pour p,q € Q* avec p pair
et ¢ impair

2

f (g) - ray*

qui implique f(p/q) > 0 puis (toujours par densité-continuité) f > 0 et f(1) > 0 ce qui est
contradictoire. a

i Remarque : On peut aussi vérifier aisément que I'application g définie pour = € R,
(si cela a bien un sens) par g(x) = log f(1/) est solution de I’équation fonctionnelle de
Cauchy g(z 4+ y) = g(x) + g(y) étudiée dans Pexercice précédent. Etant comme f continue

. 2 . .
nous aurons ¢(z) = zg(1) puis f(z) = f(1)* . Bien entendu, pour que cet argument tienne
parfaitement la route il faut s’assurer que g soit bien définie sur R, i.e. f(y/z) >0, Vo € R,
ce que nous avons effectivement vérifié dans ’autre démonstration.
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Exercice 129 (Continuité et connexité : le théoreme de Borsuk-Ulam) [412]
Soit f une application continue du cercle unité S* C R? dans R. Montrer qu’il
existe sur le cercle deux points diamétralement opposés (antipodauz) en lesquels f
prends la méme valeur.

Soit f : S' — R une application continue, considérons g : S' — R définie par g(z) =
f(z) = f(=2), z € St. Comme S! est un connexe de R? et que g est continue, g(S') est
un connexe de R, donc un intervalle. En outre vu que g(—z) = —g(z), cet intervalle est
symétrique par rapport a lorigine : 0 € g(S'). 1l existe donc z € S! tel que f(z) = f(—=2)
d’ou le résultat.

i Remarques : = Une telle fonction n’est donc pas injective et par conséquent S*
n’est homéomorphe a aucune partie de R (pour un tel résultat on peut plus classiquement
si un tel homéomorphisme existe considérer sa restriction & S' moins un point (qui reste
connexe!) mais dont I'image ne le reste plus...).

>  On peut aussi considérer (c’est en fait la méme preuve..) la fonction g : 0 € [0, 7] —
g(0) = f(?) — f(*), vu que g(0) = —g(7) il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires pour conclure.

o En guise « d’application », sur tout méridien terrestre il existe donc a chaque instant
deux point antipodaux en lesquels la température est la méme. On peut aussi démontrer
qu’a chaque instant il existe sur terre deux point antipodaux pour lesquels température et
pression sont identiques.

o Une autre belle application est le « probleme de gateau » : pour tout gateau connexe
borné (dans R?...) il existe deux perpendiculaires qui le divisent en quatre parts égales. Voir
I’exercice ci-dessous.

Exercice 130 (Continuité et composition ) [34], 1977
Soient I, J deux intervalles de R et deux fonctions

g:I—J & f:J—R
on suppose g continue sur I et f o g continue sur I ; montrer que f est continue
sur g(I).

Soit donc y € g(I), et supposons f discontinue en y : il existe € > 0 et une suite (y,), C g(I)
tels que

(%) limy, =y et [f(ya) = f(y)] >, VneN

Il existe d’autre part o € I et (x,,),, C I vérifiant
gla) =y & g(zn) =yn
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(il faut ici se garder de croire que la suite (x,), est nécessairement convergente ou méme
admet une sous-suite convergente, mais les pré-images ¢~ ({y, }) nous laissent suffisament de
place pour construire une nouvelle suite elle convergente et ceci par I'intervention judicieuse
du théoréme des valeurs intermédiaires).

Quitte & considérer une sous-suite supposons (¥, ), monotone et méme décroissante (méme
raisonnement si la suite est croissante). Nous avons donc dans g(I)

9(@) =y < Ynt1 < yn < 9o = g(x0), VneN
et dans [

a < xg

(on peut bien entendu avoir I'inégalité contraire, mais le raisonnement est le méme) Les deux
formules précédentes et le théoreme des valeurs intermédiaires assurent pour tout n € N
I'existence d'un réel x!, € |o,x] vérifiant g(x)) = g(z,) = yn. De cette nouvelle suite
inclue dans le compact [a, o] nous sommes donc assurés de pouvoir extraire un sous-suite
convergente (z,, ) de limite [ € [a, 2] C I.

Par continuité de g sur

lim g(z7,,) = 9(I)

mais d'un autre coté, nous avons aussi

liin g(x;%) = 1i]£n g9(xy,) = hin Un, =Y = g()
ainsi
g(l) = g(a).

Et enfin, par continuité de f o g sur I, donc au point [ :

lim f(yn,) = lim f o g(zp, ) = lim f o g(a7,,) = fog(l) = fogla) = f(y).

11 suffit maintenant de remarquer que les deux extrémités de cette formule contredisent (X),

d’ou le résultat.
Q

i/ Remarque : par contre si f o g et f sont continues g n’a aucune raison de 'étre : il
suffit par exemple de considérer

1 six eQ,
—1 sinon. ’

fl@)=2" et g(w)Z{

Exercice 131 (Autour des valeurs intermédiaires) [25]
FExiste-t-il une fonction continue f : R — R prenant exactement deux fois chaque
valeur ?
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Supposons qu’'une telle fonction existe et soient x7 # xo tels que f(z1) = f(x2) = b. Alors
pour tout € R\ {1, 22}, f(z) # b et par suite on a ou bien f(z) > b pour tout x €|xy, x|
ou bien f(x) < b pour tout x €]y, xe[. Dans le premier cas, il existe un unique = €|xy, x|
tel que ¢ = f(zg) = max{f(z), x € [x1,x2]}. En effet, sinon f va prendre sur [z, z,]
au moins trois fois certaines valeurs (faire un dessin si le max est atteint en deux points
distincts, c’est le TVI). Ainsi il doit exister exactement un réel z( en dehors de [zy, x5 tel
que f(zy) = f(zo) = ¢ > b. Mais alors, toujours par le théoreme des valeurs intermédiaires
tous les réels de |b, ¢[ seront atteints au moins trois fois. Contradiction. On procede de maniere
analogue si f < b sur |z, za. Q

i) Remarques : = Voir aussi [5], pages 87-90.
o> Il existe par contre des fonctions prenant exactement trois fois chaque valeurs, il suffit
par exemple si

r+2 s1 —3<xr< -1
g(r) =< - si —l<z<l1
r+2 sil<zx<3

de considérer la fonction f définie par

flz)=g(x —6n)+2nsibn -3 <z <6n+3
Pour vous en convaincre représentez graphiquement f, vous observez une sorte de dent de
scie inclinée qui semble visiblement répondre au probleme...

Exercice 132 (Le théoreme des valeurs intermédiaires) [25]
Soit f : R — R une application possédant la propriété des valeurs intermédiaires
et telle que Vq € Q, f~1({q}) est fermé, montrer que f est continue.

Supposons que f soit discontinue en un point z € R. Il existe alors une suite (x,), conver-
gente vers x telle que (f(z,)), ne converge pas vers f(z). Il existe donc € > 0, une suite
d’entiers n; > k vérifiant

|f(@n,) — f(@)] Z €.
Ainsi pour tout entier k on a f(x,, ) > f(x) +¢ > f(z) ou bien f(x,,) < f(z)+¢e < f(z).
L’une au moins de ces deux inégalités est réalisée pour une infinité de k, sans perdre de
généralité et quitte a extraire une sous-suite supposons que la premiere soit vérifiée pour
tout k. Considérons alors ¢ € Q tel que f(z) + ¢ > ¢ > f(z). Nous avons alors f(z,,) >
q> f(z), Vk € N et f vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, il existe pour tout
ke N,y € (x,2,,) tel que f(yr) = ¢, ce qui ne veut rien dire d’autre que la suite (yx)x
convergente vers x est incluse dans f~'({q}) fermé de R : z € f~'({q}) i.e. f(z) = ¢ ce qui
est bien entendu absurde. d

i Remarques : = Une fonction continue sur un intervalle vérifie toujours la propriété
des valeurs intermédiaires. La réciproque bien entendu est incorrecte, pour en fournir un
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exemple simple il suffit de se souvenir (voir un autre exercice) du théoreme de Darboux
qui dit qu’une fonction dérivée vérifie toujours le théoreme des valeurs intermédiaires et de
construire une fonction dérivable sur R a dérivée non continue, ’exemple standart étant

?sin(l)  sizeR*
0 six = 0.

> On peut aussi contruire ([5],pages 79-80) une fonction nulle part continue mais vérifiant
la propriété des valeurs intermédiaires sur tout intervalle de R, un exemple toutefois bien
délicat et fortement déconseillé pour l'oral...

> pour en savoir plus la lecture de 'article de J.B. Hiriart-Urruty « Que manque-t-il a une
fonction vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires pour étre continue? » ([10], ref.
exacte? 7) est fortement conseillée.

Exercice 133 (Sur les points de discontinuité d’une bijection f : R — R%)
Montrer qu’une bijection entre R et R% possede au moins un ensemble dénombrable
de points de discontinuité.

O Il faut commencer par remarquer que f n’est pas continue sur R. En effet, f continue et
bijective sur R sera strictement monotone, par exemple strictement croissante ; dans ce cas
en considérant xy € R tel que f(xy) = 0 on aurait f(z) > 0 pour z > zg et f(z) < 0 pour
x < 0 ce qui est bien str absurde puisque f(R) =R?%. f n’est donc pas continue sur R.

® Supposons maintenant que f ne possede qu'un nombre fini de points de discontinuité
1 < Ty < -+ < x,. f est alors strictement monotone sur chaque intervalle |—oo, z1], |1, 2],
et par le théoreme des valeurs intermédiaires f(] — oo, x1[), f(Jz1, x2[), ..., f(Jzn, +00[) sont
des intervalles ouverts deux a deux disjoints, donc

R%\ (f(] — 00, z1[) U O fzi, zipa ) U f(J2, +OOD>

possede au moins n + 1 éléments mais de 'autre coté
n—1
R\ <] — 00, 21U U]xiaxiJrl[U]xnv +OO[) ={r1,..., 2}
i=1
f ne peut donc étre bijective. Q

version du 7 mars 2008

ey T, o]



148/408

Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

Exercice 134 (Sur la continuité de I'application réciproque)
Soit f : R — R définie par
V>l f@n)=n fOntl) = — f( =t s
- ’ 2n+1""'n’” 2(n-—1) ’
et f(x) = x pour tout autre réel positif; on prolonge enfin f sur R par imparité.
Montrer que f est bijective, continue & l'origine avec f~1 discontinue en x = 0.

Que f soit bijective, c¢’est clair, on a tout fait pour. f est aussi continue a l’origine car
f0)=0 & [f(z)] <]z

Enfin, puisque

)=2n+1,

f~1 est bien discontinue & l'origine. d

i Remarques : > Cet exemple est un garde-fou contre la tentation d’affirmer que 'appli-
cation réciproque d’une application continue en un point est continue en 'image de ce point :
le théoreme standart du cours impose a f d’étre bijective et continue sur tout un intervalle
ouvert I pour pouvoir affirmer que f~! sera continue sur f(I). En outre la construction est
facile & mémoriser : pour que f~! soit discontinue & 'origine il suffit de construire une suite
ne tendant pas vers zéro telle que son image par f tende vers zéro; ayant envoyé tous les
nombres pairs sur les entiers nous pouvons faire ce que nous voulons des impairs qui sera
notre suite, reste plus qu’a bricoler un peu pour conserver la bijectivité...

> Quitte & modifier légérement f (considérer f2 & la place de f), on peut méme produire
un exemple ol f est dérivable a lorigine (f? est dérivable en z = 0 car |f(z)| < |z| =
f3(x) = o(z?) a Vorigine).

Exercice 135 (Sur la continuité de I'application réciproque, suite)
Soit f une bijection de Z sur Q. Montrer que f est une bijection continue dont
Uapplication réciproque f~1 est partout discontinue.

Z et Q étant tous deux dénombrables, une telle bijection existe. Soit a € Z, pour tout € > 0
si0<n<l:(z€Z&|z—a|l <n) = z=aetparsuite |f(z) — f(a)] =0 < e. f est donc
continue sur Z.

Par contresib € Qet 0 < e < 1il existe pour tout n > 0 un rationnnel c € Q () (Ja — n,a +n[\{a}).
alors f~! étant injective |f~(a) — f7'(c)] > 1 > ¢, i.e. f~! est discontinue au point a. Q1

i) Remarque : C’est cette fois-ci la non-connexité de l'intervalle de départ (ici Z) qui rend
possible la non-continuité de I'application réciproque.
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Exercice 136 (Continuité, topologie)

Soit f : R — R une application continue. Si l'image réciproque par f de tout
compact est compacte, montrer que f est fermée (i.e. l'image par f de tout fermé
est un fermé).

Soit donc F' un fermé de R et b € f(F) il s’agit donc de montrer que b € f(F) i.e. qu’il
existe a € F tel que f(a) = 0.

Il existe une suite (by,),, dans f(F) (i.e. une suite (a,), dans F') telle que lim,, b, = lim,, f(a,) =
b, il faut se garder de croire que la suite (a,), est nécessairement convergente, (ce qui nous
permettrait de conclure sans utiliser ’hypotheése sur f) mais on va voir qu’elle admet une
sous-suite convergente. Considérons le compact K = {f(a,), n € N}U{b}, f~1(K) est donc
une partie compacte contenant la suite (a,), : on peut donc extraire de (a,), une sous-suite
(@n, )k convergente de limite a. Par construction la suite (a,, )r est incluse dans F' fermé :
a € F. f étant continue

fla) = lillgn flan,) = liin bn, =0
C.Q.F.D. Q

Exercice 137 (Continuité)
FExiste-t-il une application continue f de C* dans C vérifiant

exp(f(z)) =2, VzeC* ?

Supposons qu’une telle fonction existe. Alors, pour tout x € R :

exp(f(e)) =€ = g(x) = exp(f(e”) —iz) =1,
mais vu les hypotheses sur f et les propriétés de I'exponentielle complexe

g(R) C 2inZ,
la partie connexe g(R) (g est continue) est inclue dans ’ensemble discret 2i7Z : g est donc
constante
dNeN : g=2iNn
et par suite I'application de R dans C définie par

h(z) = f(e”) =iz + 2iNT
est clairement non bornée. Mais tout ceci est absurde puisque
h(R) = f(U):={z€C : |z| =1}

est compact (et donc borné) comme image continue d'un compact. Contradiction. Q
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il Remarque : le logarithme népérien log : R — R n’admet aucun prolongement
continu a C*. On sait toutefois qu’en otant a C une demi-droite issue de l'origine un tel

prolongement existe (et méme une infinité)

Exercice 138 (Théoréme du point fixe : quelques limites)
Soit f : R — R définie par

r+e” six>1
fla) = {0 |
sinon,

montrer que f réduit strictement les distances et toutefois ne posséde aucun point

fize.

On vérifie facilement que f est dérivable en z = 0 avec f'(0) = 0, elle est donc dérivable sur
R et un calcul élémentaire montre f’(z) € [0, 1[. Avec le théoreme des valeurs intermédiaires,

si x # y il existe ¢ € (x,y) tel que

f réduit donc strictement les distances, mais bien entendu, 1’équation f(r) = z est sans
Q

solution.

i Remarque : le théoreme du point fixe ne s’applique pas ici, en effet, f n’est pas contrac-
tante (ie. A0 <k <1 : Vz Ay eR : |f(x)— f(y)] < klx —y|) elle I'est localement mais
pas globalement (car f'(z) — 1_ lorsque x — +00).
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Exercice 139 (Propriétés topologiques de I'’ensemble des points de disconti-
nuité d’une application ) [27]
Soient (X, dy), (Y,dy) deux espaces métriques.

O Soient0AACXetf : A—Y. Pourx € A on pose
of(z,0) := diam(f(A N B(x,6))), ¢ €R%.
L’oscillation de f au point x est définie par

of(z) = 51}& of(z,9).

Montrer que f est continue en a € A si et seulement si of(a) = 0. Montrer enfin
que pour tout € > 0, Uensemble {x € A : os(x) > €} est fermé dans X.

O Montrer que l’ensemble des points de continuité d’une application f : X — Y
est un Gy (i.e. une intersection dénombrable d’ouverts). Montrer que 'ensemble des
points de discontinuité de f est un F, (i.e. une réunion dénombrable de fermés).
® Montrer que tout F, dans R est I’ensemble des points de discontinuité d’une
application f : R — R.

O Soit A un F, d’un espace métrique X . Existe-t-il une application f : X — R
dont I’ensemble des points de discontinuité soit précisément A ¢

O Soient X un espace métrique complet et f : X — R. Montrer que si f
est limite simple sur X d’une suite de fonctions continues alors [’ensemble des
points de discontinuité de f est maigre dans X (i.e. réunion dénombrable de fermés
d’intérieur vide) ; en déduire que l’ensemble des points de contuité de f est dense
dans X.

O Fuxiste-t-il une application f : R — R dont [’ensemble des points de disconti-
nuité soit exactement R\ Q ¢

@ Supposons f continue au point a € A : pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que f(x) €
Bs,(f(a),e/2) pour tout x € By, (a,d) N A. Par conséquent do(f(x), f(y)) < € pour tout
z,y € By, (a,8) N A soit of(a) = 0.

Réciproquement si of(a) = 0, alors étant donné £ > 0 il existe 6. > 0 tel que 0 < § < 4.
implique diamf(A N By, (a,0)) < ¢ ie. di(z,a) < § implique do(f(a), f(z)) < diamf(A N
Bs, (a,0)) < e.

Soient B={z € A : oy(x) > ¢} et une suite (v,), C B convergente dans X vers un point
adhérent a € B. Puisque B C A nécéssairement a € A et oy(z) est donc bien défini. En
outre, pour tout 0 > 0, il existe n € N tel que By, (x,,d/2) C Bs,(a,d) et par conséquent

diamf(A N By, (a,6)) > diamf(A N Bs, (xn, 0/2)) > 0f(xn) > €
soit of(a) >cie.a€ B;{x €A : os(x) > e} est fermé dans (X, d;).

® L’ensemble C' des points de continuité de f est donc 'ensemble {x € X : os(z) = 0}
soit

C= ﬂ{xEX ; of(x)<%},

n>1
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intersection dénombrable d’ouverts d’apres la question précédente : C' est bien un Gy et par
passage au complémentaire, I'ensemble X \ C' des points de discontinuité de f est bien un
F,.

® Soit A =U,>1F, un F,. Quitte a remplacer F,, par Fy U F, U ---U F,, on peut supposer
que la suite de fermés (F},),, est une suite croissante pour 'inclusion. Si A = R la fonction ca-
ractéristique de Q, x — 1g(z) qui est discontinue sur tout R convient. Si A # R, considérons

la fonction
Z 27" si x €A,
ga(x) = ¢ neK,:={keN : zcFy}
0 si reR\ A

et posons alors
1

i) = ) (1olo) - ).
ga et donc f4 est bien définie sur R; nous allons vérifier que l’ensemble des points de
discontinuité de f4 est précisément A.

©  Soit € A, on peut alors construire deux suites (2,), € ANQ, (Yu)n € AN (R\ Q)
toutes deux convergentes vers x. Vu sa définition, ga(z) > 0 si € A, et vu celle de f4 :
fa(zn) >0, fa(yn) <0 Vn € N si bien que f4 continue au point x implique f4(z) = 0 ce
qui est absurde puisque x € A : f4 est donc discontinue sur I'intérieur de A.

On procede identiquement si z € ANOA : fa(x) # 0 mais on peut approcher x par une suite
(zn)n C R\ A soit fa(z,) =0 d’ou la discontinuité.

A=AU(DAN A) la fonction f4 est bien discontinue sur A.

o Sur R\ A: f4 =0. Soit (x,), C R une suite convergente vers x € R\ A, si (zg)r C A
alors pour tout n € N il existe un entier k,, tel que k > k, = x; € F, (en effet, sinon, il
existerai une infinité de x; dans au moins un F, soit z € F,, = F,, C A ! ). Ainsi :

1 1

VneN, dk,eN : kE>k, — gA(xk)§2n+1+2n+2+'”:2_n

qui assure que khrf ga(xr) =0 = ga(x) : ga est bien continue au point x et donc sur R\ A.

® Non, par exemple toute fonction définie sur un espace métrique discret est continue.
® On considere une suite (f,), d’applications continues sur X et simplement convergente
sur X vers f. Posons pour m € N, ¢ > 0

Am)={z e X : |f(x) = fu(@)| <}, Ale) = [ A(m).
m2>1
Nous allons vérifier que C' := N,,>1 A, est 'ensemble des points de discontinuité de f :

Supposons pour commencer que f soit continue en un point x € X. Puisque f(x) =
lim, f,(z), il existe m € N tel que

[f (@) = fm(2)] < 5.

Par continuité de f et f,, en z il existe une boule B(x,r) telle que

VyeBlr) ) - J@I< g et ful) - @)l <

Wl M

€
3
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En regroupant ces trois inégalités il vient

|f(y)_fm(y)’ Sg, VQGB(ZIZ',T’),
autrement dit, on a U'inclusion (A.(m))° C A, ; € etant arbitraire : x € C.

Réciproquement, soit z € C' = My>1 41/, ; pour tout € > 0, il existe un entier m tel que
r € C = Np>1(An(e/3))°. il existe donc une boule B(z,r) telle que

1f(y) — fm(y)| < e, Vye B(z,r),

avec l'inégalité triangulaire et la continuité de f,,, on déduit facilement la continuité de f
au point x.

> Il nous reste & montrer que X \ C' est maigre. Pour cela considérons pour m € N

Fu(e) ={z € X ¢ |fulz) = frnix(@)| < £}
Les applications f, étant continues, F,,(¢) est fermé; et par convergence simple vers f sur
X nous avons
X =Up>1Fn(e) et Fule) C An(e).
par conséquent

U (Fule))® C A..

m>1
Alors X \U,,,>1(Fm(g))° est maigre : en effet, visiblement fermé; il est aussi d’intérieur vide,
ceci résulte du fait que pour tout F© C X I'ensemble F \F est d’intérieur vide et de I'inclusion
X\ U En@) | Fnl@)\ (Fnle)).
m>1 m>1

Maintenant, il faut remarquer que comme X \ A. C X \ 5, (Fn(€))°, I'ensemble X \ A.
est aussi de premiére catégorie (maigre). Il reste enfin (!!) & remarquer I'inclusion

X\C=X\[)A1/n)=[JX\ Ayn)
n>1 n>1
qui nous permet d’affirmer que X \ C' est aussi maigre.

Avec les notations de la question précédente nous avons
XN\ A(1/R) € X\ | (Fa(/R)° € [ Fn(1/R)\ (Fn(1/k))°
m>1 m>1

si bien que

Ux\aa/k) c | U Fa(1/R)\ (Fn(1/k)°.

k>1 k>1m>1
X \ C est inclu dans une réunion dénombrable d’ensembles maigre : C' contient donc une
intersection d’ouverts denses, par le théoreme de Baire, C' est dense dans X.

O Si une telle fonction existe, R \ Q serait un F, d’intérieur vide, donc maigre et par suite
R = (Q)U(R\ Q) est lui aussi maigre comme réunion de deux ensembles maigres ce qui est
absurde au vu du théoreme de Baire. a

i) Remarque : Il n’y a par contre aucune obstruction a existence d’une fonction f
R — R dont I'ensemble de discontinuité est Q. Q étant un F, un tel objet est construit
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dans la question ® et on trouvera dans ’exercice ci-dessous un autre exemple beaucoup plus
classique.

Exercice 140 (Une application discontinue sur Q)
Soit f : R — R définie par

. siz=2eQ, pged(p.q) =1,
0 sinon.

Montrer que f est continue sur R\ Q*, discontinue sur Q*.

® Soit z € Q*, il existe ¢ € N* tel que f(z) = 2 > 0 mais aussi une suite (z,,),, d’irrationels

q
de limite x soit

f est donc bien discontinue sur Q*.

® Soient maintenant z € R\Q, £ > 0 et o € N* vérifiant qio < e. ’ensemble des rationnels
£ avec ¢ < qo tels que [z — E[ <1 est fini (la distance entre deux tels éléments est au moins
> qio) il existe donc ¢ > 0 tel que |x —§, 2+ 0[ ne possede que des rationnels & dénominateur
> qg et

VyeR, [y—z[<d—=[f(z) - fw <|fy) <e

i) Remarques : La seconde étape résulte aussi (tres bon exercice sur les suites et sous-
suites) du fait suivant (en fait le méme) : « si une suite de rationnels (p,/qn)n converge vers
un irrationnel alors lim,, g, = 400 ».
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Exercice 141 (Continuité ordinaire et continuité au sens de Cesaro)

On dira qu’une suite (x,), de nombres réels converge vers x € R au sens de Césaro
4
. Tt xo+ -+,
lim =x
n—0o0 n
et on écrira x, — x (C). Il est bien connu que la convergence usuelle implique
la convergence au sens de Cesaro et que la réciproque esr fausse. On dira qu’une

application f : R — R est continue au sens de Cesaro au point x, si x, — x (C)
implique f(zn) — f(z) (C).

@ Ftudier la continuité au sens de Cesaro des applications f(z) = ax+0b, g(x) =
VI, h(z) =22 sur leur domaine de définition

O Soit f : R — R une application continue au sens de Cesaro en un point
o € R.

> Montrer qu’on peut toujours supposer que o =0 et f(xg) = 0.

> Soient a,b € R. Montrer que la suite a, b, —(a + b), a, b, —(a +
b),a, b, —(a + b), ... converge au sens de Cesaro vers 0. En déduire que
flarb) = f(a) + f(0).

> Montrer que f(qx) = qf(x) pour tout x € R, q € Q.

> Soit (x,), une suite convergente vers 0. Montrer qu’il existe une suite de
réels (Yn)n telle que T, =n" (y1 + -+ + yn) pour tout n € N*.

> Montrer que f est continue a [’origine.

> En déduire que [ est de la forme f(x) = ax + .

(1]

® Soit f une fonction continue au sens de Cesaro au point x.

> Quitte & considérer g = f — f(x¢) on peut supposer que f(zg) = 0 et quitte a remplacer
g(z) par h(z) = g(x + o) on peut supposer que xo = 0. Nous considérerons donc dans la
suite une application f continue au sens de Cesaro a l'origine et vérifiant f(0) = 0.

> Soient a,b deux réels quelconques, de maniere évidente, la suite
a, b, —(a+0b), a, b, —(a+b),a, b, —(a+b, ...

converge au sens de Cesaro vers 0. f étant par hypothese continue au sens de Cesaro a
I'origine, il en est donc de méme pour la suite

fa), f(b), f(=(a+D)), f(a), f(b), f(—=(a+b)),...

Mais cette deriere converge au sens de Cesaro vers f(a) + f(b) + f(—(a + b)). Nous avons
donc £(0) = 0= f(a) + £(8) + f(—(a+b)), soit

fla)+ f(b) = —f(—=(a+b), VabeR
En choisissant b = 0 il vient

fla) = =f(=a), VaeR,

version du 7 mars 2008



156,/408 Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

qui nous donne finalement

fla)+ f(b) = f(a+0b), Va,beR.

4] Nous venons donc de démontrer que toute fonction continue au sens de Cesaro en au
moins un point vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy : f(a)+f(b) = f(a+b), Va,b € R,
une équation que nous avons étudiée dans un autre exercice (voir ......... ). Nous savons en
particulier que f sera de la forme f(x) = az + b dés qu’elle sera continue en au moins un
point ; mais ici ¢’est au sens de Cesaro que f est continue et il n’est donc pour le moment
pas possible de conclure... Les deux prochaines questions vont justement établir I’hypotheses
manquante a savoir la continuité de f a l'origine.

> L’existence de la suite (y,), revient a résoudre les équations
Y1ty + -+ Yy =nx,, VneN
Soit
Yp =nxy — (n— 1)z, 1, neN
(avec la convention xy = 0). a

o Comme
Nty Yn .
lim = limzx,=0

n—oo n n—oo

onavy, — 0 (C) et f étant continue au sens de Cesaro en 0

lim f) + f(y2) + -+ f(yn)

n— oo n

= 0.

Comme f satisfait I’équation fonctionelle de Cauchy

flzn) = f (y1+y2—|—..-—|—yn> _ fly) + fly2) + -+ fyn)

n n

et finalement
fly) + fly2) + -+ fyn)

n

lim f(z,) = lim =0,

f est donc continue a l'origine.

> Il est maintenant facile de conclure : f est continue a l'origine et vérifie I’équation
fonctionelle de Cauchy : elle est donc de la forme f(z) = ax + b.

i/ La continuité au sens de Cesaro est donc une propriété beaucoup plus contraignante
que la continuité usuelle ; ce résultat n’était a priori, absolument pas prévisible. En effet, les
relations éventuelles entre continuité ordinaire et continuité au sens de Cesaro ne sont pas
évidentes : il y a plus de suites (C)-convergentes, mais d'un autre coté, la (C)-convergence
est plus faible que la convergence usuelle; autrement dit, une fonction continue au sens de
Cesaro doit sur beaucoup plus de suites faire quelque chose moins fort que la continuité
ordinaire.
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Exercice 142 (Des petits «o»n ) [19]
Soit f : R} — R. Si

lim f() =0 et f(z) = f(5) = o), (z—0),

z—0

montrer que  f(z) = o(z), (x — 0).

Soit € > 0, vu la seconde hypothese, il existe § > 0 tel que

(GEFCLIPE

X

(X) 0<zr<d =

5
Fixons nous y €]0, §[, comme on peut écrire pour tout n € N*

F)=(Fly) = Fw/2) + (Fw/2) = f/4) +-+ (Fw/2 ) = fw/2") + f(y/2"),

on en déduit avec (X)

1f(y)] < Z |f(y/27Y) = fy/2)| + | f(y/2")]

<Y e+ If (/2]
Jj=1

<ey(l=27) + [f{y/2")]
<ey+I[f(y/2")]

pour tout n € N*. De la, comme lim,_. f(x) = 0, en faisant tendre n vers l'infini il reste

|fW)l < ey.
Résumons nous : pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour tout 0 < y < J tel que
|f(y)/y] < e; autrement dit f(z) = o(z) CQFD. 3

Exercice 143 (L’équation fonctionnelle f2(z) = [* (f2(t) + f"(t)) dt + 2007. )
28]

Déterminer les fonctions f € €1 (R) vérifiant

(X) f(x) = /0 ’ (f2(t) + f2(t)) dt + 2007, =z €R.

Les deux fonctions de part et d’autre de I’égalité (X) seront égales si elles ont méme dérivée
et coincident a l'origine. Dérivons (X), on tombe sur

2f(2)f'(x) = f* (@) + f*(z), @ €R,
ou encore (f — f)?(z) = 0, x € R, soit f = f' et finalement f(z) = Ce®, x € R. Enfin
I’évaluation & lorigine donne f2(0) = 2007 ; les solutions de ’équation fonctionnelle (X) sont
les deux fonctions f(x) = £4/2007¢". Q
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Exercice 144 (Encore quelques équations fonctionnelles )
[10], 2008

O Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que f(x) + f(2x) =
0, Vx € R.

@ Soient a,b,c > 0 deur a deuz distincts. Trouver les fonctions f : R — R de
classe C* telles que f(ax)+ f(bx) + f(cx) =0, Vo € R.

@ a) Soit f une solution de I’équation fonctionnelle, clairement f(0) = 0, et en remplacant
x par x/2 on a pour tout x réel : f(z)+ f(z/2) = 0soit f(z) = —f(z/2) = f(z/2*)=--- =
(—=1)*f(x/2%), k € N. De 13, par continuité de f & I'origine

Fl) = Jim (<1 F(/2") = £(0) =0,

f est donc identiquement nulle. Réciproquement la fonction identiquement nulle vérifie
I’équation fonctionnelle, ¢’est donc 1'unique solution.

Remarques : On a seulement utilisé la continuité a 'origine, et on peut remplacer 2 par
tout autre réel strictement positif.

@ Sans perdre de généralité, supposons a > b > c et soit f une solution de I’équation, comme
dans la premiere question on peut écrire pour tout x € R

ro =1 (%) =1 (%)
()2
) ) )
_ ch (bknkx) VneN,

ou la derniere égalité résulte d’une récurrence élémentaire sur n. f étant de classe C*, on
peut dériver cette derniere expression a tout ordre :

N k bkn B\ N N bkcnfkl'
(%) VzeR, YN, neR : fM(x) ZC F .

an

Fixons z dans R, comme a > b > ¢ > 0 on a |[b*¢"*z/a™| < [b"x/a™| < |z| pour tout n € N
et k€ {0,1,...,n}. Donc, avec (%) nous avons pour tout z € R, n, N € N :

N n L [ DFenk N N
TR i L= I
k=0
< 1w 3 (2) =1 (B )
k=0
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Fixons N suffisament grand pour que 0 < 2b% /a’¥ < 1 et 2 € R, comme pour tout n € N
) () 267\ "
@ < I e | =5 )

on en déduit en faisant tendre n vers +oo que f™V)(x) = 0 pour tout réel z : f est donc un
polynome f(x) = agx® + - -+ + ayz + ag. L’équation fonctionnelle s’écrit alors

ag(a® + 0%+ ca? + -+ a(a+b+c)+3a0=0 VreR.

a,b, c étant strictement positifs : la seule alternative est ag = --- = a3 = ag = 0. f est
donc identiquement nulle. Réciproquement la fonction identiquement nulle vérifie I’équation
fonctionnelle, c¢’est donc 'unique solution. a

Exercice 145 (Une inéquation fonctionnelle )

Déterminer toutes les fonctions f : R — R vérifiant

VeeR, ¢€Q : [f(z) - flg)l < |z —qf”

Soit f une solution éventuelle. Pour a < b deux rationnels, n € N* et ¢ € {0,1,...,n} posons
a; = a+ zb;—“ Il est clair que les réels a; sont rationnels et I'inégalité triangulaire nous donne

(b—ay

n

[y

n—

@) — fO) < S 1 f(a) — fla)| < 72 0 a =7

i

Il
=)

En faisant tendre maintenant n vers +o00 on en déduit que f(a) = f(b) : f est donc constante

sur Q.
Montrons que est constante sur R : On a déja f(q) = r pour tout ¢ € Q; pour z € R
considérons une suite de rationnels (g,), qui converge vers z, alors

[f(z) —rl = [f(z) = flan)| < Tlz — @] — 0.

n—-+o0o

i.e. f(x) =7 : f est bien constante. Réciproquement, il est facile de vérifier que les fonctions
constantes sont solutions du probleme. a
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CHAPITRE 5

DERIVABILITE

Exercice 146 (Existence d’un opérateur « a la dérivée de Dirac » sur €°(R,R)

) [15]

Déterminer les formes linéaires D sur €°(R,R) vérifiant

D(fg) = f(0)D(g) + D(f)g(0), Vf,g€C°(R,R).

1 désignant la fonction constante x — 1(x) = 1 nous avons D(1.1) = D(1) = D(1) + D(1),
soit D(1) = 0 et par suite D est nulle sur toutes les applications constantes. Comme pour
toute f € €°(R,R), f = (f — f(0)) + f(0) = D(f) = D(f — f(0)) il est suffisant de
se concentrer sur la restriction de D sur les applications nulles a 'origine ; pour une telle
application D(f?) = 0 si bien que pour f > 0: D(f) = D((v/f)?) = 0. Dans le cas général,
comme il est toujours possible d’écrire f comme différence de deux fonctions continues,
positives et nulles a l'origine (f = max{f(x),0} — max{—f(z),0}) on a encore D(f) =0 et
la seule forme linéaire qui convienne est la forme identiquement nulle. Q

Exercice 147 (Deux fonctions f, g dérivables telles que f'¢’ ne soit pas une
dérivéee ) [49]
Montrer qu’il existe deux fonction dérivables f,g : R — R telles que f'g' ne soit
pas une dérivée.

Considérons' les applications f,g : R — R définie par

_ Ja?sin(1/x) si x#0
f(x)_{o s ox=0,

o) = {2xsin(1/x) sio x#0

o0 si xz=0.
f est dérivable sur R avec

) - {295 sin(1/z) —cos(1/z)  si z#0

0 si x=0,

L Wilkosz W. Pundamenta Mathematicae, (2)-1921.
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g est continue sur R, c’est donc une dérivée. Par conséquent, h := g — f’ est une dérivée : il
existe donc une application dérivable H : R — R telle que

cos(1/x) sio z#0

0 si x=0.
Considérons alors . /)
4+ cos X .
hg(aj) ] si x#0
0 si x=0,

nous allons vérifier que h? n’est pas une dérivée et répond donc & notre probleme. Supposons
quil existe une application dérivable D : R — R telle que D’ = h?, en notant H(z) =
H(x/2) nous avons

ﬁ’(x) _ 5 si x#0
0 si x=0,
qui implique
1 r7/
D(x) = Z+H(w) si x#0
H'(z) si =0,
ou encore ,
. . / Z i
D'(z) — H'(z) = (D(x) - H(a:)) _Jy s w70
0 si x=0.

Mais il est bien connu (cf autre exo) qu’'une dérivée ne peut avoir une discontinuité de
premiére espece : contradiction et 1'application h? est bien sans primitive. d

Exercice 148 (Dérivation )
Soit f € €3(R,R). Montrer qu’il existe a € R tel que

fla)f'(a)f"(a) f"(a) = 0.

Si I'une des quatre applications f®, 0 < i < 3 n’est pas de signe constant le probleme est
trivial. Supposons donc f, f', f”, f" de signe constant, alors f et f” sont de méme signe.
Pour cela, si f” > 0 la formule de Taylor-Lagrange nous donne pour tout z € R

F@) = 1(0) + 27 0) + 5 1(er) > F0) + (0

et f(0) + xf'(0) est certainement positif pour = suffisament grand et du signe de f'(0) : f
étant supposée de signe constant f > 0 sur R(on procede de maniere analogue si f” < 0).
Ainsi f(x)f"(z) > 0, Vo € R. Ce méme raisonnement vaut pour le couple f’, f"” et le
résultat est démontré. Q

il Remarque : L’hypotheése €2 est en fait superflue : trois fois dérivable suffit si I'on se
souviens qu'une dérivée possede toujours la propriété des valeurs intermédiaires.
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Exercice 149 (Approche matricielle du théoréme des accroissements finis)

[25]

Soient f, g, h trois fonctions continues sur [a,b], dérivable sur]a,b[. On définit

f(x) g(x) h(x)
F(z) =det | f(a) g(a) h(a)
f() g(b)  h(d)

montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que F'(c) =0, en déduire le théoréme des accrois-
sements finis puis la forme généralisée de ce théoréme.

> F est clairement continue sur [a, b], dérivable sur |a, b avec

et vu les propriétés classiques du déterminant F'(a) = F'(b) = 0. Le théoréme de Rolle assure
alors 'existence de ¢ €]a, b[ tel que F’(c) = 0.
> Avec g(z) =z et h =11l vient

soit f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) i.e. le théoréeme des accroissements finis.
© Si maintenant on choisit h = 1

nous donne

Je€la, bl g'(c)(f(D) = f(a)) = f'(c)(9(D) — g(a))
version « forte » du théoréme des accroissements finis. d
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Exercice 150 (Comportement asymptotique du « point intermédiaire » dans
la formule de Taylor-Lagrange) [25]

Soit f : R — R une application n fois dérivable. Fixons x € R, alors pour h > 0
la formule de Taylor-Lagrange assure de 'existence d’un réel O(h) tel que

hnfl

Pl h) = f(@)  hf (@) o e 0 )+ O o)),

(n—1)!
Si de plus f"+Y(x) existe et est différent de zéro,montrer que
1
lim O(h) = :
h—0 n—+1
Par Taylor-Young
) — W " o I (n+1) Bt
flz+h)=f(z)+ f($)+"'+mf ($)+mf () + o(h™)

et par Taylor-Lagrange

hn—l
(n—1)!

Pl h) = f(x) + /(@) 44 e P a) ) g a(h)h)

soit
f (@ +0(h)h) — (@) (@) o(h)
h - on+1 h
et
[0 @) | olh)
- n+1 h
b(h) = T Gromm @
o(h)h

puisque f™+Y(x) # 0 on peut passer & la limite dans cette derniere égalité et le résultat
suit. d

Exercice 151 (Trois preuves du théoreme de Darboux)
Soit I un intervalle de R. Si f : I — R est dérivable sur I alors f' vérifie la
propriété des valeurs intermédiaires.

O Premiére démontration : Soient © < y dans I, et les applications ¢, ¢ : [z,y] — R
définies par

() = —f(”:i:f(t) sit €|x,y] () = —f(y;:{(t) sit € [z, yl
T Ve sit=w fly)  sit=y,
vu les hypotheses sur f, ¢ et ¢ sont continues sur [z,y] et donc I, := ¢([z,y]) et I, :=
Y ([z,y]) sont deux intervalles de R. Ils sont d’intersection non vide puisque p(y) = ¥(z),
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par conséquent I, U I, est un intervalle non vide de R (la réunion de deux connexes non
disjoints est toujours connexe). Ainsi, pour tout réel A € (f'(z), f'(y)) il existe t €]z, y|
tel que p(t) = X ou ¢(t) = A, si par exemple ¢(t) = X (idem avec ) le théoreme des
accroissements finis nous assure qu’il existe (; €|z, y[ tel que

===/

finalement

Va,ye I, VAe (f'(x), f'(y)) 3C€lx,yl: f((Q)=A

et f’ possede bien la propriété des valeurs intermédiaires. CQFD

® Seconde démontration : = Supposons [ sans borne supérieure (i.e. I = [a,b] ou
la, b[). Considérons la partie connexe ¢ = {(z,y) € I x I : x # y} application

v (2,y) €F = play) = w

est visiblement continue, ¢(%) est donc connexe dans R : c’est un intervalle, et par le
théoreme des accroissements finis p(%4) C f'(I). Inversement, vu la forme de I on a, pour
tout x € 1

fllx) = lim_ @(z,y) € o(F)

Yy—x,Yy>r

en resumé ¢(%’) est connexe et

p(€) C f(I) C p(€)

qui implique (cours sur les connexes) la connexité de f’(I) qui assure notre résultat.
» On procéde de méme si I =|a, b| et si I = [a,b] on écrit [a, b] =]a,b] U [a,b].

©® Troisieme démontration : soient

a,bel, NeR telsque f'(a) <X < f'(b)

et

p:rxel—px) =f(r)—AreR.

@ est dérivable sur [ et il existe «, § €la,b| tels que () = () (sinon ¢ est injective
continue sur |a, b| est strictement monotone, ¢ est dérivable : ¢ est de signe constant ce qui
est absurde puisque ¢'(a) = f'(a) — A < 0 et ¢'(b) = f'(b) — A > 0...) on conclut alors avec
le théoreme de Rolle. Q
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Exercice 152 (Sur le point d’inflexion)
On définit f sur R par

fz) =

Montrer que f est deux fois dérivable sur R et admet en x = 0 un point dinflexion
bien que f"(0) = 0 sans toutefois garder un signe constant a droite et a gauche de
l'origine.

25 (sin(x™1) + 2) six € R*,
0 Snomn.

On montre facilement que f est deux fois dérivable en z = 0 avec f'(0) = f”(0) = 0. En
outre x = 0 est bien point d’inflexion de f car f est > 0 sur R et < 0 sur R* alors que
la tangente a l'origine au graphe de f est ’axe des abcisses. Toutefois, apres un petit calcul
on a au voisinage de lorigine f”(z) = —xsin(z™') + o(z) qui n’est bien str pas de signe
constant sur aucun voisinage a droite (et a gauche) de zéro. Q

i Remarque : si f est deux fois dérivable au voisinage d’un point a et si sa dérivée seconde
s’y annule en changeant de signe alors f admet un point d’inflexion en a. La réciproque est
donc fausse.

Exercice 153 (Rolle sur R)
Soit f : R — R une fonction dérivable telle que

lim f(z) = lim f(z) =1 € R

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0.

On se ramene au cas classique en posant si E]_TW, g[, g(z) = f(tan(x)) et g(x) = [ pour
xr = ﬂ:g. On conclut en appliquant le théoreme de Rolle a g. (I

Exercice 154 (Dérivabilité et accroissements finis)
Soit f @ [a,b) — R une application dérivable. Montrer que f'(a) est valeur d’adhé-
rence de f'(]a,b]).

Il faut donc montrer que Ve > 0, 319 > 0 : 3¢ €]a,a+n[ tel que |f'(a) — f'(¢)| < e. f étant
dérivable (a droite)

f(z) — f(a)

(X) Ve>0,dn>0: Y €la,a+n|: i

- f,((l) S g,
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mais pour un tel z le théoreme des accroissements finis assure de 'existence d'un ¢ €]a, |
tel que f(z) — f(a) = (x — a) f'({). Il ne reste plus qu’a reporter dans (X) pour conclure. 4

i Remarques : = les discontinuités de I'application dérivée f’ ne sont donc pas arbi-
traires, par exemple une discontinuité de premiere espece (un saut) est proscrite pour une
dérivée. 11 faut d’ailleurs se souvenir du théoreme de qui dit que [’ possede la propriété des
valeurs intermédiaires (on peut aussi traiter cet exercice avec Darboux).

o Tant que nous y sommes, il est essentiel pour la lecon sur la dérivabilité d’avoir un
exemple d’une fonction dérivable en un point a dérivée non continue, ’exemple canonique
étant

~ Jatsin(z7l)  six #0,
ﬂ@_{o siz=0.

Exercice 155 (Dérivabilité et accroissements finis)

Soit f € €°([a,b],R) une application dérivable sur ]a,b| sauf peut étre en un point
¢ €la,bl. Si f'(z) admet une limite | lorsque x tend vers c, montrer que f est
dérivable en c et f'(c) = 1.

Soit a < x < ¢, appliquons le théoréeme des accroissements finis & f sur [z,¢| : il existe
x <, <ctel que

flx) = f(o)

Tr —cC

= f'()-
Mais
(x<n<c) = (lim nx:c>

donc, vu les hypotheses sur f :

hmﬂﬂ;&Lﬁmf%ﬁﬂmﬂ@:L
r—C— Tr — C Tr—Cc_ Tr—cCc_
f est donc dérivable a gauche au point ¢ avec fi(c) = [, on fait de méme a droite. Q

Exercice 156 (Toute application convexe et majorée sur R est constante)
Soit f : R — R deux fois dérivable, convexe et majorée : montrer que f est
constante.

Si f n’est pas constante, on peut trouver a € R tel que f'(a) # 0 et la formule de Taylor-
Lagrange nous donne pour

PER 3G E(@n) ¢ flzta)=fa)+of(a) + 5 PG 2 fa) 4o
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la derniere inégalité résultant du fait que
(f deux fois dérivable et convexe) = (f">0).
Si par exemple f’(a) > 0 on obtient alors une contradiction en faisant tendre x vers +oo (et

vers —oo si f'(a) < 0...) Q

i/ Remarques : = Sila fonction est seulement convexe le résultat bien entendu subsiste,
il faut juste étre un peu plus délicat : si f est non constante, soient a < b vérifiant f(a) < f(b)
ou f(a) > f(b) et pour tout a < b < x

fw):f(x—ba+b—ax)

T —a Tr—a
x—b b—a
<~ fla) + —— (@)
soit
- —b
(%) Vesb>a,  f@) > —fb) - 7 fla)

Si f(b) > f(a) il existe 6 > 0 tel que f(b) = f(a) + J et (¥) devient pour tout = > b :

f@)zjjjﬂm—(§:j+2:2)ﬂm

= = (f(b) = f(@)) + f(a)

>

b_a5+f(a) := h(z)

la fonction h est non majorée sur b, +00l, il en est donc de méme pour f d’ou la contradiction.
On procede de maniere analogue si f(b) < f(a) en établissant pour z < a < b avec § :=

f(a) = f(b)

b—x
> ) b
fla) 2 3——0+ f(0)
>  Ce résultat ne subsiste plus si on remplace R par un intervalle de la forme (a,+o00|
(resp. | — 00, a)), il suffit par exemple de considérer f(x) = e (resp. f(z) = €*).

Exercice 157 (Régularité et existence de développement limité en un point)

Soit
e/ sz eR\Q,
ﬂm:{o |
stnon.
Montrer que f est discontinue en tous points de R*, qu’elle est continue et déri-

vable a l'origine et nulle part deux fois dérivable. Toutefois montrer que f admet a
l'origine un développement limité a tout ordre.
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Pour la continuité et la dérivabilité c’est classique. En outre pour tout n € N f(z) = o(z")
a lorigine : elle admet donc un développement limité a 'ordre n en ce point (la partie
principale étant le polynéme nul...). Q

i/ Remarques : @ Une fonction est continue en un point, si et seulement si elle admet
un développement limité a 'ordre zéro en ce point; elle y est dérivable si et seulement si
elle y admet un développement limité a l'ordre 1. Si une fonction est n fois dérivable en un
point alors (Taylor-Lagrange ou Young ) elle admet un développement limité d’ordre n en

ce point et I'exemple précédent nous montre que pour n > 2 la réciproque est fausse.

3 (1 . N

: , x® sin(x sizeR

> On a aussi pour n = 2 le contre-exemple canonique : f(z) = 0 (=) ‘ )
sinon.

Exercice 158 (Parité, dérivabilité et développement limité)
On définit f sur R par
cos(z) SINon.

f2) = {exp(—w—g) + cos(x) six >0,

Montrer que f n’est pas paire mais que tous ses développements limités de f a
l'origine sont sans termes de degré impair.

Comme dans 'exercice précédent pour tout n € N :
cos(z) + o(z™) siz >0,
- |
cos(z) sinon.

au voisinage de 0. Ainsi, f admet un développement limité a tout ordre a I'origine et c’est
celui de la fonction cosinus : il est donc sans termes impairs.
Toufefois f n’est ni paire ni impaire puisque

1
—;) > 0, Vi e R

|[f(x) = f(=2)| = exp(

i Remarque : [ n’est donc pas développable en série entiere a 'origine.

Exercice 159 (Convexité et Accroisements Finis )
Soit f : ]a,b[— R une application dérivable vérifiant :

YV #y dans]a,b[, 3! €]a,b] tel que J@) = /) = f'({),
r—=Yy
montrer que f est soit strictement convexe, soit strictement concave sur |a,bl.
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Supposons au contraire que f ne soit ni strictement convexe, ni strictement concave sur
la,b[. 11 existe alors deux réels a < 1 < x5 < b tels que le segment reliant les points
(21, f(z1)) et (xq, f(z2)) rencontre encore le graphe de f en au moins un point (x3, f(z3))
avec a < 1 < x3 < oy < b. Par hypothese il existe deux uniques réels y;, y2 €]a, b[ vérifiant

fxs) = f(z1) ~ Pl et f(x2) — f(x3)

xr3 — T To — T3

= f/(?JQ),

et le théoreme des accroissement finis nous assure que 1 < y; < r3 < Y < Ta, SOit Y1 # Ys.
D’un autre coté la colinéarité de (1, f(x1)), (z2, f(x2)) et (z3, f(x3)) assure que
f(z3) = f(@1) _ flxo) = flxs)
f'y) = = = f'(y2),

T3 — X1 To — X3

ce qui est contraire a I’hypothese sur f. D’ou le résultat. d

Exercice 160 (Zéros des dérivées d’une fonctions ¥ a support compact )
[10],1991/92.

Soit f € € (R,R) une fonction identiquement nulle sur R\| — a, a[. Montrer qu’il
existe n € N tels que f™) admette au moins n + 1 zéros sur | — a, a.

Sans perdre de généralité on peut supposer a = 1 et f strictement positive sur | — 1, 1[ (sinon
n = 0 marche). Désignons par Z(f™) le nombre (peut-étre infini) de zéros de f™ dans
| = 1,1[. La régularité de f assure que

VneN : fM(=1)=f®(1)=0
de telle sorte qu’en itérant le théoreme de Rolle aux dérivées successives de f on a
Z(f**) = Z2(fW) +1
soit apres une recurrence immeédiate
Z(f" > Z(fM)+1, ¥YneN.
Ainsi, Z(f™) > n,Vn € N et la difficulté est de trouver un zéro supplémentaire.

La clé de cet exercice non trivial est le lemme suivant :

Lemme : Soit f une telle fonction et P € R[X] un polynome de degré d sans zéros
sur] — 1,1[. Alors pour tout n € N on a

Z((fP)™ D) > Z(f™)) + d.

Preuve du lemme : Par une récurrence élémentaire, il est suffisant de prouver que pour
tout n € N et tout « réel hors de | — 1,1[ on a en posant g(z) = (x — a) f(x) :

Z(g"Y) = Z(f™) + 1.
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Or
9" (@) = (2 = a) f (@) + (n + 1) f" ()
= (=) " ((z — ) f ()
qui s’annule au moins une fois de plus sur | — 1, 1[. 0

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre I'exercice proposé. Soit p un entier tel que

G) < (f(fl((/])zr f(f%)

et posons g(x) = (1 — 2?) 7P f(x) avec g(—1) = g(1) = 0; par le lemme de division g est €
sur R et par construction

9(=1) <g(=1/2), g(=1/2) > 9(0), ¢(0) <g(1/2) et g(1/2) > g(1).

Il en résulte que ¢’ s’annule au moins trois fois sur | — 1, 1[; le lemme permet alors d’affirmer
que

Z(f") > Z(g™) + 2p
ce qui nous donne sin =1

Z(fe+0) > 2p 43,

Ainsi f0™ pour m > 2p + 1 possede au moins m + 2 zéros sur | — 1, 1], Q

i Remarques : > Cette solution nous laisse sur notre fin, en effet on ne comprends
pas plus apres sa lecture pourquoi ce mystérieux zéro supplémentaire va apparaitre et ne met
pas vraiment non plus en évidence le role de la compacité du support de f qui est essentielle
(la fonction f(z) = e~ vérifie pour tout n € N : lim, 1 f™ () = 0 mais on a Z(f™) =n
). 1l serait vraiment trés intéressant d’avoir une autre preuve expliquant 'apparition de ce
zéro supplémentaire.

> En observant un peu plus en détail cette solution, il n’est alors pas difficile de montrer
que pour tout entier k > 1 les applications f admettront au moins n+k zéros dans |—a,al.

> Le lemme de division est un outil essentiel pour beaucoup d’exercices d’analyse. Il dit
en substance que (reprendre I’enoncé du Zuily et pourquoi la solution........... )
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Exercice 161 (Sur I'inégalité de Kolmogorov M, < 2/MyM;. ) [25]
Soit I C R un intervalle et f : I — R une application deux fois dérivable telle
que
My :=sup [ [ (z)] < 400, VE=0,1,2.
zel
O On suppose que I =R. Montrer que My < 2/ MyM;.
® On suppose que I = [—c,c|, c € RY. Montrer que
M, M.

%) F@l <24 @24 )72, Vo led

‘ M
(V) Ml S 2\/ M()Ml ST C Z M

2

® On suppose que I = (¢, +00), ¢ € R. Montrer que M; < 2/ MyM,.

Exercice 162 (Une série et une fonction )

Soit f :]0,1[— R% une application nulle en dehors d'une suite (a,), CJ0,1] de
réels distincts. Soit b, = f(a,).

O Montrer que si la série ), -, b, converge alors f est dérivable en au moins un
point de 0, 1]. -

® Montrer que pour toute suite (b,), C R telle que la série ) b, diverge, il
existe une fonction f définie comme plus haut est nulle part dérivable sur 0, 1].

® On commence par construire une suite (¢, ), C R} vérifiant

1
li = t nbn < —.
m c +o00o e Zc 5

n—oo
n>1

Posons B := ) ., b, et désignons, pour tout k € N, par Nj, le plus petit entier vérifiant

La suite (Ng)i est bien définie. On pose alors

2k
Cp = 7] pour tout Ny <n < N,
il est clair que ¢, — 400 et
oo Ngy1—1 00 0o E
2 2" B 2
2 b=, D <D Sp ) <) gp =g
n>1 k=0 n=DNj k= n> Ny k=0

On considere alors les intervalles I,, =|a, — ¢,by, a,, + ¢,b,[, la somme de leur longueurs est
2> cnb, <1 :1il existe donc un réel z, €0, 1] qui n’est inclu dans aucun des intervalles I,,.
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Nous allons montrer que f est dérivable en zy. zo €]0, 1]\ (U,I,,) implique que z¢ # a,, pour
tout n € N, par conséquent f(xy) = 0.
Soit z €]0, 1], s’il existe € N tel que x = a,, alors

Fl@)— S| fla) _ b _ 1
T — To Can —mo| T eabn cn
sinon
F@) = )|
r — Tg o

Puisque ¢, — oo ces deux inégalités assurent que pour tout € > 0 il n’existe qu'un nombre
fini de réels x €]0, 1[\{zo} tels que

‘f(m) — f(20)

T — 2o

f est donc dérivable en xy et f'(z() = 0.

® Comme f est nulle sauf peut-étre sur un ensemble dénombrable, si f est dérivable en un
point zg on aura nécessairement f(xo) = f'(x¢) = 0. Si (b,), ne tends pas vers zéro, il n’est
pas difficile de construire une autre suite (3,),, telle que 0 < 8, < by, lim, 8, =0et ) 3, =
00. On construit alors la suite (a,,), de telle sorte que les intervalles I, :=|a,, — B, an + Bu|
rencontrent chaque point de ]0, 1[ une infinité de fois (ceci est possible puisque la somme
des longueurs de intervalles est )" 20, = 00). Avec ce choix, pour tout =, €]0,1[ vérifiant
f(zo) =0 (si f(xg) # 0 nous avons déja remarqué que f ne peut étre dérivable en ce point)
et tout ¢ > 0 il existe n € N tel que (3, < € et zy € I,, qui implique

‘f(mn) — f(xo)| _ Dn

>,
n — 20

n

0 étant la seule valeur possible pour f'(z), f n’est pas dérivable en x.

Exercice 163 (Un fameux théoreme d’Emile Borel )

Soit (a,), une suite de nombres réels et p € €°(R,R) une application a support
compact dans |—2,2[ égale a 1 sur [—1,1]. Montrer qu’il existe une suite de nombres
réels (An)n vérifiant

sup | fF(x)] <27, YO<k<n-—L
z€R
Ou fo(x) = —aT:c”@()\nx). En déduire existence d’une fonction f € €<(R,R)
n!

vérifiant

f™0)=a, VneN.

Soient n € N*, k € {0,...,n — 1}. Avec la formule de Leibnitz

fé”) (r) = = Z Cin(n—1)...(n—p+ 1)x”’p)\fl’p<p(k’p)()\nx)
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De plus ¢*=?)(\,x) = 0 pour |z| > 2/|>\ | d’ont

k
sup |19 ()| '—,z
=0

le” P X" sup [P ()]

T€R z€R
k P 2 n—p
DI ( ) Bt s (00
p=0 ‘)\ | )\an[—Q,Q}
|an\]\/[ Cp2" P
=
ou M, := max sup  |o* P (\,z)| |. D’autre part, avec les majorations grossieres
Osk=n—1 \ ),ze[-2,2]
pour 0 <p<k<n-—1:
Cr < k! ! 2 2
<kl < — 1! — <"
supposons en outre |A,| > 1, Vn € N, alors 1/])\ "=k < 1/|\,], et finalement (X) devient
(k) |6Ln|M 1on |6Ln|M oyl
sup | fa k12 2"n
2cR |f ( |)\ |n k Z
de cette derniere inégalité, nous avons
(V1) |An| > max (1, M,|a,|4"n!)
qui implique
(%) sup‘f }<2" Vo< k<n-1.

zeR

En résumé, toute suite (\,),, de réels vérifiant (¢/,,) convient.

Sous ces choix, considerons I'application f := )" . f,. L'inégalité (%) (avec k = 0) assure
la normale convergence sur R de la série de fonctions définissant f qui est donction définie
et continue sur R.

Maintenant, pour k£ > 1, en écrivant

(k) — (k) (k)
DI =N > g
k

n>k n>k

I'inégalité supy | f,gk)] < 27" pour n > k implique que la série ) fék) est normalement
convergente sur R; ainsi (c’est le théoreme de Weierstrass sur la dérivation des séries de
fonctions), f est indéfiniment dérivable sur R et on peut dériver « sous le > » :

M) = Zfﬁk)(fﬁ) +) ()
= (Z Z) ( (:c")(k) (:L’”(p()\n:c))(”_p)) , 7€R, neN.

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne

Maintenant, comme ¢ est constante égale a 1 sur [—1, 1], ses dérivées d’ordre supérieur a 1
sont identiquement nulles sur | — 1, 1[ donc en particulier & l'origine. De méme

! i n==k

0 sinon.

De 1a, pour évaluer f*)(0), seul un terme n’est pas nul dans I'expression précédente, il reste
précisément :

a
F20) = 25 @ pnn)|,_ = ax,
et f possede bien les propriétés désirées. Q

Exercice 164 (>_;_, (—1)*11Ckkm = (—1)"*In!)
Montrer que pour tout n € N

n

> (—DFCER = (-1l

k=1

On peut remarquer que (e’“)i”)o =k"...

Nous avons

(—1)*Ck " = —lim 4 ( (—1)’“0%’“)
k

k=1
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CHAPITRE 6

INTEGRATION

Exercice 165 (Irrationalité de ¢ (1)) [32]
Pourn € N on pose I, = / x"etdx.
0

> Montrer que pour tout n € N il existe a,,b, € Z tels que I, = a, + eb,.
> On suppose qu’il existe p,q € N* tels que e = p/q, montrer que

1, > q_l, VYneN.
o En déduire que e € Q.

o On procede par récurrence sur n € N. Sin =0, Iy = fol edr = e — 1 et 'assertion est
donc vraie pour n = 0 avec ag = —1 = —by. Supposons la propriété vrai au rang n avec
I, = a, + eb,, alors

1 . 1

A / e“ " Mdr = [erxnﬂ}o —/ e“(n+ 1)x"dx
0 0
=e—(n+1)I,=e—(n+1)(a, +eb,) = —(n+ 1a, +e(1l — (n+1)b,)

soit la propriété au rang n + 1, C.Q.F.D.
> Supposons que e = p/q avec p,q € N*, alors

n bTL
q
qui implique
qan +pby, 2 1
et par conséquent
1
(1) I,>—-, VnelN.
q
D’un autre coté, on a la majoration immédiate
1
e
(2) 0<[n§/ ex"dr = , VnéeN.
0 n+1
(1) et (2) donnent
1
0<-< VneN

¢ n+1

177
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qui est visiblement absurde : e est donc irrationel. a

d] Voir aussi pages 227 et 228 pour d’autres démontrations de l'irrationalité de e.

Exercice 166 (Calcul de I'intégrale de Gauss [~ e dt (1))

42
ext

@) dere Uapplicati = —_—
n considére lapplication f(z) /0 T
> Montrer que f € €' (R%) NE°(Ry).

o En déduire que [ est solution d’une équation différentielle.

> VT

> Montrer que e Pdt = Y- (on pourra introduire la fonction auxilliaire

0 2
g(t) = e f(0)...).

dt.

> Notons

0o ,—at? o0
f(z) .—/0 1—|—t2dt_/0 gz, t)dt

2
< —xt . o s
ol g(,t) = Gz ; c’est une fonction € sur R, x R, qui vérifie

\V/ZL‘GR+, |g($at)| < ELl(R+)'

142

f est donc (par convergence dominée) continue sur R, . De méme pour la dérivabilité, nous

avons pour a > 0
— 2 2
t2€ xt th at

1+ ¢

99

Ye>a>0 t —
T Za az(a:, )‘_‘ 1+ 2

Toujours par convergence dominée, g est de classe €' sur [a, +0o[ et ceci pour tout a > 0 :
f € €'(R%). En résumé

, 00 t2€—xt2

> Notons [ = fR+ e~ dt. Avec (X) nous avons pour tout z > 0

, o oot2€—xt2 o & 2 o I
r) == [Tt =t - [ eta ~ -

L’application g(x) = e~ f(x) vérifie

Il existe donc une constante C' > 0 telle que

Tz —t
Vo e R g(m):C’—I/ C_at.
0
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En outre
Y T .
1) (ls@) < elf@) < 2e7) = (lim gx) =0)
et
\/E 2
(2). =C— I/ —dt = C’ 2[/ e " du — C —2I*
0 T—00
(1) et (2) donnent C = 2. On a donc
ve oo, oo
f(x) =e"g(x) = 21€" I—/ e " du 22]€$/ , Vo >0,
0 Vi
qui implique
lir% f(z) =21
et par continuité de f a 'origine
< dt T
1 0) = ==
tim f() = £0) = [ 755 = 5.
soit [ = \/—E a
2
Exercice 167 (Calcul de I'intégrale de Cauchy [/~ nll) gt (1))
On considére Uapplication f(x) := [;° s”;(t) —rtdt.
> Montrer que f € € (R%).
>  En déduire une forme explicite de f sur R%.
o Montrer que f est continue a lom’gme.
>  En déduire que [J° = sint) gy —
> Ecrivons f(z) = [;7 g(z,t)dt ot g(z,t) = e_f”tsm() Pour 2 = 0, f(0) = [;° =5 S gt et

nous retrouvons 1’ mtegrale (convergente ) de Cauchy, pour z > 0, comme |g(z, )] § et e
LY(R,), f est encore bien définie : f est finalement définie sur R+.
Soit a > 0, nous avons

Jg
e —=(x,t)

De ces deux inégalités, le théoreme de continuité et dérivabilité des intégrales a parametres
assure que f € €' (RY) et

Vo eRY, f(z) = —/ sin(t)e *'dt.
0

i/ Remarque : Il faut se garder, malgré les questions suivantes, de vouloir par ces théo-
remes de domination obtenir la continuité de f a l'origine : en effet f est a l'origine définie

lg(z,t)] < e e L'(Ry) et = | —sin(t)e ™| < e ™ € L*(R,).

Woir Iexercice 7777
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par l'intégrale de Cauchy qui est notoirement non absolument convergente et une domina-
tion de g dans un voisinage de 'origine impliquerai assurément 1’absolue convergence. C’est
pourquoi d’ailleurs les dominations n’ont lieu que sur [a, +00[...

> L’expression de f’(x) que nous venons d’obtenir nous permet un calcul explicite : soit

x>0
f(x) = —/ sin(t)e "'dt = —— (e" —e ™) e "dt
0 2t Jo
1 [e.e]

_ _Z 0 (et(ifx) - eft(ier)) dt

1 6t(i—x) o0 e—t(i+a¢) o0
-z (=, +[571,)

21 1= |, i+ |,
B 1 1 1 B 1
2\ di—x i+z) 1422

—t(itx) et
itz | _>0

(les deux termes « entre crochets » sont nuls a I'infini car par exemple |<
lorsque ¢ tends vers +00....). En intégrant cette formule, il vient

JCeR : Vz eR} f(z) = —arctan(z) + C.

La constante C' n’est pas difficile a déterminer, en effet la formule ci-dessus implique que

lim f(z)= Z.ic

Tr——+00 2

et pour tout x > 0

& 1
)] < / =1 g
0

T w—+oo
soit
—g +C = et C = g
Résumons nous :
—arctan(zr) + g, siz >0
o = 0 Sint(t) dt, siz=0.

> Il s’agit de montrer que

lim | f(z) — f(0)] =

z—04

/mw(eﬂ—n dt = 0.

t

Cette limite n’est pas triviale, on va faire une intégration par parties : considérons pour

t>0, Gt = [~ Wdu. G est dérivable et G'(t) = —%, en outre la convergence de
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I = S0 gt implique limy_oo G(£) = 0. Ainsi

> sin(t)

fla) =10 = [ =)
-/ T (e - 1)

0

= [66) (= 1))y - [ Gt ar
u:xt—/omG(g ¢ = /H”

H(:U,u):{G<g> e st 270,

et la fonction

0 si z=0.

est continue sur R* x R% (la continuité en (0, u) découle de lim,_.o G(t) = 0); elle est aussi

dominée par
Hzu) < e € L'(R,).

Donc par convergence dominée

W) i 1)~ 0] =l | [ G

z—04

f est donc bien continue a l'origine.

> (X) et (¢/) donnent immédiatement

/ sm(t)dt::
.t 2

:‘—/ lim H (z,u)du| =
o 2z—0

Montrer que

t 2

+o0o
/ sin(t) sint) ., _
0

Exercice 168 (Encore un calcul de I'intégrale de Cauchy [ Sm(t)dt (2))

La semi-convergence de cette intégrale est classique. Remarquons que

o0 3 nw/2 L T2 .
/ sin(t) dt = lim / Sm(t)dt ~ lim / sm(nx)dx
0 t n—oo Jq t n—oo fo €T

Nous allons successivement montrer

™2 gin((2n + 1)) o
(v) /0 dr =, VneN,

sin(x)
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puis

) - (/0 ™2 sin((2n + 1) )dx—/o ™2 gin((2n + 1)z )dx> _o,

n— oo xX SlIl(.T)

ce qui fournira la formule désirée.

Pour (¢), puisque pour tout = €]0, 7/2]

sin(271(2n + 1)x)
2sin(z/2)

1
3 + cos(x) + cos(2x) + - - - 4 cos(nx) =
soit
in(2 1
w =142 COS(QZE) —+ 2COS(4ZL’) + -+ 2008(2%%), x 6]07 ﬂ-[
sin(x

qui donne immédiatement (V).
Pour la seconde on peut écrire

™ < /”/2 sin((27; + ), /”/2 sm((sziz(:)m) dx)

™2 sin(z) —

= nh—>ngo i 2 sin(z) sin((2n + 1)z)dz
et cette derniere limite est nulle par le lemme de Riemann-Lebesgue ([47], page?? 7). D’ou
(X). Q

Exercice 169 (Toujours un calcul de I'intégrale de CauchyfrOO st 4t (3) )

Sachant que pour tout a > 0
> gin(t et
[, e,
o t+a o t?+1

/ Sm(t)dt:z.
.t 2

montrer que

On a immédiatement pour a > 0

efat

211

e~ 1

li = L'(R
ai%l+t2—|—1 2 +1 f()E (+)

:f(t>, \V/tER+, et

donc, par convergence dominée

Y /°° e~ /°° 1 T
im —_— = —_— = .
a—04 Jo 241 o tP+1 2
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Pour le terme de gauche, une convergence dominée est sans espoir car il est notoire (cf.
exercice page 193) que

sin(t)
t

¢ L'(R,).

—

o On peut tout de méme justifier 'inversion des deux limites « a la main » par exemple
en remarquant que

/fﬁ—@dt—/j@dt' g/;%czﬂ/f%dt

le premier terme du second membre tend vers zéro avec a par convergence dominée car
I'intégrande converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1] avec la domination

a|sin(t)] _ |sin(t)]
(tra) = ¢

e L'([0,1]).

Pour le second terme, I'affaire est encore plus simple puisque

[P,
1 tt+a) o

> On peut aussi, sans convergence dominée écrire pour tout € > 0

/Oooiii(?dt—/ooo Snl(t)dt' g/jﬂf—jﬂdw/f%dt

g/ Sm(t)dwr/ @t
0 t € t2

§5—|—g Vace>0

5
< 2va V a >0 (on a fait e = v/a)

d’ou le résultat. Q

i Remarque : Voir I'exercice suivant pour démontrer :

o0 2 t e} —at
/ malt:/ ¢ _dtVaeR:.
0 t+a 0 t2+1
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Exercice 170 (Calcul de I'intégrale de Cauchy [~ @dt (4) )

Soient f(x) = /OO Sm(t)dt, g(x) = /OO " dt
0 0

t+x t2+1
> Montrer que f,g € €*(R*) (pour f, on pourra commencer par montrer que

flz) = [7° gdt).

> Montrer que f et g sont solutions de l’équation différentielle y" +vy = 1/x.
> En déduire que f — g est 2m-périodique (sur son domaine de définition).
> Montrer que f et g sont équivalentes a 1/x en +o00 puis, que f = g.

o> En déduire la valeur que / Wdt.
0

> Ces intégrales impropres sont clairement convergentes pour tout x € R, ; posons pour
(r,t) e Ry x Ry : f(x,t) = sin(xt)/t + x,g(x,t) = e /t? + 1. Les dominations

1
|g($,t)|§ 1+t27 VteR—l—a
dg(x, 1) te=t L
Vte Ry, ‘ | =T tzeL(Rg, Ve >a>0,
Pg(x,t)| e |
Vte Ry, ‘ 97 _]A¢2€L(RQ, Vo >a>0,

assurent par convergence dominée que g est continue sur R, et de classe €2 sur RY avec
00 te—zt 00 th—mt
/ " *
x) = — —dt x) = ——dt, VxeRL.
g == [ g g0 = [ 5 :
On en déduit immédiatement que g”(z) + g(z) = 1/z sur R,
Pour f c’est un peu plus délicat car 'application ¢ — f(x,t) est notoirement non absolu-

ment intégrable sur R, et toute domination est veine, on commence donc par une intégration
par parties pour obtenir une expression plus exploitable de f.

(afin d’alléger les calculs on a choisi 1 — cos(t) comme primitive de sin(t) choix qui annule le
« terme entre crochets »). De 1a, si h(x,t) =1 — cos(t)/(t + x)? et pour z > a > 0

Oh(x,t) 2(1 — cos(t)) 2 1
R =|— < L' (R >
Vte +5 ' ax ’ ‘ (t—'—gj)3 ~ (t+a>3 < ( +), Vx_&>0,
0*h(z, 1) 6(1 — cos(t)) 12 .
= < >
Vte Ry, 952 ‘ ‘ i+ 2) S Gt Tap €L (Ry), Vz>a>0,

ces dominations impliquent que f € €*(R%) avec

F'(x) = /OOO Wcﬁ, VzeRY
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et avec une intégration par parties

" > 6(1 — cos(t)) 2(1 —cos(t))]™ * 2sin(t)
= = [‘ GEE ] ) G

- {‘gﬁ—m?%w (;(f(;z;dt: /OOO (?f(det
_/0 (tftx) _/O %(fg)dt

:x f(z), x>0.

> f et g sont solutions sur R% de I'équation y” +y = 1/x, f — g est donc solution de
I'équation 3" +y = 0 : c’est la restriction a R} d’une solution sur R de y” +y = 0 donc
2m-périodique.

> Soit x > 0, vu ce qui précede

f(x)zl—/ooo QSin(t)dt

x (t+x)3
et comme
° 2sin(?) o 2dt 2 1
< = — =
| <t+az>3dt' <[ Grap=m=oe
ie.
1 1
fla)=—+o(z™) ~ .

Pour g, on procede de méme encore plus simplement.

o Sur R%, f — g est continue 27-périodique et tends vers 0 en +o0 : elle est donc identique-
ment nulle et on a
> sin(t) et N
—=dt = dt, VzeR].
0 t+x 0 t2 +1

> Pour conclure, voir ’exercice précédent. a

Exercice 171 (Calcul de I'intégrale de Cauchy [ sin®) ¢ (5) )

o t
Soit F(x) = Mdt. Préciser le domaine de deﬁm’tion de F, étudier la
o 2+ 1)

continuite et |’ e:m'stence des dérivées premiéres et secondes ; exprimer F(x) en fonc-

tion de C = foo sin(# dt et en déduire la valeur de C'.

L’intégrale définissant I’ est clairement convergente pour tout « € R : F' est définie sur R et

est impaire. Posons f(z,t) = ts(i;(ﬁ)).
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© Soit a > 0, pour = € [—a,a] et t € R, on a

2] a

: e L'(Ry),
t t2+1‘_t2+1_t2+1 (R)

vu la régularité de f le théoreme de continuité des intégrales a parametres assure que F €
€°([—a,a)), et ceci pour tout @ > 0 : F est donc continue sur R.

t
> O, f(z,t) = Ctisfl)’ on a donc pour tout x € Ret t € Ry
. 0] = | < e m
zJ T, = = )
t2+1 t2+1
. . L . . L ) > cos(xt)
par le théoreme de dérivation des intégrales a parametres, F' € € (R) et F'(z) = o dt.
0

o> Pour l'existence de la dérivée seconde 'affaire est plus délicate, car

—tsin(xt)
t2+1

sin(xt)
t

Y

e2(a.0) = |

t—oo

sin(t)
t

(méme locale) pour appliquer le théoreme précédent est donc vaine. L’astuce constiste par
une intégration par parties a écrire F’ sous une forme acceptable pour justifier la dérivation
sous l'intégrale :soit v € R* :

F(z) = /0°° cos(wt) gt — { sin(xt) r N /000 2t sin(xt) i@t

241 z(t?+ 1) z(t? +1)2

[e.9] 2 3
_ / t sin(xt) gt
0

(2 +1)2

et cette derniére n’est (comme ‘ ‘) pas intégrable en 400 : toute tentative de domination

Ainsi, pour z # 0 on a

(%) F(z) = /0°° cos(a:t)dt _ /OOO 2t sin(xt) "

241 x(t? 4+ 1)2

sous cette seconde forme, on va pouvoir appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a
parametres, en effet soit a > 0, pour x > a

0 (2t sin(xt) < |2 sin(zt) 2t2 cos(wt)
or \z (2+1)2)| " |22 (2+1)2 x(t? +1)2
|2t| 2t*

c 'R
Seeriy Taeryp S EW®

on peut donc dériver sous l'intégrale : F' est deux fois dérivable sur R* et

" * 2t sin(zt)  2t%cos(xt)
Fiz) = - dt, VY eR".
(=) /0 ( 2 @ aeyie)® TS
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Cette expression est un peu chargée, faisons une intégration par parties :
F() = /°° 2t sin(wt) N 2t% cos(xt) it
0 (124 1)2 x? x(t? +1)2
B [ sin(xt) t cos(xt) } > /°° ( xcos(xt)  cos(xt) — xt sin(:ct)) it
0 0

2(24+1)  z(2+1) 22(12 4+ 1) (12 +1)

°° tsin(xt
_ _/ sin(x )dt.
0

2+ 1

Il est intéressant a ce stade d’observer que nous retrouvons finalement la formule

o] 82
F'"(z) = /0 flz, t)dt, xe€R*,

da?

mais pour justifier une dérivation sous l'intégrale une transformation de F’ (voir (X)) a été
nécessaire ; remarquez aussi que l'existence de F”(0) reste ouverte. Nous avons donc :

, > cos(zt)
F = t R
@= [ G veer,

* tsin(xt)
F'(z) = — ———=dt R*.
(x) /o Ay b Ve

o> Ainsi, pour tout x € R*,

F(:U)—F”(:c):/ :mﬂdpr/ Mdt:/ Sm(xt)dt:{c, V1 eRY,
0 0 0

(t2+1) z(t2+1) t —C, VzxeR:.

F est donc solution de I'équation différentielle ' — F" = C sur R} et F' — F" = —C sur R*
ce qui nous donne

ce* +de * —C, VzreR:.

(remarquez que ces équations impliquent limg, F"(z) = C = —limy_ F"(x) qui assurent si
C' # 0 que F" admet a l'origine des limites a droite et a gauche différentes ce qui (propriété
classique de l'application dérivéée, Darboux par exemple) nous permet d’affirmer que F”(0)
n’existe pas mais I’ est tout de méme dérivable a droite et a gauche en 0 avec F"(0;) =
C'=—F"(0_)...) F étant impaire, a = —d, b = —c soit

x —X ]R*
F<I>:{ae +be ™ +C, VreRy,

Flz) = ae® +be "+ C, VzeRY,
—be® —ae ™ —C, VaxeRr:
et F' continue a l'origine avec F(0) = 0 implique

F(0)=0= lir(r)l Fz)=a+b+C=lim F(z)=—-a—-b—-C
z—04

z—0_

soit a + b = —C'; de méme, F’ continue a l'origine avec F’'(0) = 7/2 donne a — b = 7/2 i.c.
2a =7/2—C,2b = —C — /2 et finalement

V) Flz) = gsh(x) — Cch(z)+C, VzeR?.
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o> Il reste a évaluer C. Pour cela, montrons que lirll F(z)=C. Soit = > 0,

I b 2t sin(zt)  2t%cos(xt)
Fle)-C=F ("’“")_/0 (_F @+172 " x(t2+1)2>dt

(on a encore ici besoin de la premieére expression de F” pour conclure facilement) pour
x > a >0, on a la domination

2t 22

2t sin(zt)  2t%cos(xt) N
T a?(t?2+1)2  a(t?2+1)2

22 (2+1)2 " o2 +1)?

€ L'(R,).

Donc par le théoreme de la convergence dominée

. R Sl 2t sin(zt)  2t*cos(wt) B
xETm(F(x) - C) —/0 lim (—? RIS + NG dt =0

soit avec (V)
lim F(z)=C et F(z) ~ (g—C) e+ C

T—+00 “+oo

qui donnent

C.Q.F.D. 0

Exercice 172 (Calcul de I'intégrale de Cauchy [/~ %dt (5), )
Montrer que pour tout x € R

w/2 T gin(t
/ ef:pcos(t) COS(SL’ SlIl(t))dt _ g _ / Sln( )dt
0 0

t

En déduire que / sin )dt =
ot 2
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> Soit £ € R, on a

w/2 w/2
/ e~ cos(z sin(t))dt = Re / emmeost) gizsin(t) gy
0 0

—~ nl J
T s (—2)" [sin(nt) /2
T2 * Z n! n
n=1 0
T s (—2)"sin(nm/2)
2 * nz_; n! n
T i (—z)?**+ L sin((2k + 1)7/2)
2 & (2k+ 1) 2k +1
T i ( 1)k 2k+1
S 2 A (2k+ )2k +1)!
B z B i /x (—1)kt2k+1@
2 Ay kD!t

T kt2k+1dt
O /Z k+ 1) t

Il
vl 3

|
C\&
wn
.
“F‘\
~
S~—

QU

Les deux échanges [ Y. = > [ sont justifiés par la normale convergence des deux séries
entieres sur le domaine d’intégration (leur rayon de convergence étant infini).

> Une convergence dominée élémentaire’ (|e=*“*® cos(zsin(t))| < 1 € L'([0,7/2])) im-
plique
w/2

liI_il_l e~ cos(z sin(t))dt = 0,
T—1T00 0

soit, vu la formule établie au dessus

lim (5—/ wdt) —0
T—+00 2 0 t

2que I’on peut aussi éviter en coupant 'intégrale en deux...
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on retrouve bien la valeur de I'intégrale de Cauchy / SH? >dt 5 a
0

Exercice 173 (Etude de la suite (u, = 2> (ni—Qk)?)n ) [10].
Convergence et limite de la suite de terme général

n 2

n n
" R

k=1

Ecrivons

1 1< k
un:n<§—— 1(1+—>_n</f dt__ f(_)>

ou f(t) = (1+1¢)~2 En posant pour 0 < z < 1, F(x) = [ f(t)dt, on peut écrire cette
derniere expression sous la forme :

n n=1 kti/n n
([ 0= 23 ) - (5 [ - 25

n—1 .k4i/n n—1
= (0) ~ F(1) +n (Z [ s 1ZF'<§>>

k=0 Y k/n =0
= 0) ~ 1 +n(2F<’fZI> F(S)—%F’(%)

la formule de Taylor-Lagrange appliquée a F' a l’ordre 2 nous assure que

k41 k 1,k 1 E k41
L) FC) = 2P = o5 F () o Gl ]

F
(n n n n 2n

et finalement

n—1 1
. .. 1 " 1 ” 3
i = £0) = £1)+ 5 T ST PG = FO) ~ f0 +5 [ P =G
la derniere limite étant justifiée puisque I'on y reconnait la somme de Riemann de la fonction
continue F” associée & la subdivision {£}7_, en les points (Cr, €)%, £E1]) . a

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne

191/408

Exercice 174 (Autour du théoreme des moments de Hausdorff)

@ Soit f € C(la,b)) telle que fabf(t)t"dt = 0, Vn € N. Montrer que f est
identiquement nulle (théoreme des moments de Hausdorff).

@ le théoreme des moments de Hausdorff tombe en défaut sur R™ : Soit f
définie sur R™ par

v sin(z/4)

flz)=e
> Montrer que

+oo n' i
I, = / the Wldt = o1 € N otw=e1
0 wn

> En déduire que
+o0
/ " f($)dt = 0, Vn € N,
0

(pour cela, remarquer que Iy, 3 € R...).
® Soita>0etfet—a,al). Si

/ ) dt =0, VneN,
montrer que f impaire sur |—a,al. De méme, si
/ 1 f(t)dt =0, VneN,

montrer que f paire sur [—a,al.

O Soit f une telle fonction, avec la linéarité de 'intégrale on a

/b FOP@®dE =0, VP e R[X],

mais par le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P )n C R[X] qui converge unifor-

mément sur [a, b] vers f, et par convergence uniforme sur [a, b]

/f t)dt = /hmf() dt—hm/f

soit (f? est continue et positive) f = 0.

® PourtoutneN :

|the | = ¢ exp(—%) € L'(R)

et I'intégrale [,, est bien convergente ; en outre, si n > 1 une intégration par parties donne

n [ n
In _ Ld_l [_tne—wt};o + _/ tn—le—wtdt =—1,
W Jo w

soit
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n!

Et puisque pour n > 1 : w1 = (—1)"*! au vu du calcul précédent

Iy € R, VneN

sa partie imaginaire est donc toujours nulle i.e.

o tv?2 tv2
0= im(lys) = / t4"+3exp(—7\/_)sin(7\/_)dt
0

:/ 2" sin(x4) exp(—zY*)dx  (poser z = t*/4)
0

:/oox”f(x)da: neN
0

d’ott le contrexemple désiré.

® o Commencons par remarquer que, vu les hypotheses sur f

Klﬂ) f(=t)) t*dt = /“ft%ﬁ+/tf —t)*"dt

:2/(ﬂm%mzq Vn €N.
D’autre part
l/(ﬂﬂ+ﬂ Nt = /(ft%“ﬁ /mf —t)*"*dt =0, VYneN

—a

L’application continue sur [—a,al, g(t) = f(t) — f(—t) vérifie donc
f@ﬂﬁza VneN,

elle est donc (vu @) identiquement nulle : f est bien impaire.

> La procédure est identique pour le second cas.
Q

i) Remarques : © Pour la premiére question, on est pas obligé d’utiliser Weiers-
trass, on peut procéder de la maniére suivante : soit f € €([0, 1]) une application vérifiant
Jyt"f(t)dt =0, Vn € N. Par linéarité de lintégrale [ P(t)f(t)dt =0, VP € R[X]. Sup-
posons un instant que f ne soit pas identiquement nulle sur [0, 1] : par continuité, il existe
0 <c<1tel que f(c) # 0 (et méme f(c) > 0 quitte a remplacer f par —f); il existe aussi
O<a<c<b<ltels f(z)> @, Vz € [a,b]. Alors, le polynoéme P(t) = 1+ (X —a)(b—X)
vérifie P(t) > 1 sur [a,b] et 0 < P(t) < 1 sur [0,1] \ [a,b]. On a aussi P’ > 0 sur [0, a] par
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compacité de ce dernier intervalle, il existe A > 0 tel que P'(¢) > A > 0. Ainsi, en posant
M = supyy 1 | f(?)], on a pour tout k € N :

L[P%vwﬂéMf?mwﬁﬁifpwpww

[P 1 (1—aby |
[n—klh_ Aot S am+)

D)
et en procédant de méme sur [b, 1] on peut donc affirmer que

1

(X) im [ PO f()dE =0, & lim [ PP (0= 0.

Par contre, sur [a, b], et avec ce choix de P nous avons

) /P%ﬁ@ﬁz/f@ﬁz%}ﬂ@>a

Les formules (X) et (¢/) impliquent que fol P™(t)f(t)dt > 0 pour tout entier n suffisament
grand, fait parfaitement absurde puisque fol Q) f(t)dt =0, VQ € R[X].

o> Utilisez correctement le théoreme de Weierstrass, en particulier sur R? ou C toute fonc-
tion continue sur un compact K y est limite uniforme de polynémes en x et y (i.e. € Clx,y])
et non en z = z + iy (i.e. € C[z]) . Le contre exemple canonique (bien connu des amateurs
de fonctions holomorphes) étant la fonction continue sur C* : f(z) = 27!, pour laquelle il
n’existe pas de suite de polynémes (P,), C C[z] convergeant uniformément vers f sur le
cercle unité S C C*; en effet en passant par exemple en coordonnées polaires on vérifie
facilement que

f(2)dz = 2ir  alors que / P,(z)dz=0, VYneN.
st st

Exercice 175 (Etude de I, = [*°®2Wq j, = [f* 20 g & g, =

0 2 t*+sin(t)
—1)"
anl na(_i_(zl)n) [0 G R)

Pour 2 > a > 0 étudier la convergence et [’absolue convergence des intégrales
impropres ou SEries

+oo L3 +o0 ; —1\"
I, = / Sl gy g g, = / sl SQ:Z—( D
0 t 9 ne

t* + sin(¢) — n®+ (=1)

® Notons f(t) = sin(t)t~®. I, est une intégrale impropre & I'origine et & I'infini. A Porigine,
f est équivalente a t~**! fonction positive, de type Riemann, intégrable en t = 0 puisque
—a+1 < —1. En outre |f(t)| <t fonction intégrable a I'infini pour @ > 1 : la convergence
absolue de I, est donc établie pour 2 > o > 1.
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Reste donc le cas 0 < o < 1; vu ce qui précede (tout se passant bien a l'origine) il sera
suffisant d’étudier la convergence sur [1,4o00[. Pour cela on fait une intégration par parties
(avec la convention habituelle qu’elle sera réellement correcte si deux termes parmi les trois
existent, sinon, travailler sur [1, A] puis faire tendre A vers +00...)

/+oo sindt) ;) {M} - /W acos(t)

to to 1 toz—‘rl

[cos(t)] I = —cos(1),

tOé
1
assurent alors la convergence de 1, pour 0 < o < 1.
Pour la convergence absolue en +00 si 0 < a < 1, le plus simple est de remarquer que

et

totl — tatl € L1<[1’ +OOD

a cos(t) ' a

sin(t) sin?(t) - 1 cos(2t)

=g(t) — h(t
m o |ZE T T I k)
en raisonnant comme au dessus h est intégrable en +o0o mais bien str g ne 'est pas, et

I'intégrale / w
Ry | t°

Il est aussi classique de conclure par la minoration

2n+1)7
J

cette derniere quantité tendant vers 'infini avec n comme somme partielle d’une série de
terme général équivalent a C'k~* donc divergente...

dt diverge pour tout 0 < o < 1.

2km+ 3% I SlIl

n 2km+ 3 n
dt > / ’ V2 oy V2
oy 2@+ DR T 2 1@+ )

w0l s

2km+7

k=

® Le probleme est toujours a l'infini ol notre fonction n’est pas de signe constant, donc
pas question d’utiliser les équivalents, le dernier recours (le développement asymptotique)
montre ici toute sa puissance

)4 ) -0
g eh)  on gty =0 = t20‘ +O<t_a>

vu 2) la fonction g est intégrable a 'infini pour tout « > 0, par contre
—sin®(¢) 1 cos(2t)
t20 - 22 o 22
le sera si et seulement si a > 1/2. La seconde intégrale est donc convergente si et seulement
si a > 1/2. 1l est bien de remarquer que pour tout o > 0 :

sin(t) sin(t)
tofsin(t) ¢

h(t) ~
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la premiere étant intégrable si et seulement si o > 1/2, et la seconde, si et seulement si

a>0:

L’intégrabilité ne passe donc pas a 1’équivalent lorsque les fonctions ne sont pas de signe

constant.

® (est la version série du second exemple et se traite de la méme maniere.

i Remarques : L’étude de la série donne

ey
"one 4+ (=) ne

Q

pour tout @ > 0 et comme plus haut, pour 0 < a < 1/2, >, diverge, ce qui peut donner

lieu a deux remarques :

> La premiere est un contre-exemple pour le théoreme sur les équivalents lorsque les séries
ne sont pas de signe constant (puisque la série de terme général (—1)"n~* est convergente

pour tout a > 0).

> La seconde, est que ) wu, étant alternée, divergente et son terme général tendant vers

(="
ne + (_1)n
Toutefois v, ~ n~% i.e. la monotonie non plus ne passe pas a I’équivalent.

zéro : v, =

Bohr-Mollerup)
Soit pour

“+oo
[(x) = / t*le7ldt, VaxeR:.
0
n*n!

n t n
Montrer que / (1 — —) t* 1t = , x> 0.
0 n z(z+1)...(x+n)

Montrer que

n—00 n

n t n
I'(z) = lim <1 - —) t"ldt, x> 0.
0

® FEn déduire que
n*n!
I'(z) = lim , x> 0.
(@) n—oo x(x +1)...(x+n)

@  Montrer que logI' est conveze sur RY .

f)y=1 e Vx>0, f(z+1)=xzf(x).
Montrer que f =T (théoréme de Bohr-Mollerup)

Exercice 176 (Une caractérisation de la fonction Gamma : le théoreme de

® Réciproquement soit f : RY — R% une application log-convexre vérifiant

ne décroit pas vers zéro (vu le théoreme des les séries alternées).

@) On suppose ici acquis (classique mais excellent exercice sur les intégrales a parametres)

le fait que I' € €°(R?% ) et que I'on peut dériver sous l'intégrale.
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@ Il suffit de faire n intégrations par parties en faisant tomber le degré de (1 — }l)”

@ Soit f,(t) = (1 —L)"t* o (t). La suite (f,), est simplement convergente sur R* vers
gty =t""ltetet pourt >0,n>1: 0< f,(t) < g(t) € L'(R,). Par convergence dominée
le résultat suit.

® Il suffit de combiner les deux premieres questions.

@ log(I)" = (I'T — )2 avec T®(z) = [[™ fi(z,t)dt ot fy(t) = log"(t)t" te™!, k =
0,1,2. En écrivant fi(x,t) = g(t)h(t) avec g(t) = log(t)t@=D/2et/2 ot h(t) = t@=D/2e=1/2
si on remarque que g et h € L?*(R,) espace de Hilbert muni du produit scalaire (f,g) =
f]m f(t)g(t)dt, on a par Cauchy-Schwarz :

(LT = I"%)(2) = llglP|IR])* = (9. h) = 0.

log(I") est donc convexe puisque de dérivée seconde positive.

©® Soient 0<z<yet0<t<1l.Onaf(tr+(1—1t)y) < fi(zx)f "(y) et en particulier, si
u=tr+ (1 —t)yet n e N*laformule f(z+ 1) = 2f(x) donne

flu+n+1)=uu+1)...(u+n)f(u) < flx+n+1)'fly+n+1)"
<(@@+1). . (z+n)f@) Yy+1)...(y+n)fy)'™"
soit

uu 1) (et n)f() <m(x+1)...(x+n)f(x)>t (y(y+1).,,(y+n)f(y))l—t

nin! nn! n¥n!

et, vu @, si n tend vers l'infini :

s i < (76) (1)

La fonction f/I' est donc log-convexe continue sur R*, mais aussi 1-périodique puique f est
[" satisfont a la méme équation fonctionelle g(x + 1) = zg(z) : la fonction log (f/T") est donc
a la fois convexe et bornée : elle ne peut étre que constante (voir I'exercice 3) et le tour est
joué vu que f(1) =I(1) =1. Q

Exercice 177 (Sommes de Riemann et formule de Taylor )
® Soit f € €*([0,1]) montrer que

e (150 () - o) - 10520

@ Si f est deux fois dérivable sur [0,1] et si f” est bornée et intégrable sur [0, 1],

montrer que
. ' Lo, (26—1Y) _ f(1)— f(0)
Jim n* (/ f“)dt‘zzk:lf( n )) BT
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O Commencons par observer que

(5300 (8) - [} < (20r () -2 [ o)
S L (1 (2) o)
—”Z/ (0 <——t>dt,
Et si on pose pour 1 < k <n

mM:nﬁ{f@):xE[k;RS}}
M= { ) < w e[S 2]

n n

3=

3\a~§\

on obtient

o [ (E=iyars [ v (E-)ason [ (E-i)a

soit finalement

3=

—ka<n2/ F(G(®) (——t)dt<_ZM,c

Lt 1 & 1 &
- t)dt = lim — Y M = lim —
o ) £ = i oSS an= i 5>

car on y reconnait dans les deux termes de gauche deux sommes de Riemann associées a la

fonction f’ sur [0,1]. C.Q.F.D.

® Pour la seconde limite, la technique est la méme mais il faut bien entendu pousser plus

loin le développement : avec Taylor-Lagrange, nous avons

flz) - f (2;1) _p (22'2;1) (x_ 2i2;1> +%f,, @) (x_ 2@2;1>2'

Et par conséquent

n2</om_%;;f<%;>) z/( f@:»df
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Il suffit maintenant de remarquer que chacunes des intégrales

W (2i—1 2 — 1
for () (=25 )

n

s’annulent. Quant aux suivantes, en raisonnant comme dans la premiere partie

\ ;. /s T 7 5 i—1 i
ou M; (resp. m;) désigne la borne supérieure (resp. inférieure) de f” sur I'intervalle [T? 5].

f" étant continue on conclut rapidement comme plus haut. d

Exercice 178 (Autour de I'inégalité de Jensen )
@  Soit I C R un intervalle, f : I — R une application convexe. Montrer que

fuzy + -+ Xzn) < A f(@n) + 00+ Auf (@)
pour tous xy,...,xT, dans I, Ai,...; A, € Ry tels que A\ +---+ X\, = 1.

@ Cas d’égalité dans l'inégalité de Jensen. On suppose [ strictement

conveze (i.e. x # y implique f(tx + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) ), montrer
que si

Juzy + -4 Awy) = A f(@r) + - + A f(2)

alors xt1 = 19 = -+ = x,,.

® Supposons f Riemann intégrable sur [a,b], m < f(x) < M. Si p est continue
et convexe sur [m, M|, démontrer l'inégalité de Jensen

o (5 [ roa) < [ otanar

©® On procede par récurrence sur n > 2, la propriété étant vérifiée pour n = 2. Soit n > 3,
et supposons la propriété vraie jusqu'au rang n — 1, sans perdre de généralité supposons
aussi 0 < A\, < 1; on peut alors écrire

D N = Az 4 (1= Ay)
j=1
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Avec cette représentation, la convexité de f et I’hypothese de récurrence assurent que

n n—1
)
f (Z Wj) < A+ (1= M) f < > 1 _])\nxn>
Jj=1 j=1
n—1 )\
S /\nxn + (1 - )\n) ] f (xn>
1=

n
= E )\j.flfj,
j=1
soit la propriété au rang n. L'inégalité de Jensen est démontrée.

® Supposons par 'absurde qu’il existe n > 3, x1,...,xz, € I non tous égaux, Ay, ...
R? de somme 1 tels que

L’hypothese sur les z; assure que

0#£S:={je{1,2,...,n} : acj#lrgag)ixi}g{l,l...,n}.

Posons

by by
A= N w=) S Y= 5

jes Jjes JjéSs
Sl Xy, 1= maxj<ij<, T; }, alors

A A\ .
y= D TR = I T = T N =

J¢S Jés IS

et
:U:Z%xj<xn02%:$n0:y

j€S jes
x est donc different de y : par stricte convexité de f nous avons
fazr+ -+ Azy) = fAz+ (1= Ny) < Af(z) + (1= A) f(y).
Maintenant, avec 1'inégalité de Jensen

M(x) + (1= Nf(o) = M (Z %x) F- N (Z = ij)

jes Jjgs

) R CHRRIIPY) et Ryt

JjeS JES

= > M)
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les deux extrémités de ces inégalités nous donnent
n
Juzy + - 4 Ay < Z Aif ()
d’ou la contradiction désirée.

® o étant convexe sur [m, M|, nous avons

(B (oret5)) < S (r(59)).

Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers 400 en invoquant la continuité de ¢ et les sommes
de Riemann. Q

. . b 1/p
Exercice 179 (Limite en 0, =00 de (fa |f(t)]pdt> ) [27]

Montrer que si f est continue sur |a,b], alors

i (/ Iz \pdt) = o 1)

si de plus f est sans zéros dans [a,b] déterminer les limites suivantes

b 1/p b 1/p
i ([1rora) e am ([irore)

o 1l existe ¢ € [a, ] tel que M :=|f(c)| = maxyefap | f(x)], on a immédiatement

(%) ([ ora) " < ([ soa) " = ar0- o

De l'autre coté, par continuité de f et étant donné £ > 0, il existe [a, §] C [a,b] tel que
|f(x)| > M — § sur [a, 3]. Alors

([ sora) "= ([ i) = 0 - 5o

Ainsi, vu (%), on a pour tout £ > 0 :

b 1/p
0= 55— < ([ o) <60

d’ou le résultat en faisant tendre p vers +oo (¢ > 0 étant arbitraire).

> De la premiére limite on déduit aussitot (si f est sans zéros) que
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1m1([ﬂfwwﬁ)m::mmLﬂwL

p——00 z€la,b|

> Reste la limite en zéro. On peu écrire

log

b—a b—a b—a P

b 1/p
(S 1/l :1bg<ﬁuwﬁw>:1bg<ﬁg@mﬁ>;:mm—hm>
p p

> vu les théoremes classiques sur la continuité et la dérivabilité des intégrales a parametres
on vérifie sans peine que h est dérivable a I'origine, on peut dériver sous l'intégrale, si bien
que

b 1/p
L f@Pdt)  dt b
lim log <f ) :h’(O):/ log(f(t))dt.

p—0 b—a

Exercice 180 (Etude de la suite (f" nlog (1 4+n=2f(t))dt),) (10, 1999/00).

Pour f € LYR,), a>1, n>1 on pose

I, = /000 nlog (14 n~*f(t)) dt.

Apres avoir justifié lexistence de I,,, étudier la convergence de la suite (I,),.

Notons ¢, (t) = nlog (1 +n~*f*(t)), remarquons que pour tout « > let ¢t >0 :

T+t < (1417,

ainsi

(X) 0 < u(t) <nalog (1+n7'f(t) < af(t) e L'(Ry)

la derniere inégalité résultant de l’archi-classique log(l + u) < w sur R, i.e. pour tout
n € N* ¢, € L'(R,) et notre suite est bien définie.

Soit x € R, fixé, si f(x) # 0 alors p,(z) ~ n'=*f%(t) — 0 pour n — oo si a > 1. Ainsi
pour a > 1 la suite (¢,), converge simplement sur R, vers la fonction nulle. Pour o = 1
elle est simplement convergente sur Ry vers f. Ceci et (X) nous permet dans les deux cas
d’appliquer le théoreme de la convergence dominée, soit finallement
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ia>1
lim I, = e

0

Exercice 181 (Le lemme de Cantor )

O Soient (an)n, (bn)n deuz suites de nombres réels telles que la suite de fonc-
tions (a, cos(nx) + b, sin(nz)), converge simplement sur R vers la fonction nulle.
Montrer que lim, a,, = lim, b, = 0 (lemme de Cantor).

O Montrer que la conclusion subsiste si la convergence simple a lieu seulement
sur un intervalle [a,b] (ot a <b).

O Avecx = 0onadéjalim,a, = 0. Vul’hypothese, on a alors lim,, b, sin(nz) =0, Vz € R;
supposons que (by,), ne converge pas vers zéro : il existe alors € > 0, une suite strictement
croissante d’entiers (n;) vérifiant pour tout k : |b,, | > €. Mais alors, puisque (b, sin(n)),
converge simplement vers zéro sur R la suite (sin(nzx)), est nécessairement simplement
convergente vers zéro sur R, en outre 0 < sin*(ngzr) < 1 € LY([0,27]). On peut donc
appliquer le théoreme de la convergence dominée :

2w
lim/ sin?(nz)dr = 0,
ko Jo

cependant, d’un autre coté on a aussi

2m 2m dax
/ sin®(ngyx)dr = / (1 — cos(2nyx)) 5 =7
0 0

d’ou la contradiction et lim,, b,, = 0.

® Casgénéral: Supposons maintenant la convergence simple seulement sur un intervalle
la,b]. Si par exemple la suite (ay)r ne converge pas vers 0, on considere comme dans la
premiere partie ¢ > 0 et une sous-suite (ay,, ) tels que |a,,| > ¢, V& € N. Alors pour tout

x € [a,b] :
(an,, cos(ngz) + by, sin(ngx))? (an,, cos(ngz) + by, sin(ngx))?

2 2
ank + bnk

| fr ()] =

c2

et la suite (f,,)r est simplement convergente sur [a,b]. En outre, vu I'inégalité (Cauchy-
Schwarz par exemple) az + by < /a2 + b%/22 + y? nous avons aussi la domination :

az + b2
’fnk(x)lgmzla v,I‘E[CL,b], ke N.
Donc, par convergence dominée
b
(¥). lim [ fo (2)dz =0
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Mais par un calcul direct

b b
1
/a fny,(x)dz = m /a (a2 (14 cos(2nkx)) + b2 (1 — cos(2nyx)) + 2an, by, sin(2n42)) do

b—a a?z B b’?t k Ay, O ’ .

=— Q(aé; n bé:k) /a cos(2nyx)dx + m /a sin(2nyx)dx
b—a az — b2 ap, b

= + “k "k I + Th Dk Jx

2 2(a121k +b2,) a2 + b2,

mais bien entendu
lim [, = lim J, =0
k—oo

k—oo
et ) )
M <1 et a”k—bnk <1
2(a2, +02 )|~ 2 az, +b2 | 7 2
donc
lim 'ﬁ |+ Mjk <1(|]k|+|Jk|):0
e 202, +02,) | T ez, 2 2
soit ,
h—
klim/ fo,(x)dz = 2a>0

contredisant () : I'affaire est donc entendue (on procede de méme si c’est la suite (b,), ne
converge pas vers zéro). Q

Exercice 182 (Etude de z — ff 102% )
On définit F : |1, +o0[— R par

2

T dt
Fla) = / log(1)’

Montrer que F' est injective et préciser son image F(]1,+o0l).

F est clairement dérivable sur |1, 400 avec
r—1

F'(z) = Tog(2)

soit F'(x) > Osur |1, +oo[ : F est strictement croissante sur |1, +oo[ et en particulier injective.
Comme

YV €]l, +ool.

2

: X§t§X2 :2 — 400,
log(x2) x—+o0

F(z) > (2* — x)min{ o (0)

nous avons F(]1, +oo[) =|F(1_), +oo[. Pour déterminer F'(1_), le changement ¢ = ¢* donne

2log(x) el
F(x) = / —du
It

og(x) U
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soit
2log(x) d 2log(x) d
xlog(2) = elog(w)/ - F(z) < teOg(x)/ g log(2)
log(z) u log(z) u
qui assure F'(1_) = log(2) : ainsi F'(]1,4o00[) =|log(2), +o0. a

Exercice 183 (Optimisation et convexité )
Soit f € €*R,R). Si f’ > 0 sur [a,b], déterminer la fonction affine l(x) =

ar + 0 < f(z) sur[a,b] mz’m’misant/ (f(t) —1(t))dt.

Il est « clair » que I(z) = f(z) pour au moins une valeur de x (sinon, ou pourrait déplacer le
graphe de [ verticalement ce qui réduirait la valeur de 'intégrale). Le graphe de [ est donc
tangent a celui de f et il existe ¢ € [a, ] tel que

I(x) = f(e) + f'(e)(x — o)

On peut maintenant aussi remarquer que minimiser

b b b
/(f(t)—l(t))dt:/ f(t)dt—/ [(t)dt

b b
/ I(t)dt = / (POt + fe) — cf(@)dt  a<e<b
f/

équivaut a maximiser

SRat V52— a2) + (b= a)(F(c) — cf'(e))
—(b-a) (fé@ (a+b) + f(e) — cf '(C)) |

Il s’agit donc de maximiser sur I'intervalle [a, b] I'application

o) = T v 8) 4 f10) — er'e).

"
Or, ¢'(c) = fT(C)(a + b — 2c¢), mais f” > 0 : ¢’ est donc du signe de ¢ — a + b — 2¢. Ainsi

g est croissante sur [a, (a + b)/2] et décroissante sur [(a + b)/2,b] son maximum est donc
atteint au point médian (a + b)/2. L’inf de notre probleme est donc réalisé par la tangente
a la courbe au point (a +0)/2 :

- (552) e (5) (-25)
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Exercice 184 (L'inégalité de Hardy [ (z7' [ f(u)du)’dx < 4 [ f2(z)da.)

[10]-2006.
Soit f € €(R,R)N L*(R,). Pour z > 0 on pose
1 x
ow) = [ s
T Jo

Montrer que g € L*(R,) et trouver une constante absolue C > 0 telle que
/ g*(t)dt < 4 / fA(t)dt
0 0

e g est continue sur R% et pour x > 0 on a avec Cauchy-Schwarz

- f(t)dt‘ <= ( | dt) " ( I fQ(t)dt> o f@dt)” 2

comme f € L?(R,, il en résulte

(X) g(z) = 0 (%) . pour z — 0.

g est intégrable a l'origine et donc sur [0, A] pour tout A > 0. On utilisera ultérieurement
cette estimation.

e Soit A > 0, on va commencer par montrer I'inégalité sur [0, A] i.e. fo t)dt < 4 fo f2(t)
on peut bien entendu supposer fo t)dt # 0 sinon il n’y a rien a demonter Soit 0 < x < A

[ o) f ) ([ o)
:‘E(/xﬂwdt)Q A+/ 21 [ i
[0 [ w5 ([ o)
<> ["1D [ ite, a3 ([* sa) 20

ou l'intégration par partie dans l'intégrale généralisée est 1égitime car deux termes parmi
les trois existent, le terme « en crochets » étant nul a l'origine vu (X). Maintenant de cette
inégalité et toujours par Cauchy-Schwarz

A1 Iftdt 2dw§2 Afxx Jo 1t dx
[ ([ o) aeez s (2555)
<o [ o) ([ 5 ([ soar) ar)
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soit puisque fOA f(t)ydt #0

(V) /OA g*(t)dt = /OA % (/Ow f(t)dt)Qdm < 4/0A fA(t)dt.

e Montrons que la constante 4 dans (¢/) est optimale. Pour cela, si elle est vérifiée pour un
C' < 4 on lapplique a f(t) =t*, —1/2<a<1/2

A z 2 1-2 A 1-2
Al Al
/ dz / AN < C’/ at _ .
0 2 \Jy t¢ (1—2a)(1 —a«)? 0 to 1 -2«

qui donne

1
- <
A—ap =Y

et en faisant tendre o vers 1/2 on obtient C' > 4 : 4 est bien optimale dans (V).

e On a donc pour tout A > 0

A A 00
2 2 2
OS/O g (t)dt§4/0 f (t)dt§4/0 f2(t)dt < oo,

g? est donc intégrable sur R, et

/Ooo g2 (t)dt < 4/000 fA(t)dt.

La constante 4 est bien entendu encore optimale (reprendre le raisonnement précedent avec
des fonctions continues sur R’ nulles sur [2, +-00] et égales a t=* sur |0, 1] avec |a| < 1/2).
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Exercice 185 (Une formule de Ramanujan et le d.s.e. de la fonction tangente)

Pour tout complexe z € C de partie réelle |re(z) := o| < 1, on considére l’applica-
tion

sh(zt) ,
—, st >0,
f(z) = sh(t)
2, stt=0.

©® Montrer que f € €°(Ry) N LY (R,) et vérifie
/%o ftydt =>" 2
0 = (2n +1)2 — 22

® Sachant que’
meotan(mz) __+Zn2 ox VzeC\Z,

n>1
montrer que

+oo
/ fle)de = Ztan(F), V2 e C, (=) < 1
0

® FEn développant f en série entiere (pour la variable z) montrer que

+oo
ztaun(wz/?) = / Sh(Zt)dt = 22 (1—-27"2)((2n+2)2>"", V]z| < 1.
2 0 sh(t) =

® Comme lim;, f(t) = z = f(0), f est continue a 'origine et donc sur R;. En outre
lo| < 1 implique

ezt _ 67zt elat‘
t = N2(|0| l)teLR
170 = | S| < T % ®,)

ainsi f € LY(R,).
Pour t > 0, on peut écrire

2 —t

f(t) = Sh(zt)ﬁ — 2€_tSh(Zt) Z 6—2nt _ Z (6(z—2n—1)t z+2n+1)t . Zu”
—e
n=>0 n>0 n>0

et les fonctions u, sont intégrables sur Ry car (toujours car |o| < 1)
|un(t)| < e—?nt {e(z—l)t . 6—(z+1)t‘ < 26—2nt€(\o\—1)t e LI(R+).

Un petit calcul nous donne

/0 m unlt)dl = - 2

2n +1)2 — 22
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(bien remarquer que |o| < 1 assure que (2n + 1)2 — 22 7é 0, Vn € N). Ainsi, formellement

/0+°° f(t)dt:/o > ug(t)dt = Z Z(2n+21§ .

n>0 n>0

il ne reste donc plus qu’a justifier I'échange [ >° = >° [ ci-dessus. Pour cela, il faut étre
délicat car la condition suffisante « la série ) fR+ |u, (t)|dt converge » n’est pas ici réalisée’
et il faut se ramener au cadre des suites de fonctions en posant

t) = iuk(t), n€N.

La suite (5,), est simplement convergente sur R et vérifie

1S, (t)] < |sh(zt |Z ~(@HDE < Ish (2t |Z —CHDE — | £(1)] € LY(R,).

k>0

L’hypothese de domination est donc vérifiée et Péchange [ =" [ est justifié, CQFD.

® Il suffit d'un peu de patience et d’attention. Avec la question précédente nous avons
pour |re(z)| < let z# 0 (si z=0il n'y a rien a démontrer)

+o0 925 2z 2z
/0 f(t)dt:;(2n+1)2_22:Zn2_22_z(2n)2—22

n>0 n>0
2 2z 2 2z
__;+;n2—22+;_21(2n)2—z2
1 z/2
____222 ; Zm
n>1 >1

= —mcotan(7rz) + ( +Z (2/2)2 —n2>

= —mcotan(rz) + Ecotan(ﬁz/2)

T cos?(rz/2) — cos(mz)
2 cos(mz/2)sin(rz/2)
2

sin?(7z/2) 0
cos(mz/2) sin(rz/2) §tan(7rz/2)

® Pourt>0ona

Sh(Zt) t2n+1 2n+1

S = sh(t) :n;sh(t)@nﬂ Zh

4un calcul élémentaire mais assez fastidieux donne fR+ [un(t) = e
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Les applications h,, sont clairement dans L'(R,) et nous avons

00 o0 t2n+122n+1
h,(t)dt = —_—dt
/0 (*) /0 sh(t)(2n 4+ 1)!

= —— (& n,
@t 1))y & Ty & gni(t

_ 272l /OO 2n+ =2kt gy

x (2n+1)! 0

k>0

il s’agit bien entendu de justifier 'échange [~ = >" [ signalé par le symbole X : les fonctions
gnk étant postives, il est suffisant de montrer que la série ), fR+ gn.i(t)dt converge ce qui
se vérifie facilement car aprés 2n + 1 intégrations par parties nous avons

> > B on + 1)1

(les « termes entre crochets » étant nuls). Ainsi, pour tout n € N

2n+1 oni1
/OO h (t)dt = 22 Z /oo $2n+1 =2k 1)t gy 2z (2n 4+ 1)!
0 (2n + 1)! (2n +1)! P (2k + 1)2n+2

1 1
_ 2n+1
=2z Z L2n+2 Z (2k>2n+2>
E>1

k>1

— 222n+1 (1 . 27(2n+2)) C(Qn + 2)
Soit

/ " halt)lde < 202PT¢(2)
0

qui est pour |z| < 1 le terme général d’une série convergente, ceci justifie I’échange fR+ S hy
>on fR+ h,, et finalement

/ S:}fé? dt=>"2(1-2"C)((2n+2)- 22 V2| < L.
0 n>0

En particulier, avec la question précédente on a

gtan(wz/Z) =3 2(1 -2 ) (20 +2) 2, Ve < 1,

n>0
T
c’est le développement en série entiere de la fonction D(0,1) 5 z +— B tan(mz/2). a
i) Commentaire : Il existe bien sur des méthodes plus élémentaires pour déterminer

le développement en série entiere de la fonction tangente a l'origine, c’est ici juste une

h(zt
conséquence de la formule de Ramanujan / sSh((z )) dt = 5 tan(wz /2)
0
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Exercice 186 (I"(1) = —v )

Montrer que

n t n
(1) = lim (1 — —) log(t)dt

n—oo Jg n
pour en déduire que

1 1
(1) = —y := lim <1+—+---+ﬁ—log(n)).

n— oo 2

(v est la trés célébre constante d’Euler) On pourra effectuer le changement de
variables u =1 —t/n dans Uintégrale.

Il est considéré comme acquis® que la fontion I' est de classe C™ sur R% avec

'® () :/ log"(t)e 't*~tdt, Yk eN.
0

> Considérons pour tout n € N les fonctions
t n

log(t) <1 — —> pour t € [0,n],
n

0 si x>n.

(o) =Toe(0) (1= ) (0 -

La suite (f,), est simplement convergente sur R, vers ¢ — log(t)e™" et 'inégalité classique
(1—t)*<e ™ a>0,0<t<1, assure la domination

[fa(t)] < [log(t)|e™ € L'(Ry).

Le théoreme de la convergence dominée peut donc s’appliquer :

lim /n <1 - %)nlog(t)dt = lim fu(t)dt = / log(t)e *dt =T"(1).
mJo n Ry

R4

5Mais attention, vérifier les hypotheses de dérivation sous l'intégrale n’est pas compétement immédiat et doit étre parfai-

tement maitrisé...!
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2> Posons I, = ['(1 —t/n)"log(t)dt, il nous reste & prouver que lim, I, = —. Pour cela,
on fait dans I,, le changement de variables u =1 —t/n :

n t n 1
I, = / (1 - —) log(t)dt = / u™log(n(1l — u))ndt
0 n 0
1 1
:/ u™ log(n)ndt—i—/ u"log(1 — u)ndt
0 0
nlog
—dt
n -+ 1 / Z
nlog n—‘rk
NhiﬂooZ o

1 1
_ nlog(n) n _nlos(m) i gy
n+1 N*mk:0k<”+’f+1> n+1l  Nooo

ou

Pour N > n on peut écrire

oo (1, 1 1 1 1 1 1 1 1
M\ n—1 n+ N n+l N N+1 N +n+l

S PR Loy
n+1 n N+1 N+n+1

NV
n+1 termes

le groupe termes sur 1’accolade est constitué de n + 1 termes, indépendant de NN : il tendra
donc vers 0 avec N, soit

1
lim Jy = — (1+~-+—>

N—oo n—+1

puis

et finalement

(1) = lim I, = Tim "8 _ 7 (1+...+1)
n
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Exercice 187 ([, |F(1)|dt < V& ([, [tf()2dt)* ([, |F(E)2de) ") [43]
Soit f € L'(R), montrer que

/R|f<t>|dt§ \/§(/R ytf(z:>|2dt>i </R\f(t)|2dt>}l.

] Tl n’y a bien sur pas de raisons que f € L'(R) assure la convergence des deux intégrales
dans le terme de droite de I'inégalité. Dans le cas ou au moins I'une de ces deux intégrales
diverge on convient que l'inégalité s'écrit [, |f(t)|dt < +oc0 et il n’y a rien & démontrer. On
peut donc dorénavant, supposer que ces trois intégrales convergent.

Soit « € R*, pour faire apparaitre un terme du type tf(t), il convient d’isoler 'origine :

1
Liswlae= [ ispas [ G

2
2 2d \/j 24
SVx%[%Jﬂmt+ $¢4meﬂMt
2B
< V2Azx + \/? =p(x), VreRi

avec A = [o|f(t)|*dt, B = [ [tf(t)]*dt, et ot on a appliqué I'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans les deux intégrales pour obtenir la seconde inégalité. Ainsi

AUMWSHﬁﬂ@

mERi

et déterminer cet infimum ne pose aucun probleme puisque ¢ tends vers +oo lorsque x
tends vers 0 et +00 et que sa dérivée ne s’annule qu’au point x = \/B/A soit ¢(1/B/A) =
infyer: p(v) = V8AVABYA  soit I'inégalité demandée. a

Exercice 188 (Encore une petite inégalité ) [27].

b
Soit f € €([0,1], [m, M]) vérifiant / f(t)dt = 0. Montrer que

/b fAt)dt < —mM (b — a).

Vu les hypotheses

b
/ (f(t) —m)(M — f(t))dt > 0.

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne 213/408

Soit
b b b
(M +m) / f(t)dt — / fA(t)dt — mM(b—a) = —/ fA(t)dt —mM(b—a) >0,
/b P(t)dt < —mM(b— a).
Q.E.D. ' 0

Exercice 189 (Nature d’une intégrale impropre ) [28]

Pour quels couples (a,b) € R% x R% lintégrale impropre

| (Wara-vi-yvei-visi)

converge ?

L’intégrale est visiblement impropre uniquement en 400, en utilisant répétitivement le dé-
veloppement limité /1 +¢=1+1t/2+ O(t*) on a

Vi+a—x=az"* 1/1—}—9—1
\/ x

et

Donc au voisinage de +o00 l'intégrande est équivalent a la fonction de signe constant (toujours

au voisinage de +00)
a b —1/4 —5/4
(\@ \[2) v O,

et comme fboo x~%/*dx (car b>0) converge, notre intégrale sera convergente si et seulement
si [ (\/a/2 — \/b/2)z="/4dx converge soit, si et seulement si a = b puisque [, z~/4dx
diverge. Q
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Exercice 190 (Une jolie intégrale.... ) [28]

C(a) désignant le coefficient de x?°°7 dans le développement en série entiére de
(14 x)*, calculer

1

1
=) —— e ——— | dt.
o )(t+1+t+2+ +t+2007)

Nous connaissons le développement en série entiere de (1 + z)* qui nous donne

ala—1)...(a—2006)
2007!
Donc C(—t —1) = (t+ 1)(t + 2) ... (t +2007)/2007! et notre intégrande s’écrit

Y G R SR

Cla) =

t+1  t42 t 42007
_(t+1)(t+2)...(t—|—2007)(1 1 oy 1 )
2007 t+1 t+2 t 42007
C(t+2). (t+2007) 4 (E41)(E+3) ... (t+2007) + (¢t + 1)(t +2) ... (¢4 2006)
2007!

_d ((tF1)(E+2). .. (t+2007)
Cdt ( 2007! ) '

Le calcul devient alors élémentaire

! 1 1 1 Yd (1)t +2) ... (t+2007)
Cl—t—-1)|—tF—+d——)dt= | — dt
/0 ( )(t+1+t+2+ +t+2007) /0 dt( 2007! )

[+ 1)@ +2). .. (t+2007)]"
B { 2007! ]
~2008! — 2007!
2007

0

= 2007.

[i] Moralité : Surtout ne pas se laisser impressionner !

Exercice 191 (Minore! ) [19]
Soit f € €'(R) , si f(1) =1 et

montrer que
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Une telle fonction sera visiblement strictement croissante, par conséquent

flx)> f(1)=1, Vz>1,
puis
1 1

f'(x) = 2w S Tre 7Tl

flo) = 1) + / o

<1+/x o <1+/OO 14T
L 142 T 4

Ainsi, pour z > 1

a
Exercice 192 (Autour des sommes de Riemann ) [10], 2008.
Soit f € €([0,1], R*T).
@ Pour tout n € N*, établir l'existence de (an,. .., ann,) € R™ tel que

n,i

an,0+"'+an,n
n+1 '

@O Déterminer la limite, quand n tends vers +oo de :

an,¢+1 1
0= ang< - <ann—1 ct Yic{0,...n—1} : / f(t)dt:—/ F(t)dt.
a 0

0f etant continue sur [0, 1] & valeurs strictement positives l’application F 0,13z
fo t)dt est continue, strictement croissante de [0, 1] sur [0 fo (t)dt] : par le théoreme des
aleurs intermédiaires, pour tout n € N, il existe ay,,. .., @, dans [0,1] tels que

k’ 1
k)zg/o f(tdt, k=0,...,n.

et ces réels sont uniques.

® Vu ce qui précede, F~1 € (5 [0, fo t],10,1]), la suite ( fo t)dt)}_, est une
subdivision de l'intervalle [0 fo (t)dt], par consequent
L 1 n L 1 fl f(u)du
lim 20 O S (2 / Ftydt ) = / Py,
n—00 n-+1 n—*OO’rL—l—].k:O n Jo 0
o
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Exercice 193 (Autour d’Holder ) [25]
Soit f € €°([0,1],R), sl existe a > 0 tel que

0< f(z)<a®? Vazel0,1], et /1 f(x)dx = a,
0

montrer a ['arde de l’inégalité de Holder que

/01 \/mdx > a2/,

D’aprés I'inégalité d’Holder® nous avons pour p > 1

az/ol Flz)5 " dr < (/01 [f(:p)?lprdm>l/p (/01 [f(x)lalp]”pl dx) ’

soit .
a"F S/ vV flx)dz, ¥Yp>1.
0
Comme p > 1 est arbitraire, le résultat suit en faisant tendre p vers 1. a

Exercice 194 (Calcul de I'intégrale de Cauchy fOJrOO Sintﬂdt (8))

En intégrant f(x,t) = e sin(x) sur [e,T] x [0,400[,0 < e < T, calculer
/+°° sin(t)
—=dt.
0 t
Soient 0 < & < T', nous avons
T T ]
/ Sm(ic)da: :/ sin(z) (/ e_””ydy) dx
€ Z € 0
00 T
:/ (/ sin(x)exydx) dy
0 €

/°° e ¥ (cose +ysine) — e ¥ (cosT + ysinT)
0 y?+1

dy

= / 9e,r(Y)dy
0

6gi f e Lr(I), g € LI(I) alors fg € LY(I) et f1|f(x)g(x)|d:c < (fI |f(:c)\pdx)1/p(fl|f(x)|‘1da:)1/q ot p > 1,g >1
conjugués, et donner une référence....
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I'application ci-dessus du théoreme de Fubini est justifiée par |f(z,y)| < e ™ et

T o0 T Ty o T d T
/ (/ exydy) dr = / [—e—] dr = / e _ log — < oo0.
e 0 5 T 0 5 T €

pour tous 0 < e < T.
Maintenant, observons que pour 0 < ¢ <y
le™¥(cose +ysing)| < 14+yee ¥ < 1+e !,
de méme, pour 7' > 1
le ™ (cos T +ysinT)| < e ¥ (14+9y) <e¥(1 +y).
Ainsipour 0 <e<y<TetT <1

max{(1 +e e (1+y)}
<
9.5(0)] < L

Il est donc légitime d’invoquer le théoreme de la convergence dominée pour écrire

o0 >y T
ELI(I)EL TiToo 0 gs,T<y> Y /0 y2 +1 2’

T _: 0o
sin(x
/ ( )dfc‘ = / 9= (y)dy
€ x 0
nous avons finalement

/ S e~ i Tim ger(y)dy =
0

€T e—=04 T—+o0 J 2 .

€ L'(R,).

d’autre part, comme
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CHAPITRE 7

SUITES ET SERIES

Exercice 195 (Convergence de > a.?, ol |a, — a,| > 1, Vm#n e N) [10],

[6].

Soit (an)n C C* une suite de nombres complexes vérifiant
(V) Vm#neN : Ja,—ay|>1

Montrer que la série

converge.

Considérons une suite (a,), de nombres complexes vérifiant la propriété (¢). Posons pour
tout entier k

Sp={neN: k<l|a,| <k+1}.

Les disques fermés de centre a,, et de rayon 1/2 sont par hypothese deux & deux disjoints et
pour tout n € S,

_ 1
Dlan,1/2) {2 €C « k-5 <4 gk:+§}=0(0,k—1/2,k+3/2).

(si k = 0, interpréter le second terme comme le disque D(0,3/2)) soit, en sommant les aires
3)° 1\
k+-) —(k—= =212k +1

card(.Sp)

<7

card(Sk)% <

sik e N*et

©

< —
T

N

si k = 0. Ainsi
card(Sp) <9 et card(Sk) <8(2k+1), Vk € N*.

Par conséquent, pour tout k € N*

1 card(Sg) _ 8(2k+1) 24
Z a3 = k3 < L3 < k2

219
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car D(an,1/2) € C(0,k — 1/2,k + 3/2) implique |a,| < ket k > 1 = 2k +1 < 3k. De
méme Sy étant fini, la somme —L_ est finie et finalement

neSo |an|
2l ZZ S—Z 3+Z
= "L P e P T,

ol la sommation par paquets dans le second terme est 1égitime puisque la série est a termes
positifs et (Sk)g>o une partition de N. a

Exercice 196 (Convergence d’une série par sommation par paquets ) [6]

a(n), (n € N) désignant le nombres de 0 dans [’écriture décimale de n en base 3.

Montrer que la série entiere
> poln)

> -
n3

n=0

converge si, et seulement si |x| < 25.

L’entier n € N*, admet exactement k4 1 chiffres dans son écriture en base 3 si, et seulement
si 3F <n < 31, Ainsi, si pour z > 0 on pose

k+1_ k+1_
3 1 :Ij’a(n) 3 1
Sy = E et T = E 350‘(”),
n3
n=3k n=3k
JEETREN oy a(n) . . , .
alors, la série a termes positifs ) | £—— sera convergente si, et seulement si la série Y7 | Sy
converge.
Maintenant, 3* < n < 3**! implique que 3%* < n? < 33%+3 et donc
T <g < Tk Ty
33k+3 = Pk g3k

s . sos 00 s : N oo Ty
Ainsi la convergence de la série )~ | Sy, équivaut a celle de D~ ) .

Le nombre d’entiers n & k + 1 chiffres en base 3 (i.e. 3" < n < 381) tels que a(n) = i est
Ci2kt1=i (il y a Cf possibililités pour choisir les 4 chiffres parmi les k (et pas k + 1 car le
premier ne peut etre égal a 0) puis sur les k + 1 — i restant nous avons le choix entre 1 et 2
soit encore 2¥17% possibilités), par conséquent

k
Tp = Ci2b et = 2z + 2)"

=0
et
> Tk > T+ 2 F
> a2y (57
k=0 k=0

série convergente si, et seulement si |(x + 2)/27| < 1 i.e. (pour & > 0) si et seulement si
x < 25. J
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il Remarque : Si on remplace « base 3 » par « base k », le méme raisonnement assure
la convergence pour |z| < k¥ —k+1 (25 =3> -3+ 1...).

Exercice 197 (Divergence de la série ) _,

P désignant l’ensemble des nombres premiers, montrer que la série

s

pES
diverge.
Notons pi, pa, ... la suite croissante des nombres premiers. Si la série ZPG{@% converge, il
existe un entier k tel que
1 - 1
i1 Pi 2
et par suite
N N
(X) VN eN, — < 5
iskr1 i
Nous dirons que py, po, - . ., pr sont les petits nombres premaiers, les autres pgi1, Pri2, - - - seront

les grands nombres premiers. Pour N € N, N, sera le nombre d’entiers n < N admettant au
moins un grand nombre premier comme diviseur et Ny lui désignera le nombre d’entiers n <
N admettant uniquement des petits nombres premiers comme diviseur. Nous allons montrer
que I'hypothese de convergence de la série assure, pour un entier N convenablement choisi,
I'inégalité N, + Ny, < N d’ou la contradiction désirée puisque bien entendu N = N, + N;.

Pour estimer N, remarquons que F <E) est le nombre d’entiers n < N multiples de pq, la

b1
formule (X) donne

V) N, < ZE(5)<g

i>k+1 DPi

Considérons maintenant un entier n < N n’admettant que des petits diviseurs premiers, et
écrivons le sous la forme n = a,,b? ou a,, est la partie « non carrée ». Chaque a,, se décompose
donc en un produit de différents petits nombres premiers : il y a donc 2* choix possibles pour
a,. Comme b, < /n < VN , il reste au plus V/N choix possibles pour b,, soit

(%) N, < 28y/N.

On choisit enfin N suffisamment grand pour que 2°v/N < N/2 (i.e. 2¢*! < /N), par exemple
N = 22642 ]a formule (¢) étant vraie pour tout N elle donne avec (%) : N, + N, < N d’ott
la contradiction. a

i Remarque : La divergence de la série Zpe,@% est établie pour la premiere fois par
L.Euler en 1748. La preuve ci-dessus est celle de P.Erdés (1938). Un corollaire immédiat est
que I'ensemble des nombres premiers est infini.
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Exercice 198 (Si (v;); CR, et Y x; = Aalors 3 z7 €]0,4*[ ) PuUTNAM,
2000.
Soient A € Ry, (z;); C Ry ; si Zj z; = A quelles sont les valeurs possibles pour

2
Zj:vj?

Nous allons vérifier que I'ensemble des valeurs possibles pour la série » i xf est I'intervalle
ouvert |0, A?[.

2 Pour s’assurer que Y. x5 C|0, A*[ on peut remarquer (la série est bien entendu conver-
gente et a valeurs dans R% ) que pour tout m € N

(i;) Zx+2 S o

0<j<k<m

si bien qu’on peut écrire

i?§<§:%> -2 Z iUgiUk<A—2:vo$1, VmeN

0<j<k<m

soit, si m tends vers l'infini

Z x? < A% —2xgw A%

>0

> Il reste maintenant a s’assurer que toutes les valeurs de |0, A%[ vont étre atteintes : & cet
effet, on considere la suite géométrique (z;); de raison d variable (x;41/x; = d). Alors

Zx-— 0 et ZxQ— xg Zx ——dA2
T 1-d i1 1+d 1+ d

J=20 Jj=0

Vu cette derniere formule, lorsque d croit de 0 a 1 la quantité (1 — d)/(1 + d) décroit de 1 a
0 et par conséquent » y :U? va prendre toutes les valeurs entre 0 et A2 Q
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Exercice 199 (Formule de Wallis et applications ) [14],
®  Etablir la formule de Wallis (1655)

™  2.24.46.6 4n?
(x) CRREErEx A | e
@ FEn déduire que dans le jeu de pile ou face la probabilité p, lors de 2n jets

successifs d’obtenirn pile et n face satifait, quand n tends vers l'infini, a [’équivalent
1

[ —

Pn .

® En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss

/ exp (—t3)dt = ﬁ
0 2
® En déduire la formule de Stirling (1730)

nl ~ V2mn <E)n .

n—oo [

@ Du développement de Stirling

n\" 1 1
| = /2 (—) 14+ — -
n ™ c ( +12n+0(n2>)
préciser la formule de Stirling
™

On reprend in-extenso des extraits du remarquable ouvrage de P. Eymard & J.P. Lafon,

[14]

O Elle est archi-classique et se trouve dans votre livre de chevet. Des intégrales de Wallis :

135...2n—Dm

w/2
. 246...(2n) 2
I, :/ sin™(t)dt = é §
0 246...(2n

si m=2n,

i m=2n+1

35.7...(2n+ 1) Som=endt
on tire

m IQn
v L
(V) 2 =P,
avec

B 22.4%.6%...(2n) B ﬁ 4k?
T A3)EE) . 2D MlgeTT

donc, pour prouver (X), il reste a vérifier que
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Or, la suite (I,), est visiblement décroissante et par suite

IQn S ]2n—1 — 1+ i’
f2n+1 IQn—i—l 2n

o 1<

ce qui acheve la démonstration.

i/ Remarque : en combinant (¢) et & on a une premiére estimation de 'erreur

0<Z_p <L
2 =T
En fait, grace a la formule de Stirling nous verrons que

™ ™

2 P T 8n
en d’autres termes le produit infini (X) converge trés lentement.

® Avec les mémes notations, nous pouvons écrire
B 22.4%2.6%...(2n)? 1 B 2in(pht 1 21n(pl)4
P 2y T n 122041 [2n)P 20+ 1 ax [(2n)1
on peut donc réecrire la formule de Wallis sous la forme
m = lim T‘Ln!)z
n—oo n [(2n)!]

1
o

ou encore

1 1 (2n)!
(%) e e 920 (p\2
/TN n—oo 227 (nl)
Par conséquent, la probabilité d’obtenir apres 2n tirages d’un piece de monnaie une nombre
égal de pile et de face est

cas favorables  C3, 1 (2n)! 1

= — ~Y

cas possibles 220 220 (p!)2 n—oo /TN

ce qu’il nous fallait établir.

©® On effectue dans I'intégrale de Gauss le changement de variables t = /nx

G::/ exp(—tQ)dt:\/ﬁ/ exp (—nz?)dz.
0 0

Des inégalités (exercice!)

on déduit
\/‘/ (1 — %) ”dq:<G<\/_/ 1+a:2

et apres les changements de variable x = sin(u) dans U'intégrale de gauche et x = tan(u)
dans celle de droite on voit apparaitre nos intégrales de Wallis

Vnls, 1 < G < vnly, o
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soit

22v(n)?  \/n 2n)! 2n 7
<GL —
(2n)! 2n+1 — G< \/522"(71!)2 2n —12

™
et quand n tends vers l'infini, les deux extrémités de cette formule tendent vers \/7_ d’apres
(%), soit

G := / exp (—t%)dt = \/TE
0

® La preuve se décline en deux étapes : on commence par montrer qu’il existe une constante
C > 0 telle que

o~ ova(2)

n—oo e

puis avec la formule de Wallis on vérifie que C' = /2.

n n
Pour déterminer la valeur de la constante C' on reporte 'équivalent n! ~ C\/n (—) dans
e

n—oo

(%) ce qui nous donne

VT n—oo 220 (nl)2 n—oo 92n (12, (E)Qn

e

1 Nﬂwcm(%ﬂynl\/g

soit C' = v/2m, la formule de Stirling est démontrée.

O A suivre (page 113, exercice 23) Q

Exercice 200 (Série non commutativement convergente )
Exemple d’une série convergente dont un réarrangement des termes modifie la
somme. Il y a beacoup de choses a dire et d’exemples plus simples.........

Il est bon de rappeler qu’il existe une constante (constante d’Euler) v > 0 telle que

"1
(%) Ty = Z = log(n) +~v+¢, avec nhrrolo en = 0.
k=1
Considérons alors
B n (_1)k+1
Yn = Z k
k=1
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on a
1 1 1 1
Yo =l=g gty Tt g,

:1_|_1_|_1_|_..._|_ 1 _1<1+1+1..+l)
3 5 2n—1 2 2 3 n

_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

:1+1+1+...+ 1 +i_(1+1+1...+1)
2 3 2n—1 2n 2 3 n

= Zon — Tn = 10g(2n) + 7 + £2n — log(n) —7 —&n
= log(2) + €2, — €, — log(2) lorsque n — oo

la série ), o, yn est donc convergente et de somme log(2).
Groupons maintenant les termes en prenant alternativement deux termes positifs puis un
terme négatif, par exemple pour les premiers termes :

1 1 11 1 1 1 1
"3 22577 479117 6

si on désigne par z, la somme des n premiers termes de cette nouvelle suite

Z3n

—1+1+1+ + L 1+1+ +1

N 3 5 4n — 1 2 4 om

—1+1+1+ +1 1+1+ +1 1+1+ +1

N 2 3 4n 2 4 4n 2 4 omn
1

:$4n_§(x2n+xn)

1 1 3
= log(4n) — 3 (log(2n) 4+ log(n)) + €4 — = (€2n + €n) — 3 log(2) lorsque n — oo

2

et la modification de 'ordre des termes a bien modifié la somme de la série.

i Remarque: ..................................

Exercice 201 (Suites numériques, calculs d’équivalents )
@  Soit (uy), C R une suite convergente de limite | € R. On pose v, = u, — 1 et
on suppose qu il existe a € R tel que

lim vy, —vy = A #0.

Montrer que
1
Uy — 1 ~ (nA)=.
@ Application : Soit la suite définie par 0 < ug < 1 et pourn € N, u, 1 = sin(u,),

gustifier la convergence de (uy,), et déduire de ce qui précéde que u, ~ 3

n—oo n
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, - N o .
® (v,), converge vers zéro et si lim, .o v5,; —v5 = A on a par Cesaro :

v — ¥
. - 1
)\: hm k=0 “k+ k
n—-+o0o n
. v g
— lim [ = — &
n—oo n mn
.U
= lim &
n—oo N,

soit vu que A # 0 :
Uy — 1~ (n)\)é.

® Passons a 'exemple : la suite (u,), est bien définie, décroissante minorée : elle est donc
convergente vers la solution [ € [0,1] de sin(l) = [, soit [ = 0. Pour voir si la méthode
précédente s’applique écrivons

«
n

ul “
= (un - =4 o(ui)) —uy (car limu, =0)

Upy — Uy = sin®(uy,) — u

6
au? )
=uy [ 1— 6" +o(uz;) | — upn
Q@
~ —gu%” sia#0.
Ainsi, pour a = —2
1
lim w2, —u * = =
o n+1 n 3
. 3
et par suite Uy ~ —. Q
n—oo n

i Remarque : L’exemple précédent est assez classique, pour changer vous pouvez par
exemple montrer que si (a,), C Ry, S, = 22:1 a; et lim, a,S, =1 alors a,, ~ n=1/3.

n—oo

Exercice 202 (lIrrationalité de ¢ (2) )
On définit la fonction exponentielle comme la solution de ’équation différentielle
v =y, y(0) = 1. Utiliser la formule de Taylor-Lagrange pour montrer que e :=

y(1) £ Q.

On raisonne par I’absurde en suppposant e = p/q € Q. Commencons par remarquer qu’en
appliquant a la fonction exponentielle la formule de Taylor-Lagrange & 'ordre 2 sur [0, 1], il
existe u €]0, 1] tel que

u

I
= 9 3
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et la fonction exponentielle étant strictement croissante
> <e< > + °
2 2 6

soit 5/2 < e < 3. Il en résulte que si e = p/q € Q nécessairement ¢ > 2. Maintenant
appliquons la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre ¢ sur [0, 1], il existe u, €]0, 1] tel que

Ittty g by
e = — o .. J— —_—,
2 ¢ (¢g+1)

u( F+1+1+» +1}) g
! e — — J— —
1 2 q! (q+ 1)

q
qle — Z gkt

k=0

soit

qui implique

0<

< L <1<1
g+1 3

ce qui est absurde puisque e — Y ¢_ k!™' € Z, contradiction et e € Q.

] Voir aussi page 177 pour une autre preuve de l'irrationalité de e.

Exercice 203 (Irrationalité de ¢ (3))

1 1
Soit e _Zk' 14— —1—5 '—i—a—i-rn. Montrer que
k>0
1
<nlr, < —
n+1 n
en déduire que lim nsin(2wen!) = 27 puis que e & Q.

n—oo

On a
nlr, = n! Z ! -+ L +
" Rl k' n+1 (n+1)(n+2)
1.e.
n > —
nlr o
On en déduit aussi
nlr, < = + ! +e= S
a4+l (n+1)2 n

soit la double inégalité. De la on tire immédiatement

(%) lim nnlr, =1,
puis,
in(2mnlr,
(X) nsin(2mwen!) = nsin(2wnlr,) = M%ﬂ“n nln — 27

2mnlr,
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la limite résultant de (¥ ) et (X) via sin(z) ~ z. D’un autre coté, sie € Q : sin(2wen!) =0

z—0

d’ou le résultat. a

i) Remarques : > On peut donner une variante (plus classique, plus rapide) basée sur
les mémes inégalités : supposons que e = § avec ¢ > 1, vu ce qui précede

autrement dit

ce qui est visiblement absurde car

q 1 P q 1
q' G—ZH :q' a— E EN.
k=0 k=0

> Le méme argument montre que pour toute suite (g,), € {0,1} (non identiquement

n

nulle & partir d’un certain rang), le réel 3, ., — est irrationel.
=Y nl

> Voir aussi page 177 pour une autre preuve de l'irrationalité de e.

> Montrer que 7 est irrationnel est plus délicat, une démonstration est donnée dans ’exer-
cice suivant.

Exercice 204 (Irrationalité de 72 et donc de 7 ) [14]
Montrer que w2 est irrationel, en déduire que m est irrationel.

Considérons pour n € N* la fonction

2" (l—x) 1
fulw) = T LS
n! n!
k=n
il n’est pas difficile de vérifier les propriétés suivantes :
~ ¢ € N pour tout n < k < 2n,

~ 0<fn(ar><l

, Vaz€]0,1],
n!
~ ék)(O):() sik <mnousik>2n,
k!
~ r(zk)(()):ﬁ sin<k<2n.

Donc f, et toutes ses dérivées prennent des valeurs entieres pour x = 0; comme de plus f,
est symétrique par rapport a = 1/2, il en est de méme si z = 1.

Supposons 72 rationnel égal & P et soit
q

gu(z) = ¢" (7" fulx) — 72 fil () + 7 f 0 (2) — -+ ()" [ (2)) -
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Les nombres ¢,(0) et g,(1) sont entiers et de plus
d
- (g, (@) sin(mz) = 7mga(2) cos(rz)) = (g1(x) + 7°ga(w)) sin(mz)
= ¢"m*"2 f, (2) sin(rx)

= 12" sin(rx) fo(z).

Donc
1

— gn(2) cos(mz) = gn(0) + gn(1)

1 , :
) sin(mx
7r/ p"sin(mx) f,(x)dx = [—g”( ) sin(rz)
0
est un entier. Mais de 'autre coté
Tp"

1
0< 7T/ p"sin(rz) fr(x)de < —
0 n!

n

T
et L' est strictement plus petit que 1 pour n assez grand, d’ou la contradiction d
n!

i) Remarque : cette démonstration est due a Niven (1946), la preuve originale de l'irratio-
nalité de 7 par Lambert date de 1766, il est chaudement recommandé de la consulter ([14],

page 130).
Exercice 205 (Suites, équivalents)
Pour n > 1 on définit l’entier a,, comme le plus petit entier tel que
1 1
—+ toot—>1
n n+1 a,
Montrer que la suite (a,), est bien définie et
. Gnp
lim — =e.
n—oo N

La divergence de la série harmonique (vers +00) assure 'existence de la suite (a,,),. On peut
remarquer qu’une récurrence donne facilement pour tout n > 1

T SIS S T - U
n n+1 2n—1 n n+1 3n — 2

ie. 2n—1<a, < 3n—2, donc si (%)n converge, sa limite sera dans l'intervalle [2,3]. Mais,
vu la définition de a,, :

> 1

1 1 1 1
1< =+ Foob— <14 —
n n+1 Qp, Qp,

en comparant avec une intégrale

1 1 1 e dt 1 1 1
1--< +ot—< — <=+ + -+ <1
n n4+1 an, n L n n+1 an, — 1

i.e.
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1 n
1——<10g<a><1

le résultat suit en prenant ’exponentielle.

Divergence de la série harmonique g —.
n
n>1

Exercice 206 (Divergence de la série harmonique, preuve record ?)

Supposons quelle converge alors :

r::Z%:(1+%)+(é+i>+(é+é>+

>1+
2

Ny
2

1)

Soit s, =Y 4y % montrer que lim s9,, — S,
n

Exercice 207 (Divergence de la série harmonique (suite)) (]
= log(2). Conclusion ?

1,1993/94).

On peut écrire

1

1< 1
-y Zn+k:5 el (o

k= n+1 k=1

) ol £(t) =

1

1

+

t?

on reconnait 13 une somme de Riemann sur [0, 1] associée a la fonction f € €°([0,1]) par

conséquent

n—oo

lim sy, — S, = / f(t)dt =log(2).

La suite (s,), ne vérifie pas le critere de Cauchy, la série harmonique est donc divergente.Q

i) Remarque : l'intérét de cet exercice est bien entendu d’utiliser les sommes de Riemann,
car la divergence de la série harmonique via le critere de Cauchy s’obtient classiquement

(voir aussi 'exercice précédent) par

1
Sop — Sp = + =>4
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Exercice 208 (Suites et sous-suites)
(#n)n est une suite réelle bornée. Soient a,b € R vérifiant § ¢ Q ; montrer que

((e" ), & (™), convergent ) => ((zy)n converge ).

Supposons (), divergente. Pour une suite bornée de réels divergente il n’y a qu’'une alter-
native : elle possede deux sous-suites (zs, )n, (4, )n qui convergent vers deux limites distinctes
l1,15. Vu les hypotheses

67,al1 — lim ezaxsn — lim ezaxtn — ezalg
n n

il existe donc k1 € N tel que ialy = ialy + 2iky7 ie. a(ly — [3) = 2kym. De méme avec la
seconde suite il existe ko € N : b(l; — l3) = 2kom. De ces deux relations on déduit aussitot

(car l; — Iy # 0) que % = k:_l ce qui est bien sur absurde. Q
2

Exercice 209 (Divergence de la série 2@1 Sin2(”)) [33]

n
Montrer que dans {x € R : sin’(z) < 1} on ne trowvera jamais trois entiers
sin?(n)
n

consécutifs. En déduire la nature de la série ) -,

L’ensemble proposé est

T T 3T 5T
—— 4+ 2kmw, — + 2kw| U |[— + 2km, — + 2k
kLéJZ[4+ 7T,4+ 7] [4+ 7T,4+ 7|

réunion disjointe d’intervalles de longueur < 2 donc ne contenant pas trois entiers consécutifs ;
ils sont aussi séparés par des intervalles de longueur strictement plus grande que 1, donc
contenant au moins un entier : ’assertion est donc claire.

Notre série étant a termes positifs, elle sera de méme nature que celle de terme général v,, =
Usp + Usp i1+ Uspyo et VU ce qui précede 1'un des trois réels sin?(3n), sin?(3n + 1), sin?(3n +2)
est supérieur ou égal a 1/2 donc

1 1

> 00~
"= 9(Bn + 2) nse 6n

et par comparaison notre série diverge. d
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Exercice 210 (Le critére de condensation de Cauchy)
Soit (an), une suite décroissante de réels positifs, établir I’équivalence

(Z an converge) — (Z 2" agn converge.)

n>0 n>0
En déduire la nature des séries

1 1 1 1
Zﬁ’ Z n(log(n))e’ Z nlog(n) & Z

= et = log(log(n)) 2= nlog(n) (log(log(n)))?

les a,, étant positifs, il suffit de montrer que les sommes partielles se dominent mutuellement,
pour cela, posons

Sp,=a1+ay+---+a, & t,=a1+2as+---+2"%a9m.

> Sin < 2% on peut écrire

Sp=a1+ay+az+---+ap <ay+ (a2 +az) +(ag+as+ - +ag) A (ags + -+ agri_g)
<y +2as +4das+ -+ 2%ap =1,
ie.
Sy < tp, Vn <2

> Réciproquement, si n > 2* on écrit cette fois- ci

Sp > a1 +ag+ (a3 + ag) + -+ (agr-141 + - -+ + age)
Za1+a2+2a4+~-+2k’1a2k

t
> %+a2+2a4+"'+2k_1a2k :Ek
soit

28, > tp, Vn> ok

d’ou le résultat suit. Q

i/ Remarques & application : @ C(C’est le critéere de condensation de Cauchy, il est
fortement conseillé de ’appliquer aux exemples proposées : c¢’est immédiat et tres efficace.
o Le nombre 2 ne joue aucun role particulier dans I’énongé précédent : ce résultat est en
fait un cas particulier du

Soient (an), une suite décroissante de réels positifs, (gi ), une suite strictement croissante
d’entiers. Sl existe une constante M > 0 telle que

(X) i1 — gk < M(gk — gr—1)

1K.Knopp7 « Theory and Application of infinite series », Dover (1990), pages 120-121.
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doar et > (gri— gr)ag,

k>0 k>0

alors les deux séries

sont de mémes nature.

La condition (X) signifie que les « lacunes » de la suite (gx) ne croissent pas trop vite.

Exercice 211 (Suites, continuité)
Si f € €°([0,1],R), montrer que

im [ e p@d =0 & limn/olt”f(t)dt:f(l)

n—oo 0 n—oo

> f continue est bornée sur [0, 1] donc

/1t”f(t)dt < |If|l /1t"dt:%—>0
0 - > 0 n + 1
> Pour la seconde limite, f étant continue en t = 1

Ve>0,In>0: 1-n<t<1=|f(t)— f(1)| <e¢,

par conséquent

o [ et - sanal < o ([ e - sl [ elso - )

-n
2 _ n+1
(A==t e
n+1 n+1

IN

)§2s pour n > N,

1.e.

lim n/l t"f(t)dt = lim n/l t"f(1)dt = lim nf(l) _ f(1).
0 0

n—oo n—oo n—oo N + 1

Exercice 212 (Sur le nombre d’éléments d’une suite récurrente )

Soit f : la,b] — |a,b] une application continue. Pour x € [a,b] on définit la suite
(Tp)n par xo =z et iy = f(x,) et on note T, = {x, : n € N}. Montrer que T,
fermé implique card(Ty) < 4o0.

On procede par contraposée : xz,, = x,, pour n > m assure que T, est fini et alors bien
entendu fermé ; on peut donc sans perte de généralité supposer les x,, deux a deux distincts.
T, = {z, : n € N} fermé dans [a,b] est compact : il existe une sous-suite convergente
(@, )k de limite a € T, et par continuité de f : z,,+1 = f(z,,) — f(a). Ainsi, sauf peut
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étre pour un nombre fini, tous les éléments de T, sont des points d’accumulation. On peut
donc supposer, quitte a supprimer le nombre fini de points isolés, que tous les points sont
d’accumulation. On peut.............cooiis a

Exercice 213 (Un exercice sur les séries numériques)

Soient (an), une suite décroissante de réels positifs telle que )= a, converge, (by)y,
une suite bornée de réels posititifs. Montrer que la série

> (b4 A+ b)(an — an)

n>1

converge.

Posons u,, = (by++--+b,)(a,_1 —a,), n > 2 et notons Sy = Zi\;2 u; ses sommes partielles.
Soit M > 0 tel que |b,| < M, Vn € N. La suite (a,), étant décroissante on a 0 < u,, <
M(an—1 — an) < nM(a,—1 — a,) d’ou

N N-1 00
O_SNSMZn(an_l—an):M(al—i-Zai)§M(a1+2ai>.
1=2 =1 =1

La suite croissante (Sy)y est bornée, donc convergente, il en est donc de méme de la série
anl (b1+"'+bn)(&n_an71) :_Zn Up = _thSN- d

Exercice 214 (Calcul de Y 7, ﬁ ) [34], 1984/7.

= 1 7—V5
; Fi2v) 2
ot (F(n)), est la suite de Fibonacci :
F(0)=0,F(1)=1, Fn)=Fn—-1)+F(n—-2), neN\{0,1}.

Montrer que

Il est bien connu (donner une référence, [33], [12]...) que

=1 = 1 1 Vb T—+/5
=1 5 - -1 _
> p =Y ) = s
aprés télescopage dans la seconde série. a
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Exercice 215 (Divergence de la série ) _ -,

En considérant les blocs Ny = {k € N :

cos(log(log(n)))

Zn22 :
log(n)

log(n)

la divergence de la série

cos(loslog(m))) ) - putnam (1949)
2nl — /3 < log(log(k)) < 2nl}, établir

L’indication est claire : si la série converge, par le critere de Cauchy elle ne peut admettre de
blocs de termes consécutifs de somme arbitrairement grande. Observons donc les quantités

cos(log(log(n)))
log(n)

Si=>)

keEN;

(on peut remarquer que la croissance de k +— log,(k) assure que Ny est
d’éléments consécutifs) On peut aussi écrire

N, ={k e N:explexp(2nl — 7/3)) < k < exp(exp(27l))}

et il en résulte
8(Vi) > exp(exp(2nl)) — exp(exp(2nl — 7/3)) — 1

= exp(exp(2nl)) — exp(aexp(2nl)) — 1

ou 0 < a = exp(—7/3) < 1. Ainsi, pour k£ € N, on a la minoration

cos(logy(k)) _ cos(—m/3) 1
log(k) exp(2ml)  2exp(27l)’
d’on
exp(exp(27l)) — exp(aexp(2nl)) — 1
S > :
2 exp(27l)
Pour conclure il n’y a plus qu’a remarquer que
. exp(z) —explax) =1 . exp(z) . L B
i SR = i PP 1 ep(a(a 1))~ exp(-)

(le terme entre crochets tendant vers 1 car 0 < a < 1).

bien constitué

+00

Exercice 216 (Calcul d’une somme de série ) Putnam 2001 ou [6].

Pour tout n € N, [n] désigne l'entier le plus proche de \/n. Montrer que

2 9ln] 4 9—I[n]

3 e g
2n

n=1

[#] Bien remarquer que [n] est toujours bien défini car 'équation v/n = k+1/2, k,n € N

n’a pas de solutions.

Comme souvent dans ce genre d’exercice I'astuce consiste & sommer paquets (ce qui est
parfaitement légitime puisque la série est & termes positifs...sous reserve de convergence...)
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suivant les valeurs de [n] :

nl=k & k—1/2<vn<k+1/2
& K -k+tl/d<n<k+k+1/4
e B-k+1<n<k*+k (car n € N)

ce qui nous donne

M

> ol 4 9=l K24k
+ > @2

1 \n=k2-k+1

T

n=1
2k—1
(2k 4 27]6)2*]624»]6*1 Z 2771

NE

£
Il
—

1— 2—2k+2

2k 27]6 2*k2+k71 X
(2 27 ——

NE

£
Il
—_

(2k 4 27k)(2*k2+k _ 27]627]6)

NE

£
Il
—

(27]6(]672) o 27k(k+2))

NE

£
Il
—

Fgg

—k(k—2) _ Z o—k(k+2)
k=1

—k(k—2) Z 2—l(l—2) (l =k + 2)

£
Il
—

I
o ﬁMg
[\

=) 27k —9 4143
k=1

C.Q.F.D.

Exercice 217 (A propos du produit de Cauchy ) [6].

O Montrer que le produit de Cauchy des deux séries convergentes de termes gé-
néral a, = b, = (=1)""/\/n + 1 diverge.

O Montrer que le produit de Cauchy des deux séries grossiérement divergentes
de termes généraux ag = 3, a, = 3", by = =2, b, = 2", n € N* est absolument
convergent.
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O Le terme général du produit de Cauchy des deux séries (convergentes car alternées) est

n n (_1)k+1 (_1>nfk+1
n — bn— = :
‘ kz_;ak ‘ Zw<;+1 Vn—k+1

k=0

Z\/k;—l—l\/n—k:—i-l

donc
"1
Cn >
leal = Z\/k—i-l\/n—k—i—l Zn+1

=1

d’ott la grossiere divergence du produit de Cauchy des deux séries ) a, et > by.

® Nous avons cette fois-ci ¢g = —6 et pour n € N*

n n—1
k=0 k=1
n n — 2 k n
=3-2"+43"- ) 5) —2°3

k=1
2/3—(2/3)"
=3-2"43" — " —2.3"=0
* 1—2/3 ’
d’ou la convergence absolue du produit de Cauchy. a

[i] Remarque : Le produit de Cauchy deux séries absolument convergentes est absolument
convergent, le produit de Cauchy d’une série absolument convergente et d’une série conver-
gente est convergent, pour le reste tout peut arriver comme on peut le vérifier dans les
exemples précédents.

Exercice 218 (e = > 1/k!, une preuve élémentaire ) CMJ, 1-199j.

Montrer que pour tout x €)0,1] : 1 +ex > e* > 1 + z. En déduire que pour tout
neN etz €l0,1] :

22 o e+ 22

1 — — et >e">1 = —

+x—|—2'+ T e’ +:c+2,+ e

— 1
et enfin que Z e
k=0

Soit 0 < & < 1, par le théoreme des accroissement finis
et —1
x

=e° c€|0,z]

d’out
l+er>e®>142, Vze€l0,1].
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Intégrons maintenant ces inégalités

/(1+et)dt>/ etdt>/ (1+t)dt
0 0 0

2 2
1+$+%>6$>1+5E+%, vV €)0,1].

on a

Une nouvelle intégration nous donne
2 B 2 8

et ainsi de suite; on a donc pour tout entier n :

22 " e+ 72 e
1 —_ Ce _ >ef > 1 _ N .
LT R R TR AR P

En particulier, x = 1 donne
1 1 1 1 e
— >l+1l+=+=++—>e———, VneN
s TR R Tl i DT
et il ne reste plus qu’a faire tendre n vers l'infini pour conclure. a

[i] Remarque : Bien entendu on peut encore mieux exploiter I'inégalité précédente que 'on
peut réecrire sous la forme :

e "L gk 1
> e — > , VneN,
(n+1)! prdld (n+1)!
soit
e = E IE Vo 6]0, 1]
k=0

Exercice 219 (Divergence « douce » de ), 1/klog(k)log(log(k)) par le TAF )
CMJ, 5-1986.

Utiliser le théoreme des accroissements finis pour établir la divergence de la sé-
rie de terme général 1/klog(k)log(log(k)). Estimer ) ... 1/klog(k)log(log(k)),
conclusion ? o

Le théoreme des accroissement finis appliqué a x — log(log(log(z))) sur l'intervalle [k, k + 1]
assure que pour tout entier k > 3, il existe ¢; €]k, k + 1] tel que

log(log(log(k +1))) — log(log(log(k))) 1

(k+1)—k cr log(cx) log(log(cy))’
soit, pour tout k > 3
1 1
(k+ 1) log(k + 1) log(log(k + 1)) < log(log(log(k-+1)))—log(log(log(k))) < klog(k)log(log(k))
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En sommant ces inégalités pour 3 < m < k < n il vient

n+1 1 1

k_zl Floa () Tog(oa () < log(log(log(n+1)))—log(log(log(m))) < ]; Floa() log(oa (k)]

Sim = 3, en faisant tendre n vers +oo I'inégalité de droite ci-dessus assure la divergence de
notre série.

Il est trés intéressant de remarquer que l'inégalité de gauche nous donne des informations
sur I'extreme lenteur de la divergence de la série, par exemple la somme des 9 millions de
termes entre 10° et 107 est majorée par (i.e. pour m = 10— 1, n =107 — 1) :

2 Fioa(h] lcl)g(log(k:)) < log(log(log(107))) — log(log(log(10° — 1)) 2 0.057.

En procédant de méme tout ceci marche en itérant autant de fois le log que 1'on veut, par
exemple, on a aussi

107 1 107 1

2 0.154 et —~ = 2.303.
> Flogr) = 0154 ¢ > = 2303
k=106 k=106

Exercice 220 () zzzzzrzar
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CHAPITRE 8

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, SERIES ENTIERES ET
DE FOURIER

Exercice 221 (Etude d’une série de fonctions) [10]-2006.
On considére une suite de fonctions (fn), C €(]0,1],R) vérifiant
(%) [fa(@) fn(2)| < 271770 Vnom €N, z € [0,1].

@ Montrer que la série de fonctions ), f, converge simplement sur [0, 1].

® Montrer que la somme f =Y f, est bornée sur [0,1].

® La convergence est-elle uniforme sur [0,1] ¢

® Soit z € [0,1].
> Supposons qu’il existe ng € N tel que f,,(x) # 0, avec (X) on a

| fa(@) fro (@) < 2770l ¥ €N,

soit
m

2
W) <27"—— VneN
@) <27 e

d’ou la convergence absolue de la série > f,(x) par critere de comparaison.

> Sinon f,(z) = 0 pour tout n € N et la convergence au point = est évidente.

® Avec la question précédente la convergence simple est absolue et la suite (|f,|), véri-
fie aussi (X) : comme | > fn] < > |fn| il est donc suffisant de supposer les fonction f,

positives.
Soit = € [0, 1] fixé, posons pour k € N

1 1

Soient n,p € I, on a
1 1
oz < fal@) fp(z) < Sl

soit [n — p| < 2k + 2 qui implique card(l;) < 2k +2 + 1. La série ) f.(x) étant a termes
positifs on peut sommer par paquets :

0< ) = Y fule) = X X file) < Y2 +8) o = 10,

n>0 n>0 kel, n>0
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f est donc bornée par 10 sur [0, 1] (bien remarqer que nous n’avons pas utilisé la continuité
des applications f,,).

® Montrons qu’en général il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1]. Pour cela, considérons
une suite strictement croissante g = 0 < 1 < x5 < --- < 1 de limite 1 et les applications
fn € €(]0,1]) définies de la maniere suivante :

~0< fr <1,
~ fo=0sur [0,1]\ [2n, Zng] et fu(yn) =1 00 yp = (zp + p11)/2,
~ fr, est affine sur [z, y,] et [yn, Tpi1].

Il n’est pas difficile de vérifier que la suite (f,,), ainsi définie vérifie (X), en effet les supports
des applications f, étant mutuellement disjoints

0 sin#m

<2 In=ml v om e N
|fu(@)P<1 sin=m —

| fu(@) f ()| = {
Maintenant, comme (toujours par disjonction des supports)
f(@) =" fulw) = fulz) oh € [wn,zpia],
k>0

en particulier

fya) =1, ¥neN

Ainsi

f(0)=0, limy,=1 et limf(y,) =1,
f est donc discontinue au point 1 et la convergence ne peut étre uniforme sur [0, 1]. 4
i Remarque: Dans I'exemple précédent, [ est discontinue au point 1 en lequel toutes

les applications f, s’annulent ; il est en fait assez facile de vérifier qu’en un point x € [0, 1]
ol il existe un entier n tel que f,(z) # 0 la série ) f, est normalement convergente sur un
voisinage de x et f est par suite continue au point x.

Exercice 222 (Limite d’une suite via les séries entiéres )
On considére la suite (ay)nen définie par

n

1 a
ap=1 et ayy1 = Z k

n+1 —~n-— k42
Déterminer la limite
m S %
im —
n—+o0o 2k

Par une recurrence immédiate 0 < a, < 1, Vn € N. Le rayon de convergence de la série
génératrice associée f(x) = ) ., a,x™ est donc supérieur ou égal a 1 et on nous demande
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de calculer f(1/2). Avec la formule de récurrence

f/(x):Z(n+1 Yan1z" Zzn—k+2 "

n>0 n>0 k=0
xm
_;ak:p Z T f(:E)T;)m+2.

Par conséquent comme f(0) =1 et f(z) > 0sur ]0,1]:

(@) |
g (2)) = low( f(a)) ~ log((0) = [ Fidar= [ 30 =y S

m>0

m+1

I’échange « intégrale/série » étant justifié par la normale convergence de la série entiere sur
[0,z] C [0,1] , ainsi
m—+1

. Al L
10g(f(35)):mz>:0(m+1)(m+2) :mZ;O(m—l—l _m+2)
1 I’m+1 1 1
:1+(1_E)mz>%m+1:1+(1_E)log<1—$)

soit log(f(1/2)) = 1 — log(2) et finalement f(1/2) = e/2. a

Exercice 223 (Séries entiéres et convergence uniforme )

Pour une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 1, montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes

© La série )y a,z" converge uniformément sur D(0,1).

@ La série Y, a,z" converge uniformément sur D(0,1).
® La série ) a,z" converge uniformément sur C(0,1)

> (@ = @): Cest la conséquence d'un corollaire presque immédiat (mais essentiel)
du critére de Cauchy uniforme : « Soient X un espace topologique, E un espace de Banach ;
alors toute suite de fonctions (fn)n C € (X, B) qui converge uniformément sur une partie
Y C X converge encore uniformément sur Y. » Comme justification il suffit de remarquer
que par continuité des applications f,, le critere de Cauchy uniforme

Ve>0,3n. : mn>n. = sup|/fu(r) — fu(2)||p < e
xeY

implique

Ve>0, I3n. : myn>n. = sup||fu(z) — f(2)||lg < e
z€Y

> Les implications (@ — ©) et (@ — @) sont évidentes.

> Il suffit donc par exemple d’établir (@ —> @):  Par convergence uniforme sur le cercle
unité, pour tout £ > 0, il existe n. € N tel que n > n. = [s,(e”)] = | X1 are™| < e.
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On va effectuer une transformation d’Abel : soit 0 < r <1 et n > n. + 1, pour tout § € R

n
E :akT'kQZkg

ne+1

n

= |32 skle) = sia(e)

ne+1

n
_ _Tns—&-lsns (61‘9) + r”sn(ew) + Z Sk(eié))(rk _ T’k+1)
ne+1
n

< ‘rns+1sna<€i9)| + ‘r”sn(eie)‘ + Z(rkz . Tk+1) |Sk(€i9)|
ne+1

rrett e Z (rk — rk“)]

ne+1

<e

< 2ermett < 9

Le critere de Cauchy uniforme est donc bien vérifié sur D(0, 1), soit @. Q

i) Remarque : Le candidat a 'agrégation externe peut régler 'implication « délicate » (&
—> @) trés simplement en invoquant le principe du maximum.

Exercice 224 (Convergence uniforme et convergence continue ) [25]

Soit A C R une partie non vide (ou plus généralement d’un espace vectoriel normé)
et (fn)n une suite d’applications de A dans K. On dira que la suite (f,,), converge
continuement vers f : A — K si pour tout x € A, pour toute suite (x,), C A
convergente vers x la suite (f,(x,))n converge vers f(z).

O Montrer que la convergence continue implique la convergence simple.

O  Soit (fn)n une telle suite, x € A et (x,), dans A convergente vers x. Montrer
que pour toute sous-suite (fp, )k

® Si (f.)n converge continuement vers f sur A, montrer que f est continue sur
A (méme siles f, ne sont pas continues!)

O Montrer que toute suite (fy,), uniformément convergente sur A vers une fonc-
tion f € €(A,K) converge continuement sur A. La réciproque est-elle vraie ?

@ Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur une partie compacte K. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

> La suite (f,), est uniformément convergente vers f € €°(K).

> La suite (f,)n est continuement convergente sur K wvers f.

@ Si la suite (f,), converge continuement vers f s ur A et si pour z € A on considere la
suite constante x, = = alors :

f(@) = lim fu(wa) = lim fo(2)

n—oo
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i.e. (fn)n est simplement convergente sur A vers f.

® Soit donc (fy,, )r une sous-suite de la suite (f,), et (x,), une suite dans A convergente
vers © € A. Considérons alors la suite ()., définie par

(14 pour 1<m <mny,

T9 pour nq <m < no,
Um = o vv reeenns

Tk pour mnp <m < Mgy

La suite (Y, )m est bien entendu encore convergente vers x et on a donc

m—o00 k—oo k—o0
® Avec la premiere question, si (f,,), converge continuement vers f sur A, elle converge
simplement sur A vers f. Montrons que f est continue sur A : soit = € A, (z,), C A une

suite convergente vers z. Pour tout € > 0, par la convergence de (f,, (1)), vers f(xy) il existe
ny (qui a priori dépend de ) tel que

| fry (1) = f(21)] <

De méme, il existe no, > ny tel que

[ fon(2) — Fla2)| < =

2
En réitérant ce processus, on construit une suite strictement croissante d’entiers vérifiant
3
() | for (k) = flzn) < 5 VEEN

2

Mais avec la question précédente limy_, fn, (zx) = f(z), si bien qu’il existe aussi un entier
ko tel que

(2) | i (k) = f(2)] <

Finalement (1) et (2) assurent que

|f(zr) = f(@)] < [fup(wr) = flzi)| + [ fo,(2) — f(2)] <€ VE > ko

et f est continue au point x, elle est donc continue sur A.

9
Z > k.
> Vk >k

O > Supposons maintenant que la suite (f,), converge uniformément sur A vers une
fonction continue f (les fonctions f, n’étant pas continues, 'hypothese de continuité sur f
est essentielle vu la question précédente) et montrons que la convergence est continue sur A.
Soit donc (), C A une suite convergente vers x € A. Soit € > 0, par convergence uniforme
sur A nous avons

(3) | fo(zn) — fzn)] <sup|fuly) — f(y)] <

yeA

,  Vn >ng.

N ™M

Et par continuité de f
(4) |f(@n) = fl2)] <
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Ainsi, pour n > max{ng,n1}, nous avons vu (3) et (4)

[f(@n) = f(2)] < | fuln) = flan)| 4+ [f(2n) = f(2)] <

d’otu la convergence continue sur A.

DO | ™

> La réciproque est fausse. Considérons par exemple A =|0, 1] et f,,(z) = z™. Il est facile de
vérifier que la suite (f,), simplement convergente sur |0, 1] vers la fonction f identiquement
nulle n’est pas uniformément convergente sur |0, 1[. Toutefois cette suite converge continue-
ment sur |0, 1[ vers f car pour toute suite (z,), C|0,1[ convergente vers z €]0, 1] il existe
0 <a<1tel que 0 < x, < a de sorte que

[fo@n) = f(2)] = [fal@n)] < a”
et donc
lim fo(2,) = 0= f().
® o la condition nécéssaire (=) a été établie lors de la question précédente.

> Pour la condition suffisante (<), avec la question 2), nous savons déja que la limite f est
continue sur K. Supposons maintenant que notre suite (f,,), ne converge pas uniformément
sur K : il existe donc g9 > 0, une suite (ny), d’entiers et une suite (), dans K tels que

(5) VkeN = [fu(zn) = flaw)] = o

Comme K est compact on peut supposer (quitte a extraire une sous-suite) que la suite (xy )
converge vers x € K. Avec la question 1), il existe alors Ny € N tel que

€
(6) | fue (@) — f(2)] < go Vn = No.
Par continuité de f, il existe Ny € N tel que

€
(7) Flan) = fo)l <5 Vo> N,

si bien qu’en combinant (5), (6) et (7) on obtient pour n assez grand

20 < o) = S @] < o) = )|+ 1S (@) = Flon)] < 22

ce qui est absurde. d

Exercice 225 (Etude des séries de fonctions ano t"f(t) et ano(_]_)ntnf(t)
) ([10] 1993/94 et 1997/98.)

O Soit f : [0,1] — R une application bornée. Montrer que la série de fonctions
Y uso " f(t) converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si f est dérivable en
t =1 avec f(1) = f'(1) = 0.

@ Soit f : [0,1] — R une application bornée. Etudier la simple puis uniforme
convergence de la série Y ,(—1)"t" f(t) sur [0, 1].

O Notons pour n € N
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B [0,1] — R
f"(t)_{t — 1" f(1)

» Remarquons qu’il y a bien str simple convergence sur [0, 1] de somme 1535 En outre il y

aura convergence en t = 1 si, et seulement si, f(1) = 0. En résumé la série est simplement
convergente sur [0, 1] si, et seulement si, f(1) =0 et

S pe) = {{% i te[0,1]

=0 0 si t=1.

> Supposons f(1) = 0 et désignons par R, le reste d’ordre n de la série simplement conver-
gente >~ fn. On a donc :

n+1
{Rn(t) _ ZanH t* F(t) = t 1_];() tnﬂf(ti f  tel0,1]

R.,(1) =0

~»  Supposons [ dérivable en t = 1 avec f'(1) = 0 et soit € > 0, il existe 0 < n < 1 tel que

Vte[l— J0 =74 <eg,

t—1
de sorte que
(1) VneN, Vte[l—n1] : |R.()] <t"e<e.
D’autre part, 'application ¢ — (tz {( ) est bornée sur [0,1 —n,], il existe donc M > 0 tel
que
t)— f(1

e, [0y
soit
(2) VneN, Vte[0,1—n] : |R,()] <M1 —n"

Puisque 0 < 1 < 1, lim,, 4 o(1 — 7)™ M = 0 si bien qu’en combinant (1), (2) et R,(1) =0
on peut écrire

Ve>0, ANeN, Vn>N = sup |R,(t)| <¢e
te(0,1]

qui équivaut a I'uniforme convergence sur [0,1] de ) f,.
~»  Réciproquement, supposons la convergence uniforme sur [0, 1] et soit ¢ > 0 fixé. Il existe
N € N tel que

n>N = [R.(t)]<e¢

soit
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(3) Vtel0,1] : ‘w' < gt~ (NHD

et comme lim,_,;_ ¢t~ V*+Y =1 il existe 0 < 1 < 1 tel que

(4) l-n<t<l = 0<t ™ <2
(3) et (4) nous donnent

Ve >0, dn €]0,1]

‘f(t)—f(l)
t—1

‘ < 2¢

i.e. f est dérivableent =1et f'(1) =0

En résumé, la série ), - t"f(t) converge uniformément sur [0,1] si, et seulement si f est
dérivable au point t =1 avec f(1) = f'(1) = 0.

® © Pour 0 <t <1 lasérie est bien évidement convergente avec ) - (—1)"t"f(t) = {ng
Pour t = 1 la série converge si et seulement si, f(1) = 0.

e Etudions maintenant la convergence uniforme sur [0, 1[. Le reste de la série est

(=" f ()

Ru(t):= 3 (10 = ——

k>n+1

9

si bien que (i variant sur [0, 1[ entre 1/2 et 1) la série converge uniformément sur [0, 1] si,

et seulement si, la suite ("' f(t)),, tend uniformément vers zéro sur [0, 1[. Supposons que f
tende vers 0 en 1 : pour tout € > 0, il existe 0 < n < 1 tel que

l-n<t<l =|f(t)|<e.

Par ailleurs, f est bornée sur [0,1 — 7] :

IM >0 : |f®)| <M, Vtelo,1—rq
soit
max{e, M (1 —n)" '}

141
d’ou la convergence uniforme sur [0, 1] et donc sur [0, 1] si on pose f(1) = 0.

|Ry| <

< 2e, pour n assez grand

> Supposons maintenant la convergence uniforme sur [0, 1], en particulier pour tout € > 0
il existe un entier N € N tel que

n>N = [t"T'f(t)|<e Vte[01]
et posant n =1 — 27+ on a |f(t)] < 2e, YVt e[l —n,1], autrement dit

lim f(t) =0

t—1_
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> En résumé, la série converge uniformément sur [0, 1] si, et seulement si lim; ., f(¢) = 0.
Si par ailleurs f(1) = 0 la convergence est alors uniforme sur [0, 1]. a

Exercice 226 (approximation, convergence uniforme)
Si une suite de polynomes converge uniformément sur R, alors sa limite est un
polynome.

Soit (B,), une telle suite et f sa limite. La suite (P,), satisfait donc au critere de Cauchy
uniforme sur R, en particulier avec € = 1

(ANeN : n>N&peN)= (sup|Pn(x)—Pn+p(x)\ < 1)

zeR
en particulier pour p € N, le polynome Py — Py, borné sur R est constant

VpeN : 3C,€eR : Py —Pnypy=0C, (8)

et puisque
lim Pyip(z) = f(z), VazeR,
p

en faisant x = 0 dans (X) on en déduit que la suite (C}), converge

lim (Py(0) = Pr+p(0)) = Pn(0) = f(0) = 1 = lim C.
On passe alors a la limite sur p dans (X) pour tout réel x € R arbitraire :

= lim G, = lim (Py(2) = Pryy()) = Px(2) — f(2)

soit

f(z) =1+ Py(z), z€eR.

Exercice 227 (Une caractérisation de la fonction sinus ) [10] (8)-2005/06
Soit f € €°(R,R) une application 2r-périodique. Si f'(0) = 1 et |f™(z)] < 1,
pour tout x € R et n € N montrer que f(z) = sin(x).

O Le cas 27-périodique Premiére étape : f est de classe € et 2r-périodique on peut
donc lui appliquer les relations bien connues reliant les coefficients de Fourier d’une fonction
a ceux de ses dérivées :

VEeN, VneZ : c(f®™) = (in)e,(f)
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qui impliquent

(V) VEeN, VneZ : |e(f®)) = nFle.(f)]
Soit, vu les hypotheses sur f et ses dérivées :
(%)
(k) L™ )y —int L™ k) —int
VEeN, VneZ : |e(f) = o R (t)e ™ dt| = o (e ™dt] < 1.

Supposons maintenant qu’il existe ng € Z tel que
nol =2 et e (f)] >0

alors vu (V) :

i feng (FF)] = lim no®en, (/)] = +00

contredisant (X), ainsi
cn(f)=0, VneZ\{-1,0,1}
et la série de Fourier de f est de la forme
c1(f)e ™ 4+ co(f) + c1(f)e™ = acos(z) + bsin(z) + ¢ ol a,b,c € R.
f étant € et 2m-périodique sur R, les théoremes classiques de convergence nous assurent

que
f(z) = acos(x) + bsin(x) + ¢, V€] —m ]

Seconde étape : Il ne reste plus qu’a exploiter les trois dernieres hypotheses

FO)=1, [[flle<l et [flleo=<1
En effet, f/(0) = 1 implique b = 1 et, au voisinage de zéro
f'(z) = asin(z) — cos(x) = —1 + ax + o(x)

qui sera, si a # 0, strictement plus petit que —1 lorsque x tendra vers zéro suivant le signe
contraire de a : ¢’est contraire a I'hypothese et donc a = 0. Regardant au voisinage de 7, on
obtient ¢ = 0, soit finalement

f(z) =sin(x) VzeR.
Q.E.D. a

i Remarque : Sans la 27-périodicité, on pourrai bien str envisager de réitérer le méme
raisonnement sur la fonction g 2m-périodique sur R et égale a f sur | — m, 7| pour en déduire
que g puis f (car f est clairement développable en série entiere sur R et égale a g sur |—m, 7] )
coincide avec la fonction sinus sur | — 7, 7] ; mais malheureusement une obstruction apparait :
g n’étant méme plus continue (a priori) en les points de 7Z, les formules Vk € N, Vn € Z :
cn(g®) = (in)*c,(g) ne sont plus valables. En effet elle s’obtiennent aprés k intégrations par
parties dans c,(g®)), les termes « entre crochets » disparaissant grace au caractére continu
(et la 27 périodicité) de g en —m et 7; de ce fait, dans notre cas, la non continuité de g et
a fortiori de ses dérivées en ces points va faire apparaitre a droite un polynome en n qui
(semble) rendre vain tout espoir de généralisation par cette méthode....

® Le cas général On va proposer deux solutions (ces deux solutions sont tirées du vo-
lume 116-3 de la RMS, [10]), 'une s’appuyant sur la théorie des fonctions holomorphes,
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I’autre sur I’analyse fonctionnelle. Commencons par fixer quelques notations communes aux
deux solutions.

i & = ) v i
Pour toute fonction bornée sur R, on pose sup,cg | f(x)|. L’espace vectoriel

o ={f€F®R,C) : Ic>0VneN, VzecR |f™ () <c}
(on définit de méme P’espace réel &) sera normé par N(f) = sup ||f™||; on désignera par &
neN

I’espace vectoriel réel &g C &c des applications a valeurs réelles. Enfin, 8 désignera 'espace
des fonctions entieres f vérifiant

Je>0: VzeC, |f(2)] < cemm@l

il est normé par Ng(f) = sup | f(z)|e” ™)
zeC

Notre objectif est alors le suivant
Théoreme :  La solution dans f € &g de N(f) <1 & f'(0) =1 est f = sin.

Résultats préliminaires :

Lemme 3. ~
~>  Pour toute application [ € &, il existe une unique fonction entiere f dont la restriction

aR est f. De plus, f € B et Ng(f) < N(f).

~>  Pour tout t € R (resp. 1 € C) et f € & (resp. B) les translatés x — fi(x) = f(x +t)
(resp. fr) restent dans & (resp. A).

~  De toute suite (f,), bornée de (&, N) il existe une application f € & et une sous-suite
(fao )k telles que pour tout entier j € N la suite ( ,gi))k converge uniformément sur tout

compact de R vers fU) (i.e. converge dans' €>=(R)).

Preuve : Les hypotheses sur f assurent qu’elle est la restriction a la droite réelle de la série

entiere -
f(z) — Z f (O) P

n!
n>0

de rayon de convergence infini. En outre pour tout z + iy € C

i () (4
i) < 32 1P iy < SO W i)

n
n>0 n>0

soit f € B et Ny(f) < N(f).
La seconde assertion est immédiate et la troisieme se déduit du fait que toute partie bornée
de (&, N) est bornée dans 'espace de Montel €*°(R) . O

Premiére solution : Pour f € & posons

QUf) = f(0)+ f(0)%,  R(f) =If*+£"I.

IPour la topologie usuelle de €' (R) voir I’exercice ? ? ou [46], [47].
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Il est clair que Q(f) < R(f) <2N(f)?, V[ € &, ce qui justifie la définition

pi= sup R(f).
fe€ér, N(f)<1

La démonstration repose sur la détermination de p et I'étude de X := {f € g : N(f) <
1 et Q(f)=p}, elle se divise en trois étapes.
On peut déja remarquer que p > 1 car 'application = — sin(z) est dans &g .

(L

® L’ensemble X est non vide.

En effet, considérons une suite (fx), d’éléments de &g telle que

Quitte a remplacer chaque f; par une de ses translatés (via le lemme, mais il faut étre
tout de méme délicat car le « sup » peut étre atteint « a l'infini »...) on peut supposer que
limy, Q(fx) = p. La troisieme assertion du lemme assure alors de I'existence d'une sous-suite

(fn )k et d’'une application f € &g telles que pour tout entier j € N la suite ( f,%))k converge
uniformément sur tout compact de R vers fU). Clairement, f € X qui est non vide. O
w Soit feX.Sif(0)#0, alors f"(0) = —f'(0) et f' € X.

Vu la définition de p et de X, pour toute f € X, la fonction ¢ := f2+ f? admet un maximum
local en © = 0, soit ¢’'(0) = 0 et le résultat suit. O

i

® p=1.

Supposons par 'absurde que p > 1. Dans ce cas, pour tout f € X : f(0)f(0) # 0 (ne pas
oublier que dans ce cas Q(f) = f2(0) + f2(0) > 1 et max{|f(0)|,|f"(0)|} < 1...); on peut
donc, en invoquant la seconde étape, en déduire que

VieX, neN: fMeXx et f2(0)=—fm0).
Toutes les applications f étant développables en série entiere, X est donc inclu dans le plan
engendré par les fonctions sin et cos, mais sur ce plan @) et N? coincident ce qui contredit
I’assertion p > 1. U
Preuve du théoreme : Considérons

Y={fe€é : N(f)<1l et f(0)=1}
Vu ce qui précede, Y C X et V finX : f(0) = 0. Pour conclure, il suffit de montrer que
(finY) = (=f"€Y),

en effet, si tel est le cas on aura

VfeY,VneN : fe0) =0, f&+0) = (-1)"

soit (f étant développable en série entiere) f = sin.

Soit donc f;nY. En considérant & nouveau g = f? + f?, comme g présente & l'origine un
maximum local, donc ¢”(0) < 0 qui implique (pas clair encore...) f”(0) < —1; et comme
N(f) <1 ceci implique f"”(0) = —1 ie. —f" € Y, ce qu'il restait a établir. O

Seconde solution :
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Exercice 228 (Approximations uniforme de la valeur absolue sur [—1, 1])

® Utiliser les séries de Fourier pour approcher uniformément f(x) = |z| sur
[—1,1] par des polynomes.

@ Montrer que pour « € R\ N et |z| <1

(%) (1+x>a:1+fo¢(a—l)...(a—n+1)xn

n!
n=1

en déduire pour |x| <1 que

(x) ol =151 —at) = > Pty

® Montrer que la suite de polynémes (P,), définie par

Py(x) =0, Pyii(z)= P,(x)+ % (x—Piz)), neN

converge uniformément sur [0,1] vers g(x) = /x. En déduire une suite de poly-
nomes qui converge uniformément sur [—1,1] vers f(z) = |x|.

©® 1z < [-1,1], onpose donc z = cos(t), t € [—m,w]. La fonction g(t) = f(cos(t)) = | cos(t)|
est 2m-périodique continue et C'! par morceaux : elle est donc développable en série de Fourier
et sa série de Fourier converge uniformément sur R. Par parité

N—oo

= 1 . £) iformément en ¢ € [—r, 7).
| cos(t)] im (Za cos(nt) 2) uniformément en [—7, 7]

Il est alors facile de vérifier que pour tout n € N, cos(nt) est un polynéme en cos(t) (écrire
cos(nt) = re((cos(t) +isin(t))") et dans ce dernier terme les sinus apparaissent sous une
puissance paire, il ne reste plus qua écrire sin®(¢) = (1 — cos(¢))"...). Ainsi |cos(t)| est
limite uniforme sur [—m, 7] de polynémes en cos(t), il ne reste plus qu’a remplacer cos(t) par
x pour conclure.

® On peut obtenir la formule () avec les séries entieres en écrivant (14+x)* = exp (alog(1 + x)),

on peut tout aussi bien le faire en montrant dans la formule de Taylor-Lagrange appliquée
a (1 +x)* al'ordre N, que le reste ry(z) tend vers zéro lorsque N tend vers Uinfini et ceci
pour tout x €] — 1, 1] en effet

4a) =1+ Z ala—1). .T.L!(a —n+ 1)x" n afa —(2+1(;)f — N)mNJrl(l 4 2,)* N

n=1

ou 0 < 6, < 1. Or, pour tout x €] — 1, 1]
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lim oz(oz—1)...(04—]\7)96]\,+1 _0
de sorte que pour s’assurer que limy ry(z) = 0, il suffit de montrer que la suite ((1 4 26,)* V1)
est bornée. Et ceci lorsque z € [0, 1] résulte des inégalités

1< (1420,)* <2 siao >0
2 < (1+x)*<(1+x20,)*<1 sia<0
(1+20,)"V <1

d’ou (%) pour x € [0, 1] et donc sur | — 1, 1] puisque le domaine de convergence d'une série
entiere est toujours une boule.
Pour obtenir (X) il n’y a plus qu’a écrire

|z] = /1 — (1 —2?)
et appliquer (%) avec oo = 1/2.

® La troisieme question est plus classique, consultez votre livre de chevet favori.

i/ Remarques : = On peut s’étonner d’un tel engoument pour approcher la valeur absolue :
c’est un « tic historique » probablement du a la preuve trés ingénieuse que le jeune H.Lebesgue
(23 ans) donne en 1898 du célebre théoreme de Weierstrass (toute fonction continue sur un
intervalle [a, b] est limite uniforme de polynomes), pour cela, il commence par observer qu'’il
est facile d’approcher une fonction continue par une application continue affine par morceaux,
qu’'un tel objet est combinaison linéaire de translations de |z|; les polynomes étant invariant
par translation, il suffit donc d’approcher uniformément |z| sur tout voisinage de l'origine.
Ce que fit Lebesgue en exhibant justement celle de la seconde série (ce fut sa premiere
publication...).

o> Dans la seconde question, la théorie des séries entieres assure la convergence uniforme
(et méme normale) seulement sur tout [—a,a] C] — 1,1[. En fait comme pour les autres
exemples, la convergence est uniforme sur [—1, 1], elle résulte de............cccevviiiiinnnnn. Q

Exercice 229 (f(z) = >.°_ e ™cos(m*z) n'est pas développable en série en-
tiere) Exemple d’une fonction € sur R dont la série de Taylor en x = 0 admet
un rayon de convergence nul :

Soit

flz) =Y e cos(m’z) = Y fulw),

montrer que f € € (R) mais n'est pas développable en série entiére a l'origine.

Que f soit de classe > et que l'on puisse dériver sous la somme releve du théoreme de
Weierstrass, en effet les séries des dérivées de tout ordre sont normalement convergente sur
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R car I'exponentielle « 'emporte » sur la puissance et les fonctions sin et cos sont bornées
sur R...

fEEXM) et VEeN zeR : fBaz)=>" ¥

m>0

en particulier

f(2n _ Z efm

m>0

Donc, sous réserve de convergence, la série de Taylor de f a l'origine est donnée par (les
dérivées impaires de f sont nulles)

n,.2n

(0 —D)"z 2\2n
S S L e C (et

n>0 n>0 n>0

en particulier

2™ | con -
01 'Z

<
(

—-m 4n

v

m>0
2n

v

o ) e™ VYmeN.

et si on prend m = 2n

‘x’2n|f2n( )| |.Z" 2n>1 de > e

esque N> —

(2n)! - - ! 2lal

i.e. pour tout z € R, le terme général de la série de Taylor de f a 'origine ne tend pas vers
zéro des que x # 0 : la série diverge grossierement, le rayon de convergence est donc nul. O

i Remarque : voir aussi I'exercice 7 7 7 pour I’exemple archi-classique d’une fonction >
sur R non développable en série entiere a l’origine a série de Taylor a 'origine convergente
sur R.

1+cos(x)

Exercice 230 (Développement en série de Fourier de f(x) = T 9c0s(a]" série

entiére ) ([10],1997/98).

1 + cos(z)

Développer en série de Fourier la fonction f(z) = 1= 2cos(a)’
— 2cos(x
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f est clairement € sur R, paire, 2w-périodique, elle admet donc un développement en série

de Fourier de la forme f(z) = Z a, cos(nx) et la convergence est uniforme sur R (Dirichlet).

n=0
Il est sage de se persuader qu’un calcul direct des coefficients de Fourier

1 /27r 1 + cos(z)
0

o 4 — 2 cos(r)
est plus qu’incertain, voire déconseillé, voici donc deux méthodes qui donnent ce développe-
ment par des chemins détournés.
©® Premiere méthode :
1 + cos(z) 2+ e e 2e' 4 2 41 , X2 +2X +1

F@) = o) ~ 2a—em )~ 3er —ee =1 L OO = s

a, = cos(nx)dx

Les poles de F sont @ = 2 — /3 et a~! et on peut (apres avoir décomposé en éléments
simples ) développer F' en puissance relatives de X, (on retrouve le développement en série
de Laurent de la fonction méromorphe F sur C sur la couronne C(0,a, a™!) pour ceux qui
s’en souviennent)

a3 V3
FX)==3 (I_X(l—%)_l—aX>

1 \/§
_ - v [n| yn -1
= ™M X" a< | X|<a
nez
le cercle unité étant clairement inclus dans la couronne {a < |X| < o'} on peut faire

X = € dans le développement précédent

flz) = 1+ cos(z) = F(e™) = _1_,_\/__ Za‘”‘e’m = 3 —1 \/_Z\/_ <2 - ) cos(nz), Vo € R.

4 — 2cos(x) 2
nez n>1

Nous avons donc trouvé un développement en série trigonométrique de f sur R, visiblement
normallement convergente sur R : c’est le développement en série de Fourier de f (la conver-
gence uniforme sur un intervalle de longueur 27 permet de s’en assurer (échange justifié de
somme et d’intégrale))

1+ cos(z)

’ t
T 42 4 — 2cos(z) o pet

® Seconde méthode : nous savons que f(x E a, cos(nx)
aussi écrire

o0

(4 — 2cos(x)) Z a, cos(nx) = 1 + cos(x)
n=0
la convergence étant normale sur R en réordonnant, on trouve

(4ag — a3 — 1) + (4a; — ag — ag — 1) cos(z) + Z 4a, — ap_1 — apy1) cos(nr) =0
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cette série trigonométrique étant normalement convergente sur R ses coefficients sont nuls
(c’est du cours) donc

4@0 — 1
(*) 4@1 — Qg — Q9 =1
da, — ap1 —Apyy =0, Vn>2

on retrouve un systeéme classique & résoudre : son équation caractéristique est 72 —4r+1 =0
la solution générale est a, = A (2 + \/g)n + i (2 — \/g)n Comme lim,, a,, = 0, A est nul et
a, = a (2 — \/g)n, n > 1, enfin avec les deux premieres équations de (%) il vient ag =

\/32717 a1 = V3 (2 —V/3) et finalement

Z V3 (2 — \/é)n cos(nz).
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Exercice 231 (Inégalité de Bernstein via les séries de Fourier) A.Pommellet, [10]-6,
1992/93.

On appelle polynéme trigonométrique toute application de R dans C de la forme

= Z are™, ap € C; et toute application du type P(t) = Z apet
k=—-n k=—-n
avec ay € C, A\ € R est un polyndme trigonométrique généralisé.
L objectif de cet exercice est d’établir a l'aide des séries de Fourier la célébre in-
égalité swivante, due au mathématicien russe BERNSTEIN :

(%) |P'looc <n||P|loc  pour tout polynome trigonométrique P.
Pour tout polynome trigonométrique généralisé, on pose A := rriz}:i |Ak|, on va
—-n

montrer que

(X) |P'lc < A||P|loc  pour tout polynéme trigonométrique généralisé P.
O Montrer que (X) = ().
@ Montrer que pour établir (X) on peut toujours supposer que A = 7.

® Soit U la fonction numérique qui vaut t sur [—Z, 2], m — ¢ sur [Z,3F] et

qui est prolongée par 2m-périodicité sur R tout entier. Montrer que

U(t) = g % sin (20 4+ 1)t), VteR.

O Montrer que P'(t) =i Z ar W (\g)eit.

k=—n
2 o
P 1) — A2+ N, it
© En déduire que  P'(t) ™ 21 +1 ( Z axe’ k_znake

o0

4 1
O Puis ||P|le < - (lz:; m) | P|ls €t conclure.

@ Cest clair, car dans ce cas : A = max{0,1...,n} =n.

n n n n

. 7T>‘k 2A m % ~
P(t) = E apet = E ape’ 2 Tt = g age' A" = E are™ " = P(u)

k=—n k=—n k=—n k=—n
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on a donc : P(z) = P(5%) sur R, et A= 7 soit

~ T ~
Pllo = Pooa t _P,oo: P/oo
1Pl = 1Pl et 2Pl = 1P

(on a ici implicitement utilisé la relation évidente P = (P)'). Supposons maintenant (X)
vraie si A = 7, pour tout polynome trigonométrique généralisé on aura

~ T, =~ . m ™
1Pl < Z0Ple, 50t S| Plloe < 2Pl

1.e.

(%) [P oo < APl

Il ne reste donc plus qu’a établir (X) pour tout polynome trigonométrique généralisé vérifiant

A=1I.

® U est continue, 27 périodique et C! par morceaux, le théoréme de Dirichlet nous assure
que la série de Fourier de ¥ converge normalement sur R vers W. Et un calcul élémentaire
nous donne

T(t) = ; %Sin (2l +1)t), VteR.

n
O Soitdonc P(t) = Z are™* un polynéme trigonométrique généralisé vérifiant A = z.

k=—n
La grande astuce consiste a remarquer qu’alors

(A=7) — u=U). —n<k<n) pusqesu 5w -t
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on a alors :

(dans la derniere inégalité on a utilisé m
et d’ou (X) pour tout polynoéme trigonométrique

[P loo <

| P'(1)]

Z iak\If(Ak)ei)\kt

k=—n

k=—n >0

ZZ

>0 k=

2
< -
I
4HPHoo

T 22l+)

>0

A(—1)!

(20 4 1)2 sin ((21 + 1)/\k)> oMkt

(ei(t+2l+1))\k . 6i(t—2l—1))\k>

2l+1

(|Pt+20+1) |+ P(t—20-1)|)

= 2P, VteR,

= T qulon déduit de 3 & = T ...
Z||Plloc dolt (X) si A = I,

généralisé vu la question @, d’ou I'inégalité de Bernstein par la question @.

Exercice 232 (Une fonction continue non dérivable a I'origine mais dévelop-
pable en série de Fourier (1))
Soit f : R — R la fonction paire, 2w-périodique égale a /x sur [0, ].

O Y a-t-il dans le cours un théoreme permettant d’affirmer que f est déve-
loppable en série de Fourier ?

0 Soit G la fonction définie sur R par G(z) = / sin(t?)dt, montrer que pour
0
— cos(?)

tout x > 0
1 — cos(z?) /x 1
0y
2z 0 22

En déduire que la limite lirf G(z) existe, est finie et strictement positive.

G(z) = dt.

2 ™
® Soit pourn € N, a, = —/ f(t)cos(nt)dt. a l'aide de la question précé-
T

dente montrer que a, = 0(n=>/?).
® Montrer sans Fejer que f est développable en série de Fourier.

O Montrer avec Fejér que [ est développable en série de Fourier.
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@ Non car en les points 2k, (k € Z) f n’est pas dérivable et n’admet pas de dérivée a
droite et a gauche (ailleurs f est continue et € sauf en les points (2k + 1)m, k € Z ou f
n’est pas dérivable mais admet une dérivée a droite et a gauche).

® (’est une bestiale intégration par parties faisant apparaitre une intégrale généralisée
(avec la régle habituelle qu’elle marche si deux termes parmi les trois existent : en zéro pas
probléme — faire un DI.—) il en résulte (le premier terme & droite tend vers zéro car majoré

1—cos(t?)
par 1/2|z| et —53

lim, oo G(z) existe et vaut [ 1= ‘32‘12“ dt=C > 0.

est intégrable en l'infini puisque majoré en module par 1/|z|* ) que

® Ona:

2 [T 2
= — / Vtcos(nt)dt = / — cos u?) udu (avec le changement u = v/nt)
T Jo

n

_ 2
= 7m3/2/0 u? cos(u?)du

4 usin®(u) \/ﬁ_/*/ﬁ sin(uQ)du
 nd/? 2, o 2

2 2C . . "
= —WG<\/H7T) oA 771 (d’apres la question précédente).
@ Vu ce qui précede, la série de Fourier de f : S¢(z) == 9 + > -, a, cos(nz) converge

normalement sur R, par suite Sy € 5. (R); la convergence normale nous dit aussi que
G+ > .51 Gncos(nr) est la série de Fourier de Sy i.e. les deux fonctions continues f et Sy
ont les mémes coefficients de Fourier : donc f = Sy (par exemple via Parseval appliqué a

f - Sf) ie.
Qg
=3 + Zan cos(nzx),

n>1

f est donc bien développable en série de Fourier.

® Le théoreme de Féjer? assure que les sommes partielles de la série de Fourier d’une
fonction f continue convergent au sens de Césaro vers f, c¢’est donc ici le cas, mais la série
de Fourier de f est aussi convergente sur R et la convergence usuelle implique la convergence
au sens de Césaro et vers la méme limite : le résultat suit. a

2Voir par exemple....
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Exercice 233 (Une fonction continue non dérivable a I'origine mais dévelop-
pable en série de Fourier (2))

Soit f(x) = Z sin(nzL‘)‘

n2
n>1
® Montrer que f € €3™.

O Montrer que f est développable en série de Fourier sur R.

®© On va montrer que f n’est pas dérivable a ’origine.
e Montrer que sin(z) > 2, YV € [0,7/2].
e Soit v €)0,7/2[, pour N = E(n/2x) (E est la partie entiere...)
montrer que

flz) sin(kzx) 1 N 1 Z sin(kx)

1 1
o Montrer que Ry(z) = (———) ot

Pn() = ZZ:O sin(kx).
e Montrer que pour x €10,7/2[ :

lon(2)] <

1 — ei(n—i—l):c
1 —e

e En déduire que pour x €10,7/2[ et N = E(n/2x) :

flz) _ 2 1 T
r T wme=k N2x2°

e En déduire que f n’est pas dérivable a 'origine.

® Comme sup,g |sin(nz)/n? = 1/n? la série converge normalement sur R : f est donc
continue sur R, elle bien entendu 27-périodique.

® La série définissant f est une série trigonométrique uniformément convergente sur R :
c’est donc la série de Fourier de f.

Pour justifier ce dernier point, si f(z) = Y., axe™™® o la convergence est uniforme sur un
intervalle de longueur au moins 27, il s’agit de montrer que pour tout k € Z : ay, = cx(f).
Nous avons

1 2m ) 1 2m ' ) 1 2r
a(f) = %/0 f(t)e *dt = %/0 Zale”teﬂktdt =5 Z al/O Rt = oy,

leZ leZ
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ou 'inversion [~ =" [ est justifiée par 'uniforme convergence de la série sur [0,27] ) la
série de Fourier de f.
® o C’est une inégalité classique (inégalité de Jordan) souvent fort utile. Pour la démontrer
on peut étudier la fonction ou mieux, invoquer la concavité de h : z +— sin(z) sur [0, 7/2]
qui implique que h est au dessus de la corde reliant (0,0) et (7/2,1) i.e. la droite d’équation
y=2x/m.

e Soit x €]0,7/2[, pour N = E(7/2x)

(1<k<N) = <O<kx§E(7r/23:):1:§g)

on peut donc appliquer I'inégalité de Jordan

sin(kx) S 2kx
kx  — wkx

2
=—, Vke{l,...,N},
™

et par suite

flz) al sin(kz) 1 1 sin(kx)
D D T D Dl

E>N+1
N
2 11 sin(kx)
>2y 242 .
k=1 E>N+1
e C’est une « banale » transformation d’Abel.
e Pour z €]0,7/2[ :
n ) 1 — ei(n—i—l)r
. — 11 e I fe—
fou(a) m<Z ) <| =5

1 — ei(n—i—l)z

e—iz/2 _ piz/2
2
S o
~ |2isin(z/2)]
1 <7
~osin(z/2) T

ou 'on a appliqué encore une fois I'inégalité de Jordan dans la derniere inégalité.
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e D'ou

N
flz) _ 2 1
EAA S Z 4R,
x _W;k—i_ (z)
N
2 o= 1
k=1
N
2e~1 1 1 1
223 -1 S e (- g
7Tk=1k TSN & (k+1)
N
2e~1 1 T (1 1
T S L,
Tk T AT k2 (k+1)
_2%1 m
w4~k NZ?
k=1

e Si z tends vers zéro, N = E(m/2z) tends vers +o00 et N2x?/m tends vers 4/m de telle
sorte que dans l'inégalité précédente le terme de droite tends vers I'infini avec N qui implique
@) — 4o f n’est pas dérivable a l'origine. a

x

a son tour lim,_,q
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Exercice 234 (Une fonction continue dont la série de Fourier diverge a I’origine

)

On considére la suite de fonctions (fn)n>1 définie sur [0, ] par

folz) = 1 sin [(2”3 + 1) E] :

n? 2

O Montrer que la série de fonctions ) -, f, converge normalement sur [0, 7|.

On désigne alors par f la fonction paire, continue, 2w-périodique sur R
vérifiant pour tout v € [0, 7] = f(x) =3 51 fu(®).

® Montrer que f € €y .

T 2k +1
® On pose pour p,k € N, I, = / cos(pt) Sin( 2+ t) dt, et pour
0
tout entier g €N 1 Ty =30 Lok
a) Calculer, pour p,k entiers naturels l’intégrale I, .

b) Pour q,k € N, déterminer un réel positif c; tel que Tyr = ¢ +
k+q

1
§:2j+r

Jj=k—q

c) En déduire que T, > 0 pour tout couple (q, k) d’entiers.

1
d) Déterminer un équivalent simple de Zi;v:o Y] au voisinage de +0o0.

log(k
e) En déduire que Trpp ~ og( )
7 k—+oo 2
@ Mont tout p € N* (f) 221[
ontrer que pour tou a = — —1 5.
q p b ) D T £ n2 p,2 31
Clo(f) 2

@ Montrer que pour tout p € N*, S 5 ,(f)(0) > —

2ps — + _2T2p371 op3-1
P ’

2
(on pourra remarquer que aOT(f) + 3N a(f) = —aon + 3N a(f)...)
O En déduire que la suite (S,(f)(0)), diverge.

©® La convergence normale est évidente (|| fulle = 1/n* ) la série 3, -, f. est donc une
fonction continue sur [0, 7].

® Par parité et prolongement 27-périodique, lim, .., f(x) = lim,_,, f(z) = lim,_.._ f(z):

f est donc bien continue en les points kw, k € Z ce qui était le seul point douteux.

version du 7 mars 2008



266/408 Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

® a) De la formule sin(a) cos(b) = 1 (sin(a + b) + sin(a — b)) on tire

i 2k +1
I = / cos(pt) sin ( i t) dt
0 2
1 [™ 2k +1 2k +1 |
25/0 [sin(( ; —i—p)t)—i—sin(( 2+ —p>t)_ dt
2k +1 2k + 1 1"
1 CoS (( 5 —I—p) t) coSs (( 5 —I—p) t)

) 2k+1+ + 2k + 1
o P > P,

1 1
= +
2k+p)+1 2(k—p)+1

b) On peut alors écrire :

q q q
1 1
a.k Eﬁ p.k Zpo 2(k+p)+1 Zpo 2(k—p)+1

k+q k

_q2j+1

1 1
_2k:+1+jzk:q2j+1

k+q

=cp+ Z 2]+1

Jj=k—q

= >0
avec Cg 1

c) Si k > q il est évident que T}, > 0.
Maintenant, si k < ¢ il suffit de remarquer que

k+q q—k k+q 1 k+q 1
2 > + 2> + > 320
e 2j—|—1 j:qu qk+1]+1 2(q—k)+1 j:q_k+12g+1

puisque ¢ —k+1 > 0.
d) Par décroissance de z +— (22 + 1)7! sur R, on peut écrire pour tout N € N*

N N N
/ dt SZ 1 S/ dt ’
1 2t+1 2k +1 o 2t+1

soit

log(2N + 1) — log(3) < XN: 1 log(2N + 1)
2 S
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N
C 1 log(N
qui implique E 2 1 ol é )

e) Avec (15- b) (15-d)

2k
1 1 log(2k) log(k)
T = ~ ~ .
BT ok 1 +202j+1 koo 2 koo 2
O Soit pe N*
1 s
olf) == | SO costorya / 3" fult) cos(pt)d
- n>1
= — Z/ fn(t) cos(pt)d (par NCV (question 13) sur [0, 7])
n>1
2 1 : 13
== Z/ — sin {(2"3 + 1) —] cos(pt)dt
T = Jo n 2
2 1
— ; Z n2 Ip 2n3—1
n>1

© De 'égalité précédente et sachant que (15-¢) les quantités T, sont toujours positives,

on a pour tout p > 1

a(f) > %angl, Vn e N
Ainsi
N1 gN?—1
Syt (£)(0) = 2 4 Z o) Z
2N371
. _aoéf) £y #Iwml
n=0

O L’équivalent obtenu en (15-e) nous donne

2 2 log(2V*-1) N3log(2)  Nlog(2)

T.

N3—-19N3—_1 " =
7TN2 2 2 N—o0 7TN2 2 N—oo 7TN2 m

Cette derniere quantité tendant vers +oo avec IV, on a avec la question (17)

lim_ Sy (/)(0) = +oo.

La suite (S,(f)(0)), est donc divergente : f n’est pas développable en série de Fourier a

I'origine.
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Exercice 235 (Séries de Fourier, dérivation ) [10], 2003.
Soit f € €2([0,1],R) vérifiant f(0) = f(1) = 0. Avec les séries de Fourier, montrer
que
1”12
o S :
Il < 2

La fonction f étant de classe €2 et vérifiant f(0) = f(1) = 0 il existe une unique
fonction f impaire, 2-périodique dont la restriction & [0,1] est f. On vérifie sans peine que
cette fonction est ¢! sur R (et méme € par morceaux). Calculons ses coefficients de Fourier
(complexes), bien entendu co( f ) =0 et pour n € Z* une intégration par parties donne

N B e 1 L.
—— t 77/ntdt — ! t 7’L'ntdt
2[jMe %m[j<w

une seconde intégration par parties est licite puisque f’ est continue et €' par morceaux :

2imn —iTn m2n2

(le terme « entre crochets » est nul car f’ est paire). Vu la régularité de f, les théoremes
classiques nous assurent que la série de Fourier de f est normalement convergente sur R avec
pour somme f, soit

f(ZE) — ch(f) intr _ _ _© Z Cn 617171'&:) VareR.

neZ nez*

En particulier

vee01] - @) =) < 5 3 et

2 n?
nez*
. . 9o s sy 2 —4 4
soit en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (3, -, n™" = )
1 ~ 1
vee] @R 4 Y ey &
nez* nez*
2 ~ 1 1 -
< > |Cn(f")!22§ == > el P
nezZ* n>1 nez*

f" étant 2-périodique et continue par morceaux, on peut lui appliquer le théoréme de Par-

seval :
1 1

nez*

si bien que pour tout z € [0, 1]

() L£7113

|_45

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne

269,408

soit
[ flloe <

d’ou le résultat.

[EIP

3v5

problemoftheweek. .. )

az+b
224+cz+d

det < En

pour |z| assez petit. Montrer que la quantité

Cn+1

Exercice 236 (Séries entieres, déterminant, systemes linéaires ) (http: //

Soit a,b, c,d des nombres complexes, si d # 0 et soit la suite (c,), C C telle que

=cotciz4 2+ ez,

Cn+1
Cn+2

det (

est indépendante de n lorsque abc — b? — ad® # 0.

Cn+1
Cn+42

cn+2
Cn43

© Solution 1 : De I’égalité

az+b:(22+cz+d)chz"

on tire

9 ad — be

n>0

cozd, cg=——— et deyo+ccpi1+c, =0, neN

2
si bien que

2
Cn+1Cn+3 — Cn+2 = Cp+1 <

c

C

1 2
dcn+2 - Ecn-i-l — Cny2

1

2 2
= Cn+1Cnt2 — Cpio — 5C 11
d gt

C

1

_ 2
= Cp42 <_Ecn+1 - Cn+2) - Ecn+1

1

= 3 (cn+2 Cn

d

1

- Ci+1)

= dn+1 (CQCO — C%) .

> Ainsi pour cycg — 3 #0 ie. abc —b* —a*d #0 :

det ( Cn
Cn+1

Cn+1
Cn+2

)

det (C”H

Cn+4-2

Cn+2
Cn+3

)

=d
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est bien indépendant de n.

> Et pour abc — b* — a?d =0 on a
det Cn Cn+1 — det Cnt+1  Cn+2 =0
Cnt1 Cny2 Cnt2 Cni3
et le quotient n’est pas défini.

® Solution 2 : Toujours de 'égalité
az+b= (zQ—I—cz—l—d)chz"

n>0
comparant les coefficients de 2"*2 et 2"*3 des deux cotés on tire
Cn + CCpi1 + dcpyo =0
Cng1 + CCrpp +depyzs =0

En considérant ces deux égalités comme un systeme linéaire d’inconnues c et d, les régles de

Kramer donnent
C Cn+1
det (C mn Cn+ )
n—+1 n—+2
d=

det Cn+1  Cn+2
Cn+2 Cny3
pourvu que le dénominateur ne s’annule pas, i.e.

det (C”H C”+2) = abc — b* — a*d # 0.

Cn4+2 Cp+3

Exercice 237 (Etude de f(z) = >.°° sin(nz)exp (—n®) ) [10], 2003/04.
Pour a > 0, z réel quelconque, on pose f(x) = - sin(nz)exp (—n®).
@ Montrer que f est bien définie et de classe €°°.

©® Pour quelles valeurs de a, f est-elle développable en série entiere au voisinage
de tout point ?

® Posons u,(z) = ™ e ™" La fonction u,, est de classe € sur R, et si (n, k) € N* x N et
reR:

. ; —na

u, ™ (z) = (in)keme™",
Notant || ||oc la norme uniforme sur R, on a donc ||u,®||o = nFe™". Par croissance compa-
rée il vient, & k fixé : ||u, ™ || = o(1/n?) quand n — +oo de sorte que Y, -, u,¥) coverge

=
normalement donc uniformément sur R. Ceci étant vrai pour tout k, Y -, u, est de classe
=
€ sur R, et il en va de méme de sa partie imaginaire f.

k

n
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@ Soit g(x) = Y., €™ e de sorte que f=Im (g). Si (z,h) € R? est tel que la série
double :

S e (nlhl)*
k!
n>1, k>1
converge, le calcul suivant est justifié :

e ing inh)* ‘ e ane | P ) (1
o) = e (50 ) =55 (o) B - S0

n>1 k>0 n>1

Or, si a > 1, la relation :

(nh)* n|h|
> =

la positivité des e~ (n|h|)*/k! et la convergence de 3, -, e"l"le™" (immédiate par exemple
par la régle de d’Alembert) établissent bien la convergence de la série double susmentionnée.
Il s’ensuit que :

(k)

2 _ 9 (x) )

V(xz, h) € R, g(x+h)-§ e h".
k>0

Prenant les parties imaginaires, on obtient :

V(z,h) €R?, fla+h)=>

k>0

FO(x)
o k.

Si a = 1, la série double précédente converge pourvu que |h| < 1 (toujours par la regle de
d’Alembert). Ainsi :

_ f(k)@) k
V(z,h) e Rx]—1,1[,  flz+h) = ZTh .
k>0
Dans ce cas, on peut par ailleurs observer que :

e(i:L’—l)

9(*) = @

Montrons enfin, si 0 < a < 1, que la série :

>
k>0
ne converge pour aucune valeur de h dans R*. Les arguments donnés dans a) prouvent que :

VEeN, VzeR, [fUH(z)= Zn4k+le_"a cos(nz).
n=0
En particulier :
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f(4k+1) (O) _ Z n4k+16—na.

n=0

Soit, si k € N : ny = E ((4k +1)"/*). Alors :
f(4k+1)<0) > pptlemm® > ((4k 4 1)1/a . 1)4’f+1 o~ (4kt1).
D’ou, vu que 1/a > 1:

f(4k+1)(0) (4k)(4k+1)/ae—(4k+1)
(4k + 1) ~ (4k + 1)!

Si
(4k,)(4k+1)/a€—(4k+1)
(4k + 1)! ’

Ug+1/ug tend vers +oo par un calcul immédiat. Il en résulte aussitot que :

FUHV0) ) g
(4% + 1)!

Up =

k>0
ne converge que pour h = (0 puis, compte tenu de la convergence absolue d’une série entiere
en tout point du disque ouvert de convergence, que :

F®(0)

2
k>0

ne converge que pour h = 0.

En conclusion, f est développable en série entiere au voisinage de tout point si et seulement

si a €]0,1].

i/ Remarque : Notons & l'ensemble des suites (¢, )nez telles qu'il existe r dans ]0,1]
vérifiant ¢, = O(r") quand n — Zoo. On peut démontrer que I'application qui & une
fonction continue sur R et 27-périodique associe la suite (¢,(f))nez de ses coefficients de
Fourier exponentiels induit une bijection de ’espace des fonctions 27-périodiques analytiques
de R dans C sur &, la bijection réciproque associant a (¢, )nez la fonction :

“+00
T E e,
—Oo

Avec cette caractérisation, le résultat de I'exercice est immédiat. a

Exercice 238 (Séries entieres, comportement au bord)
Soit Yy, <o anx"™ une série entiére de rayon de convergence égal a 1. On suppose que
Vn>1: a,>0.8ilasérie ), a, diverge, montrer que lim Zanx" = +400.

r—1_
n
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Vu les hypotheses, VA > 0, 9m € N : a9+ a; + -+ a,, > A+ 1 et par continuité
de © — ap + a1x + -+ + aa™ il existe 0 < §4 < 1 tel que pour tout = €]1 — d4,1] :
ap+arz+- - +a,x™ > A. Tout étant positif, a fortiori ) a2 > ag+a1z+- - -+a,2™ > A.
En résumé

r—1_
n

(VA >0, 364 €]0,1[: YV €]1 — d4,1], Z apx" > A> = lim Zanx” = +o00.

d
Exercice 239 (Séries de Fourier : histoires d’unicité ) [27],
Montrer que pour tout a # 0
( 2arm o :
e2™ —1 (1 a cos(nx) — nsin(nz)
— | = , O<ax<?2
T 2a * ; a? +n? i
-1 2 a cos(nx)
et = + 2 et — 1y <<
am T ; {=1) ! a? + n? g
p nsin(nx)
N (e T g < <o
S e
et préciser les sommes de ces trois séries a l'origine.

La fonction f définie par f(z) = e* pour tout = €]0,27[ et f(0) = #, prolongée
sur R par 2m-périodicité vérifie les hypotheses du théoreme de Jordan-Dirichlet : la série de
Fourier de f converge sur R vers f; ce qui donne apres un petit calcul la premiere formule.
Pour la seconde il suffit de considerer la fonction g 27-périodique, paire et égale a f sur
[0, 7]. Pour la derniére, considerer la fonction h 2w-périodique, impaire et égale a f sur |0, 7|
et vérifiant h(0) = h(m) = h(—m) = 0. Jordan-Dirichlet s’appliquant au trois fonctions, les
trois séries convergent a ’origine respectivement vers f(0), g(0), h(0). -

i/ Remarque : Moralité, ce n’est pas parce qu'une série trigonométrique converge vers une
fonction qu’elle est la série de Fourier de cette fonction, surtout si le domaine de convergence
est un intervalle de longueur strictement plus petite que 27. Une condition suffisante pour
pouvoir affirmer une telle chose que 1'on recontre souvent est « la convergence uniforme sur
un intervalle de longueur supérieure ou égale a 27 ».
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Exercice 240 (SON et SCV ) 0n considére une suite (f,), C €°([0, 1]) vérifiant
! 0 s1 n=m
‘/n@mwﬁ=L
0

sinon n#m
et
sup{|fn(z)] : z€R, ne N} < +oo.

Montrer que la suite (f,,), n'admet pas de sous-suite (fp, ) simplement convergente
sur [0, 1.

> On commence par remarquer qu’on ne pert pas en généralité en supposant que vect{f, },;. =
L3([0,1]) : en effet, si ce n’est pas le cas on rajoute a la suite (f,), une suite (g,), vérifiant

les mémes hypotheéses mais aussi vect{f,} U {gm};2 = L*([0,1]) (une telle suite (g,) existe :
considérer pour cela la base hilbertienne ....... ).

> Supposons maintenant qu’il existe une sous-suite (f,, )x et une application f € €°([0,1])
telles que

kh_{gof”k@:):f(x)’ Vae [071]'

Soit m € N, la seconde hypothese sur la suite ( f,),, nous permet d’appliquer le théoreme de
la convergence dominée :

1

1
0= Jim [ @ttt = [ 10 utt)at
soit
VmeN /lf(t)fm(t)dt:O
0

et par conséquent f = 0Or2 est donc nulle presque partout. Mais toujours par convergence
dominée

k—o0

1 = lim /1 fr (t)dt = /1f2(t)dt,
0 0

tout ceci est absurde et ’exercice est terminé. |

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne

275/408

Exercice 241 (Fonction 27-périodique continue a coefficients de Fourier posi-
tifs ) [10], 115/4.

Soit f : R — C une application 27 périodique et continue. On suppose tous ses
coefficients de Fourier (cy(f), k € Z) positifs; montrer que f est développable en
série de Fourier.

Pour cela

O Montrer que pour tout 0 < r <1

1—7"2 1 2

1 2m
\n\ - —
Z enlf 1 —2rcos(t) + 7’2f<t)dt Y B0 (bt

ne” 0 0

® FEn déduire que
1 2

o | B®dt=1 et Y el f) < fll

neL

®© [n déduire que la série ), ., co(f) converge et conclure.

0 Soit0d<r<1

ch( |n| _ Z o / f et |n|dt

nez neL

Z f(t)e mrlgt  par NCV sur [0, 27]

nez

_ % 027r f(t) (ie int n+zeznt n) dt

n=0 n=1

1 [% 1 rett
= — t . — | dt
2 J, 1) (1—7°elt+1—relt)

1 [ 1—r?
B _7T/0 /) 1 — 2rcos(t) + r2dt

® En considérant f = 1 la formule précédente se resume a

o [ soRa = [T = =1

De la, pour f € €5

nel

eipn = L[ 1o 1 _
S enlf) R < o [ 1ORO@< I flags [ RO = 1]

2

Soit N € N nous pouvons donc écrire

N

0< Y P <fller Vreo]

k=—N
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soit, si r tends vers 1_
N

0< > alf) < lfller YR €N,

k=—N

® Les coefficients de Fourier de f étant positifs, la convergence de la série ), ., ci(f) en
découle; elle entraine la normale convergence sur R de la série de Fourier de f.

Il ne reste plus qu’a se souvenir que si la série de Fourier d'une application f € %y converge
uniformément sur un intervale de longueur supérieure a 27 c¢’est nécessairement vers f ( poser
g =">, cx(f)e*, montrer que cx(f) = cr(g), Yk, et en déduire via Parseval de f — g = 0).
o

Exercice 242 (fo fo x,y)dz) Qdy—i-fo fo z,y)dy)?dr < ( fo fo x,y)dzdy)? +
fo fo (z,y)?dzdy ) Putnam (2005), [34] 2005/8.

Soit f € €°([0,1] x [0,1],R), montrer que

/01 (/Olf(:c,y)dx)zder/ol (/Olf(x,wdyfdx
< (/01 /01f(:l:,y)al:zsoly)Q+/01/01 f(z,y)*dxdy.

Considerons pour m,n € Z

1 1
Fowm) = [ [ sy moetmzay
0 0

les coefficients de Fourier de f. En particulier

) Fo.0 = [ [ stepdniy

La fonction z — fol f(x,y)dy est une fonction dont la série de Fourierest ), _, f(n, 0)e~%mne,
De carré intégrable sur [0, 1], on peut lui appliquer la formule de Parseval

[(] v -

De méme -
®) [ (/Olf<x,y>dx)2dyzmzz\7o,m>2.

En appliquant Parseval dans L*([0,1]?) a (x,y) — f(z,y) on a aussi

(1) [ [ sewpasty = 5 [fom]

neEZ meZ
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Avec (1),(2),(3) et (4) on a

R L

/(/fxydy) =33 [fnml =

neEL* meL*

Q.E.D. Q

Exercice 243 (Calcul de [ cos(cos(x))ch(sin(x)) cos(nx)dx,n € N, via Fourier )

Utiliser les séries de Fourier pour évaluer lintégrale

I, = /07r cos(cos(x))ch(sin(x)) cos(nz)dz, n € N.

Tout Calcul direct semble déraisonnable on contourne cette difﬁculté en utilisant comme dans

est 2m-périodique paire, son Coefﬁment de Fourier a,, vérifie donc

2 [T 2
ay, = —/ cos(cos(z))ch(sin(x)) cos(nx)dx = —1,,.
T Jo 77
Il ne reste donc plus qu’a calculer a,,. Pour cela écrivons
f(z) = cos(cos(z))ch(sin(z)) = cos(cos(z)) cos(i sin(z))
1
=3 [cos(cos(z) + isin(x)) + cos(cos(x) — isin(z))]
1 > 2ikx —2ikx _1 o
=5 [cos(e™) + cos(e™™) Z ¢ j;e Z cos(2kz).
k=0 k=0

Cette derniere série étant normalement convergente sur [0, 27], c’est la série de Fourier de
f, par conséquent

T T (-1)° si o n=
I, = / cos(cos(x))ch(sin(x)) cos(nx)dr = < 2 (2k)! 2k
0 0

sinon.

Q.E.D. 0
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Exercice 244 (Preuve du théoréeme des moments de Hausdorff par les séries
de Fourier )
Soit f € €°(|0,7]) telle que

21
/ t"f(t)dt =0, VneN.
0
Montrer que

2w
/ e™f(t)dt =0, VneZ
0

et en déduire que f = 0.

Notons f la fonction 2m-périodique paire continue sur R qui coincide avec f sur |0, 27] ; ses
coefficients de fourier complexes sont donnés par

oH=L2 [ royema, wnez,

:27r0

. L. N ; int)k L, .
Mais par normale convergence sur [0, 27| de la série entiere e = 3", % on peut écrire

~ 2m int)* in)k [
cn(f) = %/0 f(t) (Z ( k;llf) > dt = Z 27<T(2)l<)! /0 thf(t)dt =0

k>0 ’ k>0

vu les hypotheses sur f : les coefficients de Fourier de I'application f continue sur [0, 27]
et 2m-périodique sont tous nuls, comme corollaire de la formule de Parseval® elle est donc
identiquement nulle et par suite f. Modulo translation et homothétie le résultat en découle
sur tout intervalle [a, b] de R. -

Exercice 245 (Y., _, Carty = 221 (2n + 1)(2n + 2) via les séries entiéres )
Calculer de deur maniéres différentes le développement en série entiere a ['origine
de f(x) = sin®(z) pour en déduire
(X) d oo =220+ 1)(2n+2), neN

k=0

3voir par exemple......
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f est bien entendu développable en série entiere en = 0 et on a pour z € R
1— 2
f(z) = sin®(x) = —cgs( z)
1 1 o0 (21.)211 OO 22nx2n
2 2 Z( ) (2n)! Z( ) 2(2n)!
n=0 n=1
o 22n—1 2n
- Z(_l)nH 9 33'

n=1 ( n)
soit

) o0 o 2277,—1 )
(1) sin?(z) = ;(—1) eI Vo € R
D’un autre coté, on peut écrire

) > CL.2n+1 2 0 )
f(z) = sin*(z) = nzz()(_l) e ;CM
ou par produit de Cauchy
N Vo | Sy
2k 1) 2n -2k 1)L 20+ 2)l T
donc
(2) sin?(z) = i (=D i(]%“ ¥, VreR
Par unicité des coefficients d’une série entiere, (1) et (2) donnent
Z Oyl = 22" (2n + 1)(2n +2), n € N*,
k=0

soit (X), Q.E.D. a
i Remarque : I n’est pas difficile d’établir directement (X) par dénombrement car a vérifier

Y reo C’gﬁ% représente le nombre de parties de cardinal impair dans un ensemble de cardinal
pair 2n + 2.
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CHAPITRE 9

CALCUL DIFFERENTIEL

Exercice 246 (Calcul différentiel, extréma, fonctions harmoniques )
[10],1994/95, EX. 247.

Q est un ouvert borné de R%. Soit f une application de Q dans R, continue sur €,
de classe €% sur Q) et enfin harmonique sur Q). Montrer que

sup f(z) < sup f(z).

e €0

Q est borné, donc Q est compact : f continue, atteint donc son suprémum en au moint
un point . Supposons par ’absurde que
sup f(z) = f(8) < f(a)
€0

(car la frontiere 0f) est fermée bornée donc aussi compacte) et posons pour

mzt(q;l?"'axd) eRda 90 - ||IH2 ZSE

Clairement
Ap(z) = 2d.

considérons maintenant pour € > 0, la fonction définie sur 2 par

fe(x) = f(x) + ep(x).
la quantité
M = sup ¢(z)

z€Q
est bien finie par continuité de ¢ sur le compact . Si bien que
sup fo(z) < f(B) +e.M
€O
et

sup fo(z) > f(a).

€
Puisque f(a) > f(3), on peut choisir £ > 0 assez petit pour que f(5) +e.M < f(a); les
deux dernieres inégalités nous donnent alors
sup fo(z) < f(F) +e.M < f(a) < sup fo()
€N z€Q
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soit

sup fe(x) < sup fe(z).
e =)

En d’autres termes pour un tel €, le suprémum de f. sur § est atteint en un point v de €.
Q) étant ouvert v est un maximum local :

0* f.

&Bi@xj

Efo(z)(hh) = > (z)hih; <0,  VheR?

1<i,j<d
En particulier le choix h = h = (0,...,0,1,0...,0) € R? pour 1 < i < d implique :
0* [
x? () =0

i

en contradiction avec

1 g2y
Af.(x) = Z (91:26 () = Af(x) +2de = 2de > O.

Le résultat est démontré. d

i Remarque : La preuve est a peine plus simple si 2 est une boule : soit pour € > 0,
9:(z) = f(@) + ellz — al®.
Nous avons
dg.(z) = df (v) + 2e{x — a,1) et d?g.(x) = d*f(x) + 2¢ly,
(o 1 =%(1,1,...,1) € R? et I; € My(R?) est la matrice identité). Comme par hypothese

A(f) = tr(df) =0
tr(d*g.(z)) = Alg.)(w) = 2de > 0

si bien que d?g.(z) admet toujours au moins une valeur propre strictement positive en chaque
point de la boule ouverte B(a,r) (g. harmonique est de classe €2 (en fait alors ) sa
matrice Hessienne est donc symétrique réelle et ses valeurs propres sont réelles...). Mais f
et donc g¢. est continue sur le compact B(a,r) : g. y admet donc un maximum x, qui, vu ce
qui précede se trouvera nécessairement sur la frontiere de B. En outre sur la frontiere de la
boule ¢||z — al|?> = er?, cette quantité étant constante zy ne dépend pas de ¢ i.e.

Jdxg€edB : Ve>0,z€B f(x) +ellz —al|® < fwo) + €l|lzo — al?,

il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers zéro pour conclure.
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Exercice 247 (Calcul différentiel, espaces vectoriels normés, polyndmes )
([10], 2000/01, EX. 52).

On munit R[X]| de la norme uniforme sur [0,1] et on considére lapplication f
R[X] — R définie par

1
1P =35 + K2ZP2(kT)

k>1
@  Préciser le domaine de définition de f et vérifier que c’est un ouvert de R[X].
@  Montrer que f est différentiable sur cet ouvert.

i Rappel : Soient E, F deux espaces vectoriels normés, une application f : E — F est
différentiable au point a € E s’il existe une application linéaire continue L = df (a) : E — F
verifiant

_|lfla+h) = fla) — L(h)||F

lim

=0
h—0g ||h||E

1

@ Pour P € R[X], posons ug(P) = 1+ k2P(k1)2

o Si P(0) # 0, alors

1 1 1
e P) = TR (0) + 0GR T+ PR+ 00k ) # s P(0)2R2

Avec le critere de comparaison des séries a termes positifs, f(P) est bien définie.

(k = +o0)

> Supposons maintenant que P(0) = 0. P = 0 la série ), uj(P) diverge grossicrement ;
sinon soit d := inf{v : P"(0) # 0} la valuation de P. La formule de Taylor assure que

P@(0) 1

-1\ -
P(E) = d kd

ok~ (k — o)

ainsi, lorsque k tends vers +o00
1 (1+P(0)2)", sid=1,

up(P) = POONT 1 1 — {1, sid>1.
1+( ) +0< )

d! L2(d—1) L2(d—1)

Et la série ), uy(P) diverge grossierement.
> En résumé, le domaine de définition de f est
2y ={P € R[X] : P(O) # 0}.

C’est I'image réciproque de 'ouvert R* par I'application linéaire ¢ : R[X] > P+ ¢(P) =
P(0). Puisque
lo(P)| = [PO)] < [[P]| := SurfIP(t)L

[0,1

@ est continue et Z; = ¢ (R*) est ouvert dans R[X].
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@ Soit P € Y; et étudions la différentiabilité de f au point P. Soit H € Z; de norme
suffisament petite pour que P+ H € Z;. 1l s’agit de trouver une application L € Z.(%¢,R)
telle que
J(P+H)— f(P)=L(H) + o(||H|),
deviner L n’est pas immédiat, un petit interlude divinatoire est nécéssaire :
> on est donc conduit a étudier la quantité
1 1
1+ 2P+ H2(kY) 1+ k2P2(k)
2k2P(k~Y)H(K™Y) + K2H? (k1)
(1 + k2(P+ H)?2(k=1))(1 + k2P%(k~1))
C22P(KTYH(KT) + K H? (K
(1 +k2P2(k=1)?%)
2k*P(k~Y) H (k 1) 2k2P(k~Y)H (k1)

(1+ k2P2(k71)) (1 + E2(P+ H)2(E=1)(1 4+ k2P%(k1))
22P(k~YYH (K1)
1+ P2 (k)2
notre choix pour Li(H) purement subjectif peut étre motivé par exemple parce qu’il faut
d’une part chercher quelque chose de linéaire en H et, d’autre part si ||H|| tends vers zéro

2k2P(k~YYH (k1) 2k*P(k~YYH(E™)

(I1+E2(P+ H)?2(E 1)1+ k2P2(k7Y)) 1HI—0 (1 + k2P2%2(k~1)?)

On peut aussi motiver notre choix en utilisant sans aucune rigueur la formule classique mais
toujours d'une importance stratégique :

=Lp(H)+ R avec Ly(H)=— = 2k*P(k"Y)H (k' )ui (P)

= Ly(H).

(f différentiable en a) = (df(a)h = lim flatth) = f(a)> :

t—0 t

En effet, pour le cas qui nous interesse

o f(PAtH) — f(P) - up(P +tH) — w(P)
t—0 t B t—0 E>1 t
N piyy U (P EH) — i (P)
- pet 50 t
=" —2k*P(kY)H(k )} (P) = > Li(H) = L(H)
k>1 k21

ou bien entendu 1’échange lim > = > lim n’a pas été justifié. Résumons nous : nous avons
un candidat suspect pour df (P)(H) c’est

(%) Lp(H) = —2k*P(k™")H (k™" )ui(P)

pour montrer que c’est bien lui (i.e. Lp = df(P)), il va falloir successivement montrer que la
série définissant Lp est bien convergente sur %y, qu’alors Lp est une application (linéaire)
continue de %, dans R et qu'enfin f(P + H) — f(P) — Lp(H) = o(||H||) (ou justifier
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I'échange lim > = ) lim dans ce qui précede...). Au travail.

o Soit P € Y¢, nous avons comme dans la premiere partie
Ru2(P) ~ ——
F k2P4(0)

de sorte que la série Y-, -, k*ui(P) converge. Notons C' = 37, -, k*ui(P), pour tout H € Z;
nous avons

262 P(k™ ) ug(PYH (k™)| < 2| Plloc| | H [|ook*ui(P), k€ N*

ce qui, par critere de comparaison des séries a termes positifs assure que la série définissant
Lp est bien absolument convergente sur Z;. En outre il résulte aussi de cette inégalité :

VHe Iy o [Lp(H)] < 20| Pl Hlloo
qui assure la continuité de Lp sur &y (la linéarité est évidente).

> Montrons maintenant que f(P+ H) — f(P) — Lp(H) = o(||H||s). C’est un calcul assez
fastidieux.

f(P+H) = f(P) = Lp(H) =) up(P+ H) — up(P) + 2> P(k™ " Yup(P)H (k™).

E>1
et pour k € N*
up(P+H)—up(P)+2k*P(k™Yup(P)H (k™) = (=14 3k*P?(k™") + 2k*P(k™ ) H (k™)) K*H (k™" )uj (P)ug (PH
donc
|uk(P+H)—up(P)+2k* P(k™ ui(PYH (k™1)| < Kup(P)ug(P+H) (1 + K (3| P2 + 2 Pl H]l o))
et comme 0 < ux(P+ H) <1
lup(P+H)—uy (P)+2k* P(k™"up (P)H (k™")| < K*ui(P) (1 + k*up(P + H)(3||P||% + 2| Pl || H ) -

Mais
) 1 1+ k(P! H(k=1))?
= I s )+ B 2 (PG - O

et par continuité de P & l'origine, il existe N € N tel que k > N implique |P(k™1)| >

1P(0)

et comme H peut étre choisi de norme arbitrairement petite, imposont || H ||, < — Alors
pour k > N +1

[P (0)]
2

P = ) = >
soit, avec (V) :
2 16
kfup(P+ H) < EOE
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par conséquent, (C'= Y, K*uj(P))

[f(P+H) — f(P) — Lp(H)| <3 |ug(P + H) — ug(P) + 2k*P(k™ ") H (k™ )ul (P)|

k>1

) k
< 4% {C+ BIPI% + 21 Pllool 1 H [ o) ( k
1

<|H|Z {C+<3||P||§o+2||P||oo||H||oo u(P+H)+ Y k“ui(P)m(HH))}

N
> kg (Pyug(
k=1 k>N+1
Al 16
k=
Il résulte de cette derniere inégalité que
f(P+H) = f(P) = Lp(H) = o[ Hl|-)

lorsque H tends vers 0 dans (R[X], ||.||) : f est donc différentiable au point P et la différen-
tielle de f au point P est la forme linéaire continue df (P) = Lp :

2*P(k~Y)H (k™1

oy REPUDHGY
(14 k2P2(k71))

k>1

il Remarques : = Ouf! et si quelqu’un a plus simple : qu’il se manifeste !

o En dimension infinie, il ne faut sutout pas oublier I’hypothese de continuité pour ’ap-
plication linéaire dans la définition de la différentiabilité sans laquelle par exemple toute
application linéaire discontinue (il en existe toujours en dimension infinie...c’est un autre
exercice) serait automatiquement différentiable! Certains auteurs imposent plutot a f d’étre
continue au point a dans la définition de la différentiabilité, ’application linéaire est alors
automatiquement continue.

Exercice 248 (Extrémas en dimension plus grande que 2 : attention aux idées
recues! )

® Considérons une application f € €°(R%,R). Si f admet un point critique qui est
un un extrema local (mazimum ou minimum local) mais non global, doit-elle pos-
séder au moins un autre point critique ? (d’apres J.M.Ash € H.Sexton « A surface
with one local minimum », Math.Mag. (192 ?2) 58-3, pp. 147-149 and I.Rosenholtz
& L.Smylie « The only critical point in town », Math.Mag. (192 ?) 58-3, pp. 149-
150 ).

O Dans R[Xy,...,Xy], (d > 1) donner l'exemple d’un polynome a coefficients
réels minoré sur R? sans atteindre sa borne inférieure.

@ La réponse est oui si d = 1 et de maniere a priori plus surprenante non si d > 2.

> Sid=1. Soit donc f € €*(R,R) présentant (sans perdre de généralité...) a l'origine
un minimum local. Par exemple f(0) = 0, f(z) > 0, V0 < |z| < . x = 0 n’étant pas un
minimum global, il existe a € R, disons a > 0, tel que f(a) < 0.Soit f(a)f(d/2) < 0, par le
théoreme de valeurs intermédiaires il existe b > 0 tel que f(b) = 0, soit f(0) = f(b) = 0;
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le théoreme de Rolle assure alors de l'existence d'un réel ¢ €]0,b] tel que f'(¢) = 0 et nous
avons bien construit un second point critique pour f.

> Pour un contre-exemple en deux variables, considérons la fonction €

1
1+x2>7 (‘r?y)ER2

Pour localiser les points critiques et préciser leur nature sans trop de calculs considérons les
sections du graphe de f & x = ¢ = constante : I'application f.(y) = f(c,y) = —a + (2y* —
y1) (e° + a) présente (voir figure 1) trois points critiques y = 0, y = 1 et y = —1. Ainsi, les
éventuels points critiques de f se trouveront sur les sections y = 0,y = 1 et y = —1 (vu
qu'ailleurs, 9, f # 0). Sur y = £1, f(x,£1) = e” soit O, f =e* > 0. Sury =0, f(z,0) =
soit 0, f(z,0) =
critique : (0,0).

14 22

flzy) = + (2 — o) <1 +

1+x2
Qm . 9 . . o . .
a2z quis annule si, et seulement si x = 0. f admet donc un unique point

gv

v

f(0,0) = =1 > =17 = f(0,2) : (O,0) n’est donc pas un minimum global. Il nous reste a
vérifier que (0,0) est néanmoins un minimum local, pour cela il suffit de remarquer que
2

x 1
=—1 22—yH (1
f(x,y) +1+x2+y( y)( +1+x2>

2 2 2 1
S A ()

> (0,0) pour (z,y) € D((0,0),v2) \ {(0,0)}.

D’ou le résultat.

® Il suffit de considérer dans R[.X, Y] le polynome
p(z.y) =" + (zy — 1)°

qui est clairement positif sur R?; toutefois laxe { (z,y) € R* : =0} et 'hyperbole { (z,y) € R* : zy =1}
n’ayant aucun points communs notre polynéme ne prends jamais la valeur 0. Mais

Ve>0 : plget)=¢?

version du 7 mars 2008



288/408 Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

si bien que

inf y) =0
(xi?eRQP(x Y)

et ne sera jamais atteind. d
i/ Remarque : = Moralité : comme toujours se méfier du passage en plusieurs variables,
nombreuses propriétés, vraies en une variable ne passent plus dés deux variables!

o Le second exemple est un petit garde-fou contre la tentation d’étendre a plusieurs va-
riables la propriété classique en une variable (idem dans C[z])

Vp € Rlz], deg(p) > 1 i [p(z)] = +o0

alors que le polynome a deux variables considéré plus haut est constant sur I’axe des ordon-
nées.

Exercice 249 (Théoréme de d’Alembert-Gauss, topologie, calcul différentiel )

® Soit f : R® — R™ une application de classe €' vérifiant :
> {aeR" : df(a) € GL,(R)} est fini.
> L’mage réciproque par f de tout compact K de R"™ est compacte.

Alors f est surjective sin > 2.

®@ En déduire le théoreme de d’Alembert-Gauss.

©® Supposons n > 2 et notons
A={a€R" : df(a) € GL,(R™)}, Q=R"\ f(4) et Q =f1(Q).

> Par hypothése A est fini, donc f(A) aussi et par suite {2y est ouvert; f étant continue,
il en est de méme pour 2y

On vérifie facilement que Q3 C R™\ f(A), f(Q) C Qs si bien que l'on peut encore consi-
dérer la restriction f : Q1 — Qo que 'on notera toujours f.

> Avec la seconde hypothese, 'image réciproque f~!(K) de tout compact K dans 5 est
(Qy est ouvert, donc K est aussi un compact de R™) un compact de €;; par un résultat
standart’ f est fermée (ie 'image de tout fermé de Q; est un fermé de €),) : en particulier
f(£21) est fermé dans (2.

Montrons que f(£2;) est ouvert dans (25 : soit donc y € f(£2) et x € 4 tel que f(z) = y. Par
construction, df (x) € GL,(R), étant en dimension finie c’est un homéomorphisme linéaire
de R™ dans R™; par le théoreme d’inversion locale, il existe donc deux ouverts U,V de R"
avec x € U C Qy, y € V tels que f induise un difféomorphisme de classe €' de U sur V.
Donc V = f(U) C Qg et f(£21) est ouvert.

IMonier 7 ?
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> y est R™ privé d’un nombre fini de points : il est” connexe par arcs et donc connexe.
Ainsi, f(£2;) est a la fois ouvert, fermé et non vide dans s connexe : f(£2;) = Q.
> Il est maintenant temps de conclure : soit y € R™ il y a alors deux alternatives
> ou bien y € f(A),
> ou bien y € Qs = f(£2),
dans tous les cas, y admet un antécédent : f est bien surjective.

4] remarque : Sin =1, f peut ne pas étre surjective comme le montrer 'exemple de f :

R — R définie par f(z) = 22. Ona A = {0} et (exercice classique) (lim|y|—1o0 | f(2)| = +00) <
(VK compact , f~1(K) est compact ); les deux hypotheses sont donc bien vérifiées mais f
n’est pas surjective.

® Observons comment le théoreme de d’Alembert-Gauss en découle : associons a tout
polynome de degré supérieur ou égal a 1
Pz =z+1iy) = Q(z,y) + iR(x,y) € C[z] avec @ =re(P) et R =im(P)
I’application
v (1,y) €R® v p(z,y) = (Q(z,y), R(r,y)) € R

on va montrer que  satisfait deux aux hypotheses de la premiere question, si bien quelle
sera surjective et I'origine admettra un antécédent i.e. 3 (a,b) € R? tel que p(a,b) = 0 soit
P(a +1ib) = R(a,b) +iQ(a,b) = 0; P admet donc au moins un zéro dans C et le théoreme
de d’Alembert-Gauss est donc démontré.

> Commencons par remarquer |¢o(x,y)| = |P(2)| et par conséquent

lim  fp(z,y) = lim |P(z)] = +o0
l(@y)l|—+o0 |z| =400

¢ étant continue sur R?, un exercice classique® nous assure que la seconde propriété est
satisfaite par ¢.

> Pour la premiere, la matrice jacobienne de ¢ est (avec les équations de Cauchy-Riemann
0,Q = OyR, 0,QQ = —0,R qui, rappelons-le sont faciles — i.e. ne nécessitent aucun recours a
la C-dérivabilité — a établir pour un polynéme ) nous avons

_(%Q 9,Q\ _ (0.Q —0.R
Jo(x,y) = (@CR aZR) - (@R 0.Q >

[ To(2,y)| = 10:Q(z,y)[* + [0: R(w, y)|* = | P'(2) ],

soit?

si bien que
(X eR? : dp(X) & GLy(R)} = {(a,b) €R? : P'(a+ib) = 0}
et finalement
card{ X € R? : dp(X) & GLy(R) } = card{(a,b) € R* : P'(a+ib) = 0} < degré(P)—1 < +o0

2

Sexercice 1-24, Analyse MP (exercices) J.M.Monier - Dunod - 1997, Monier le fait pour une application de R dans R mais
le résultat et la preuve subsistent pour une application de R™ dans R.

c’est ici qu’on utilise le fait que n > 2!

4yoir la formule (%) page trois

version du 7 mars 2008



290,408

Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne Patrice LASSERE

soit (1) a

Exercice 250 (Théoreme de d’Alembert-Gauss, calcul différentiel, optimisation
)

® Sif:C — R est continue et vérifie lim, 4 |f(2)| = 400, alors il existe
z* € C tel que f(z*) = inf,cc f(2).

@ Soit p : R — R une application n > 2 fois dérivable telle que

> présente en 0 un minimum.

> 1l existe p € {2,...,n} tel que p®(0) # 0.
Alors, si k désigne le premier entier > 2 (2 car ¢'(0) = 0) pour lequel ™™ (0) # 0,
on a nécessairement o (0) > 0.

® En déduire une nouvelle démonstration du théoréme de d’Alembert-Gauss.

0 et @ sont classiques.

® Soit P(z) = agz? + -+ + a1z + ag un polynome de degré d > 1. On pose f(z) = |P(2)]?
(comme le dit JBHU, le carré est important pour lisser les choses... le module au carré ou
norme euclidienne, a le bon gout d’étre différentiable). On a

d d—1 2
ﬂ@=§3wﬂz@mw—ZmMM)
k=0 k=0

1
> |agl.| 2% <1 +0 (—> ) — 400 quand |z| — 4o0.

2|
Vu (1), il existe z* € C minimisant f sur C. Il s’agit maintenant de montrer que z* fait notre
affaire, & savoir P(z*) = 0. Pour cela, on commence par se ramener a 1’origine en considérant
Q(z) == P(z+2") =by+brz+ - +bg2" =bg+ -+ bst* + -+ + byt”

(s est le premier entier non nul pour lequel by = -+- = bs_1 = 0, by # 0) et objectif est de
démontrer que 0 est racine de @, c’est a dire by = 0. Pour cela, si 6 € [0, 27|, considérons
2

?

@0 i LER = po(t) == [Q(te”)

ce n’est rien d’autre que « la restriction » de f a la droite passant par l'origine des complexes
d’argument . Bien entendu, @y présente en z = 0 un minimum et ce, quel que soit § € [0, 27|
(en particulier (0) = b1e?® = 0 = b; = 0). En outre

wy(t) = (bo bt 4 bdtdeide) (b_0+b_8tse_i59 4o +b_dtde—id6)
= |bo|? + (bsboe™ + bobse *’) t* + des termes en t* avec k > 2s
= |bo|* + 2t°re (bobse™”) + o(t*).

Par suite
90;’6)(0) =0,sik=1...s—1 et g0@8)(()) — 9%lre (%bseise)
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et vu (2), (bien remarquer que s est indépendant de 0 et > 2) :
(X) voelo,2r] : ©50)>0.
Supposons by # 0 (b, est différent de zéro par construction), avec bobs = |bybs|e”” nous avons
2re (bobse™”) = 2re(|bobs|ee’™’)
= 2|bob, | cos(s8 + p)

puisque ‘%bs‘ > 0 le dernier terme va décrire 'intervalle | — ‘%bs , |b_0bsH lorsque 6 varie de
0 & 27 si bien qu'il ne peut éviter de prendre des valeurs < 0 contredisant (X) : la seule
alternative est donc que by = 0 et le théoreme est démontré. d

i Remarque : Cette démonstration nous a été communiquée par notre collegue de
I'université Paul Sabatier de Toulouse, J.B. HIRIART-URRUTY, qui lui-méme la tient du
livre de ALEXEEV-TIKHOMIROV-FOMINE , « COMMANDE OPTIMALE », EDITIONS MIR
(1982).

Exercice 251 (Inversion locale et globale )
1l s’agit de quelques exemples et contre-exemples canoniques autour du théoreme
d’inversion globale que l’on trouve dans [’excellent ouvrage de F.Rouviére, [41].

© Soit Q:=TR*\ {0} et
fla,y) = (2* —y*, 2zy).
Montrer que [ est un difféeomorphisme local au voisinage de tout point de 2 mais

que ce n’est pas un difféomorphisme global. Ezxpliciter des ouverts U,V aussi grands
que possible et tels que f : U — V soit un difféomorphisme global.

O Soit f : R— R définie par
f(x):{x—i-sin(%) sixz € R\ {0}

0 stnon.

Montrer que f est dérivable sur R, que f'(0) # 0 mais que f n’est inversible sur
aucun voisinage de l'origine. Commentaire ¢

© La matrice jacobienne de f
_(2v =2y
Jy(a,b) = <2y Qx)
de déterminant 4(x*+y?) # 0 sur Q (ou bien, avec I'identification R? ~ C, f est 'application
z — z? holomorphe sur C* et J¢(z, y) est I'écriture matricielle de la multiplication f’(z) = 2z)
dans tous les cas, le théoreme d’inversion locale s’applique & f (qui est de classe € sur Q) :
pour tout a # 0 il existe deux ouvert U C Q, V C R? tels que f soit un ¢! difféomorphisme
de U sur V. Vu que f(z) = 2? il existe donc sur V une determination de classe €' (elle est
méme holomorphe, voir un cours sur le logarithme complexe) de la racine carrée.

L’inversion locale n’est pas globale (i.e. on ne peut avoir U = C\ {0} ) car f n’est pas
injective (f(z) = f(—=2)), Pouvert maximal ne pourra contenir deux points opposés dans
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le plan complexe; aprés un petit calcul on vérifie que le demi-plan {z € C : re(z) > 0}
convient ainsi que tout demi-plan deduit de celui-ci par une rotation autour de l'origine,
I'ouvert d’arrivée étant alors C \ R_ ou dans les autres cas C privé d’une demi-droite issue
de l'origine (encore une fois le lecteur connaissant le logarithme complexe ne sera pas surpris
par ces solutions).

® [ est de classe €' sur R\ {0} et puisqu’au voisinage de lorigine f(z) = = + o(z?),
elle est aussi dérivable a l'origine avec f'(0) = 1. Toutefois f n’est pas injective au voisinage
de T'origine (c’est du aux oscillations rapides générées par le sinus) ; précisément pour tout

entier pair k > 2
1 1 2k — 1
f<k+%) _f(E) T k(2k 4 1) >0

1 1 1 1 1
_ = < — = _ < _
f<k+1> k+1 "k f(k) f(k+§)
si bien que toute valeur comprise entre f (%) et f (ﬁ) sera atteinte deux fois sur 'intervalle
2
]k%l, %[ d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. f n’est donc injective sur aucun
voisinage de l'origine. d

i/ Remarque : Le théoreme d’inversion locale ne s’applique pas ici car f est de classe
€' sur R*, dérivable sur R mais pas de classe €' a l'origine, et donc & fortiori sur aucun
voisinage de l’origine.

Exercice 252 (Déterminant et calcul différentiel) [41]
On note
w0 A€ My(C)— ¢(A) :=det(A) € My(C)

["application déterminant.
@  Montrer que ¢ € €(Mq4(C)).
@ A lagide de la comatrice, calculer pour (i,j) € {1,2,...,d}* et A € GLy4(C) la
dérivée partielle %“i—(iA_) pour en déduire dp(A).
® Une autre méthode pour calculer dp(A).

o Calculer dp(1y).

> En déduire dp(A) pour A € GL4(C).

o  Conclure.

©® M,(C) est muni de sa structure d’espace vectoriel normé canonique (dimension finie),
'application déterminant, polynomiale en les n? coefficients de A est €.

® Pour A = ((a;))i; € My(C), m;; désigne le ij-ieme cofacteur. En développant par
rapport a la i-eme ligne

d
det(A) = Z a; - M
=1
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pour tout 1 <1 <d, m; ne dépend pas de a;; si bien que
dp
aCLU
Et finalement, (¢ étant différentiable)
0
dp(A)(H) = 3 %(A)hij =3 myihy; = tr(com(A)H).
J ij

1<i,j<n Oa;

(A) = my;.

® > Pour H € My(R), vu un résultat classique du cours on peut écrire

() (1) (1) = lim P =2,

et A1, Ao..., \g désignant les valeurs propres de H

(%)

(,D(Id + tH) = det([d + tH)

d
=@ +ex)

=1+t -tr(H)+o(t)
=(Iy) +t-tr(H) + o(t)

soit, vu (X) : dp(ly)(H) = tr(H). & Lorsque A € GL4(C) on se ramene facilement a la

situation précédente

det(A + H) = det(A) det(I; + A" H)
= det(A) (1+ tr(A™"H) + o(||H||)
= det(A) + tr(det(A)A H) + o(|| H||)
= det(A) + tr(com(A)H) + o(||H||)  car Afcom(A) = det(A)l,
(V) dp(A)(H) = tr('com(A)H), VA € GL4(C).
> GL4(C) est un ouvert dense de My(C) (voir [38] [39] ou bien I'exercice 7 ? 7) on peut lien!

donc, par continuité A — dp(A) prolonger a tout My(C) la formule (¢) ci-dessus i.e.

dp(A)(H) = tr('com(A)H), VA, H € My(C).

Exercice 253 (Matrices et calcul différentiel)

]

Méme question avec v : A A- A,

[
Calculer la différentielle de Uapplication ¢ : A € My(C) — ¢(A) = A% € My(C).

Toutes ces applications sont bien str différentiables. On a pour A et H dans My(C)
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e(A+H)—p(A)=AH + HA+ H* = L(H)+o(|H||)
WA+ H)—y(A)=AH +'HA+ HH = L'(H)+o(|H||)
vu que L, L' € Z(M4(C)) par définition de I'application différentielle
L=dp(A) & dy(A) =L

i/ Remarque : on peut aussi retrouver la différentielle de 1) en considérant les applications

B: (X,Y)e My(C?— B(X,Y)= XY € My(C)
w : X € My(C) — w(X) = (X,X) € My(C)?

en effet, B étant bilinéaire on a :

dB(X,Y)(H,K)= B(X,K)+ B(H,Y)

de méme, w étant linéaire dw(X) = w. Enfin ) = B o w et finalement par composition

d(A)(H) = dB(w(A)) o dw(A)(H) = dB(A, A)(w(H)) = dB(A, A)(H, H) = AH +'HA
Q

Exercice 254 (Extrémas et convexité ) ([3], sujet 8.)

® (préliminaire) Soit f : U — R une fonction de classe €* sur un ouvert U
d’un espace vectoriel normé E. Soit a € U tel que Df(a) =0 et D*f(a)(u,u) > 0
pour tout x dans un vosinage V de a et pour tout uw € E. Montrer que f présente
un minimum local au point a.

Dans l’espace de Hilbert I>(N) des suites de réels de carré intégrable on pose pour

= (2,)n>1 € B(N) :
o) = s ) =3 (- a2).

n>1
Montrer que g € € (1*(N),*(N)) et préciser dg(z)(h), Vx,h € [*(N)
Ezprimer f(x) en fonction de g et du produit scalaire.
Montrer que f € €>(I*(N),R).
Préciser Df(z), Yz € I*(N) et vérifier que la suite nulle Oz est un point
critique de f.
® Calculer D*f(x), Vx € I*(N) et vérifier que

Vh e (N)\ {02} : D*f(02)(h,h) > 0.

@ Soite >0 et x. = (x,)n>1 la suite définie par x, =0V n # ng:= E(2/e) + 1
et x,, = €/2. Montrer que f(x.) < 0. Calculer ||z.||2 et en déduire que l’origine 0y
n’est pas un minimum local de f. Commentaire ?

CECHCRS)
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@ Soit § > 0 tel que B(a,d) C V. La formule de Taylor avec reste intégral ([41], théoréme
6.3 page 279) assure que pour tout h € E vérifiant [a,a + h] C U

1-v

fla+h) = fla) = Df(a)(h) = fla+h) = fla) = /0 D fla+th)(h, h)dt

Alors ||h]| < ¢ implique [a,a + h] C V, et 'hypothese sur D? f assure la positivité du terme
de droite dans la formule de Taylor. Soit

f(b) = f(a), Vbe Bla,),

le point a est bien un minimum local de f.
® 1l est clair que g(z) € I*(N) pour tout z € [*(N). En outre pour z, h € [*(N)

1
o+ 1) = gla) = (b, + (), = L)+ Q0. ).
L’inégalité immédiate |z, | < ||z||2, n € N implique que

IL(A)ll2 < llll2llBll2, QR )]z < lIR1,

ces inégalités assurent que L (resp. @) est une application linéaire (resp. bilinéaire) continue
de I*(N) (resp. I*(N) x [*(N)) dans [*(N) : g est donc € sur [*(N) et

Dg(x)(h) = L(h), D*g(x)(h,h) = Q(h,h) D*g(x)(h*) = 0,Vk > 3.

O ct OIl faut commencer par noter que la série définissant f est certainement convergente
pour tout = € [*(N). Alors

1) = (2= m) = hw o) o w= (0 € P

Le produit scalaire dans [?(N) est une application bilinaire continue (Cauchy-Schwarz) donc
€ ; g étant aussi € sur [?(N), f le sera par composition.
® Par composition

D (x)(h) = (dg(x) (), x — ) — (glax). h) = 3 (2i - 3) hey @b € P(N).

En particulier
Df(Opm) =0, Vhel*(N),

et lorigine 0;zy) de (*(N) est bien un point critique de f.
® Pour calculer D?f(x)(h, h)

ot - 1) = 3 (LR ) - 30 (- 22)

n>1 n>1
_ 2z, 2 1 2 3
=3 (B st ha o X (5 e )+
n>1 n>1 n>1

= D7+ 3 (530 ) 12+ ol

n>1
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par unicité, la partie quadratique est D?f(z)(h, h), soit

D*f(z)(h,h) = (% - 3xn> K2, Yz, hel?(N),

n>1

en particulier
2

D?f(Orq) (B, h) = % >0, VhePN)\ {0}

n>1

® Ona
Tro 3 €\?, 1 €
flze) :n_o_x”" = <§> (ng —5) <0

vu le choix de ng. Et comme .

el = ol = 5
on a

Ve >0, 3Jr.€l*(N)tel que |a]a<e et f(z:)<0=f(0),

I'origine n’est donc pas un minimum local. d
i Remarques: = Pour calculer la différentielle de f il est bien entendu plus raisonnable

d’utiliser les théoremes de composition :

f(x) = (g(x), h(x)) = boyp(z) ou blz,y) = (r,y), ¥(x) = (g9(x), l(x)),

de sorte que par bilinéarité de b
Df(z)(h) = Db(g(x), [(x))(Dg(x)(h), Di(x)(h)) = b(Dg(x)(h), l(x)) + b(g(x), Di(x)(h))
> En le point critique z = 0,2 les conditions nécessaires
Df(0)=0 et D*f(0)(h,h) >0, VYhel*N)

(et méme ici D?f(0)(h,h) > 0, Vh # 0) pour présenter un minimum local ne sont donc
pas suffisantes au contraire de ce qui se passe en dimension finie. La question @ donne une
condition suffisante : il faut la positivité de D?f localement au voisinage du point critique.
Une condition portant uniquement sur le point critique est par exemple

Ja>0 : D2f(0)(h,h) > a|h|? VA
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CHAPITRE 10

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 255 (Etude de i/ = y(y — 1) ) [10]

Trouver les solutions mazximales de [’équation différentielle

(%) Yy =yly—1)

L’application f(z,y) = y(y — 1) est de classe €' sur R?, Péquation différentielle satisfait
donc les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz. En particulier deux solutions qui
coincident en un point coincident en tout point ou elles sont toutes deux définies et deux
solutions maximales égales en un point sont égales. Comme visiblement les constantes 0 et 1
sont solutions sur R de notre équation il en résulte que tout autre solution maximale de ()
ne prends jamais les valeurs 0 et 1. Le théoreme des valeurs intermédiaires nous garantit alors
qu’une telle solution est a valeurs dans l'un des trois intervalles | — 0o, 0[, |0, 1] et ]1, 4+o0].
Soit y une solution maximale vérifiant y(z¢) = yo, on a alors :

/ y(z) d

, Y U
vy =yly—1 <:>—:1<:>/ —— =z -z
=1 y(y —1) w  ulu—1) ’

comme = ﬁ - %, il existe une constante A telle que

log(%) =+ )\

e . . —1 .
vu les remarques préliminaires, la fonction x +— % est de signe constant, on a donc

—y(yx()x;l = pe® soit

1
u(u—1)

p e R*

L définie sur R est une solution maximale & valeurs dans ]0,1[. Par

Sip <0,z +—

1—pe®
contre, si u > 0 on obtient deux solutions évidemment maximales x — 17Lex définie sur
| — 00, —log pu] & valeurs dans |1, +oo[ et z +— ﬁ définie sur | — log p, +00[ et a valeurs

dans | — 00, 0] Q
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Exercice 256 (Etude de y/ = y?sin®(y) ) [10]
Montrer que les solutions mazximales de ’équation différentielle

() y' =y’ sin’(y)

sont bornées et définies sur R tout entier.

La fonction f(x,y) = y?sin?(y) est de classe € sur R2. On peut donc appliquer le théoréme
de Cauchy-Lipschtiz : pour tout (zg, o) € R?, il existe une unique solution maximale ¢ de
(¥ ) vérifiant p(zg) = yo et définie sur un intervalle ouvert |a, b|.

Il y a des fonctions constantes solutions de notre équation, ce sont les fonctions y = km, k €
7.

Considérons maintenant une solution maximale ¢ non constante définie sur un intervalle
la,b[; vu ce qui précede, ¢(]a,b) C R\ 7Z. Il existe donc ky € Z tel que ¢(Ja,b]) C
|kom, (ko + 1)m[ et toute solution maximale est bornée.

Supposons b < 400, la fonction ¢ étant croissante (y' = y%sin®(y) > 0...) et majorée, ¢
admet une limite finie en b prolongons ainsi continuement ¢ a |a, b]. Le prolongement 1 est
continu sur Ja,b], €' sur Ja, b et ¢/(z) admet une limite (égale & 1?(b) sin®(¢(b)))lorsque
x tends vers b_. Dans ces conditions, il est classique que 1 est €' sur |a, b] contradisant la
maximalité de . La seule alternative est donc b = +00. On montre de méme que a = —o0.

i) Remarque : La fonction ¢ croissante majorée a une limite [ en +o0. Sil & 7Zlim,_, . ¢'(x)
12sin*(1) > 0 ce qui est absurde puisque ¢ est bornée (exercice...) : ainsil € 77, lim,_, o (1) =

I = (ko+ 1)m, lim,_,_ p(x) = ko. a

Exercice 257 (Etude de 2/ = = +¢> ) [10]
On considere ’équation différentielle

(%) vy =x+y’, zeRL

O Montrer que les solutions sont définies sur des intervalles bornés.

® Montrer que toute solution mazimale possede un intervalle de définition qui est
soit de la forme ]a,bl, a >0 (étudier alors le comportement de la solution en a et
b) soit de la forme ]0,b] (étudier alors le comportement de la solution en 0 et b).

@ Soit (/,p) une solution de (%) et a un point intérieur & I (donc a > 0). Pour
x € INja, 400 :
) e

©'(t
t4+p2(t) ~ a+ @3(t)

1
Vtela,x] ;g

en intégrant sur [a, x|

o (2) = - (o (22) o (£2) )«

si bien que
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I est donc majoré et finalement borné.

® Lapplication (z,y) — 1(z + y?) est de classe €' sur |0, +0o[xR; le théoreme
de Cauchy-Lipschtiz assure donc que les solutions maximales de () sont définies sur des
intervalles ouverts. Vu la question précédente ils sont donc de la forme I =]a, b[ avec a > 0
ou ]0,b[ avec 0 < b < +o0.
Soit donc (1, ¢) une solution maximale, Vt € I : ¢/(t) > 0, ¢ est donc strictement croissante
sur I et admet donc aux extrémités de 'intervalle des limites (finies ou infinies).
Au voisinage de b : si ¢ admet une limite finie L au point b, alors ¢'(t) = (¢ + ©*(t))
admet en b la limite [ = %(b + L?) et le théoreme de prolongement des applications de
classe €' vous assure que si on prolonge ¢ au point b en posant ¢(b) = L, ¢ est alors de
classe €' sur Ja,b] avec ¢'(b) = $(b+ L*) = 3(b+ ¢*(b)) si bien que (Ja,b], ) est encore
solution de (¥ ) contredisant bien évidemment la maximalité de (]a, b[, p). Nécessairement :
limy ., p(t) = 0.
Le méme raisonemment montrer que si I =]a, b] avec a > 0, alors lim;_,,, p(t) = —o0
Supposons maintenant que I =0, b[, soit n € I et z €]0,7n]. On a

Vie [z, o t(t) > @3(t)

soit

Vit € [z,n) >

et en intégrant sur [x,7)

R R S
Vool oo sz loe(3)

mais le terme de droite tends vers +o0o lorsque x tends vers 0., il en est donc de méme du
terme de gauche ce qui nécessite limy;_.o, ¢(t) = 0. Q

Exercice 258 (Etude de y' = exp(—xy)) ([10]-107).

Montrer que la solution mazimale f du probleme de Cauchy

y' =exp(-zy), y0)=0 (&)
est impaire, définie sur R et admet en +o0o une limite [ € [1,1+ e !].

>  Redevable du théoreme de Cauchy-Lipschitz, le probleme de Cauchy (&) admet une
solution maximale f définie sur un intervalle ouvert I contenant ’origine.

o Pour z € —1 posons g(z) = —f(—x), g est encore solution de (&), f étant maximale :
—ICletf/j=gsoit —I=1& f=gie. festimpaireet]=]—o, afavec0 < a < +oo.

Si o < 400 de f'(z) = exp(—zf(x)) sur I on peut dire que f est strictement croissante sur
I. On peut aussi dire que 0 < f'(x) < 1, avec f(0) = 0, et si on integre cette inégalité sur
[0, z] il vient :

Veel x>0 =0< f(x) <=z (%)
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f est donc croissante sur I = [—a,,a, majorée par «, elle admet donc une limite en a_
vérifiant

0< lim f(z)=A<a

Tr—o—

I1 suffit maintenant de poser f(a) = A et de vérifier (sans peine) que ce prolongement qui

est C' fournit une solution de (&) sur | — a, a] qui contredit la maximalité de f (en effet
par Cauchy-Lipschitz, un tel phénomene assure que la solution maximale est définie sur un
intervalle ouvert J contenant strictement | — o, ] (et donc I) ce qui contredit la définition

de f...). En conclusion, la solution maximale est bien définie sur R.

> Soit x > 1, f strictement croissante, positive sur [1, +oo[ implique

0 < f'(x) < exp(—zf(1)).

J" est donc intégrable sur [1,4o00[ et par suite f admet une limite [ en +oo (f(z) =
fox f(t)dt...). Alors

(f'(x) =exp(—af(z)) & flx)<l, Ve>1)= (f'(x)>exp(—xl), z >1)
et

o o 1
= (l :/0 f'(t)dt >/0 exp(—tl)dt = 7) = [>1

Enfin, par le théoréme des valeurs intermédiaires il existe a > 0 tel que f(a) =1 :

r>a = f'(z)<exp(—zx)

1—l:/ f’(t)dt</ e tdt =e™®

mais, vu (%), 1 = f(a) < a, et finalement

1.e.

1
[<1+-.
e

Exercice 259 (Domaine de définition des solutions maximales de X'(t) = X?(¢)

a valeurs dans M, (C). ) [10]

Soit A € M, (C).

Eziste-t-il une solution t — M (t) définie sur R et d valeurs dans M,(C), de :
dM

— =M*; M(0)=A?
= . M(0)
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La fonction M +— M? de M, (C) dans M, (C) est de type polynomial, donc ¢ par rapport
a M considérée comme un 2n2-uplet de réels. Le probleme posé est de Cauchy et admet une
et une seule solution maximale. Il reste a voir si cette solution est définie sur R. Calculons
cette solution.

Dans le cas du probleme de Cauchy en dimension 1 : % =y%; y(0) = a, on trouve aisément
y = a(l — ta)™'. On peut donc se demander si ¢t — A(1 — tA)~! est solution. Posons
O(t) = Al —tA)~.

Cette fonction ® est définie sur un intervalle entourant O : le plus grand qui ne contient
aucun inverse de valeur propre de A. Les coefficients de ® sont fonctions rationnelles de
t et @ est donc mieux que €. De plus ®(0) = A. Enfin ®(¢)(I —tA) = A; dérivons :
o' (t)(I —tA) — P(t)A = 0; donc

P'(t) = P(t)A(I —tA)™F = ®(¢)*.

La solution cherchée est bien :

ts AL —tA)™h

Elle est définie sur R si et seulement si A ne possede aucune valeur propre réelle non nulle.
P

Exercice 260 (Résolution de I'équation f(z) =1— [(t+)f(x —t)dt. ) [10],
109-(9/10).
Trouver les applications f € €°(R,R) telles que
(X) VI eR, f(x):l—/ (t+2)f(x — t)dt.
0

Le changement de variable u = 2 —t assure que f est de classe € et 1égitimise une dérivation
de I’équation (X) qui devient

f(x)+zf(x) + 2/0If(u)du =0, & f(0)=1.

La fonction F(z) = [ f(u)du est classe €2 et vérifie F' = f. Il est donc équivalent de
résoudre I'équation différentielle

{F”(m) +2F'(z) 4+ 2F(x) =0

V) F(0)=0 et F'(0)=L

La recherche d'un solution développable en série entiere ) a,z™ de cette derniere conduit
aux relations

an
Apyo — ——— ag = 1 ap = 1
n-+ n+ 17 )
qui elles méme conduisent a
_1)n
Vn e N7 ag, =0, Aont+1 = onp)|
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soit

= (=1)" x?
F(x) = Z (Q”n)' 22" = rexp (—?) .

n=0

L’application z — ze*"/2 vérifie (V) et le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet d’affirmer
que c’est la seule. Par conséquent, la seule solution continue f du probleme (X) est définie

sur R par
x

fuwzﬁmazu—x%wp(~§).

a
Exercice 261 (L’équation fonctionnelle de d’Alembert 2f(z)f(y) = f(x +y) +
flz—y))
Déterminer les solutions continues de [’équation fonctionnelle de d’Alembert
(%) 2f(x)f(y) = flx+y)+ flz—y).
> Si une application f : R — R vérifie I'équation fonctionnelle (X) alors, en faisant

r =y =0 il vient 2f(0)?
tout x € R
0=2f(x)f(0) = flz+0)+ flz—0) = 2f(x),

f est donc identiquement nulle.
@) Nous excluons dorénavant ce cas, et supposons donc que f(0) = 1.

> Si f(0) =1, pour x = 0 I"équation (X) devient
2f(y) =2fW)f(0) = fFO+y) + f(0—y) = fly) + f(=v)

N fw) = f(—y), VyeR

f est donc paire.

2£(0) soit f(0) = 0 ou f(0) = 1. De la si f(0) = 0, alors pour

> f étant supposée continue sur R, elle y est locament intégrable; par conséquent, on a

pour tout ¢t > 0

/tt 2f (@) f(y)dy = /tt flz+y)dy + /tt flz —y)dy,

soit, aprés un changement de variable dans les intégrales de droite

1) 2f () / Fly)dy =2 / + f(w)dy.

Remarquons que dans (1), le second membre est une fonction dérivable de la variable z, il
en donc de méme pour le terme de gauche et f est donc dérivable sur R. En réitérant ce
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processus, f est deux fois dérivable sur R puis de proche en proche €. Il est donc légitime

de dériver (1) :
t

2f'(x) | fly)dy =2[f(z —t) = f(z —1)]

—t
qui donne pour x = 0

@ 2ﬂ®£f@@=ﬂﬂﬂ—ﬂ%wﬂ,w>&-

car f est une fonction paire ; mais aussi comme f(0) = 1, la continuité de f nous assure qu'’il
existe t > 0 tel que

t
2 | sy >o
—t
Si dans (3), on choisit ¢t > 0 assez petit pour que (2) soit valide, on en déduit
f(0) =o.
Dérivons maintenant deux fois (X) par rapport a la variable y, on obtient
2f(@)f"(y) = f"(z+y)+ [z —y)
qui pour y = 0 donne
2f(x)f"(0) =2f"(x), ze€R.

En posant C' = f”(0), les solutions de ’équation fonctionnelle (X) sont aussi solutions de
I’équation différentielle

(@) =Cf(x), zeR,
(&) §/0) =0,
f0) =1
Suivant C' on a trois types de solutions
Cix+Cy st C=0
flz) = Cysh(cx) 4+ Coch(ex) si C >0 avec ¢ =+/C
Cysin(cz) + Cycos(cxr) si C <0 avec c=+/—C.
avec les conditions initiales f(0) =1, f’(0) = 0, les solutions de (&) sont finalement
f=0, f=1 f(zx)=ch(x), f{(x)=cos(cx).

Réciproquement, on montre qu’elles sont bien des solutions de I’équation fonctionnelle (X).
Qa
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CHAPITRE 11

FONCTIONS HOLOMORPHES

Exercice 262 (Baireries dans (1) )
Soit Q un ouvert non vide et distinct de C. Pour a € 00 = Q\Q, r € R% etn € N*

on note :
E={fe0) : |f(z)]<n, Vze€ D(a,r)NQ}.
O Pour f €&, si(z)r est une suite dans ) convergente vers a on pose

: 2k — f(2)), z€Q.

2
()~ 2m) = () +
Montrer que la suite (fi)r converge vers f dans O(£2).

O Montrer que &, est d’intérieur vide dans O(S).

® Montrer que &, est fermé dans O(S).

O FEn déduire que l'ensemble 0(2) N L>®(D(a,r)) est maigre dans O(S2).

@ Montrer que l'ensemble F des fonction f € O(Q) analytiquement prolongeables
a un ouvert strictement plus grand que Q est un partie maigre de (). En déduire
que G = 0(Q) \ .F est non maigre et partout dense.

® Montrer que O(Q) =9+ (considérer pour f € O(QQ) Uapplication Ty : 4 >
g—f—ge0Q) ...).

Ze — Q

fr(z) =2n+

Z—a

O 1l est suffisant de montrer que la suite (f;)r converge uniformément sur toute boule

fermée B(b,0) C 2. Comme a € 010, il existe dy > 0 tel que

|z —al > dp, Vze€ B(b,0) ;
il existe aussi une constante C' > 0 telle que

sup [2n— f(2)| < C.
z€B(b,5)

Ces deux inégalités impliquent que

[fe(z) = f(2)] =

Ze — Q

|20 = f(2)]

zZ—a

§|zk—a|~5—0]H—O>OO

pour tout z € B(b, ). on a donc

lim sup |[fi(2) = f(2)| =0
k= cBbe)
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la suite (fx)r est bien uniformément convergente vers f sur tout disque B(b,0) C Q i.e.

fr — f dans ().

® Vérifions que pour toute fonction f € &, on a fi & &, pour tout £ € N. Pour cela on
peut écrire
Z — Zk

|fe(2)] > —|f(2)] + | f(2) = 2n]
> —[f(2) + | =2 2n - f(2)), VzeQ
> —p+ Z__Z; -(2n—n), Vze€ D(a,r)NQ
Z — Zk
=l e N

les applications f; ne sont donc pas bornées sur D(a,r)NQ : fi & &, pour tout k € N. Mais
comme f;, — f dans (), la fonction f n’est pas intérieure a &, ; f étant arbitraire, chaque
ensemble &, est d’intérieur vide.

® Une suite (gg)r C &, convergente dans &'(€2) vers une fonction g converge en particulier
simplement sur € et donc sur D(a,r) N Q. Ainsi, Vz € D(a,r) NS,

(Ige(2)] <n & limgi(2) = g(2)) = lg(2)] <

soit g € &, qui est bien fermé dans &(12).

® Vu ce qui précede,
o) N L>*(D(a,r)) ={f € 0(Q) et bornes sur D(a,r) NQ} = ﬂ &,
neN

est maigre dans () comme réunion des ensembles rares &, .

@ Soit f € Z, il existe un domaine Ay 2 Q tel que f € O(); il existe donc a € 9Q,r > 0,

tels que D(a,r) C Ay et par suite f est bornée sur D(a,r), donc sur D(a,r) N : il existe
doncn € Ntel que f € &,,:={fe€0(Q) : |f(z)]<n, Vze& D(a,r)NQ}. On considere
alors une partie dénombrable dense A C 0f et la suite (D,,), des disques centrés en a € A
a rayons rationnels et enfin les ensembles

E={fecoQ) : |f(z)]<n, VzeDNQ}.

Vu ce qui précede, les ensembles &P sont rares et .F C |, , &) est donc maigre.
0 () étant un espace de baire, .# maigre implique que ¥ = 0/(2) \ % est non maigre et
partout dense.

® Soit f € 0(Q) et considérons l'application Ay O(§2) 3 g — Af(g) = f — g. C'est un
isomorphisme topologique de @(2) et par conséquent A,(¥) est une partie non maigre de
0(2); en particulier A,(9)NY # 0. Il existe donc g € G tel que h=As(9) =f—g€ 9. f
étant arbitraire, on a bien 0(Q) =¥ + 9. a
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Exercice 263 (Calcul de ((2) par la méthode des résidus ) Appliquer convena-

blement le théoréme des résidus a la fonction méromorphe f(z) = mz"2cotan(rz)

pour en déduire la valeur de ((2) :== 3,1 75

L’ensemble des poles de f est Z et apres un calcul classique, le résidu de f a l'origine
vaut res(f,0) = —%2 et en un entier n € Z* : res(f,n) = 2.
Soit ynx (N > 1) le contour rectangulaire de sommets (£1 4 4)(N + 3), par le théoréme des
résidus
w2 1

(%) T2 =g /W f(z)dz = I,.

n>1
Maintenant pour 7z = x + iy € C un petit calcul nous donne
cos?(x) + sh?(y)
sin?(z) + sh®(y)’

|cotan(72)|* =

soit, si z parcourt les cotés verticaux de vy

h2
cotan(r2)2 = — W 4

sin?(z) + sh®(y)

alors que sur les cotés horizontaux

1+sh*(n(N + 1)) )
sh?(7(N + 3))

si bien que z +— |cotan(mz)| est uniformément (en N) )bornée sur tout contour 7y par

coth(F) et par suite

™

2

1
|cotan(72)|* = = coth?(m(N + 5)) < coth?(

VN eN° : |f(2)] <

Estimation qui assure

8mcoth(Z)(N + 3)
2m(N + 3)?

avec (%) on tire aussitot ((2) = %2 Q

[In| < — 0 si N — +4o0.

Exercice 264 (Le théoreme de Rolle version holomorphe) j.c. Evarp & F. Jarart « A

complex Rolle’s theorem », [34], 99, 1992 ou plus simplement [2].

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert convexe D C C, pour a # b € D
vérifiant f(a) = f(b), montrer qu’il existe

21,29 €la,bl={a+t(b—a), 0 <t <1}
vérifiant

re(f'(z1)) = im(f'(z)) = 0.
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Si a = ay +ias, b= by + iby considérons I'application ¢ de [0, 1] dans R définie par

p(t) = (flat+tb—a)),b—a)c =re(fla+1i(b—a)) (b —a)+im(f(a+tb - a)) (b= as),

vu les hypotheses, ¢ est dérivable sur [0, 1] et ¢(0) = ¢(1); par Rolle, il existe donc t; €]0, 1]
vérifiant ¢'(t1) = 0 et par un calcul classique :

0=¢'(t1) = (by — al)(axre(f)(a +t1(b—a))(by —ar) + Oyre(f)(a+t1(b—a)) (b — ag))
+ (b2 — a2) (Fpim(f)(a + t1(b — a)) (b — ar) + Oyim(f)(a + (b — a)) (b2 — az))

si bien qu’avec les équations de Cauchy-Riemann il reste (avec 21 = a +t1(b — a)...)

0=¢'(t1) = ((br — a1)2 + (a2 — b2)2) yre(f)(21)

a et b étant distincts on a donc d,re(f)(z1) = 0 avec z; €la, b[. Il reste encore une fois a utiliser
Cauchy-Riemann pour remarquer que re(f’)(z) = re (%(z)) =re (%(z)) = O,re(f)(2) et
u

conclure. Pour la partie imaginaire on remplace f par —if.

i Remarques : ™ Le théoreme de Rolle est faux pour une fonction a valeurs vectorielles :
par exemple la fonction f € €°(R,R?) (ou bien f(t) = ) définie par f(t) = (cos(t),sin(t))
qui vérifie f(0) = f(2m) mais sa différentielle n’est jamais nulle sur [0, 27].

 Pour f : C — C holomorphe ce résultat négatif a fortiori subsiste (c.f. f(z) = e* ou
|f'(2)] = |e*| # 0) toutefois comme le précise cet exercice, I’holomorphie (si f est seulement
€ c’est sans espoir) permet de conserver le résultat pour les parties réelles et imaginaires
de la fonction. Q

Exercice 265 (Une preuve « presque holomorphe » du théoréeme de Cayley-
Hamilton ) D’aprés C.H.McCarty, [34], 1977

O Soient A € M, (C) une matrice carrée compleze, k € N*. Montrer qu’il existe
R >0 tel que
1 2 ) ) _
Vr>R : AF = 2—/ (re”)kJrl (re”]d — A) "at.
T Jo

O En déduire le théoréeme de Cayley-Hamilton.

® Si nous munissons M, (C) de la norme ||A|| := max{|a; |, 1 <i,j <n}, A= ((a;;)) €
M,,(C), on vérifie par une récurrence élémentaire que

VA€ M,(C), ke N : || A% < n*!| A|l".

Ces inégalités assurent que le rayon de convergence de la série entiere Y, || A¥||z* est supérieur
ou égal a (n||Al)~! et par suite, la série de matrices >, (~k*D A* converge dans M,,(C)
normalement sur tout compact de C\ D(0,n||A||). On vérifie alors (classiquement)

_ —(k+1) ok | — 7; _ = (N+1) gN+1) _
(¢l A)(kzoc A) lim (1, — ¢ OPIAN) = v [e] > ]|
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Autrement dit

¢l — A€ GLy(C),  V|¢| > n[Al
(CLn = A)71 = 3502, ¢ VAR Y ¢| > n||A].

La normale convergence sur tout cercle C'(0,7), r > n||A| assure I'échange [> = > [
ci-dessous

1 1 =
5 ¢*(CL, — A)7ldC = f/ ¢H| YAl d¢
2w C(0,r) ( ) 2w C(0,r) ;
= 1
— Z Alf / Ck_l_ldg
—o 2w c(0,r)
- 1 o i\ k—l=1 . g
= Z A — (re ) ire’df
P 2im ),

oo 1 2T
_ ZrklAl_/ ci0k=D) g9
2m J,
=0
=A* VkeN

0O C(Cette formule étant vérifiée pour tout entier k, la linéarité de I'intégrale nous assure que

1
PU) =5 [ PO - Ay e, YPECE], > nlA].
20 C(0,7)
(remarquer l’analogie avec la formule de Cauchy f(z) = ch(o " Mdu, |z| < 7, ici
i OOy — 2

IAll < nl|Al| < r....)
En particulier pour le polynéme caractéristique de A : P(z) = Pa(z) = det(z1, — A) (ou
det(A — z1,,) selon 'usage)

1 g L o _ -1
Pa) = 5z [ PaQCh A= g [ den(h— Al - )
(Cjn - A>_1 = [det(cln - A)]_l tCOIIl(CIn - A) = [det<cln - A)]_l ((Cz,](C)))

ot C; ;(C) est le cofacteur d’indice j, i de (I, — A, donc un polynome en ¢, donc d’'intégrale
nulle sur tout cercle C(0,7), nous avons finalement

) = 5 [ (0=
ie.
PAs(A)=0, VAe M, (C).
Le théoreme de Cayley-Hamilton est bien démontré. Q
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Exercice 266 (Une fonction entiére prenant des valeurs réelles sur deux droites
sécantes )

On suppose qu’une fonction entiere non constante f ne prends que des valeurs
réelles sur deux droites sécantes du plan complexe.

Montrer que ’angle formé par ces deux droites est un multiple rationel de .

Si les deux droites s’intersectent au point a, quitte a considérer g(z) = f(z +a) — f(z), on
peut supposer que a = f(a) = 0.
On a alors f(z) = b2"(1 + o(1)) lorsque z — 0 avec b # 0 et n € N*. En particulier, f est

sans zéros sur un voisinage épointé de l'origine (ou bien, invoquer les zéros isolés). Soient
1o

e, e les vecteurs directeurs de nos deux droites, pour t € R f(te'®) et (te”) sont réels; il
en est donc de méme de
t i Xe% inatn 1 1 )
im f( 6' ) — lim Ce' ( +0( )) :ezn(a—,@)
t—0 f(te)  t=0 ce™Btn(1 4 o(1))
i.e. in(a — ) € inZ, finalement a — 3 € Q. a

Exercice 267 (Une fonction entiére non constante mais bornée sur toute droite
passant par l'origine. ) BAK & NEwWMAN, C.ZUILY REF. 7 ?

On pose pour z € C
o] ezt
0

O Montrer que [ est bien définie et continue sur C.

@ Montrer que f est holomorphe sur C et y vérifie f(z) = f(Z).

® On désigne par log la fonction logarithme définie dans le demi-plan U = {z =
r+iy : x4y > 0} qui coincide avec le logarithme usuel sur le demi-azxe réel positif
et par w — w" la fonction holomorphe sur U égale a exp(wlog(w)). Soient enfin
C, et C. les quarts de cercles de rayon respectivement r et ¢ centrés a l'origine

exp(wz)

dans le premier quadrant. En intégrant la fonction w sur le contour

ww

ci-contre, montrer que

f(2) = / ‘exp(z z) —fim exp(wz)

o exp(itlog(t) —t5) r—oo o — w

Q@ Pour z=x+1y avecy = 5+ C ou C > 0. Montrer que la premiére intégrale
est magjorée par C~' et en déduire que |f(2)| < C1. Montrer que |f(z)] < 1 pour
|Im(2)| > .
@ Soit g(z) = f(z — 2im). Montrer que g est bornée sur toute demi-droite issue de
lorigine et holomorphe sur C.
® Montrer que |l‘im lg(z + 2im)| = +o0.

dw.

O et ® L’intégrale impropre définissant f est clairement convergente pour tout z € C
(I'intégrande se prolonge continuement a l'origine et est un o(¢72) & linfini) : f est donc
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bien définie sur C. Pour les mémes raisons, on peut localement appliquer le théoreme de
continuité et dérivation des intégrales a parametres ([48], théoreme 1.16.1) pour affirmer
que f est holomorphe sur C (on peut aussi invoquer ce théoreme pour montrer que f est
continue sur C puis conclure avec celui de Moréra ; ou enfin encore développer f en une série

entiere de rayon de convergence infini). La formule f(z) = f(Z) est elle immédiate.

® Pour w € C\ R_ posons w® = exp(wlog(w)) ou log est la détermination principale du

logarithme. La fonction ¢ : w — M étant holomorphe sur C \ R_, le théoreme de

Cauchy assure que pour tous 0 < e < r

/ exp(wz)dw _0
Ca,r

ww

ou C;, est le chemin indiqué dans la figure ci-dessous.

4

Soit

/ exp(:UZ)dw:/ +/ +/ _|_/ =0, V0<e<r.
Cer w [e,7] Cr - [ir,ig]

Bien évidemment

exp(wz) B "exp(tz) R "exp(tz) _
/[Eﬂ ————dw —/5 m dt /8 dt = f(2)

WY r—0 tt

e—0

et

T itz itz
[y [ it
e WY . expit(log(t) + im/2) r—0  expit(log(t) +im/2)

e—
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Sur le contour C. nous avons
/2 . . '
/ exp(wz)dw‘ _ / exp {&(cos(0) —'l—'zsm(ﬁ))(a: + zy)} e 0
. wv o exp{e(cos(d) +isin(f))(log(e) +ib)}

(e
™2 exp {e(z cos(0) — ysin(9))}
= /0 exp {e(log(e) cos(f) — 9811&(0))}8 40

w/2
< /0 exp {e cos(0)(xz — log(e)) } exp {esin(0) (0 — y)} edb

w/2 27
- / o2, 0)d0 = / Cedy — ET¢
0 0 2

par continuité (e, 0) — g, (e, 8) sur le compact [0, 1] x [0, 27] (ou, au choix par convergence

dominée) ; en conséquent
, exp(wz
lim ( )dw =0
e—0 C ww
€

et finalement

oo itz
lim lim g(w)dw =0= f(z) — / : € . idt + Tim exp(wz)
o expit(

d
e—0r—oo Cenr log(t) + 271'/2) r—oo o wv w

d’ou la formule désirée

> etz , , exp(wz)
V) /() /0 expit(log(t) +im/2) it o o, wv dw

O Soit z=z+1iy=x+i(r/2+C), (C > 0) un nombre complexe de partie imaginaire
strictement plus grande que 7/2. Le premier terme a droite dans (¢/) est majoré par C~!

o0 eztz 00
dt| < it tr/2)dt
/0 expit(log(t) + 2'7r/2)Z ‘ < /0 lexp(itz)| exp(tm/2)

< / " exp{—tly — m/2)} di

> 1
< exp(—Ct)dt = —.
/0 (~Ctydt = -
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Pour le second terme

[ e«
/
/

w/2
w/2
w/2
/ rexp {—Crsinf} df
0
™/2

exp {r(cos@ +isinf)(x +i(r/2+ C))}

i
exp {r(cos + isinf)(logr +i0)} iretdd

< rexp{rcosf(x —logr)}exp{rsinf(d — C —w/2)}do

IN

rexp{rsinf(0 —n/2 —C)}do des que logr >z

IN

IN

2 2
/ T exp {— Cr@} dd  car sin(f) > 20 sur [0, 7/2]
0 m 7r
T [1—e ] — T

C r—+too 20"

IN
)

On a donc pour r > ry

/ exp(wz)dw‘ <
C: B

ww

Ql=

Ces deux majorations assurent qu’il existe une constante C’ > O telle que
(X) If(2)] <, Vze C vérifiant |im(z)| > 7/2.

f est en particulier bornée en dehors de la bande horizontale {z € C : |im(z)| < 7}.

® Vu ce qui précede, la fonction entiere g(z) = f(z — 2im) est bornée en dehors de la bande
horizontale {z € C : 7 <im(z) < 37} ; l'intersection de toute droite complexe passant par
I'origine avec cette bande étant compacte, g est bien bornée sur une telle droite et vérifie
donc la propriété désirée.

® OnapourzeR,

ewt

lg(a + 2im)| = | f(z)| = / ar

1 6xt 1
2/ —dt:/ 6t(x—log(t))dt
0 tt 0
1

te] 1 T _ 1
Z/etxdt: S R
0 X 0 X

lim |g(z + 2i7)| = +o0.

soit
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1
loc

Exercice 268 (Sur 0((2), les topologies de la convergence compacte et L
coincident )
Soit Q un ouwvert du plan complexe. Montrer que sur € () la topologie induite par

L} .(Q) coincide avec la topologie usuelle de la convergence compacte sur €.

La topologie usuelle sur I'espace €(Q2) des fonctions holomorphes sur un ouvert Q@ C C
est la topologie de la convergence compacte 7, sur 2, i.e. (c.f. [46] ot exo??) la topologie
engendrée par la famille de semi-normes (||.||x) ke (). (€(£2), 72) est un espace de Fréchet
(i.e. un espace localement convexe métrisable complet) et une suite (f,,),, dans &'(2) converge
vers fnO(€) si, et seulement si elle converge uniformément sur tout compact de €.

Toute application f € €/(2) étant localement intégrable, 0'(2) se plonge naturellement dans
L .(2) espace des classes de fonctions localement intégrable sur et induit donc sur &/()

loc
la topologie Z jpe. Sur (L. (), F10c) la topologie est engendrée par les semi-normes

1l = /K F()ldedy, K € #(9).

Montrer que sur f € 0(Q) les deux topologies 7. et 77 jo. coincident équivaut a montrer
que l'identitité

i (0(Q), ) — (O(), Aoc)
est un isomorphisme topologique.

De toute évidence, nous avons pour tout K € J£(12)

Il = [ | @ldody < MEfloses ¥ € O().
K
(o A(K) = [, dady est la mesure de Lebesgue de K') Cette inégalité assure la continuité de
(A (ﬁ(Q)a %) B (ﬁ(Q)’ %,loc)a soit <7i,loc - <7c

Pour 'autre inclusion, nous aurons besoin de ’égalité de la moyenne planaire locale :

V D(a,r) CQ, VfeO ) : fla)= L/D( )f(x+iy)dxdy.

mTr2

(pour une démontration, passer en polaires dans l'intégrale et penser a la formule de Cauchy)
Montrer inclusion 7. C 7 jo. équivaut a établir la continuite de i : (O(Q), A 10e) —
(6(2), ) ie.
(X) VKex(Q),3Le(Q), Ck >0 |[fllox < Ckllflliz, V[feoW).
Soit donc K € J#(Q), il existe € > 0 tel que
dist(K, 0€) > 2e.

Avec ce choix, L := K + D(0,¢e) = {z € Q : dist(z, K) < €} est un compact de € vérifiant

Vze K, D(z,e) C LCQ,

si bien qu’avec la formule de la moyenne nous avons pour tout z € K et f € 0(Q)

1 . 1 1
1=z [ S indedy] < 5105 < Sl b

— me?
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soit (X), Q.E.D. a

Exercice 269 (Une fonction entiere universelle ) ( C.Blair & L.A.Rubel, [341],
5-1983).

Montrer qu’il existe une fonction entiére f telle que Uensemble {f™, n € N} de
toute les dérivées de f soit dense dans 'ensemble des fonctions entieres O (C). Une
telle fonction est dire « universelle ».

i) Rappel : La topologie usuelle sur O(C) est la topologie de la convergence compacte. Il
s’agit donc de montrer qu’il eziste f € O(C) telle que pour tout compact K C C, tout € >0
et toute application g € O(C), il existe un entier N tel que sup, g |f™N)(2) — g(2)| < e.

Soit (P,)n>1 une énumération de tous les polynomes a coefficients rationnels. Soit I I'opéra-
teur intégral définit sur &/(C) par

Les itérés [olo---o I (k fois) seront notés I* comme le veut la tradition. Notre fonction va
étre de la forme suivante :
f=>Y _1"(P)

n>1
ou la suite d’entiers (k,), vérifie les propriétés suivantes :
~ ok >k +deg(P), 1<j<n-—1
~ En notant H, = I*(P,)

- 1
(X) |HY (2)| < on bour 0<j<kn et |z] <n.

Si cela peut étre fait, la série définissant f convergera uniformément sur tout compact de C
(avec la seconde propriété) et par conséquent f € &(C); toujours par (X) elle pourra étre
dérivée terme a termes. En outre, (encore (X)) on aura

fE(2) = Pu(2) + En(2), et |En(2)| <2707D, V2| <.

Si tel est le cas, la fonction f possede bien les propriétés désirées : en effet, la suite des
sommes partielles de la série série de Taylor de toute fonction entiere g € &(C) converge
uniformément vers g sur tout compact de C, comme sur tout compact tout polynome est
uniformément approchable par des polynémes a coefficients rationnels, Q[z] est dense dans
O (C) pour la topologie de la convergence compacte. Ainsi, pour g € &(C) et K compact il
existe N € N suffisament grand pour que

sup |f(z) — Py(2)]| <e et K C{z : |z| <N},
zeK

de telle sorte que

sup |f () — fUN)(2)] <sup|f(2) = Pu(2)] + sup [En(2)| < e+ 270
zeK zeK [z|<N

d’ou le résultat.
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Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’a montrer que la suite (K,), peut étre
choisie vérifiant (X). Pour cela, si on remarque que I(z") = 2" /(r + 1) on a

z

(r+1)...(r+k)

r+k k k
< w% <R ¥2e D R)

1) -

Ainsi, pour tout r € N, la suite (I¥(2")); converge uniformément vers 0 sur tout disque
{z : |2] < R} (i.e. converge vers 0 dans ¢(C)). Il en est de méme pour I*(P,) (n € N) comme
combinaison linéaire finie de I*(2") ainsi que de leur dérivées (I* (zr))(d) par continuité de
la dérivation dans &(C). Il est donc possible de choisir K, assez grand pour que (X) soit

réalisée. |

Exercice 270 (L’équation f2? + g?> = 1 dans 0(C) ) [34], 1981-5.
Montrer que les solutions de l’équation

(¥) fP+g’=1 fgeo(C)
sont f = cos(h), g =sin(h) ou h € O(C).

Si f = cos(h), g = sin(h) avec h € O(C) alors f? + ¢g*> = 1. Réciproquement, soient
f,g € 0(C) vérifiant (X), comme

(fP+d=1) <= ((f —ig)(f +ig) =1),

[ +1ig est donc une fonction entiere sans zéros sur C, il existe donc ([48], corollaire 1-14-4)
une fonction entiere h telle que f +ig = €. Mais alors

f—ig= fiz'g =",
soit
f= - +26h = ch(h) = cos(ih) = cos(—ih)
= # _ %sh(h) _ % —isin(ih)] = — sin(ih) — sin(—ih),
ou encore, en posant H = —ih € 0(C), f = cos(H), g =sin(H). Q.E.D. a
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Exercice 271 (Comportement au voisinage d’un point singulier essentiel isolé
et non isolé )

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert .\ {a} C C.

O  On suppose le point a est isolé (i.e. que f st holomorphe sur un un disque
épointé D(a,r) \ {a} C Q\ {a}) et qu’il existe une suite (ry), C|0,r] décroissante
vers 0 telle que f soit bornée sur chaque cercle C(a,r,). Montrer que f présente
au point a une singularité virtuelle (i.e. sur prolonge holomorphiquement au point

a).
®  Montrer que le résultat précédent tombe en défaut si le point a n’est plus isolé
(au sens ot f admet une suite de péles (a,), C C\ Q qui converge vers a.)

©® Supposons' quil existe M > 0 tel que
sup [f(2)] <M, VneN,

|z—a|=rn

En appliquant le principe du maximum a la fonction holomorphe f sur chaque couronne
C0,7,7nt1) :={2€C : rpp1 <|z—al <r,} on déduit immédiatement que

sup [ f(z)] < M.

0<|z—al<ro

I1 est alors classique que f présente au point a une singularité virtuelle.
® Considerons une suite (a,), C C telle que la série ) |a,| soit convergente et la fonction

[ =3

n=1

Soient R > 0, z € D(0, R). Si on laisse de cotés les premiers termes de la série dont le pole est
a l'intérieur du disque D(0, R), les autres termes (disons pour n > ng) seront holomorphes
sur ce disque et, pour |z| < R, n > ny

|an] ||
“n—|z| no+1-—R

Qn

= Clan|.

z—n
Cette inégalité assure la normale convergence et donc I’holomorphie de la série En>n0 p—
sur D(0, R). R > 0 étant arbitraire, f est une fonction méromorphe sur C admettant pour
poles les entiers n € N*.

Soit n, k € N*, pour z € C’(O,k—l—%) on a

1 1
—nl > —nl=lk+=—=nl>=
|2 n\_’\Z! n‘ k+5-nl=3,

1.e.

1
<2
[z =n| ~

1
, VZGC(O,]C+§), et neN*
et on a finalement
max |f(2)] <2 an|, VkeN.

—fa 1
|z|=k+3 n>1

1G.Julia7 « Legons sur les fonctions uniformes & point singulier essentiel isolé », Gauthier-Villars (1924).
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f est donc bornéee sur les cercles C'(0, k + %) et, en remplacant z par 1/z on obtient une
fonction méromorphe

admettant pour poles les points 1/n, (n € N*) et l'origine comme point singulier essentiel.

. . R , -1
Toutefois, vu ce qui précede, son module reste borné sur les cercles de rayon r, = (k’ + %)
ce qui nous fourni I'exemple désiré.

i Remarque : Toutefois, malgré 'exemple ci-dessus, le comportement au voisinage
d’un point singulier essentiel et des plus chaotique : f prends chaque valeur sauf peut étre
une, une infinité de fois, c’est le théoreme? de Casorati-Weierstrass.

2Voir par exemple [48], page?? ou [2], page??
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CHAPITRE 12

ANALYSE FONCTIONNELLE

Exercice 272 (L?([0,1]) est maigre dans L'([0,1]) )
Démontrer que L*([0,1]) est maigre dans L'(]0,1])

O En considérant les ensembles I, = {f e L*([0,1]) fo |f(t)|?dt < n}

® En considérant linjection canonique i : L*([0,1]) — Ll([O 1])

® En considérant les fonctionnelles A, : L'([0,1]) 2 f — A, fo gn(
ot gn(t) = nljg,-3(t).

i) Par Cauchy-Schwarz, ||f|l2 < ||fll1, Vf € L*([0
L'([0,1]) et I'injection canonique i : L2([0,1]) — L*

,1]) + L*([0,1]) est donc inclu dans
([0, 1]) est continue.

@ L’inclusion L*([0,1]) € L'([0,1]) assure que L*([0,1]) =, In.

~» Montrons que I,, est fermé dans L'([0,1]) (I, est fermé dans L*([0,1]) : c’est la boule
B£2(O7n)...). Soit donc f € [_nLl, il existe une suite (fy) C I, telle que limy fr = f dans
L([0,1]) et quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer’ que la suite (f;)x est sim-
plement convergente presque partout sur [0, 1]. Alors, f,? — f2 est simplement convergente
presque partout sur [0, 1] et par le lemme de Fatou?

1 1
/ limkinf fE(t)dt < limkinf/ fE(t)dt < n.
0 0

Ainsi, h := liminf, f7 € L'([0,1]) et fol |h(t)|dtieqn i.e. h € I,; comme h = f? presque
partout n en déduit que f? € Ll([O 1]) et fo f2(t)dt <nie. f €I, : I, est bien fermé dans
L([0,1]).

~» Montrons maintenant que les I, sont d’intérieur vide dans L*([0, 1]). I,, est inclu dans

L*(]0,1]) qui est un sous-espace vectoriel strict de I'espace métrique L*([0, 1]) donc d’intérieur X lien!!
vide dans L'([0,1]) et il en est donc de méme pour I,,.

~+ Nous sommes maintenant en mesure de conclure : L*([0,1]) = [J, I, est donc réunion
dénombrable de fermés d’intérieur vide, dans I'espace de Baire L'([0,1]) : L*(]0,1]) est donc
maigre dans L'([0, 1]), ¢’est le théoreme de Baire.

1[ |, prop. 2.13.6.
2[47], th.2.9.6.
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® Comme nous ’avons remarqué en préambule, 'injection canonique entre les deux espaces

de Frechets

i (L0, 1)) [ fl2) = (L0, 1], 11 )
est continue : par le théoréme de I'application ouverte i(L?([0,1])) = L?([0, 1]) est soit égal &
L*([0,1]) soit maigre dans L'([0, 1]). Comme L*(]0, 1]) C L'([0,1]) (con51derer ts 712

L?([0,1]) est bien maigre dans L'([0, 1]).

® Pour f € L'(]0,1])

-3

ML) = / nf()de

les formes linéaires A,, sont donc continues sur L'([0,1]) (A, € L'([0,1])’). Avec Banach-
Steinhaus [46], si 'on pose

¢ ={feL'0,1]) : (Au(f))n est bornée }

alors, ou bien € est maigre dans L'([0,1]) ou bien ¢ = L'([0,1]). Cette derni¢re alternative
est exclue, pour s’en convaincre, considérons les applications f,(t) = ¢t~ € L'([0,1]), (a <
1), par un calcul élémentaire

< | fll,

3a—2

A(fa) - z — +00

1 -« nooo

pour 2/3 < a < 1. ¢ est donc maigre dans L'([0, 1]). Maintenant, pour f € L*([0, 1])
-3

n n—3 1/2 =3 12
/0 nf(t)dt Cgs (/0 fZ(t)dt) (/0 n2(t)dt> < %

v fe L*0,1]) : 1i£nAn(f)=o

[An ()] =

soit

Autrement dit L?([0, 1]) est inclu dans € maigre dans L'([0, 1]), il est aussi maigre dans
L([0,1]). a

Exercice 273 (Une bijection linéaire continue dont I'application réciproque est
discontinue ) [34]

On munit l'espace O(C) des fonctions entiéres de la norme

If]l = sup [f(2)], f e d(C).

|z|=1
Considérons l'opérateur L : O(C) — O(C) définit par L(f)(z) = f(2/2).
@ Montrer que L est une bijection et vérifie |L(f) — L(g)|| < |If —gll, Y f,g€

0(C).

® Pour f € O(C) on pose fo(z) = f(2) + (3)". Montrer que la suite (f,)n
converge vers f dans (O(C), ||.||) puis, que L™ est discontinue au point f.

® (0(C),|.||) est-il un espace de Banach ¢ Donner une preuve directe de ce ré-
sultat.
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@ (O(C),||.]]) est bien un espace vectoriel normé, la seule assertion non trivialle a savoir
|l = 0= f =0 résulte du théoreme des zéros isolés.
Toute fonction entiere f € &(C) se développe en série entiere sur tout le plan complexe

f(z) = Zanz” donc L(f)(z) = Z g—z,z", zinC,
n=0 n=0

et 'unicité d’un tel développement assure l'injectivité de l'opérateur L. En outre, pour
feO(C)ona L(g) = foug(z) = f(2z) : L est donc un isomorphisme algebrique de &(C).
Pour f =5 a,2",g=>, b,2" € O(C)

N - .
IL(f) = L(g)ll = sup Do D gt
=4 In=0 n=0
o0 P n
= sup (an — by) <_
|z|=1 ; 2)
< sup [y (an — by)2"
|2|=1 n=0
= |f=gll.

ou la premiere inégalité est justifiée par le principe du maximum. L est bien continue sur

0(C).
@ Soit donc f € 0(C), la suite (f.(2) = f(2) + (2/2)"),, converge vers f dans (€O(C), ||.||)

car
yA n
1f = fall = swp | 5" — 0

jel=1 121 oo
Mais
-1 -1 2z "
1L (f) - L (J"“n)||=|81‘17p1 5 =1

et par suite L™! est discontinue au point f donc en tout point de &(C).

® (0(C),||.||) ne peut étre un espace de Banach car dans ce cas nous aurions pu appliquer
le théoreme de 1'application ouverte a L et en déduire la continuité de L~!.
On peut d’ailleurs vérifier directement que (&(C), ||.||) n’est pas complet en considérant la

suite de fonctions entieres de terme général f,(z) = ,_, (%)k : pour tout n,p € N

n-+p
||fn+p_fn|| S Z 2_k§ Z 2_k73007
k=n+1 k>n+1

c’est donc une suite de Cauchy dans (&(C), ||.||). Si elle converge vers f dans (0(C),||.||),
alors, vu le choix de la norme, elle sera simplement convergente sur le cercle unité vers f,
ie.

F(2) = lim fo(2) = i (g)k - LZ Vo= 1.

n—00
k=0
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f serait alors une fonction entiere égale (encore les zéros isolés) a la fonction holomorphe
f(z) = 3% sur le disque D(0,2) : tout ceci est absurde et (€(C), ||.||) n’est pas un espace de
Banach. Q

Exercice 274 (Etude d’un opérateur sur L3([0,1]) )
Pour f € L*([0,1]) et x € [0,1] on pose

1@ =i { "o [ o).

® Montrer T(f) € €([0,1]) pour tout f € L*([0,1]).

® Montrer que que pour tout f € L*([0,1]) et x € [0,1] : |T(f)(x)] < || fllz2- En
déduire que T est un endomorphisme continu de L*([0,1]).

® Montrer que pour toute suite (fy,), dans la boule unité de L*([0,1]) faiblement
convergente vers f € L*([0,1]), la suite (T(f,))n est simplement convergente vers
T(f). Puis montrer que T(f,) converge vers T(f) dans L*([0,1]).

® Montrer que T est un opérateur compact de L*([0,1]).
© Montrer que 0 est une valeur spectrale.
® Montrer que T est un opérateur hermitien i.e.
(T(f), )i = Tz, ¥ fg € 20, 1),
En déduire que les éventeulle valeurs propres de T sont réelles.

@ Montrer que si [ est continue, T(f) est continuement dérivable. Si de plus f
est un vecteur propre associé a une eventuelle valeur propre non nulle, montrer
que f vérifie une équation différentielle simple. Comparer T(f)(0) et T'(f)(1) en
déduire les valeurs propres non nulles de T' puis son spectre.

® La fonction ¢ — e~ f(t) est intégrable sur [0, 1] (car L?([0,1]) € L'([0,1]) par Cauchy-
Schwarz) donc @ — [ e f(t)dt et z — f; e~ f(t)dt sont continues sur [0, 1] et par suite

T(f).

@ La linéarité est évidente. Nous avons pour tout f € L?([0,1]) et x € [0, 1]

T(f) ()] < / e (] +| [ e pe)ae] < /Oxlf(t)|dt+ [ 1500t =171 < 12

(la derniere inégalité est Cauchy-Schwarz) Ainsi

e = ([ o) " ([ 1513 e

T est donc un endomorphisme continu de L*([0,1]) de norme < 1.

+

® Soit (f,), une suite dans la boule unité de L?([0, 1]) faiblement convergente vers f dans
L%([0,1]). L’inégalité |T'(f)(x)] < ||f]lz: établie dans la question précédente assure que les
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formes linéaires sur L*([0, 1]) définies par f + T'(f)(z) sont continues; la suite (f,), étant
faiblement convergente vers f, nous avons donc lim, T'(f,,)(x) = T'(f)(x) pour tout = € [0, 1]
d’ou la simple convergence de (T'(fy)), vers f sur [0, 1].

Il en résulte que lim, |T(f,)(x) — T(f)(z)|> = 0 sur [0,1] et |T(f)(x)| = lim, |T(f.)(x)| <
lim,, || fn]|z2 < 1. Par conséquent nous avons la domination
T (fa)(x) = T(f)()|* < 4 € L([0,1])
et
lim [7'(f,)(2) = T(f)(2)[* =0 sur [0,1].

On peut donc appliquer le théoreme de la convergence dominée

1/2

1 1 1/2
i 170 -7(A)lee = tim [ 170000 - T @Pae) - = ([ imlrG)e) - @) =0
ie. lim, T(f,) = T(f) dans L%

@ 11 faut montrer que toute suite (g,), dans I'image par T de la boule unité de L?([0,1])
admet une sous-suite convergente dans L%([0, 1]). Soit donc une telle suite, il existe une suite
(fn)n dans la boule unité de L%([0,1]) telle que g, = T(f,), Vn € N. La boule unité de
L*(]0,1]) étant ([46], Théoreme ? ? page ? ?) faiblement compacte, elle admet une sous-suite

(fn.)n faiblement convergente vers f dans L*([0,1]). Avec la question précédente, g, =
T(fn,) converge vers T(f) dans L*([0, 1]).

® D’aprés la premicre question T(L2([0,1])) € £°([0, 1]) g L*([0,1]), T n’est pas surjectif :

0 est bien une valeur spectrale.

® Soient f,g € L*([0,1]) et posons k(z,t) = 1y 4(t) — 1z (t). On a

<ﬂnm=Awwmﬁ®wzlwwﬁ[uam%wwﬂaﬂm

= /1 /1 €™ e (2, 1) f () g () dtd
o Jo
1

_ /0 £(0) (—iem /0 1 e—i”k(m,t)g(x)dm)dt

_ /0 ") (@'em /O 1 e—i”k;(t,x)g(x)dx)dt car k(z,t) = —k(t, z)

1
- [ 1OT@@d: = (£.7())
0
Les deux applications de Fubini sont justifiées car F'(x,t) = ie™ ™ k(x,t) f(t)g(x) € L*([0,1]x

[0,1]). T est donc bien hermitien et ses valeurs propres sont alors nécessairement réelles
(Iécrire).
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@ © Si f est continue sur [0,1] il est clair que T'(f) € €*(]0,1]). On peut donc écrire

T(f)(z) = inT(f)(x) +ie™ [e7™ f(z) + e f(2)] = inT(f)(x) + 2if(z).

> Soit A une valeur propre non nulle de 7" et f) un vecteur propre associé. T'(f)) = A fy,
donc fr = AXIT(f)) € €°([0,1]) : f, est donc continue et par suite T'(f,\)€*([0,1]). Les
sous-espaces propres de T (si T admet des valeurs propres seront donc toujours inclus dans
%*(]0,1]). On a donc avec 1'égalité ci-dessus

=2TT(A) =im A "T(f) + 20 =i 207 + 7] fa
so1t
fi=i [2)\71 + 7T] Iy
qui nous donne
(X) frlz) =A™ ot w=2A"' 4.

o Maintenant on peut remarquer qu’on a toujours

T(F)(0) = —iei™ /O e F(1)dt = e /0 e F ()t = T(f)(1)

soit fA(0) = fa(1) qui implique avec (X) que €™ = 1. Sachant que les valeurs propres de T
sont réelles, on a finalement

1
=2k kelZ A= ———— = A ke Z.
w T, € L, < 71‘(/{3—1/2) ks €

Réciproquement un calcul élémentaire montre que les applications f), sont bien des vecteurs
propres de T' associées aux valeurs propres Ag.

> Le spectre de T est donc 'adhérence de la famille {\x, k € Z} soit o(T) = {0}U{ s, k €
Z}. a
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Exercice 275 (Un espace vectoriel topologique non localement convexe )
Pour 0 < p < 1, on considére l'espace L*([0,1]) des classes de fonctions mesurables
f :[0,1] — R telle que

/ |f(t)|Pdt < oo
0

®  Montrer que LP([0,1]) est un sous-espace vectoriel des classes de fonctions
mesurables.

1
On pose alors pour f,g € LP([0,1]) d(f,g) = /0 | f(t) — g(t)|Pdt.

@ Montrer que d est une distance invariante par translation sur LP(]0,1]) et que
cette distance définit une topologie d’e.v.t.

® Soient f € LP(]0,1]), € > 0, montrer qu’il existe un entier n > 1, des fonctions
fis-oy fn dans LP([0,1]) telles que

Jit+ o+ fa

—

@ En déduire que le seul voisinage convexe de l'origine dans LP([0,1]) est
LP(]0,1]), que LP([0,1])" = {0} (dual topologique) ; et enfin que LP([0,1]) n’est pas
un espace vectoriel topologique localement conveze.

O & @ L’inégalité de Minkowsky (a + b)? < a? + bP valable pour a,b € R, si p €]0,1]
nous assure que LP([0, 1]) est un sous-espace vectoriel et que d vérifie I'inégalité triangulaire.
Les autres propriétés sont évidentes et (LP([0, 1]),d) est un espace métrique. En raisonnant
comme dans le cas p > 1 on peut méme montrer qu’il est complet.

® Soit f € LP([0,1]) et n > 1, la continuité de = — [ |f(¢)|Pdt et le théoréme des valeurs
intermédiaires assurent l'existence d'une partition zp = 0 < 1 < -+- < x, = 1 de [0, 1]
vérifiant

/ sopa=Y vi<i<n

i—1 n
oud(f)= fol | f(t)[Pdt. Ainsi f; = nf X, 12 € LP([0,1]) et f = L(f1+---+ f,). De plus par
construction &(f;) = nP~16(f); il suffit alors de choisir n assez grand pour que n?~*§(f) < e.

O Soit V un voisinage convexe de 'origine dans LP(]0, 1]). Il existe ¢ > 0 tel que B(0,¢) C
V. Soit f € LP([0,1]), vu la question précédente, il existe fi,..., fn € LP([0,1]) vérifiant
3(fi) < eie. f; € B(0,e) C V et finalement f € V puisque V est convexe. LP([0,1]) est
donc le seul voisinage convexe de l'origine. LP([0,1]) est bien le seul voisinage convexe de
'origine, ce n’est n’est donc pas un espace de Fréchet. Soit ¢ € LP([0,1])" et Z une base de
voisinages convexes de Og, VB € & : ¢ '(B) est un voisinage ouvert convexe de l'origine
dans LP([0,1]) i.e. o= %(B) = L*([0,1]) soit VB € B : (LP([0,1])) C B = ¢ = 0, soit
LP(]0,1]) = {0}. (remarquer que le méme raisonnement vaut pour .Z.(LP([0,1]), E) on E
est un evtle...). Q
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Exercice 276 (Densité de vect{ z — m, n > 1} dans €°([0,1]) )

Soit (a,), C|1,400[ verifiant lim, a,, = +00. Montrer que

1
V= vect{fa" T ) n > 1} est dense dans  €°([0,1]).
T —ay,

%([0, 1]) est muni de la topologie de la convergence uniforme sur [0, 1]. Avec un corollaire

du théoreme de Hahn-Banach [46], il suffit de montrer que toute forme linéaire continue
T € ¢°([0,1]) nulle sur V est identiquement nulle. Considérons donc une telle forme 7'
gr(x)

Posons pour k € N, g(x) = 2" alors pour tout entier n € N la série de fonction Y -, =
est normalement convergente sur [0, 1] vers —a,, f,,. Par continuité de T sur €°([0, 1]) nous

avons

= gi() — T(gr)
o= Tiaup -7 (S 82) <310
k=0 k=0 7
soit
gr()
(1) VneN i 0.
Par continuité de T nous avons aussi
(2) |T(gi)ll < T Nlgell = IT|, VkeN.

La formule (2) assure que la série entiere

1(z) = 3 Tl

n>0

possede un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 : f donc est holomorphe sur le disque
D(0,1). Mais vu (1)

( S g yaen ) — (f(a)=0, YneN).

k
Q
k=0 n

Or, vu les hypotheses, la suite (a;'), C D(0,1) converge vers 0 : par le théoreme des zéros
isolés, f = 0 ce qui entraine T'(gx) =0, Vk € N et donc 7' = 0 sur R[X]. Ainsi, toute forme
linéaire continue nulle sur V' est nulle sur R[X]; par transitivité de la densité et le théoréme
de Weierstrass une telle forme est donc identiquement nulle. C.Q.F.D. u

i/ Remarque : De maniere analogue, on peut montrer le résultat suivant : Soit (ag)r C
]—1, 1[ une suite convergeant vers 0 alors les suites (a})g, (n € N), engendrent un sous-espace
dense dans [P(N), (Vp >1).
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Exercice 277 (Normes équivalentes et formes linéaires continues )
Soit E, un K(= R ou C)-espace vectoriel sur lequel toutes les normes sont équiva-
lentes.

@  Montrer que toute forme linéaire est continue.

@ FEn déduire que E est de dimension finie.

O Il s’agit donc de montrer que dual algébrique E*, et topologique E’, coincident. Il va de

soit que E' C E*; pour ¢ € E* et pour une quelconque norme ||.|| sur £ posons
N(z) = |p(@)| +[lzf|, VzeFE.
On vérifie facilement que N est une norme sur F qui est donc équivalente a ||.|| : il existe en

particulier une constante ¢ > 0 telle que
N(z) = lo(@)| + lz| < cllzl, VzekFE

donc
(lp@) < (L =0z, VzeE) = (peL).

(toutes les normes sur E étant équivalentes le dual topologique ne dépend pas du choix de
la norme) d’ou le résultat.

® Vu la question précédente, il suffit de montrer que sur tout espace vectoriel de dimension
infinie, il existe toujours des formes linéaires non continues. Soit F un tel espace et {e; };c; une
base de F (il en existe toujours une avec I'axiome du choix). I est infini, et soit (i, )neny C I
une partie stricte dénombrable. Pour une norme ||.|| sur £ la forme linéaire définie sur {e; }ies
(et donc sur E) par

n|le;, || si 1 =1y,
0 sinon.

Viel f(e,): {

est visiblement discontinue sur E. Ainsi, sur tout espace vectoriel normé de dimension infinie
on peut construire une forme linéaire non continue, et par suite un espace vectoriel sur lequel
toutes les normes sont équivalentes est forcément de dimension finie. d

Exercice 278 (L’inclusion .7 (L'(R)) C Cy(R) est stricte )
Montrer que

F(L'(R)) C Co(R)
et que l’inclusion est stricte.
Ou Cy(R) désigne l'espace des fonctions continues sur R et nulles a linfini, L*(R)
Iespace de Lebesque des (classes) fonctions intégrables sur R. L*(R) est muni de
la topologie associée a la norme | fl1 = [; [f(t)|dt et Co(R) de celle associée a
| fllo = supger | f(t)|, ces deuz espaces sont des Banach.
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Soit f € L'(R), le Lemme de Riemman-Lebesgue® assure que la tranformée de Fourier est
un opérateur linéaire continu injectif de L'(R) dans Cy(R) (la continuité est immédiate par
convergence dominée) i.e.

Z(L'(R)) C Co(R).
Montrons que cette inclusion est stricte, (on peut aussi utiliser le théoreme de 1’application
ouverte, nous le ferons peut étre plus tard). Exhibons un élément de . (L'(R)) \ Co(R).

Soit f € LY(R), la clef est de remarquer que si .Z(f) est impaire il existe une constante
C > 0 telle que
b g
F t
[ 200,
1 t

cecl résulte des deux faits élémentaires suivants :

/ﬁsm()dt‘<(§’ Va <3

/ f(t)sin(xt)d
et du théoreme de Fubini.
Ainsi, pour exhiber un élément g € Co(R)\ L*(R) il suffit de construire une fonction impaire

g € Cy(R) telle que f1 . 98 4t soit non borné lorsque b tends vers 'infini. Par exemple une
fonction continue impaire égale a 1/log(x) pour = > 2 convient. Q

<O, V1<b<oo.

C >0 :

Exercice 279 (Image de L*(R)\ L'(R) par la tranformée de Fourier )
Sous quelles circonstances existe-t-il une fonction f € L*(R) telle que f ¢ L*(R),
mais F(f) € LY(R) ?

Donner un exemple d’une telle fonction.

> La transformée de Fourier est un isomorphisme (topologique) de L*(R). f repondra
donc au probleme, si et seulement si Z(f) € L*(R) N L'(R) et Z(f) € F(L'(R)). E
particulier, ceci va se produire pour toute fonction f € L*(R) vérifiant Z#(f) € (L'(R)) mais

F(f) € Co(R).
> Pour exhiber un tel objet, considérons une fonction

g € (L*(R)NLYR)) \ Co(R)

et soit f la transformée de Fourier inverse de g (prendre f = .%#(g) marchera aussi puisque
F(f)(t) = g(—t)). Par exemple soit g(t) = x[-1,1)(t) la fonction indicatrice de l'intervalle
[—1,1], on a

flx) =2 g9)(zx) = \/% /Rg(t)e“‘”dt = \/% /11 et dt = \/gw

3C,Wagschall,
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La formule d’inversion de Fourier dans L*(R) implique que .Z (f) = g qui est dans L'(R)
comme désiré ; on vérifie facilement que f ¢ L'(R) ou plus simplement que .Z(f) = g n’est
pas continue. a

Exercice 280 (Forme faible du théoreme de Miintz) [410]
Soit (A\,)n une suite strictement croissante de réels positifs vérifiant

/\0 — 0
lim,, o A, = +00,

2@1 A= 4o0.
On considére E = vect{ax*:, k € N} le sous espace vectoriel de €°([0,1]), l'objectif
est ici de montrer le théoreme de Miintz : sous ces hypotheses, E est dense dans
%°(]0, 1)) pour la topologie de la convergence uniforme sur [0, 1].

Pour cela, a tout m € N* distinct de tous les A, n > 1 on associe la suite (R,),
dans €°([0,1]) définie par :

Ry(xz) = a™, z € [0,1]
Ru(z) = Ay —m)a™ [T R, ()t Pndt, n>1, z €[0,1].

O Montrer que pour tout n € N, il existe une suite (anx)p_, de réels telle que

R,(x) =2™ — Zamkx’\’“, z € [0,1].
k=0
O Montrer que pour tout n > 1 :

HRn”oo < op = H -+
k=1

m
Ak

O© Montrer que la suite de fonctions (ZZZO amkx”\’f)n converge uniformément
sur [0, 1] vers ey, (z) = ™.
® Conclure.

® On procede par récurrence sur n € N :sin = 0: Ry(z) = 2™ — agpr™ avec ago = 0.
Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 0, on a alors
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1
R.(x) =\, — m)x’\"/ Ry ()t dt
xl n—1
= (A —m)a™ / (tm =) an1k t“) 1At
z k=0
1 n—1
= (A, —m)a™ / (tm_l_)‘" — Z An—1k t’\"'_l_)‘”> dt

n n—1 m—\, )\
Z an 1,k
=™ — g an,kx’\k avec s k=0 Xe=An 0 < <’ .
=0 Onk = 3,2, An—1k; SAosn— L

D’ou le résultat.

® Pourx>1letzel0]]

1
Ro(@)] < [ A — m] 2™ / IRl £t

Ap —m _
A

IN

VAN

HRn—lHoo

m

1— —

’ )\TL
soit

n

n—l“oo S H

1Rl < \

1——\ Ryl =

5|

® Vu les deux premieres questions, il suffit de montrer que lim,, ,, ., ,, = 0, or pour n > 1,
on a :

log(6, Z log

et lillgn m_ 0 assure que pour k tendant vers +oo : log ‘1 — )\E ~ soit, vu les hypotheses
k k k
lim log(d,,) = —o0 i.e. lim §,, = 0.

O Vu la question précédente, R[X] est inclus dans 'adhérence de E pour la norme « sup » ;
le résultat suit avec Weierstrass et la transitivité de la densité. Q

i/ Remarques: = Ily aen fait équivalence i.e. le sous-espace E est dense si, et seulement
si la série 35 4 A" diverge. Clest le théoreme de Miintz-Szatz.

> Il existe de nombreuses démonstrations de ce théoréme la plus fréquente (W.RUDIN,
ANALYSE REELLE ET COMPLEXE, DUNOD (2002), PAGES ? ? 7 7) reponsant sur la théorie
des fonctions holomorphes et les outils d’analyse fonctionnelle (théoreme de Hahn-Banach) ;
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une autre consiste & commencer par établir le résultat dans L?([0,1]) qui a le bon gout de
posséder une structure hilbertienne (Chamber-Loir et Fermigier) le passage aux fonctions
continues ne pose alors pas de problemes.

> Il est intéressant de remarquer qu’a ce jour, on ne connait pas de démonstration de ce
résultat qui ne s’appuie pas sur le théoreme de Weierstrass.

o Il existe de nombreuses généralisations de ce théoreme, on pourra consulter a ce sujet le
remarquable ouvrage de J.Borwein et T.Eyderly Polynomials inequalities, Springer 197 7. ref. !

Exercice 281 (Sous-espaces de %([0,1]) fermés dans L*([0,1]) ) ([10], 2003/04 et

[34]-7777

Soit E =% ([0,1],R) et F' un sous-espace de E tel que :

(X) 3C>0 = Vel : |[fls=Clfl2
O Montrer que F # E.
® Montrer que F est de dimension finie inférieure a C?.

® Donner un exemple pour C' = /n.

O Si F=F, alors
() 3C>0 : VfeE : |fle<Clf]

I1 suffit alors de considérer la suite de fonctions continues (f,),>1 définies par

0 sizel0,1—-],
f”(‘r) = 2 2 1
vVnir+n—n pour z €]1 — =, 1]
en effet, vu ce choix

[fullss = Vet | fall =1, n > 1
rendant () absurde.

® Supposons F' de dimension infinie, il est alors possible, pour tout N > 1 de construire
une famille orthonormale {fi,..., fy} dans (F,(,)2). On a alors pour tout = € [0, 1] et
ai,ao,...,ay € R:

N

N 1/2
>_aifil@) < ||Z Zfz||oo_0||2azfz||2_ (Z ) .

i=1 =1
En particulier, x € [0, 1] étant ﬁxe, le choix a; = fz( ), 1 <i < N nous donne

Zf2 <C(Zf2 )1/2
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1.e.

N
Z fi(z) < C* pour tout z € [0,1]

et en intégrant cette inégalité sur [0, 1], la famille (f;)Y étant orthonormale

1 N N
| o= S - v < c?
i=1 i=1

ainsi N < V/C et ceci pour tout N > 1 : contradiction! F' est donc de dimension finie et

dim(F) < V/'N.

® Pour N > 1, on considere F' := vect{f1,..., fy} ol les f; sont définies comme suit : si
g =0< 1z <29 < -+ <xy =1 est une subdivision de [0, 1], soit pour tout 1 < i < N,
fi + [0,1] — R vérifiant :

(fi e 6°([0,1)),
fi est nulle sur [0, 1]\]x;_1, 4],

|mm:(/m )m:(gjmmﬁmzL

”fz”oo = Ssup ‘f( )| = sup fz(t) = \/N

te[0,1] te€fzi—1,2i]

I1 suffit de s’insplrer de T'exemple de la question (1) pour construire facilement de telles
fonctions. Il est alors immédiat que la famille (f;)Y, est libre dans €° ([0, 1]), F est donc
bien de dimension N et vu (2) C' > /N, comme convenu, on va montrer qu'ici C' = v N
convient.

Par construction (f;f; =0 sii # j) c’est une famille orthonormée dans L? ([0, 1]). Pour

f=afitafe---+anfy € F

on aura

[fllse = sup |ayfi(t) + - + an fn(t)|

t€(0,1]

N
sup ( > <Z @) ) (par Cauchy-Schwarz)
te(0,1] i—1

[N

IN

=

N 1
< sup Z fAt)
t€l0,1] \ ;=1
= || fllzz sup (Z fAt ) (voir la seconde question)
te[0,1] \ ;54

< VN[l
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la derniere inégalité résultant du fait que par construction, les support des f; sont deux a
deux disjoints et donc pour tout ¢ € [0, 1], il existe un 1 < iy < N vérifiant t € (25,1, z;,) la
somme est réduite a un terme, si bien que :

N 1/2
(Z ff(ﬂ) = fi@®)] < I fill = VN.

On a donc

VIEF & |fle < VN|fl22

et le résultat de la seconde question montre bien que v/N est la meilleure constante possible
(il est d’ailleurs encore plus facile de le vérifier en prenant f = f;...) : F est donc bien
I'exemple désiré.
Remarquons aussi que v/N est la norme de Papplication linéaire continue canonique (I'iden-
tité)
id o () fleo) = (F [1]22)
Q

i Quelques remarques : > La premiere est, en utilisant des outils un peu plus sophis-
tiqués (niveau maitrise), que cette propriété est caractéristique des sous espaces de fonctions
continues fermés dans (L%([0,1]), (,)2), plus précisément :

Pour tout sous-espace de fonctions continues fermé pour la norme L*
(X) il existe C>0 : VfeF : |fllo<C|fl2

(et comme plus haut F est alors de dimension finie) et réciproquement, si un tel sous espace
vérifie (X) alors il en est de méme de son adhérence dans L?.

En effet, par Cauchy-Schwarz  Vf € F : ||fll2 < || f|loo, autrement dit 'application iden-
tité : id  (F,||.||cc) — (F,|||]2) est continue et par suite F' est aussi fermé pour la norme
infinie (comme image réciproque du fermé F pour la norme L?...) On a donc un isomor-
phisme continu (F), ||.||cc) — (F,||.]]2) entre deux Banach : par le théoréme de 1'application
ouverte c¢’est un isomorphisme topologique et ainsi sur F' les deux normes induisent la méme
topologie, en particulier on a (X).

Réciproquement, si F' est un sous-espace de fonctions continues sur [0, 1] vérifiant (X), alors
il en est de méme pour son adhérence (qui est encore un sous-espace vectoriel) dans L*([0, 1])
(bien entendu si & ce niveau-la, on a déja traité 'exercice précédent c’est évident puisqu’il
sera de dimension finie donc nécessairement fermé pour une topologie d’espace vectoriel
normé). Soit donc f un point adhérent & F dans L*([0,1]) et (f,), une suite d’élément de
F (et donc vérifiant || f,]|ec < C||fnll2 pour tout n) qui converge pour la norme L? vers f :
c’est donc une suite de Cauchy pour la norme L? et, vu (X) on a

Vn,peN an_fp“oo SC’an_pr?
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i.e. (fn)n est aussi de Cauchy pour la norme infinie : elle converge donc uniformément sur
0, 1] vers une fonction g € €°([0,1]). Par Cauchy-Schwarz

”fn - g||2 < an - g”oo — 0 (n - +OO)

i.e. (fn)n vers g pour la norme L? et par unicité de la limite, f = g dans L*([0,1]) puis

sur [0, 1] par continuité des deux fonctions. Il reste alors a faire tendre n vers oo dans
2

| fulloo < Cll fnll2 pour obtenir ||flls < C||f|l2 et (X) est donc encore vraie sur 7

> Donnons une autre preuve (toujours avec les outils d’analyse fonctionnelle) que F est
nécessairement de dimension finie.

Pour cela, on considere & := {f € F : ||f|lsc < 1} la boule unité de F' pour la norme
infinie. On va montrer que & est compacte dans (F, ||.||2) (cet espace étant normé, il suffit
de montrer que de toute suite de &, on peut extraire une sous-suite qui converge pour la
norme L? vers une limite appartenant a %).

Les deux topologies coincidant sur F'; # est bornée dans l'espace de Hilbert (F||.||2) donc
faiblement compacte : on peut donc, de toute suite (g,,) C & extraire une sous-suite (gy, )x
L2-faiblement convergente. Mais dans I'Hilbert (F, ||.||2) les masses de Dirac  §, : f € F
8.(f) := f(z) sont des formes linéaires continues (pas sur (L*([0, 1]), ||.|[2) bien entendu!) ; et
par suite pour tout « € [0,1] la suite (6;(gn,)), = (gn,(x)), converge, i.e. la suite (g,, )r est
simplement convergente sur [0, 1]. Notons g sa limite, on montre facilement que ||g,, —g||%, <
4. On peut ainsi appliquer le théoréme de la convergence dominée : |g,, — g|*> — 0 dans L',
i.e. limy g,, = g dans L*([0,1]) et & est séquentiellement compact dans (F) ||||2) donc dans
(F, ||-llso) : la boule unité de (F, ||.]|«) est compacte : par le théoreme de Riesz dim(F') < +o0.
CQFD

o Avec un petit effort supplémentaire on peut montrer que le résultat ne subsiste plus si
on remplace

« sous-espace de fonctions continues sur [0,1] dans L*([0,1]) »
par

« sous-espace de fonctions continues sur |0,1] dans L*([0,1]) »

En effet, considérons pour n > 1 des applications f,, : [0,1] — R continues, a support dans

[%H, 1] vérifiant ||f,]2 = 1. C’est visiblement une famille orthonormale dans L?( [0, 1]).

Avec la formule de Parseval, on montre facilement que I’application

L : a= ()1 €PN — L) = Z%‘fi € L*([0,1])

i>1
est une isométrie. En outre, la somme étant localement finie pour tout x €]0, 1]
L(a) € €°(]0,1]) pour tout « € [*(N).

En conclusion, L (1*(N)) est un sous-espace de fonctions continues (en prenant des fonctions
affines par morceaux, on se persuade rapidement qu'il est facile de fabriquer dans L(I? (N))
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des fonctions discontinues a I'origine), de dimension infinie, fermé (car isométrique a [*(N))
dans L?([0,1]). Bref, le contre-exemple désiré.

Exercice 282 (Opérateur de dérivation) [10], 1998/99.

Soit D : f € €°(R) — D(f) = f'. FEziste-t-il T € L(€°(R)) tel que ToT =
T?=D?

Si un tel T existe, alors

ker(T?) = ker(D),

mais ker(D) est I’ensemble des fonctions constantes, il est donc de dimension 1 et par suite
dimker(7?) = 1 et T n’est pas injectif, donc

{0} S ker(T)) C ker(T?).
ker(T?) étant de dimension 1, la seule alternative est ker(T') = ker(T?), qui implique aussitot
ker(T?) = ker(7'), Vp € N*

et en particulier

ker(D?) = ker(T*) = ker(T?) = ker(D),
cependant
ker(D?) = {f € €*(R) : f" =0}

est ’ensemble des fonction affines, donc de dimension 2 : tout ceci est donc absurde et un
tel opérateur ne peut exister. d

Exercice 283 (Aux limites du théoréeme de Banach-Steinhaus )
Soit E = cyy l'espace vectoriel des suites x = (x3), € CN nulles a partir d’un
certain rang et muni de la norme
[z]] = sup |z].
keN

O Montrer que pour tout n € N les applications linéaires T,, € L (E) définies par

T.(z) = (0,21, 229,323, ...,n2,,0,0,...),
sont continues.
O Montrer que pour tout x € coy la suite (T,,(z)), est convergente dans E.

O Montrer que la suite (T,), n’est pas uniformément bornée sur cy.
O Pourquoi néanmoins le théoréeme de Banach-Steinhaus n’est pas contredit ¢
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Exercice 284 ((||1g —T|| <1, T € Z(E)) = (T inversible) ? ) [34], 1984/9.
Soient T : E — E un opérateur continu sur un espace vectoriel normé E vérifiant
® Si E est un espace de Hilbert (ou une algébre de Banach), montrer que T est
inversible.

® Montrer que [’hypothese de complétude sur E est essentielle.

©® C(est tout a fait classique et la solution peut attendre...

® Considerons par exemple 'espace des polynoémes E = C[X]| muni du produit scalaire

(P.Q)= [ PoQD. PQeClX)
et Popérateur 7' : C[X] — C[X] défini par
T(P) = (1 - g) P(z), P eC[X].
On a

de telle sorte que

1 /! 1 [t 1
| =D)P)P =5 / 2P di < 5 / P@)Fdt = 7)1 PI,
0 0

soit
1
1-T < =<1.
-7 < 5

D’un autre coté, T' n’est pas inversible car par exemple, le polynéme constant 1 ¢ im(7°).

i/ Remarque: Sur cesujet, on pourra consulter « Geometric series in incomplete normed
algebras », R.Fuster & A.Marquina [34], 1984/1.

Exercice 285 (Encore une preuve de (I*(N)) # ['(N) )

@ Démontrer 'existence d’une forme linéaire continue L sur [ (N) vérifiant

(u = (un)n € I™(N) et li1£rlun =le ]R) = L(u) =1L

® En déduire que (I°°(N))" # I1(N).

@ Considérons le sous-espace € de [*°(N) des suites convergentes. Sur %, la forme linéaire
L quiau= (u,), € F associe L(u) = lim, u,, est une forme linéaire continue (de norme
1). Par Hahn-Banach, on peut prolonger L en une forme linéaire continue de norme 1 sur
[*°(N), c’est la limite de Banach et ce prolongement répond a la question.
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® Supposons que (I*°(N)) = [}(N) avec la question précédente, il existerai a = (a,), €
I*(N) tel que
= Z Ay, Vn €N,
n>0
Mais en appliquant cette formule aux suite 6 = (6%),, € I°°(N) on obtient ay =0, Vk € N,
soit L = 0 ce qui est absurde. a

Exercice 286 (Quelques exemples de suites faiblement convergente dans L?(RR)

)

Soit f € L*(R). On pose, pour tout n € N*

@) = fa=n). (@)= 2= (%), kula) = e

Montrer que ces trois suites convergent faiblement vers 0 dans L*(R).

i Remarque liminaire :  Avec le théoréme de représentation de Riesz L*(R) ~ L*(R);
donc a toute forme linéaire continue T € L*(R)’ est associée un (unique) élément g € L*(R)

tel que T'(f) = fR dt Ainisi, pour établir la faible convergence vers 0 d’une
suite (gn)n il faut demontrer que
(X) Vge L*(R) : / gu(t)g(t)dt — 0.

R n—oo

2 Soient € > 0, g € L*(R). Par densité* de 65°(R) dans L%(R), il existe f., g. € €°(R)
vérifiant

If = flla<e, llg—gell2 <e.
On peut alors écrire

[ wteim
R

ft—n ‘

Ammpmﬁwmwhéga%mﬁpm4
/Rg€_<t)fs<t_n)dt’
/Rgs—(t)fs(t—n)dt‘.

Pour obtenir la derniere inégalité, nous avons appliqué deux fois l'inégalité de Cauchy-
Schwarz ainsi que I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue pour ’égalité fR |fe(t
n)|*dt = || f-|3-

Maintenant on peut choisir n € N assez grand (disons n > n.) pour que lintersection des
supports de g. et t — f.(t — n) soit vide (c’est classique : le support de g. est compact,
donc inclu dans un intervalle [a,b] et celui de f. dans un intervalle [c,d]; alors, celui de

+

< llgllz - I1f = fell2+ lg = gell2 - Il fell2 +

4Donner une référence, Wagschall...
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t — f.(t —n) sera inclu dans [c + n,d + n] et ne rencontrera pas |a, b pour n assez grand).
Ainsi, pour n > n. le dernier terme dans la derniere inégalité sera nul, i.e.

/R gu(t)g (D)t

< ||g||2 : ||f - f6||2 + ”g - geHQ ’ ||f8||2
< ellgllz + el fell2
<ellgllz +e(e +[Ifll2) :==C-e, Vn>ne.

Ou dans la derniere inégalité on a utilisé 'inégalité || fo|lo < [If — fell2 + Ifll2 < € + || |-
Les applications f, g étant arbitraires mais fixés, e > 0 étant quelconque, (X) est vérifiée et
la suite (g,), converge faiblement vers 0 dans L*(R).

2 Pour la seconde suite la procedure est identique et inutile a détailler, le dernier terme
dans l'inégalité tendant vers 0 avec n aprés un calcul direct :

/Rga—(t)%ff (%) dt| < %HLHOO/R l9:()ldt — 0.

2 Pour la troisieme, on se ramene a la premiere via la tranformée de Fourier qui est une

isométrie de L*(R) :
<g7 kn) = </g\7 kn>7

et la formule élémentaire

~ ~

Fn(t) = F(t — ).

Exercice 287 (Deux convexes disjoints non séparables par un hyperplan )

Dans Rz] on note P, (resp. P_) l’ensemble des polynomes donc le coefficient du
terme dominant est strictement positif (resp. strictement négatif). Montrer que &
et P_ sont deux convexes disjoints qui ne peuvent étre sépares par un hyperplan.

P, et P_ sont clairement convexes. Supposons qu'il existe un hyperplan 7 = {P €
Rlz] : ®(P) = ¢} ou ® est une forme linéaire sur R[z] et ¢ € R tels que &, C { P > ¢} et
P_ C {® < c}. On va montrer que ® = 0 ce qui nous fournira la contradiction désirée.
Soit n € N. Comme ™, 2" et 2" + ta", (t € R) appartiennent & £, nous avons
O(z") > ¢, B(z™) > ¢

et

O(ta" + ") = (") +t®(2") > ¢, VteER.
Cette derniere égalité ne peut avoir lieu pour tout réel ¢ (faire tendre ¢ vers —oo si ¢ > 0 et
+00 sinon) qu’a la condition

O(z") =0, VneN,

et la forme ® est bien identiquement nulle. a
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Exercice 288 (Une forme bilinéaire discontinue mais séparément continue )

On munit l’espace vectoriel R[x] de la norme

1P|l = / P(t)|d, P e R[],

et on considéere la forme bilinéaire B définie par

B(P,Q) - /01 P()Q()dt, P.Q € Rlal.

O Montrer que B est une forme bilinéaire séparément continue sur R[x] x R[x]
muni de la topologie produit induite par la norme || - || sur Rlz].
® Montrer que B n’est pas continue sur R[x] x R[z].

@ Il s’agit donc de montrer que pour tout P € Rz|, application coordonnée Bp : R[z| —
R définie par Bp(Q) = B(P, Q) est continue (la continuité de 'autre application coordonnée
P +— B(P,Q) se déduit par symétrie). Bp est clairement linéaire et on a pour tout @) € R]z]

Bo(Q)] = \ / P(t)@(t)dt] <Pl [ 1@0ldt = Pl @l

Cette inégalité assure la continuité de Bp (et montre aussi que la norme de Bp est inférieure
ou égale & || P||s)-

® On va établir la non-continuité a l'origine de B. Pour cela, considérons la suite de
polynémes (P,),>1 définie par P, (t) = n?/3t"~1. Alors

1
1
[Pall = n2/3/ t"dt = —7 — 0.
0

nl/3 n—oo

La suite (P,) converge donc vers 0 dans (Rz], || - ||1) et par conséquent (P,, P,) — (0,0)

n—oo

dans R[z] x R[z]. D’un autre coté, toujours par un calcul élémentaire

1 , A3

B(P,,P,) = | P,(t)%dt = .

(P ) /0 (®) 1 e O
Ainsi,
B(P,,P,) /4 0=B(0,0).

B est donc bien discontinue a l'origine de R[z] x R[z] et donc partout par bilinéarité.
i Remarque : Toute application bilinéaire séparément continue B : X x X — Y ou
X et Y sont deux espaces de Fréchet est continue, c¢’est un corollaire classique du théoreme
de Banach-Steinhaus [46] page? 7. Il va sans dire que R[z| admettant une base algebrique

n’a quel que soit le choix de la norme (ou de la famille de semi-normes), aucune chance d’étre
muni d’une structure d’espace de Banach (ou de Fréchet), c’est une conséquence immédiate
du théoreme de Baire.
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Exercice 289 (Pourquoi la topologie produit ? )

Soient X,, (a € A) (A de cardinal infini) des espaces topologiques. Sur ’ensemble
produit [[,c 4 Xa, on considére la topologie 7 engendrée par les ensembles de la
forme HaeA U, ou U, est un ouvert de X,.

@ Montrer que dans (]
conneze.

wer Xa, T) un produit de connexves n'est plus forcément

® Montrer que dans ([[,c4 Xa, 7) un produit de compacts n'est plus forcément
compact.

® RN étant muni de la topologie précédente, montrer que Uapplication f : R —
RY définie par f(x) = (z,z,...) n'est pas continue.

® On suppose que tous les X, sont des espaces métriques et soit X un autre
espace métrique, Montrer qu’une fonction f : X — [],c4 Xa est continue si, et
seulement si chaque application coordonnée f, = mo(f) : X — X, est continue
et si tout x € X admet un voisinage sur lequel toutes les applications coordonnées
sauf peut-étre un nombre fini sont constantes.

O Side plus X est compact, montrer que [ est continue si, et seulement si chaque
application coordonnée f, = m,(f) : X — X, est continue et si toutes les appli-
cations coordonnées sauf peut-étre un nombre fini sont constantes.

©® Munissons I'espace produit RN des suites réelles de cette topologie et considérons I’en-
semble des suites bornées L>*(N) C RYN. Une suite (z3)r € L>(N) si, et seulement si, il existe
un entier n tel que (z)y €] — n, n[Y; soit

L*(N) = [ J]—n,n[".
n>1
L>®(N) est donc ouvert dans RY comme produit d’ouverts de R. Mais on a aussi

() € L*(N) <=  VneN, JkeN : |z >n,

>N =[] x¢=)F

n>1 k>1 n>1

soit encore

ou

Fn:HX,?’ avec Xj =

k>1

[n, 00/, si k=n,
R, si k #n.

Comme produit de fermés les ensembles Fj sont fermés et par suite L°(N) = (1,5, Fy est

fermé comme intersection de fermés : c’est une partie non vide distincte de RY qui est & la
fois ouverte et fermée, RY n’est pas connexe bien qu’étant le produit des connexes R.

® Considérons maintenant le produit d’espaces compacts [0, 1]V
équipé de la topologie définie dans 1’énongé et montrons que [0,
Pour cela, nous allons construire un recouvrement ouvert de [0, 1

toujours bien entendu
1N n’est pas compact.
N qui n’admet pas de
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sous-recouvrement fini : soient Ay = [0, 1[, A; =|0, 1]. Ce sont deux ouverts de [0, 1] et par
conséquent les ensembles de la forme

H A.,, ou (g,),€{0,1}"

n>1
sont des ouverts de [0, 1] fournissant le recouvrement ouvert

01" = {J ]I A
(en)n€{0,1}N n=>1

Toutefois, il est facile de vérifier qu’un tel recouvrement n’admet pas de sous-recouvrement
fini, car si lensemble [] ., A., est omis le point (¢,), € [0,1]" ne sera plus recouvert (car
bien entendu ici A = N n’est pas de cardinal fini).

©® Soit a € R, 'image réciproque par f de l'ouvert [] o,] —  +a,a + %[ est

n n

1 1 1 1

—1 _ - — _ = —

f (H] n—l—a,a—l—nD ﬂ] n+a,a—|—n[ {a}
n>1 n>1

qui n’est pas ouvert dans R : f est donc discontinue sur R.

On peut tout de méme remarquer que les applications coordonnées sont elles bien continues

(tout le monde aura noté que la topologie produit Jp est inclue dans T).

® Supposons au contraire, qu'il existe une application continue f : X — [] .4 Xo et un
point z € X tels que pour une infinité d’indices a € A I’application coordonnée f, : X — X,
soit non constante au point x. On peut alors construire dans A, une suite infinie d’indices
ai,as, ... et une suite de réels strictement positifs €1, 9, ... telles que

Vie N, Jw; € Bx(x,1/i) tel que dx, (fa,(7:), fa;(2)) > €.

Il en résulte immédiatement que 'image réciproque par f du voisinage ouvert de f(x)

(H BXai<f(li<x>78i)> X H Xaq

i>1 a€A\{a;, j>1}
ne contiendra aucune boule Bx(x,1/7), (j > 1), et ne peut par conséquent étre un voisinage
de x : f est donc discontinue au point x, d’ou la contradiction.

Réciproquement, considérons un point € X admettant un voisinage U, sur lequel les
applications coordonnées f,, (a € A) sont constantes sauf pour un nombre fini d’indices

ay, ..., 0, Soit V- =1T] ., Vo € 7 un voisinage élémentaire de f(z) alors

U= [ Va) N f) Vay) N fo (Va,) N UL

est un voisinage de z vérifiant f(U) C V : f est bien continue au point = (I'image réciproque
par f de tout voisinage de f(z) est un voisinage de z....).

® (est un corollaire immédiat de la question précédente. a

4] Remarque : Sur I'espace produit J] ., Xa, la topologie produit 7p admet pour base
les ouverts élémentaires de la forme HaE 4 U, ot les U, sont des ouverts de X, et tous sauf
peut étre un nombre fini sont égaux a X,. Cette définition cause souvent un certain malaise
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chez les étudiants qui ont tendance a la confondre avec 7 (en dimension finie, ces deux
topologies bien entendu coincident) ; 'exercice ci-dessus a pour objectif de leur montrer que
Jp est la bonne topologie sur I'espace produit car il est bien connu ([46], page??) que
pour la topologie produit, un produit de connexe est connexe, un produit de compact est
compact (théoreme de Tychonov) et une application f : X — [] .4 Xa est continue si,
et seulement si chaque application coordonnée f, = m,(f) : X — X, est continue ce qui
n’est pas le cas pour 7. Moralité : plus vous avez d’ouverts moins vous avez de compacts,
de connexes et de fonctions continues. Vu sa définition, la topologie produit est la topologie
la plus économique (la moins fine ou initiale) i.e. possédant les moins d’ouverts, rendant
continues les applications coordonnées m, : [[,.4 Xo — Xi, (b € A).

Exercice 290 (Séparabilité de LP(Q2), 1 <p < o0)
Soit 0 un ouvert de R%. Montrer que

O [P(Q) est séparable pour 1 < p < oc.
@ L°(Q) n'est pas séparable.

> Désignons par (Q;)ien la famille (dénombrable) de tous les pavés ouverts de €2 de la
forme @ =|ay, bi[Xx ... ]|an, b,[|C Q avec a;, b; € Q et soit & le Q-espace vectoriel engendré par
la famille des fonctions indicatrices (xg,)i- & est une partie dénombrable de LP(2) et on va
montrer que & est dense LP().

Soit f € LP(Q). L'espace %.(f2) des fonctions continues & support compact dans € est
notoirement dense dans LP(Q) ([47],777); étant donné € > 0, il existe donc g. € €.(12)
vérifiant || f—g.||z» < e. Considérons maintenant un ouvert borné ' vérifiant supp(g) C Q' C
Q. Tl n’est alors pas difficile de construire une application h € €.(€) vérifiant supp(h) C €
et |h(z) — g(z)| < e/MQ)VP, Yo €  (utiliser la continuité uniforme de g pour recouvrir le
support de g par un nombre fini de pavés sur lesquels I'oscillation de g est | < e/A(Q)V/7...).
Avec ce choix ||g — h||zr < € et finalement ||g — h||» < e.

2 Soient a € 2, 0 < r, < dist(a, R4\ Q), f, = XB(ar,) €t enfin la boule ouverte 0, = {f €
L) : ||f — fall < 1/2}. La famille (0, ).eq est une famille non dénombrable d’ouverts
non vides de L*>°(2) deux a deux disjoints : en effet sinon, considérons a # b deux points de 2,
et, sans perdre de généralité x € B(a,r,)\B(b, 1) r > 0 tels que B(z,r) C B(a,r,)\B(b, 1) ;
supposons qu’il existe f € €, N O} alors

—1/2 < f(y) = XB(ayra)(¥) < 1/2  presque partout sur B(z,r)

—1/2 < f(y) — xBww)(¥) < 1/2 presque partout sur B(z,r),

il existe donc ¢ € B(z,r) tel que

—1/2 < f(e) = XB(ara)(€) <1/2 et —1/2 < f(c) = XBaya)(€c) < 1/2

soit 1/2 < f(c) <3/2et 0 < f(c) < 1/2 ce qui est absurde. Nous avons construit une suite
non dénombrable d’ouverts deux a deux disjoints dans L>(€2), il en résulte immédiatement
que L>(£2) ne peut étre dénombrable (sinon, considérer une suite (f,), dense dans L>((2)
et a tout a €  associer I'entier n(a) € N défini comme le plus petit tel que f,q) € O, par
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densité de (f,,), I'application 2 3 a — n(a) € N est bien définie et les ouverts &, étant deux
a deux disjoints, cette correspondance est bijective d’ou la contradiction). Q

Exercice 291 (Séparabilité de I?(N), 1 <p < o0 )
Montrer que

O [P(N) est séparable pour 1 < p < oo.
@ [*(N) n’est pas séparable.

D Posons pour tout j € N : E; := (87); € IP(N) (ot &/ est le symbole de Kronecker). Soit
X = (x;); € IP(N), alors puisque p < 0o on a

n 0o 1/p
IX =) xEil, = ( > |35z'|p) — 0
1=0 i=n+1

comme reste d'une série convergente. La famille (£}); est donc totale dans [?(N) qui est donc
bien (considérer comme toujours vectg{E;, jinN}) séparable.

>  Montrons par 'absurde” que [°°(N) n’est pas séparable, supposons donc qu’il existe dans
[*°(N) une suite dense (X,,),. Soient A € Z(N), xa : N — {0,1} la fonction indicatrice
de A et By = (xa(i)); € [°°(N). Par densité de (X,,), dans [*°(N) il existe n = n(A) € N
tel que || X, — Eallco < 1/2 et désignons par n4 le plus petit entier vérifiant cette propriété.
Nous venons de construire une application ¢ : Z(N) 5 A — ¢(A) = ny et cette application
est injective car sin =n4 = np

(I1En = Eallo <1/2 & |[En = Eallo <1/2) = ([[Ea = Eslle <1)

qui implique immédiatement E4 = Ep soit ¢(A) = ns = ng = ¢(B) : ¢ est bien injective.
En résumé, la séparabilité de [*°(N) permet de construire une injection de &(N) dans N ce
qui est absurde (Bernstein), d’ou le résultat.

Exercice 292 (Encore une application du théoréeme du graphe fermé )
Soit (fn)n une suite de fonctions dans €*([0,1]) telle que

~> (fa)n converge uniformément vers 0 sur [0, 1].
~> (f1)n ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1].

Montrer qu’il existe une fonction g € €*([0,1]) qui est limite uniforme de combi-
naisons linéaire (finies..) des f,.

On équipe €°([0,1]) de la norme « sup », c’est un espace de Banach. Soit X Dl'adhérence
de vect{f,, n € N} dans ¢°([0,1]). On suppose par 'absurde que X C ¢*([0,1]); par un
théoreme de Weierstrass de L2, le graphe de 'opérateur de dérivation entre les espaces de

5 Avez vous remarqué pourquoi la preuve précédente ne marche plus si p = oo ?
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Banach X et €°([0,1]) est fermé :

Exercice 293 (Une permutation qui conserve les séries convergentes ) [34]
1-2006.

On considére ’espace vectoriel & des suites a = (a,), de nombres réels telles que
la série Y " a, converge.

Soit 1 : N — N une permutation telle que pour tout a = (ay)® € & la série
Y reo An(ky converge. On va montrer que

[e.e] o0
Zaﬁ(k) = Zak, Vae.”.
k=0 k=0

D

neN =0

O Montrer que .7, muni de la norme |al| = sup{

} est un espace de

Banach.
O Montrer que les formes linéaires sur . ci-dessous sont continues

n

U, : 2a— Un(a):Zak,

k=0
T, : 3a—T,(a)=a,,
o
T YBaHT(a,):Zak.
k=0
© Montrer que Uapplication linéaire T, .¥ > av Ty(a) = (Ar(r))r est continue.
O En déduire que Z ay, = Za“(”)’ Va=(a,) €.7.
n=0 n=0

N(a) = sup

n>0

oo
D
k=0

(.7, N) est (classique) un espace de Banach.
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il est donc continu par le théoreme du graphe fermé.
Mais dans ce cas (f,), converge uniformément vers 0 sur [0, 1] implique que (f), converge
uniformément vers 0 sur [0, 1] ce qui est contraire a I’hypothese.

J

© On munit l'espace . des suites (az)$° de nombres réels telles que la série Y, ax converge
de la norme
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D les formes linéaires

U, YBaHUn(a):Zak,
k=0

T, : Y>aw—T,(a)=a,,
T YBaHT(a):Zak.

k=0

sont continues. Les inégalités |U,(a)] < N(a) assurent la continuité des U,, comme Ty =
U, T, = U, —U,_1,(n > 1) les formes T,, sont aussi continues; enfin 7" est continue puisque
par exemple |T'(a)] < 2N(a) (on peut aussi invoquer le théoreme de Banach-Steinhaus
puisque T'(a) = lim,, U, (a),Va € .%).

© L’application linéaire T : . > a > Ty(a) = (ax))x est continue.

Pour cela on applique le théoreme du graphe fermé : soit (a”), une suite convergente dans
< de limite a = (a)y telle que lim, T(a") = b = (bg)r dans .. Notons a” = (a}}),. Par
continuité de Uy

mais

Ur(Tx(a")) = ay sy, on a donc aussi lim Ug(T(a")) = lillcrn Ay = Qn(k)

puisque lim,, a" = a, finalement b, = aru), Yk € N, soit T(a) = b : T, est bien continue.

® Vu ce qui précede ToT, —T est une forme linéaire continue sur . avec (ToT, —T)(a) =
>k Qx(k) — >k Gk- 11 ne reste plus qu’a remarquer que pour toute suite a € . nulle a partir
d’un certain rang (T o T, — T')(a) = 0 et comme l'’ensemble de ces suites est dense dans .7
par continuité T'o T, — T =0 i.e.

Zaﬂ.(k)zzak, Vae.”.
k=0 k=0
C.Q.F.D. Q
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Exercice 294 (Topologie de la convergence simple : points adhérents et suites
) (7]

Soit T la topologie sur € ([0, 1]) engendrée par le systéme de voisinages
Vige ={9€%([0,1]) : |f(z) —g(z)| <&, Vz e F},
ou F' est une partie finie non vide dans [0,1], f € €([0,1]), € > 0 (¢’est la topologie
de la convergence simple sur [0,1] i.e. engendrée par la famille de semi-normes
(P2)zecio,) avec po(f) = |f(x)|). On considére alors le sous-ensemble de €([0,1])
définit par
o ={fe?(0,1]) : 0< f(z)<letANxe|0,1] : f(x)=1)>1/2}.

(A est la mesure de Lebesgue) Montrer que la fonction identiquement nulle 0 est
adhérente a < bien qu’il n’eziste pas de suite (f,), C &7 qui converge vers 0 dans

(¢((0,1]), 7).

Il est clair que lim,, f,, = f dans (%([0,1]), 7) si et seulement si, (f,), converge simple-
ment vers f sur [0, 1].
Pour montrer que la fonction nulle f = 0 € &7 il faut montrer que tout voisinage de f

Vaz{QECg([O,lb : |g($)|<€, VZL’EF},

rencontre .o/ ce qui est évident car étant donnés F' C [0,1] fini et € > 0, il est facile de
construire une fonction g € €([0,1]) affine par morceaux qui soit nulle sur F et égale a 1
sur une reunion disjointe d’intervalles Iy, ..., I, de longueur 1/2.

Toutefois, s'il existais une suite (f,), dans &/ qui converge vers f alors elle convergerai
81mplement vers f sur [0, 1] et par convergence dominée (car 0 < f,, < 1) on aurai

0_/ F(#)dt = /Oliinfn(t)dtzli?/o £t > 1/2

ce qui est absurde. CQFD a
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Exercice 295 (Histoire dans un corps )

Soient ay, as, . ..,as des éléments non nuls d’un corps K. On remplace simultané-
ment chacun de ces éléments par la somme des 50 autres. Soit by, b, . .., bs la suite
obtenue, si cette nouvelle suite est une permutation de [’originale que peut étre la
caractéristique de K ?

Nous avons
Si=a+a+-+azn, b+b+-+bn=>505

soit, pour toute permutation by, b, ..., b5 de aq,ao, ..., a5
505 =S qui implique 495 = 0.

Si car(K) # 7 alors 495 =0 = S =0 puis b; = —a; pour tout 1 < i < 51. D’un autre
coté, il existe une permutation o € Ss; telle que b; = a,(;) = —a;. Si la caractéristique de K
est différente de 2, on peut alors construire une partition {a;, a,(;)};' de lasuite ay, as, . .., as1,
fait absurde puisque 51 est impair. La caractéristique de K vaut donc 2 ou 7.

Les valeurs 2 et 7 sont toutes les deux possibles : pour car(K) =7, 1 =2y = --- = x5 =1
est un choix possible et pour le cas de 2, tout élément peut étre choisi pour que S = 0
puisque b; = a; = —a;. EI

Exercice 296 (Le lemme de Riemann-Lebesgue et I'inclusion ([0, 1]) C . )

® (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € L'([0,1]), alors la suite de ses coeffi-
cients de Fourier F(f) = (f(n))nez vérifie

Autrement dit, Uopérateur F injecte l'espace L'([0,1]) dans l'espace vectoriel ¢
des suites de complexes (ay)nez qui convergent vers zéro, i.e. F(L([0,1])) C co.

® Montrer que l'inclusion F (L'([0,1])) C co est stricte.

@ Par densité des polynomes trigonométriques Vectc{e™”, n € Z} dans ¢ (R/Z) (muni de
la norme « sup ») et de €°([0,1]) dans L'([0,1]) (muni de la norme L'), il existe pour tout
f € L'(]0,1]) deux applications g € € (R/Z) et h € Vectc{e™*, n € Z} vérifiant

[f—glli<e et |lg—hle <e

Par 'inégalité triangulaire et domination de la norme L' par la norme « sup » on a alors
||f - h||1 < 2e.

h étant un polynome trigonométrique, ses coefficients de Fourier sont nuls a partir d'un
certain rang. Par orthogonalité, on a donc

|f(n)| = /O (f(z) — h(x))e 2™2dg| < ||f — hll; < 2.

e > 0 étant arbitraire le lemme est établi.
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® On munit ¢y de la norme ||(ay,)||c, = sup,,cz |ax.|, c’est (exercice facile) un espace de Banach
et I'inégalité

)] = / f@)e e < |fll, ¥ fe L(0,1]), nez

assure que 'opérateur

F : LM[0,1])) — ¢
est une forme linéaire continue de norme inférieure ou égale a 1 (et en fait égale a 1 en
considérant f =1).

> Nous allons maintenant vérifier que .% est injective : soit f € L'([0,1]) vérifiant f(n) =
0 Vn € Z et montrons que f = 0.
Il est déja clair que pour tout polynome trigonométrique h € Vecte{e™*, n € Z}

/ f(e)h(a)dz =0,

et par convergence dominée via la densité des polynomes trigonométriques ceci vaut pour
toute fonction continue puis (par convergence dominée via Lusin..a détailler)) sur pour toute
fonction indicatrice h d’ensemble mesurable ; le choix h := 1;f-0y donne || f||; = 0, soit f = 0.
% est bien injective.

> Si l'inclusion n’est pas stricte, % est alors une application linéaire bijective continue
entre les deux Banach L'([0,1]) et ¢y. Par le théoreme de 'application ouverte .# est un
isomorphisme topologique : il existe donc une constante C' > 0 telle que

(%) 17 (Pl > Cllflh, Y f € L1([0,1]).
On considére alors pour tout N € N
fN(x) _ Z 6—2i7rn:c’
[n|<N

il est immédiat que || F(fn)lle, = 1 et ||fn]|li = 2N + 1 contredisant (X) lorsque N tends
vers l'infini : inclusion .# (L(]0, 1])) C ¢ est bien stricte. Q

i Remarques : = Donner 'autre preuve plus rapide de Riemann-Lebesgue via les
distributions.
> Comparer avec I'exercice............ ?

Exercice 297 (Trois problemes d’optimisation autour d’une droite et une pa-
rabole )

On considére un point P, distinct de l'origine et situé sur la parabole & d’équation
y = x2. La normale a (2?) passant par P recoupe la parabole en un point Q.

Q@ Déterminer P pour que ’arc de parabole soit minimum.

@ Déterminer P pour que le périmétre de la région bornée délimitée par (2?) et
PQ soit minimum.

® Déterminer P pour que 'aire de la région bornée délimitée par (2?) et PQ soit
MINIMUM.
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® Considérons un point (z,z?%), (z > 0) sur la parabole. La pente de la normale & ()
passant par (z,x?) vaut —1/2x; si elle recoupe la parabole au point (z, 2%) nous aurons donc

22 — 2 1

Z—x 2
soit comme x > 0 :
2x2 + 1

z = z(x) r—1/2x 5

La formule pour la longueur d’'un arc nous donne
s(x) = u(w) —u(:(2)),  avec u(a) = / VI aPdt
0

et il s’agit de minimiser & — s(x) sur R} . Avec le théoreme fondamental du calcul intégral

nous avons
s'(x) = V14422 — 2/ (2)/1 + 422(z), z>0

qui se réduit aprés quelques calculs algébriques a
1-322=0
ie. x =1/v3 et x = —1/4/3 par symétrie.

® Désignons par R(x) l'aire de la région bornée lorsque les coordonnées du point P sont

(z,2%). Nous avons vu dans la question précédente que @ est associé au parametre z(z) =
22241

5. Avec ceci, le périmetre est
€T

R(z) = /j) V1 +4t2dt + (z — 2(2))/1 + (z + 2(2))?

Quelques manipulations algébriques sur R'(x) montrent que la (les) solution est racine du
polynome

8z3 +42% —4x —1=0.
Un logiciel de calcul nous donne

r = \/?? cos(Arcos(V7/14)/3) — % ~ (,62349..

et —x par symétrie a

Exercice 298 (Convergence faible dans 6°(X) )

Soit X un espace métrique compact.

®  Montrer qu’une suite (f,), C €°(X) est faiblement convergente dans €°(X)
si, et seulement si elle est uniformément bornée et simplement convergente sur X.
®  En déduire que pour toute suite (fn), C €°(X) uniformément bornée

sur X et simplement convergente vers f, il existe une suite (f,), ou fu €
conv{fy,... £y}, Vn € N, qui converge uniformément sur X wvers f.
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©® D’aprés le théoreme de représentation de Riesz, le dual de €°(X) est I'ensemble des
mesures boreliennes de masse totale finie sur X dont font partie les masses de Dirac

“(X) > f H/ 6. = f(z), VzeX
Ainsi, toute suite (f,), faiblement convergente dans €°(X) vers f vérifie

VzeX, /fn(s = fu(x —>/f6 -

e. (fn)n est simplement convergente sur X vers f.
Comme dual de I’espace de Banach €°(X), €°(X)’ est aussi un espace de Banach contenant
les f, (identifiées aux fonctionnelles €°(X)" 3 u — [, fap). De I'inégalité

‘/anu <I1All [ 1

on tire ||| fulll < ||falloo €t comme cette inégalité est une égalité pour p = 9,, ou x, € X
vérifie | f(2,)| = || falloc o0 &

(%) HLfalll < 1 falloo-

En outre avec ’hypothese de convergence faible la suite ({f,, 1)), est bornée (puisque conver-
gente) : on peut donc appliquer le théoreme de Banach-Steinhaus qui assure que la suite
(I f2l]])n est elle méme bornée ce qui, avec (X) acheéve la premiere implication.

Réciproquement, consideérons une suite (f,,),4"(X) simplement convergente sur X vers
f et uniformément bornée (disons par C' > 0). Comme 14 € L'(X,|u|) pour toute mesure
de Radon sur X, on peut appliquer le théoreme de la convergence dominée :

limy [ oy = /fu, Ve € (X)
X

n—oo
en d’autre termes, (f,), converge faiblement vers f. CQFD.
O L’existence de la suite ( fn)n équivaut a montrer que f est dans I’adhérence de I’enveloppe

convexe C' des f, lorsque f,, — f. La forme géométrique du théoreme de Hahn-Banach nous
dit qu’il est équivalent de montrer qu’aucune forme linéaire ne sépare f et C' :

Ve e ¢°(X), ¢C)<a = o(f)>a

Soit ¢ une telle forme et p la mesure associée :

—/ fu. fe?(X).
X

Vu les hypotheses et @ (ou par convergence dominée) (f,), converge faiblement vers f, en
particulier

p(fa) —2 o(f)

0
et comme ¢(f,) > o on aura (f) > aie. f € "™ fe. il existe une suite (fn)n C C qui
converge vers f dans ¢°(X) soit uniformément sur X. Q
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Exercice 299 (Inégalité de Bernstein (2) ) [10], 110-9/10.

O Montrer qu’un polynome trigonométrique de degré n qui admet au moins 2n+1
racines distinctes dans lintervalle [0, 27| est identiquement nul.

O Soit f un polynome trigonométrique de degré n a valeurs réelles. On suppose
que f'(0) = ||f'llc > nllf]l et on considére le polynome trigonométrique g(x) =
nH| f o sin(na) — f(@).

> Montrer que g admet au moins 2n racines distinctes sur [0, 27].

> Montrer que g’ admet au moins 2n + 1 racines distinctes sur [0, 27].

> Montrer que g" admet au moins 2n + 1 racines distinctes sur [0, 27[. Conclu-
sion ?

® Soit f un polynome trigonométrique de degré n a valeurs réelles. Montrer que

1 oo < 1l oo (Inégalité de Bernstein,).

i  Un polynome trigonométrique de degré au plus n peut s’écrire sous I'une ou l'autre des
formes suivantes :

n

VzeR f(z) = Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) = Z cpe'™ = 7T P(g)

k=0 k=—n
ou P(X) = X" est un polynome de degré au plus 2n.

@ Soit f un tel polynéme. Si f admet 2n + 1 racines distinctes 61,05, . .. 65,41 dans [0, 27,
les 2n 4+ 1 nombres complexes distincts €1, ..., e®®n+1 sont racines du polynéme P quiest
donc le polynome nul et par suite f est la fonction nulle.

® Le cas n = 0 est évident, nous supposerons n > 1. Posons

Nous avons

1\
o) = T = pe)

n

et I'hypothese || f/||oo > n||f]| assure que g(zy) est du signe de (—1)*. Par conséquent g
s’annule sur chaque intervalle |z, z411] ce qui donne 2n zéros sur lintervalle [xg, zo + 2,7].
La 27m-périodicité permet d’affirmer que g s’annule également 2n fois sur [0, 7[.

3] J

Exercice 300 () azzzzrzzs
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Exercice 301 (Une caractérisation de la convexité ) ([11], EXO. 1.8.3).
Soit f € €°(R,R) vérifiant 'inégalité de la moyenne suivante

1 x+h
f(a:)gﬁ/ . ft)dt, vYzeR, heR}.

Montrer que
O Le mazimum de f sur tout segment est atteint en une des extrémités.
O [ est convere.

1) Supposons qu’il existe un intervalle [a, b] C R sur lequel f n’atteint pas son maximum
en les extrémités a et b. Par continuité de f nous avons tout de méme

sup f(z) = f(c) avec a<c<b
z€[a,b]

et il existe a < ag < ¢ < by < b tels que
f(z) < f(e), Yz € [a,ap] U [bo,b].

a suivre.........

Exercice 302 (Probabilités, géométrie )

Un point P est choisi au hasard (relativement a la distribution uniforme) dans un
triangle équilatéral T. Quelle est la probabilité qu’il existe un point Q € T dont la
distance a P est supérieure a la hauteur de T ¢

Soient A, O, B les sommets de T, M le milieu de OB, C l'orthocentre de T et R l'inter-
section entre la hauteur de AB (h désignera sa longueur) et le cercle de centre A et de rayon
AM. Supposons AO = OB = BA =1, la probabilité cherchée est

244/ (ORM)
- =

Fixons l'origine en O, I’axe des abcisses positives suivant OB et celui des ordonnées positives
suivant la direction de AM. Les coordonnées (x,y) de R vérifient

soit

A SUIVIC...ovnveeeenn, d
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Exercice 303 (Séries de fourier et séries trigonométriques ) [27], [37].
® Soit f € LY([—m,7]) une application 2w-périodique. (ap)n, (bp)n désignant ses
coefficients de Fourier réels, montrer que pour tout x € [0, 27] :

/Ox (f(t) - %) g Z an sin(nz) + b, (1 — cos(nx))'

n
n>1

b
® Montrer que la série Y ., — converge.
“tn

sin(nx
© En déduire que la série trigonométrique -, #
== lo

n’est la série de Fourier
g(n)

d’aucune fonction f € L'([—m, 7).

O Soit (a,), une suite décroissante vers zéro vérifiant

ap + An2
2 7

- . fh Qo - ,
Montrer que la série trigonométrique 35 + Y us1 @n cos(nx) est la série de fourier

VneN.

Ap41 S

d’une fonction f € L*([—m,7]) positive.
cos(nz)

® En déduire que la série trigonométrique ), -, Tog() est la série de Fourier
== log(n

d’une telle fonction.

©® Par périodicité f est intégrable sur [0, 27] et par suite la fonction F(z) = [(f(t)— %)dt

est a variation bornée sur [0, 27]; en outre, elle est 2m-périodique et

000
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Exercice 304 (Sur la topologie de la convergence simple )

Soient X un ensemble, (E, (||.||;)icr) un espace localement convexe (e.l.c.). Sur l’en-
semble F (X, E) de toutes les applications de X dans E, on considére la topologie
d’e.l.c. définie par les semi-normes

[fllie = F @i, i€l e X

O Montrer qu’une suite (fn)n, C F (X, E) converge vers une application f : X —
E pour cette topologie si, et seulement si, elle converge simplement sur X vers f.
(On appelera donc « topologie de la convergence simple » cette topologie sur
F (X, E) que l'on désignera alors par Fs(X, E)).
@ Si E est séparé, montrer que F4(X, E) est séparé.
® Si E est métrisable et si E # {0g}, montrer que l'espace F3(X, E) est métri-
sable si, et seulement si, X est dénombrable.
O Si Eest un espace de Fréchet (e.l.c. métrisable complet) et si X est dénom-
brable, montrer que Z#4(X, E) est un espace de Fréchet.
@ Si E est un espace normé et si E # {0g}, montrer que l’espace Fs(X, E) est
normable si, et seulement si, X est fini.
® On suppose que E =K(=R ou C) et on pose F = F4(X,K).
a) Sia e X, montrer que la forme linéaire sur ' 6, : [+ f(a) est continue.
b) SoitT € F' une forme linéaire continue, montrer qu’il existe une partie finie
A C X telle que T(f) =0 dés que f est nulle sur A.
c) En déduire que les formes linéaires continues sur F' sont de la forme

T = Z Cala, Cq € K.
a€AEPF(X)

@ Un exemple. On considére 'espace K[[z]] des séries formelles a une in-
déterminée. Cet espace s’identifie de maniére naturelle a F (N, K) en associant a
toute série formelle P =3 _a,x" la fonction n+— a,. On peut donc définir sur
Uespace K[[z]] la topologie de la convergence simple, on le note alors K[[z]].

a) Montrer que lespace K[[z]] posséde la propriété de Montel.

b) Soit Q = ZfLO b,x™ un polynome. Montrer que ['application

N
Ki[[z]] > P (P,Q) =Y _anb,
n=0
est une forme linéaire continue sur K|[[x]] et que ['on obtient ainsi toutes les formes
linéaires continues.

c) Montrer que le sous-espace vectoriel K[z| des polynomes est dense dans
K[[z]] et que les formes linéaires sur ce sous-espace s’écrivent P +— (P, Q) o
Q € Klz]. Si P est une série formelle qui n'est pas un polynome, vérifier que la
forme linéaire P +— (P, Q) sur l’espace Klx| n'est pas continue.
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@ Une suite (f,), dans ZF,(X, E) converge vers 0 si, et seulement si
fn—0 & VzeX Viel : lim|f)i.=0
Fs n

& Vrzel : limf,(x)=0 dans F
< (fu)n converge simplement vers f =0 sur X.

0 Soit f € F(X,E), si f n'est pas identiquement nulle, il existe z € X tel que f(x) # 0;
E étant séparé, il existe i € I tel que ||f(x)]|; # 0. Il existe donc x € X et i € I tels que
| flliz # 0 : Pespace .Z4(X, E) est bien séparé.

® o SiFE={0}, Z,(X, F) est métrisable quelquesoit X.

> Supposons F non réduit au vecteur nul et métrisable. Nous savons ([46] théoreme 3.4.6)
que sa topologie peut étre définie par une famille dénombrable de semi-normes (||.|;)ien-
Pour les mémes raisons, si .7, est métrisable elle est engendrée elle aussi par une famille
dénombrable de semi-normes (|.||s, o )(ken2 ; mais si X n’est pas dénombrable, il existe
a & {x;, | € N} et 'application f € .Z (X, E) définie par

) = {0 si x # a,

1 six=ce

ou e € E\ {0} n’est pas identiquement nulle car f(a) = e # 0, mais elle vérifie
I f1lip2 =0, VE, I €N.

T, n'est donc pas séparée ce qui absurde (puisque par hypothese métrisable) : X est donc

dénombrable.
> Si X est dénombrable, X = {x} la topologie .7; sera engendrée par la famille de semi-
normes (||.||s, .z, )k €t sera séparée car E est séparé : elle est ([46] théoreme 3.4.6) métrisable.

O Aprés la question précédente il reste & montrer que F4(X, E) est complet. Soit donc une
suite de Cauchy (f,), dans Z,(X, F)

V5>07 EIN& : \V/TLJ)ZNE ||fn_fp”i,l: ||fn(xl>_fp(xl)||i§57 VZJEN

Autrement dit, la suite (f,(z;)), est pour tout entier | € N une suite de Cauchy dans E
complet : elle est donc convergente et en notant f(x;) sa limite, on a f, — f dans %, (X, F)
qui est bien complet.

©® Supposons 7, normable et X infini. F étant aussi normé, un voisinage fondamental de
l'origine dans .Z4(X, E) sera de la forme

() B:,(ry) = ({f € ZAX,E) : |f(xpll <7},

jed jed
ou J est une partie finie de I. Il est clair qu'un tel voisinage n’est pas borné (comme X est
infini, il contient les droites vectorielles Kf ou f € F(X, E), f #0et f;; =0). 7, est une
topologie non localement bornée, donc non normable. Réciproquement, X fini et E normé
impliquent .%,(X, E) normable : si X = {xy,...,x,} on définit une norme sur .# (X, E) en
posant N(f) = maxj<;<n || f(2;)|| et la topologie associée a cette est norme coincide avec .7 ;
pour s’en persuader on peut remarquer par exemple que

vi<i<n o [lfi@)ll < N(f) = max ||f(z:)]
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assure que l'identité entre (F (X, E), Iy) et (F (X, E), J;) est un isomorphisme topologique.
O® a) Soit a € X Uégalité |0,(f)| = |f(a)| = pa(f) garanti la continuité de 4.

b) et ¢) Un résultat d’algebre (exercice??? [{]) linéaire assure que pour tout espace
vectoriel E| si des formes linéaires f, fi,..., f, € E* vérifient (f;(x) =0, Vi€ {1,...,n}) =
(f(x) = 0) alors il existe des constantes ¢y, ..., ¢, € K telles que f =c1f1 + -+ + ¢ fn.

Soit T' une forme linéaire continue sur % (X, E), il existe une partie finie A C X et une
constante C' > 0 telles que

VI(X,E) - [T(f) < nggpa(f) = ngglf(a)\ = nggl%(f)!-

Ainsi, (0,(f) =0, YVa € A) = (T(f) = 0); il ne reste plus qu’a invoquer le rappel d’algebre
linéaire précédent.

O a) Il faut montrer que les parties bornées sont relativement compactes. Soit B C K[[z]]
une partie bornée; pour tout [ € N, il existe une constante C; telle que

p(P)=|a| <C), VP= Zanx” € B.

Autrement dit,

Bc K :=|[{lzl < ¢} cK"~ Z,(N,K)

leN

La topologie induite sur K par Z¢(N,K) est bien entedu la « topologie produit » : K est
donc une partie compacte de Z¢(N,K) d’aprés le théoreme de Tychonoff ([46] théoreme
2.32.5) et B est bien relativement compacte.

b)

c)

Exercice 305 (Un bien utile lemme de factorisation )

O Soient E, F, G trois espaces vectoriels. Si G est de dimension finie et s’il existe
feZEF), ge ZL(E,QG) telles que

(%) (Vo € E)(g(z) =0) = (f(x) =0),

alors il existe h € L (G, F) telle que f = hog.

@O Application 1 : Soient E un espace vectoriel, f, fi,..., fn € E* des formes
linéaire telles que

Vo€ E)(fi(z) =0, Yi=1...n) = (f(z)=0),

alors il existe des scalaires ¢y, ..., ¢, tels que f = cifi + cofa+ -+ cufn.
® Application 2 : Montrer que toute distribution T € 2'(R?) de support ['origine
est combinaison linéaire de dérivées de la distribution de Dirac.

O L’hypothese (X) implique
(Vo,y € E)(g(z) = g(y) = (f(z) = f(y)).
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Ainsi, pour t = g(z) € im(g), la formule hy(t) = f(x) définit bien une application h; €
Z(im(g), F') vérifiant f = hy o g sur im(g) et le probleme est déja résolu sur im(g). Pour
construire une solution sur G, on considére (puisque G est de dimension finie) un supplé-
mentaire H de im(g) dans G et p la projection sur im(g) paralellement & H ; alors, h = hyop
répond visiblement au probleme.

® Pour 'application en considerant g = (f1,..., fn) € Z(E,K"), on se retrouve dans la
situation précédente avec F' = K et G = K" : il existe donc h € .Z(C", C) telle que f = hog.
Mais la forme générale des éléments de £ (K™, K) est bien connue : il existe ¢q,...,¢, € K
tels que h(z) = (21,...,2,)) = 121 + -+ - + €z, d’0OU le résultat.

i) Remarque : Ce dernier résultat est essentiel en analyse fonctionnelle (voir I'exercice pré-
cédent ou la question ci-dessous) ; on trouvera aussi dans H.Brézis « Analyse fonctionnelle »
Masson 19 7?7 une démonstration trés amusante de ce résultat s’appuyant sur le théoreme
d’Hahn-Banach.

® T c 7'(RY) est & support compact, donc d’ordre fini : il existe une constante C' > 0, un
entier N € N tels que®

(L)l <C max_ [o™(0)], Ve 2(RY).

neNe, |k|<N
Ainsi, la forme linéaire 7' s’annule au point ¢ dés que les formes linéaires 6% : ¢
(6" ) = (=1)Fp®(0), |k|] < N s’annulent. Avec la question précédente, il existe des
scalaires ¢; tels que
T = Z C; 5(1),

ji|<N

Q.E.D. 0

Exercice 306 (Exemple d’une série trigonométrique qui n’est pas une série de
Fourier) [37]

Soit Y, <, apsin(nt) une série trigonométrique ot a, >0 Vn > 1.

O On suppose que cette série est une série de Fourier, c’est a dire qu’il existe
f € LL.(R) telle que c,(f) = 027r fe ™dt Nn € Z i.e. co(f) =0 et, sin > 1:
cn(f) = S5, con(f) = —5. Soit F(t) = fg f(u)du. Montrer que F' est continue et
2m-périodique sur R et, pour

An|
n|>1: ¢n(F)=—
n| > inf (F) ol
® [En déduire que ), -, 5 converge.
® Montrer que la série trigonométrique partout convergente -, Slt)ng(gl;)) n’est pas

une série de Fourier.

La solution..........

6rappel :sik = (ki,...,kq) € N% on note |k| := k1 + -+ kq.
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Exercice 307 (Nombre de points a coordonnées entiéres dans un disque, com-
portement au bord d’une série entiére )
Soient pour n € N,

D,, := Bg2(0,n), p, := card (D,, N Z?) , p} := card (D, NN?) .

O Montrer que
pn o~ T’ et pf o~ mn?/4

n—-+o0o n—-4+oo
® FEn déduire que
hm 1/ 2 A
® En déduire que
lim g
r——14 >0

® A tout point p = (z,y) € Z? associons C(p) le carré plein centré en p dont les cotés de
longueur 1 sont paralléles aux axes. On vérifie facilement que si p # p’ € Z? alors laire de
C(p) N C(p') est nulle. Posons alors :

U cw, Bm= U O() cm= |J <
pEZ? pEZ2ND(n pEZ2
C(p)CD(n) C(p)ND(n)#0

Visiblement A(n) C B(n) C C(n), et par construction méme, 'aire de B(n) est précisément
Pn- En outre comme

D(n—2) C A(n) C B(n) C C(n) C D(n+2)
(car 2 > /2 ) nous pouvons écrire

m(n —2)* < p(n) < w(n+2)°

soit p, ~ mn

n—oo
Maintenant, remarquons que dans D(n), les points a coordonnées entieres sur les axes sont
au plus 4n = o(n?) donc négligeables par rapport & p, : on peut donc ignorer ces points, des
2
™

arguments évidents de symétrie impliquent alors que pf ~ p,/4 soit pf ~ o
n—oo n—oo

® Pour |t| < 1, nous avons (produit de Cauchy)

(Zt’"ﬂ) (Zt"g) =01 D0 =D akyt
n=0 n=0 k=0 l,meN k=0
124m2=k
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ol q(k) désigne le nombre de couples (I,m) € N? tels que I> + m? = k. Considérons alors
I'application définie pour |¢| < 1 par

G(t) = %_t (Zt”Q) .

Nous pouvons écrire

/!\ =
e

S
P
e

=2

K

=
~_—

Maintenant, si I’'on observe que Z q(k) = p*(V/d), on peut écrire
k=0

G(t) = ier(\/E)tk.

T
D’aprés la premitre question pt(v/d) ~ —. Considérons alors pour |t| < 1

T — s 1
H(t) :=— D" = — .
Comme
4
o Ay

n—oo m(n + 1)/4

un théoreme classique (ref.... 7) implique que

2
G (1 N1 (&)
i i =i (o) m(zt ) -

soit encore
S e
= = 2T -1

Q.E.D.

® Commencer par calculer la limite lorsque x tends vers 1_ et pour en déduire la limite en
—1 découper la somme en parties paire et impaires...
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Exercice 308 (Optimisation dans un triangle ) (APMO, 1990).

Dans triangle ABC ou AB = 1, h désigne la mesure de la hauteur issue de C' et
f(h) le produit des trois hauteurs. Montrer que f est bornée et atteint sa borne
supérieure. A quelle configuration de ABC' cet extréma correspond-t-il ?

Solution 1 :

Solution 2 : Q

Exercice 309 (optimisation, combinatoire )
Quelle est la valeur maximum f(n) de

o(1) =o@)|+10(3) —o(@)[ +---+o(n—1) —a(n)]

o décrivant toutes les permutations de {1,2,...,n} ?

i)  Remarque liminaire : dans une configuration optimale les termes o (i) doivent alternati-
vement croitre et décroitre : en effet si (i) < o(i+1) < o(i+2) (ouoc(i) > o(i+1) > o(i+2))
alors |o(i) —o(i+ 1)+ |o(i +1) —o(i+2)| = |o(i) — (i + 2)], si bien que la permutation
associée a I'une des deux deux suites d’entiers (o(i +1),0(1),...,0(i),0(i +2),...,0(n)) et
(o(1),...,0(i),0(i+2),...,0(n),o(i+ 1)) fournira une somme strictement plus grande que
celle associée a o.

Passons a la solution. Mieux vaut distinguer les cas n pair et impair. Si n = 2m............ a
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Exercice 310 (Etude des espaces vect{ f*), k € N} et vect{z — f(z+a), a € R}

)
Pour f € €°(R,C) on définit

Ty = Vect{x — f,(z) = f(x —a), a € R},
et pour f € €< (R, C)
P = Vect{z — f¥(2), k € N}.
O Caractériser les applications f € € (R, C) vérifiant dim Z; < oo.

® Soient k € NU{oo}, f € €*R,C). On suppose dim F; = d < oo, montrer quil
existe ay,...,aq ER et @y1,...,p5 € €*(R,C) telles que

d
VaeR, fo=) ¢i(a)fa,
j=1

®© Plus précisément, si f € €°(R,C) vérifiant dim T = d < oo, montrer que les
applications @1, . .., pq sont €.

O En déduire que f € C*(R).

@ Etablir I’équivalence

d
(dim.J; =d < ) <= (dim %y = d < x0) <= (f(t) = ZPj(t)e)‘jt) .

J=1

O Il n'est pas difficile de démontrer que %y est de dimension finie si, et seulement si, il
existe une suite Aq,..., Ay de nombres complexes tels que

FOD LN @Y 4 N f=0.

f est donc solution d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants dont la
structure des solutions est parfaitement connue ([12], [33])

d
ft)=>Y Pit)eM', teR oh ) €C, P;eC[X].
j=1

Réciproquement, il est bien évident que pour de telles fonctions Z; est de dimension finie.

@ 7 étant engendré par les translations x — f,(z) = f(x—a), admet, s'il est de dimension
finie, une base de la forme f,,,..., f,,- Autrement dit, il existe des applications ¢, ..., q
de R dans C telles que

d
VaeR, fo=> ¢ia)fs,
j=1

et il reste a montrer que ces applications ont la méme régularité que f. Pour cela, le lemme
suivant est crutial

« Si E est un sous-espace vectoriel de dimension finie de €°(R) il existe une base de E*
de la forme (0yy,...,0z,) (00 6.(f) := f(x) est la masse Dirac au point x). En outre, si

(fi,-.-, fa) est une base de E : det((d4,(fi)))i; # 0. »
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Preuve du lemme : Comme dim(E£*) = dim(E) < oo et que toute famille (d,,...,0d,,)
est libre dans E* des que les réels x; sont deux a deux distincts 'existence de telles bases
est élémentaire. On vérifie alors sans peine que la matrice de passage P de la base de F,
(91, .,9a) dualede (0z,,...,0,,) alabase (fi,..., fq) est précisément la matrice ((dz,(f:)))i;
qui est donc de déterminant non nul. [ |

Ceci étant acquis, étant donné une base (f,,, ..., fo,) de TF et (c.f. le lemme) (z4,...,24)
tels que la matrice A = ((f,,;(z;))) soit inversible, nous avons

(X) VaeR, fi(z Z% ) fa, (

et en particulier

falap) = Y@ uw)) = Y pla)d, (). Vi€ {1, d),

Matriciellement cette égalité s’écrit

p1(a) fu(ar) - fa(aa)\ [ei(a) flar —a)
Al =1 : )= ;
wa(a) faglar) .. fay(aa)/ \ea(a) flag —a)

mais par le lemme précédent, A est inversible, si bien qu'en posant B = A™! = ((b;;)) le
systeme linéaire précédent s’inverse pour donner

d
a):Zbijf(aj—a), 1 SZSCZ
j=1

Ces égalités assurent que les applications ¢; sont au moins aussi régulieres que f.

® C(ette question maximise la précédente puisqu’il s’agit de montrer que les applications
@; sont € des que f est continue (rien d’étonnant, tout va s’expliquer dans la derniere
question). Pour cela, considérons’ une « approximation de I'identité » (6 ). Les applications
0, étant a support compact, et f continue donc localement intégrable, 'application 6, *x f
est bien définie, de classe € et on vérifie facilement que (0y x f), = Ok * f,. En outre, la
convolution étant linéaire

d
(%) (6k* f)a —ek*fa—ek*<2so] fa]>—2¢j(a><ek*faj Z% (O % f)a,

L’espace vectoriel .7, s admet donc (6 * f)ay, - -, (Ok* f)a,) comme famllle génératrice : il
est donc de dimension finie. En outre, (6y); étant une approximation de l'identité, la matrice
Ay = ((Or* fa,(25)))ij = ((02; (Or * fa;)))ij converge vers la matrice inversible A = ((fq, (2:))).
Par continuité du déterminant, il existe un entier kg tel que Ay € GL4(R), Yk > ko. La
linéarité des masses de Dirac d,, implique alors que la famille ((6x, * f)a,» - - -, (Oko * f)a,) est
aussi libre, ¢’est donc une base de %ko* 7 et la formule (X) implique alors que les coordonnées

7[ ]: 0 € €°(R), [ 0k(x)de =1, O (x) =0V|z| > 1/k et limy, 0, x f(z) = f(x) pour tout = € R et f € L} (R)...
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de (O, * f)a sont 1(a), ..., pa(a) : il ne reste plus qu’a appliquer la question @ a la fonction
(Oko * [)a € € (R) pour pouvoir affirmer que ¢y, ..., pq sont € et conclure.

O Soit f € €°(R) telle que dim(F}) < co. Avec (¥), nous avons

VzeR, f(z) Zso] ) fa; (0 Z% a;)

et comme d’aprés la question précédente, les fonction ¢; sont € il en découle immédiate-
ment que f l'est aussi.

@ Il reste a établir

(dim Jf =d < 00) <= (dim 7y = d < o0) <= (f(t) = ZPj(t)eAjt) :

j=1

La seconde équivalence a fait 'objet de la premiere question. Supposons que dim(.7) < oo,
f € €°(R) et pour tout k € N

d
(f9) e = (fa)® =D wi(=a) [P = Zg@ ®),, VacR,
=1

en particulier, en évaluant (f (k))_a a lorigine
d

FPa) = (F9)- Zso =Y pi-a)(fP)(~a), VaeR
i=1
ce qui montre que toutes les derlvees de f sont dans l'espace vectoriel engendré par les
fonctions a — ¢;(—a), 1 <i <d: P est donc de dimension finie.
Réciproquement, si dim(%) < oo, on peut écrire

d
-3 R
i=1
Comme il est facile de vérifier que
Vg,he €°R), a €C : JpnC T+ T, Tun C T

il en résulte que dim(.7,) < oo et dim(.7,) < oo impliquent que dim(7p4,) < oo et
dim(Z,) < 0o. Ainsi, vu la forme de f, il est suffisant de montrer que dim(.7,,_, nere) < 00
ce qui est immédiat. Q.E.D. a

Exercice 311 (inf{fol f/(z) — f(2)|dz, fe @ ([0,1],R), f(0)=0, f(1)= 1} _
e”t.) [10]

Existence et calcul de

mf{/ |f(z z)|dx, fe€€'([0,1],R), f(0)=0, f(1):1}.
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> Si on remarque que f'(z) — f(z) = e* (f(z)e™*)’, on peut alors écrire (puisque e® >
1, Ve >0..)
1 1 / 1 / 1
/ F(@) — fa)|da = / & |(f@)e) | da > / (F)e) de = .
0 0 0
Soit
m > 1/e.
> Considérons maintenant pour 0 < a < 1 les applications
e(z—l)
x si x€l0,qal,
fo(z) := ( a
et si x €]la,1].
On vérifie sans peine que f, € €*([0, 1], R) pour tout 0 < a < 1 et comme
! a
| 1) = fu@ldn =e (1)
0 2
nous avons
1 1 a 1
—<m<e® (1——) -z
e 2/ a—0 e
et finalement m =e ' J

Exercice 312 (Etudes de quelques équations fonctionnelles ) [25]

O Déterminer les solutions continues a lorigine (voire bornée sur un voisinage
de lorigine) de l’équation fonctionnelle

(X) 2f(2z) = f(x) +z, VzxeR

®  Déterminer les applications f @ R} — R tendant vers zéro en +oo et
solutions de l’équation fonctionnelle

V) flxfy) =yf(z), Va,yeRL.

©® Supposons que le probleme (X) admette une solution f : R — R. Il est équivalent
d’écrire

flo)=271f (g) +5 VzeR

De la, aprés une récurrence élémentaire on en déduit que pour tous x € R, ,n € N*

el B W T A
f(x):Q f<2n>+22+24+ +22(n—1)+22n
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soit encore
T T T T

f(;p):Q_nf(2£n>+§+§_’_,,,+—+

92(n—1) ' 92n’
n—1 k
1 x T 1
-5 (3) 12 ()

B 1f<x)+;1:1—2_2”
~oon? \9n 41— 922

Ceci est vrai pour tout entier n € N*, on peut donc passer a la limite sur n

7o) = g (s () + 102)

mais comme f est continue a l'origine 27" f(227") tends vers zéro avec n, donc

r(l—27) «x
r)=0+ lim ————= = —.
f(x) Jim 3 3
On trouve donc f(z) = /3, et réciproquement, il est élémentaire de vérifier que c’est bien

une solution : ¢’est I'unique solution continue a 'origine de I’équation fonctionnelle (X).

® Pour y = x I"équation fonctionnelle donne f(zf(x)) = zf(x) et donc z f(x) est un point
fixe (non nul) de f pour tout z € R%. Notons a = zf(x) un tel point fixe. Nous avons ~ [J

Exercice 313 (Quelques applications de I'inégalité de Jensen ) [43]
O  Montrer que pour tout x > 1
+—+

(%) — —~
r—1 o x+4+1 =z
En déduire une nouvelle démonstration de la divergence de la série harmonique.

1 1 1 3
<

O  Démontrer que parmi tous les polygones convexes inscrits dans un cercle, ce
sont les polygones réquliers qui possedent une aire maximale.

® La stricte convexité de I'application f : z +— 1/x sur RY implique avec

)\1:)\2:>\3:%, rin=x—l,xo=z, x3=x+1
que
FAzy + Aawg + Asxg) < A f(xy) + Ao f(x2) + A3 f(z3)
soit
1 1 1 1
2 3@=1) "3 " 3@sl)

(X) est bien démontrée®.

811 faut tout de méme remarquer que c’est ici un luxe d’utiliser I'inégalité de Jensen, (X) se démontre élémentairement

il + -1 < % < 22 > 22 — 1 inégalité immédiate pour = > 1.

comme suit : (X) < ]

T
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Pour I'application, supposons que la série harmonique converge, alors avec (X)
il— +1+1 T s T Iy
—k 34 5 6 7 3.6 9 B
contradiction et la série harmonique est bien divergente.

® Comme on le voit sur la figure tout tel polygone peut étre considere comme un agglomé-
rat de triangles isoceles admettant tous 'origine comme un des sommets et dont la réunion
des aires est celle du polygone. L’aire achurée du triangle sur la figure vaut %sin(@l) et si on
désigne par 0, ...,0y les angles correspondants, 1’aire du polygone sera

43 pn

Jj=1

N
j7 O<9j<7T, 29]:
=1

[\.’JI»—l

Par concavité de la fonction sinus sur [0, 7] nous avons avec Jensen

N
1 2
=3 ]E:1 sin(6;) < — sm E sin(f;) | = gsin (%) .

Par stricte concavité de la fonction sinus sur [0, 7], le cas d’égalité dans la formule de Jensen
assure qu’il y aura égalité dans la formule précédente si, et seulement si ; = <, configuration
qui correspond bien au cas d'un polygone régulier.

i} Profitons-en pour signaler que cette inégalité et son application pour la divergence de la série harmonique sont attribuées
au mathématicien Italien Pietro Mengoli (1625-1686).
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Exercice 314 (Combinatoire : les nombres de Bell ) [15]

Pour tout n € N*, on désigne par B,, le nombre de partitions de ’ensemble [1, ..., n|
avec par convention By = 1.

O  Montrer que pour toutn € N : B, = Z C’kBk

®  Montrer que le rayon de convergence R de la série génératrice exponentielle
f(2) = Yoo Brzm de la suite (B,)§° est strictement positif et calculer f(z) pour
|z| < R.

1 o= k"
®  Montrer que B":EZH'

@ Associons a tout entier 0 < k < n, I'ensemble Ej, des partitions de [1,2,...,n+ 1] telles
que la partie de [1,2,...,n+1] contenant n+ 1 soit de cardinal k+ 1. Le cardinal de Ej, vaut
C*E,_}. (car une telle partition est déterminée par les k éléments restant pour compléter la

partie de [1,2,...,n + 1] contenant n + 1 (soit C* possibilités, & laquelle on peut adjoindre
les B,,_j partitions de I’ensemble a n — k éléments restant). Comme Ey, Fy, ..., F, forment
une partition de U'ensemble des partitions de [1,2,...,n + 1], on a bien

By = ch nk = Bny1 = ZCkBk

® Montrons par récurrence sur n € N que B,, < n!. Comme BO By =1,B,=2, B3 =5,
la propriété est vérifiée pour n < 3. Supposons la vérifiée jusqu’au rang n, alors

Bpi1 = ch<nlz <n'21— (n+1)!

B
On a donc —T < 1 et le rayon de convergence R de la série entiere f(z) = >, %z” est
n/ !

supérieur ou égal a 1.
On va utiliser la formule démontrée dans la premiére question pour calculer f(z). Pour

€] — R, R]
Flay= Do =1 3

donc
0o Bn .
HORDS n,“
k=0 ’
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On reconnait alors dans le dernier terme le produit de Cauchy des séries entieres Y .- %z” =
n . o . ’
f(z) et D772, % = e” de rayon de convergence strictement positif : on a donc

1'(z) = f(2)€?, Vz€|l—R,R|.

En integrant cette équation différentielle, il existe une constante C' € R telle que f(z) = Ce
sur | — R, R[; enfin, comme f(0) = By =1, C' = e~! et finalement

f(z)=e""'  Vz€]-R,R]

e?

/ . -\ n 7 . .
® Le rayon de convergence de la série entiere )7 /= = e étant infini, on a

; [ee] nz o0 1 o k
=3 sz<2(n§) ) vieC

n=0 n=0 k=0
La série double Z(mk) enz Unk (01 Uy g = %) est sommable’ ; il est donc légitime d’échanger
I'ordre de sommation
-1y (% Sy S(ixm)e sq-rn
)= - U, == - Unp, - - _ ) - ) )
e ok e ok e n! : :
n=0 \k=0 k=0 \n=0 k=0 n=0
soit par unicité des coefficients
P e n!’
Q.E.D. 0
Exercice 315 (Probabilités et formule de Taylor ) [31], exercice 12.

Donner une preuve probabiliste de ['affirmation suivante : « la somme des coeffi-
cients de 2°, x, 2%, ..., 2"t dans le dévellopement en série de Taylor de (2 —x)™"

est 1/2. »
a
Exercice 316 (Une suite dans C[ X, X5, ..., X,,] qui « s’annule » sur C ) [10],
2004.
O Soit (P)r C C[Xy,Xy,...,X,]. On suppose que pour tout x € C" il existe
k € N tel que Py(x) = 0. Montrer qu’il existe un entier k tel que Py, soit le polynome
nul.
® Si on remplace C par Q, la conclusion de @ reste-t-elle valable ?
a

Ocar Sy, [un | = el fnl et 3, 5 fun | = e voir [12] (T2, page ..).
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Exercice 317 (Autour de la série harmonique ) [G].

"1
On pose pourn € N*,  H, = Z = Montrer que
k=1

= 1
~  La série Z —— diverge.
— kHj

Exercice 318 (n(n® + 1)/2 est valeur propre de toute matrice magique A €
M,(R).) [34], E 793-1947.

Montrer que toute matrice magique A € M,(R) admet n(n® + 1)/2 comme valeur
propre.

Soit A € M,(R) une matrice magique'”. Désignons par s la somme des composantes d'une
colonne de A, si X =%(1,...,1) € R", comme A est magique

AX = sX.

La somme des n? premiers entiers vaut n*(n? + 1)/2 et c’est la somme des n colonnes de A
soit n?(n? 4+ 1)/2 = ns et finalement s = n(n? +1)/2. a

Exercice 319 (Une base de deux Banach X et Y n’en est pas forcément une
pour XNY ) [34]

Exercice 320 (Encore un peu de dénombrement ) [19]

Dans chacune des n maisons d’une rue rectiligne se trouve un ou plusieurs enfants.
Dans quelle maison doivent-ils tous se rencontrer de telle sorte que la somme des
distances parcourues soit minimale ?

Désignons par x; la coordonnée linéaire du i-eme enfant ol 'on a arrangé la numérotation
de telle sorte que 1 < 29 < --- < x,. Il est clair que ce probleme admet toujours au moins
une solution, désignons par i la coordonnée du (d’un des) meilleur(s) point de rendez-vous.
Supposons que r enfants vivent a droite de la maison i et [ a sa gauche

10Une matrice est magique si les sommes des composantes de chacunes de ses lignes et de ses colonnes sont égales et si
elle est & coefficients dans {1,2,...,n2} tous ces entiers apparaissant exactement une fois dans A.
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Exercice 321 (La courbe d’équation y = z* + 923 + az? + 9z + 4 admet-elle 4
points alignés? ) [10].

Soit a € R. Pour quelles valeurs de « la courbe

(Cq) y =2+ 92° + ar? + 9r + 4

admet-elle 4 points alignés ¢

=) Fixons nous a € R et une droite (D, ;) d’équation y = ax+b. Le point (z,y) appartient
a (Cy) N (Dyyp) si, et seulement si

fapr(@) i=2"+92° +az®+ (9 —a)z +4 - b= 0.

I s’agit donc de déterminer une condition sur « pour que la fonction f,; admette 4 racines
réelles distinctes. Si tel est le cas, le théoreme de Rolle assure que f; , admet 3 racines réelles
distinctes et de méme f, admet 2 racines réelles distinctes. Mais f7,(z) = 122 4 54z + 20,
son discriminant A = 54% — 96« doit étre strictement négatif, i.e. o < 243/8.

(<) Réciproquement, si o < 243/8 et montrons qu’il existe (a,b) € R? tel que f,, admette
4 racines réelles distinctes.
o < 243/8 assure que le discriminant de f7,(z) = 122° + 54« + 2 est strictement négatif,
o admet donc deux racines réelles z; < 25 et nécessairement
fop est strictement croissante sur | — oo, 2]

fr, est strictement décroissante sur [zy, 2o]

fr, est strictement croissante sur |2y, +00].

En particulier f; ,(21) > f; ,(22) et la constante a n’apparaissant que dans le terme constant
de fc’hb, il est donc possible de choisir convenablement a de telle sorte (faites un dessin) que

fé,b(zl) >0 et fclb,b(22) <0.

De plus, comme lim, f; , = +00, lim_o f; , = —oc la fonction f, , admet forcément trois
racines réelles distinctes y; < yo < y3 et

fap est strictement décroissante sur | — oo, y1],
fap est strictement croissante sur [y, yal,

fap est strictement décroissante sur [ys, ys|,

fap est strictement décroissante sur [yz, +00].

On va maintenant jouer sur b qui n’apparait que dans le coefficient constant de f,; sous la
forme 4 — b : en d’autres termes, augmenter b revient a translater le graphe de f,; suivant
la direction de 'axe des ordonnées. comme f,5(y2) > fas(y1) > fas(ys) il suffit de choisir
correctement b € R pour que fop5(y2) >0, fas(y1) <0, fas(ys) <O. a
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Exercice 322 (Un théoreme d’Erdés sur les fonctions multiplicatives mono-

tones ) [34], (8)1986.
Un fonction arithmétique f : N — N non identiquement nulle est dite multipli-
cative si

des que mAn =1,

f(mn) = f(m)f(n)

et complétement multiplicative si

f(mn) = f(m)f(n)

O Montrer que si f est complétement multiplicative et croissante, il existe une

pour tous n,m € N.

constante « telle que f(n) =n®, ¥Yn € N*.

® Montrer que toute application multiplicative croissante est complétement mul-
tiplicative.

Exercice 323 (Autour d’une ellipse) Problem of the week, spring 2006.

Dans une ellipse & d’aire 1, on considére deux cordes paralléles respectivement auz
deuz azes de &. Ces deux cordes divisent [’ellipse en quatre régions, montrer qu’au
moins deuz regions ont une aire inférieure ou égale a 1/4.

Sans perdre de généralité, supposons que
les deux cordes se coupent dans le premier
cadran (fermé); si on rajoute les deux axes
de & et les deux cordes symétriques dé-
duites des deux premieres par une symétrie
de centre O le centre de & on obtient 16
régions dont les aires sont désignées par les
lettres A, B,C, D (voir la figure, certaines
bien entendu, pouvant étre d’aire nulle si
une corde est confondu avec un axe). Il déja
clair que B < 1/4, nous allons montrer que

la somme des aires des deux régions gri-
sées est inférieure ou égale a 1/2. En effet,
elle vaut (B + 2C) + (B + 2D) et comme
4(A+ B+ C+ D) = Aire(&) =1 on aura

(B+20)+(B+2D) = 2(B+C+D) = %(1—4/1) <

Ainsi, une des deux quantités B+2C, B+2D
est inférieure & 1/4 ce qui acheve la dé-
monstration (les deux domaines seront (B)

et (B,C,C,B) ou (B, D, D, B)). |
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Exercice 324 (Autour du théoreme de Gauss-Lucas ) [43]

® Montrer que pour tout polynome P(z) = ag+ a1z + - - -+ aqgz® € Clz], les racines
du polynome dérivée P' sont dans l’enveloppe convexe des racines de P (théoréme
de Gauss-Lucas).

0 (l’inégalité arithmético-géométrique complexe) Soient n nombres com-
plezes z1, ..., z, tels qu’il existe ¢ € [0, 7/2[ vérifiant

zj=pie?, 0<00;l < <m/2, VI<j<n.

(voir la figure) Montrer que

1/n< \z1+22+~-+zn\.

cos(P)]z1 ... 2, < n

® Soit H I’enveloppe conveze des zéros de P(z) = ag+aiz+---+aqz? € Clz], (d >
1). Montrer que

‘ ag 1/d 1 ‘PI(Z) y gH
9 z 9

P(z) ~ dcos(p) | P(z)
(c’est l'inégalité de Wilf) ou ¢ est la moitié de l'angle « de vision » de H du point
z (voir la figure ci-dessous). Retrouver le théoréme de Gauss-Lucas.

O Soient 7,...,7, les racines deux a deux distinctes de P de multiplicités respectives
mi,...,m, de telle sorte que P(z) = (z —ry;)™ ... (2 — r,)™"; aprés un calcul classique
Pl(z) my My,
P(z)  z-—m Z—ry

Un zéro de P’ qui est aussi un zéro de P est trivialement dans H, considérons donc zy un
zéro de P’ qui n’est pas un zéro de P ; I’égalité précédente s’écrit

0= m 4+t Mn
20— T 20 —Tn
Cm@-T) | (R T
|20 — 71| |20 — 7n?

=M(Z0—T) 4+ M(Z0 — Tn),
ot A\ :=mg/|Z — Tx|* € R,. La dernitre égalité peut alors aussi s’écrire
o Ary e Aty
0= M4+ N\,
qui assure que zg est combinaison convexe des racines de P.

I

® Nous avons
ot 2] > [Re( o+ 2,)

= |z1] cos(0y) + - - - + |z cos(6,)
> (Jz1] + - + [2a]) cos()
> n(|z1] .. |2a])' " cos(v)
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ot l'on a successivement utilisé la décroissance de la fonction cosinus sur [0, 7/2] et I'inégalité
arithmético-géométrique'" sur les réels positifs |z, 7 =1,...,n.

® 2 Soient rq,...,rqlesracines de P comptées cette fois-ci avec leur multiplicité et z € C
un nombre complexe en dehors de ’enveloppe convexe H des zéros de P. Sous forme polaire
nous avons z — 1 = pje”’f soit

1 .
=p; e, 1<j<d,
Z—Tj

ou §; < 2, (1 < j < n). L'inégalité arithmético-géométrique complexe implique (bien
remarquer que H fermé convexe et z ¢ H impliquent ¢ € [0, 7/2]...)

n

1
ZZ—T]'

j=1

1/n 1
S —
n

1 1

Z2—=r;j zZ—ry

cos(1))

qui peut aussi s’écrire

1/n /
1 |P
I | < ‘ G v.em

P(z)| = ncos(d) | P(z)

2 S'il existe un zéro de P’ qui ne soit pas dans H, il n’est donc pas une racine de P et par
I'inégalité de Wilf

1/n /
P(2) ncos(y) | P(z)
ce qui est absurde, le théoreme de Gauss-Lucas suit. 4

Exercice 325 (Différentiabilité de M,(R) > M — (tr(M),tr(M?),... tr(M™))
et applications) [10]-2006.

©® Montrer que lapplication f : M,(R) — R" définie par
F(M) = (tr(M), tr(M?),... tr(M™)), M € M,(R")
est différentiable et calculer df (M)(H).

O Soit M € M,(R). montrer que le rang de df (M) est égal au degré du polynome
manimal de M.

® En déduire que l'ensemble des matrices de M, (R) dont le polynome caractéris-
tique coincide avec le polynome minimal est un ouwvert de M, (R).

©® On apour k € N*

T
L

tr(M + H)* = tr(M*) + Y tr(M HM* )+ O(||H||?),

i

Il
o

11 in oGt a2+- -+ an

n

(ara2...an) pour aj ...an € Ry.

version du 7 mars 2008



Patrice LASSERE Petit Bestiaire d’Exercices pour I’Oral de I’Agrégation Interne 377/408

et l'identité tr(AB) = tr(BA) entraine alors
tr(M + H)* = tr(M*) + kte(M* H) + O(|H||?).
Les fonctions composantes de f sont donc différentiables, il en va donc de méme pour f et

df (M)(H) = (te(H), 2te(MH), ..., ntr(M" " H)).

® Pour X € M,(R), désignons par ®x la forme linéaire sur M,(R) définie par ®x(H) =
tr(X H). L’application X — ®x réalise un isomorphisme entre M, (R) et son dual M, (R)*.
Ainsi les formes (®,;+)0"" forment une famille de rang égal & celui des matrices (M*)p~! lui
méme égal & d le degré du polynéme minimal de M. Par conséquent, dim ker df (M) = n?—d,

donc rgdf (M) = d.

® Le polynome minimal divisant toujours le polynome caractéristique, I’ensemble % des
matrices dont les polynéme minimal et caractéristique coincident est formé des matrices pour
lesquelles le polynome minimalest de degré n. Soit M € €, on sait donc que rgdf (M) = n et
comme df (M) est continue, il existe'? un voisinage de M dans M, (R) sur lequel rgdf > n.
Par conséquent € est ouvert dans M, (R). a

Exercice 326 (Une inégalité...) [34]

Sotent 1 > 19 > ..., x, > 0 tels que

D ;<400 et Y a? <107,
j=1 j=1

montrer que

V1 +y/za > 10.

Si xz; > 100 il n’y a rien a démontrer, supposons donc x; < 100. On peut alors écrire

n n
103 §x%+2x§§x%+xzz%

j=2 Jj=2
S I% + ZE2<400 — J]l) = J]l(l‘l - ZL’Q) + 4001‘2
< 100(x1 — x3) + 40029 = 10021 + 300z

soit
10 < 21 + 3xs.
Maintenant
(VZ1 + V/T2)? = 21 + @2 + 2¢/T172 > T1 + Ty + 2/ToTs = 71 + 379 > 10,
ce qu’il fallait démontrer. EI

12 par continuité de I’application déterminant...
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Exercice 327 (Autour des cordes universelles des fonctions continues ) [21],
[10]-2007/4.

Soit f € €([0,1],R) telle que f(0) = f(1). On dira que ¢ > 0 est une corde pour
[ s’il existe un nombre réel x tel que x et x + ¢ soient tous deux les dans [0, 1] et
vérifient f(x +c) = f(x). On dira que c est une corde universelle s’il est une corde
pour toute fonction f € €([0,1],R) telle que f(0) = f(1).

O Montrer que les réels 1,1/2,1/3,...,1/n,...(n € N*) sont des cordes univer-
selles.

O Soit 0 < c <1 qu ne soit pas linverse d’un entier. Construire une fonction
g € €(]0,1],R) vérifiant g(0) =0, g(1) =1 et g(x + ¢) = g(x), z € [0,1 —|. En
considérant f(z) := g(x) — x, montrer que ¢ n'est pas une corde universelle.

® (Application) Un marcheur parcourt (continuement) 40 kilométres en deux

heures. Montrer qu’il existe une période d’une heure ot il parcourt 20 kilométres
exactement.

® On suppose que
f(z+3/10) # f(x), Yz el0,7/10].

Montrer que f s’annule au moins 7 fois sur [0, 1].

© Pour une telle fonction et n € N*, écrivons

() ADGE) AE)E(5) rsm =

Si 'une des n parentheses s’annule, 1/n est une corde de f. Sinon, considérons la fonction
d(z) := f(x +1/n) — f(x), elle est continue sur [0,1 — 1/n] et la formule précédente s’écrit

d(0) +d(1/n)+---+d(n—1/n) =0.

Comme les réels d(0),d(1/n),...,d((n — 1)/n) sont non nuls mais de somme nulle, deux
d’entre-eux au moins sont de signe contraire et par continuité de d le théoreme des valeurs
intermédiaires assure que d s’annule sur l'intervalle d’extrémités ces deux valeurs. il existe
donc z € [0,1 —1/n] tel que d(z) =01i.e. f(x) = f(x+1/n): 1/n est bien une corde pour f.

® Supposons maintenant que ¢ ne soit pas l'inverse d’un entier, comme dans la question
précédente on commence par construire une fonction g continue sur [0, 1] telle que

g(0)=0, g(1)=1 et g(x)=g(x+c), z€[0,1—(.

Il est possible de s’assurer de 'existence d’une telle fonction en dessinant son graphe mais il
est aussi possible de donner une formule explicite de I'une d’entre-elles :

g(x) = Sm<<2:7r>>
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Considérons alors
f(z):

x
[ est continue sur [0,1], f(0) = f(1) = 0 mais ¢ ne peut étre une corde pour f : en effet, s’il
existe x € [0,1 — ¢] tel que f(z) = f(z + ¢) alors

flx+e)=flx) = (@+e—glz+0) - (x—-g(r) =c>0,

et ¢ n’est pas une corde universelle.

—g(z), xe€][0,1].

(3]

® Pour x € [0,7/10] application continue = +— f(z + 3/10) — f(z) ne s’annule pas;
elle garde donc un signe constant que 'on peut supposer strictement positif. On a donc
f(z +3/10) > f(x), Yo € [0,3/10]. En particulier f(9/10) > f(6/10) > f(3/10) >
f(0) = 0et 0 = f(1) > f(7/10) > f(4/10) > f(1/10). Ainsi, sur chacun des inter-
valles ]1/10,3/10[,]3/10,4/10[,]4/10,6/10[,]6/10,7/10[,]7/10,9/10[ f change de signe, donc,
d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires s’annule. Comme f(0) = f(1) = 0 elle admet
au moins sept zéros sur [0, 1]. a

Exercice 328 (Accélération de la convergence vers la contante d’Euler )
[34], mai 1993.

La constante d’Euler v est traditionellement définie par la limite

1 1 1
v = lim U, = lim (1+——|——+---+——10g(n)) = lim U,.
n

n—00 n—o0 2 3 n—00

1 1
— < U,—v<-—, neN.
2(n+1) TS "

@ Si on modifie légérement la suite (U,), en la remplacant par la suite (V,), ot

O Montrer que

Vieltsptigop i 41
nT Ty T3 n B\ a )

nous allons vérifier que la convergence est notablement accélérée, plus précisément
nous avons

1 1
- _<V,—-y<—, neN
24(n + 1)2 TS ogpr

Pour cela, soit f(z) = —(z+1)7" — log(z + 1) + log(z + 3).
~  Veérifier que V,, — Vi1 = f(n), n € N.
1

~  Montrer que —f'(z) < $(z + 3)~*. En déduire que

1 1 kL dt
< = 1\-3 —3 Wb
f(k) < 12(]6‘—!—2) </k t B

et montrer l'inéqgalité de droite.

~»  Faire de méme a gauche et conclure.
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o
® Comme 1
fiw) = Tle+ DPe+1)@+32)) ©€ R:
on a 1
—f(z) < i TERE

De la, lim, ., f(x) = 0 assure que pour tout k € N*
o 1 [ 1
Maintenant, en remarquant que (k + 1/2)? = k? + k + 1/4 > k(k + 1) on peut écrire

L 1 1 2k _/’f“ 3
k+1/28 S hr12k2k+12 2 B2 J, &%

(cette inégalité peut étre suggérée par par la figure ci-contre) soit

1 k+1
/ z3dx, Yke N~
k

f(k’)<ﬁ

Exercice 329 (A la recherche des points isolés de { A € M,(C) : P(A) =
0}, PeCla])

[10]-2005.

Soit P € Clx], un polynéme non constant. L’objectif est de déterminer les points
isolés de & :={Ae M,(C) : P(A)=0}

O Soit A€ &, montrer qu’il existe une voisinage V' de l'origine dans M, (C) tel
que (I, + H)A(I, + H)™' = A pour tout H € V.

O Si de plus A est isolée, montrer que AM = MA pour toute matrice M €
M, (C), en déduire que A = \I,,, X\ € C.

®© Soit A\ une racine de P de multiplicité supérieure ou égale a 2; a l'aide des
matrices My, = X, + k™' E1o, montrer que M\, € Iso(&). Enfin, montrer que Iso(&)
est l’ensemble des matrices scalaires AI,, ou \ est racine de P de multiplicité 1.

] I est essentiel de se souvenir qu’'un point isolé est toujours dans I’ensemble. Remarquons
aussi qu'ici & est fermé comme image réciproque du fermé {0} par I’application continue
A — P(A). On peut enfin observer que A € & implique que les valeurs propres de A sont
des racines de P et que la classe de conjugaison ¥4 = { P"'AP, P € GL,(C)} de A est
aussi dans &. Comme ., est non bornée deés que'® A # A1, il en sera de méme pour & deés
que P admet au moins deux racines distinctes.

13voir exercice? ? 7 sur les classes de conjugaison.
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O L’ensemble Q ={H € M,(C) : I,+ H € GL,(C) } est bien entendu ouvert et pour
H e Q,A e & nous avons

P((I,+H)A(L,+H)™") =, + H)PA)(I,+H)" =0.

Par conséquent I’application continue ¢ : Q3 H — ¢(H) = (I,+H)A(I,+H) ' € M,(C)
est a valeurs dans & (i.e. p(Q2) C &). En outre,vu que ¢(0) = A, pour tout voisinage V' de
A, o 1(V) est un voisinage de I'origine dans (2.

Supposons maintenant que A € Iso(&), il existe un voisinage V4 de A dans M, (C) tel que
ViNn & = {A}, et, vu ce qui précede, un voisinage V, de lorigine tel que Vo C o= 1(Vy).
Ainsi, comme ¢(§2) C & nous aurons ¢(Vy) C VaNé& = {A} soit (I, + H)A(I, + H)' = A
pour tout H € V.

® (I,+H)A(l,+ H)™' = A pour tout H € Vj implique HA = AH pour tout H € Vj,.
A commute déja avec le voisinage de l'origine Vj; soit B € M, (C) une matrice arbitraire,
il existe ¢ > 0 tel que (ici, le fait que € soit ouvert dans M, (C) est fondamental puisqu’il
assure 'existence d'une vraie boule B(0,¢) C €)...voisinage relatif ne suffit pas...) eB € V; si
bien que €(BA) = (¢eB)A = A(eB) = ¢(AB) soit BA = AB. Ainsi tout point isolé A de &

commute avec tout M, (C), par un exercice classique d’algebre linéaire ([33]) A = AI,,, A € C.

] Tl est bon de remarquer a ce niveau de 'exercice que A = \I,, € M,(C) N & implique
0= P(A) = P(\)I,, soit P(A) =0 et X est un zéro de P. Les éventuels points isolés de &
sont donc dans 'ensemble fini { A, P(A) =0}.

® A désignant I'ensemble (éventuellement vide) des racines simples de P, montrons que
’ensemble des points isolés de & est & := { \I,,, A € A }.

> Si A est une racine multiple de P, alors (X — \)? divise P. Considérons la suite
de matrices M, = M, + k™ E5, k € N*, elle converge vers A\, et on a (M, — )\In)Q =
(k~1E}5)? = 0, si bien que

P(My)= [ (M- pL)= (M, —A,)*Q(M,;) = 0.
p o P(p)=0
(comme polynémes en M, les endomorphismes du produit commutent justifiant les deux
égalités) La suite (My), est donc bien dans & et AI, n’est pas isolé dans &

> Si P admet au moins une racine simple A(€ A) montrons que A, est isolée dans
&. Sinon, il existe dans & \ {\[,,} une suite (Ny), convergente vers AI, et par continuité
de I'application A — x4, la suite de polynomes yy, converge vers y;, = (A — X)". Mais
cette suite convergente est inclue dans 'ensemble fini { x4, A € &} (fini car les valeurs
propres d'un élément de & sont forcément des racines de P) elle est donc stationnaire i.e.
xn, = (A — X)" a partir d'un certain rang. On a alors :

XN, = ()‘ - X)n
P(N;) =0
A racine simple de P,

et dans ce cas, la seule alternative est que le polynome minimal de Ny soit égal a X — A,
i.e. Ny = Al, a partir d’un certain rang et le point A[,, est bien isolé dans &. |
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Exercice 330 (Supplémentaires universels d’'un espace de dimension finie )
[34] 7-1985 & 8-1986.
Soit E un K espace vectoriel de dimension finie d. On dira qu’une famille (E;)cr
(I est au plus dénombrable) de sous-espaces de méme dimension k de E admet
un supplémentaire universel F' dans E si B; ® F = E pour tout i € 1.
@ FEtudier le cas ou E = 7/27.
® [ci K =R (K= C se traite de méme) et pour tout i € I, (€},¢h, ... ek)
désignera une base de E; enfin, si E4F = E x --- x E désigne le d — k produit
cartésien de E avec lui-méme on définit f; : E?% — R par
fi o BEYF s (v, vask) = filvn, o vgeg) = det(el eb, . ek v, vak) € R
2> Montrer que O; = f; 1(R*) est un ouvert dense de E47*.
o Conclure.
(3]
1)

® o Par le théoréme de la base incomplete O; est non vide et c’est un ouvert (E™ % est
bien entendu muni de sa topologie usuelle d’espace vectoriel normé) vu I’évidente continuité
des applications f;.

Il reste a établir la densité. Soit u = (uy, ..., u,_1) € E" %, pour v € &; I'application

pi(x) = filzu +v) =det(el, ey, ... el xus +v1,. .., Ty, +V4-1), T ER,

est un polynéme en x non identiquement nul puisque p;(0) = f;(v) # 0. Il existe donc R > 0
tel que z > R implique p;(z) # 0. Ainsi xu + v et par suite u + x~'v (car pour z € R* on a
pi(z) = 2"p;(u+ x7v)...) est dans ; pour tout z > R. Mais

lu—(u+az"v)[=27"|v]] — 0
T——+00

Toute boule centrée en u rencontre donc &; qui est bien un ouvert dense de E" .
Pour achever la démonstration, le théoreme de Baire assure que N;en@; est une partie dense

de E"7* et pour tout (e1,...,e, ) € Nien@; 'ensemble F := vect{ei,...,e,_} convient.
(1]
1) a

. . oy 109 4.—
Exercice 331 (Partie entiere de > ,” k=2/%) [15].
10°
Déterminer la partie entiere de Z k23,
k=1
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La fonction ¢ — t=2/3 est positive strictement décroissante sur R%, on a donc pour tout
n>2
et 1 Todt
B R R S
Soit
10° 10° 10°
dt 1 / dt
=<y —=< —
/2 £2/3 ; L2/3 NRTE
donc
10° 1
3 (VI T - V2) < > o <3 (V107 — 1) = 2997
k=2
et comme

3 (6/109 1 6“/5) >3 (\/3 109 — \3/5) > 2996
on en déduit (en rajoutant le terme correspondant a n = 1) que

109

1
2997 < Z o7 < 2098,
k=1

La partie entiere vaut donc 2997. Q

Exercice 332 (Le saviez vous? ) [49], [34] (1974-81).

O Montrer qu’il existe une famille non dénombrable (N, )qer de parties deux d deux
distinctes de N qui soit totalement ordonnée pour ['inclusion.

O Montrer qu’il existe une famille non dénombrable (N,).er de parties deux d deux
distinctes de N dont lintersection de deuzr quelconques éléments est finie.

O Soit f : N — Q une bijection et considérons pour tout x € R les ensembles de niveau
N, :={neN : f(n) <z}. La densité de Q dans R assure que (z #y) = (N, # N,) : la
famille est bien constituée d’éléments deux a deux distincts de Z(N) et est non dénombrable.
En outre par construction (x <y) = (N, C N,) : elle est donc bien totalement ordonnée
pour l'inclusion.

® Enumérons les rationnels Q = {z,, n € N}. Maintenant, pour tout réel z € [0, 1]
fixons nous une suite de nombres rationnels deux a deux distincts qui converge vers z et
désignons par N, les indices de cette suite dans I’énumération précédente. Les ensembles NV,
sont clairement des parties dénombrables de N. En outre pour x # y dans [0, 1] 'ensemble
N, N N, est fini puisque les suites correspondantes convergent vers des limites différentes.d
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Exercice 333 (Analyse sur une ligne brisée )

On considere une ligne brisée dont les longueurs Ly, Lo, ... Ly, ... des segments suc-
cessifs S1,S9, ..., Sn, ... valent respectivement 1,1/2,...,1/n,.... Soit 6 € [0, 27|,
on suppose en outre que chaque segment fait avec le précédent un angle 6. Déter-
miner la distance et l’angle entre l’extrémité initiale et finale (lorsqu’elle existe...)
de cette ligne brisée.

On se place dans le plan complexe et sans perdre de généralité supposons que le premier
segment relie les points 0 et 1. Il est alors clair que pour § = 0 (resp. § = m) la ligne brisée
va (par divergence de la série harmonique) décrire tout le demi axe R, (resp. R_) qui n’aura
donc pas d’extrémité finale. Nous allons vérifier que ce sont les seules valeurs de 6 qui font
« diverger » la contruction.

. . . 0 N
Fixons ¢ € [0,27], le second segment va relier les points 1 et 1 4 5 ; le n-ieme segment
i(n—1)60 , . , ’ s
——— et par conséquent, lorsqu’il sera raccordé aux n — 1 précédents
t ez n ei(k—1)6
son extrémité finale est ), | S

Ainsi, a 0 fixé, la ligne brisée aura une extrémité finale si, et seulement si la série

représente le complexe

o ilk=1)0
(%) >
k=1

converge.
> Si 6 = 0(7) on retrouve la série harmonique, la ligne brisée n’a pas d’extrémité finale.

> Pour § % 0(m) écrivons ¢'®~V0 . L = g . b, alors

i - (k10 1— e 2
— UR—
Dok =D e S‘l_ew §’1_6w|<oo.
k=1 k=1
Comme by = 1/k décroit vers 0 la convergence de la série (X) est assurée par le lemme

d’Abel ™.

Il reste maintenant a évaluer la somme de la série, pour cela utilisons un autre théoreme

d’Abel® :
Si E ¢ converge, alors lir{1 5 et = E C.
r—1_
k>1 k>1 k>1

On peut donc écrire

0 pilk—1)0 o0 (Teike) '

E = lim E ceT

k r—1_ k
k=1 k=1

Myvoir par exemple........ccooeeeeeen
15Et cette fois-ci.............
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et poser z = re? pour reconnaitre le développement en série entiere de la valeur principale

de z — —log(1 — 2)' :
Z ¢ = lim —elog(1 —re®) = —e?log(1 — %)
P} r—1_
ainsi
0 z(k 1)0 ) )
Z = —¢?log(1 — ")
k=1

= '™ Jog(2sin(h/2)e'?=™/?)

_ (itr) <1og<2 sin(6/2)) +1- W)

La distance entre les deux extrémités de la ligne brisée est donc égale a

\/10g2(2 sin(6/2)) + (Q_TW)Q,

et I'angle

T — 0+ arg (log(2 sin(0/2)) +i- = W) .

i) Remarque : Pour montrer que

2 eik? T—0
(V) Z —log(1 — ) = log(2sin(0/2)) + -

k=1

on peut aussi utiliser les séries de Fourier. En effet la série Fourier de la fonction 27-périodique
impaire égale a ¢ — (7 — 0)/2 sur [0,27] est } -, Sm(ke), celle de 0 — log(2sin(6/2)) est

=D k1 Coslike) . Les deux applications étant de classe ¢! sur |0, 27| elles y sont développables
en série de Fourier, soit

3 %}je) = —log(2sin(6/2), Y sin(kf) _ > b 0<p<om

k>1 k>1

La relation d’Euler e?* = cos(kf) + i sin(k6) nous redonne alors (V).

16log(z) =In(|z]) +i-arg(z), 2 € C\R_, -7 <arg(z) <met log(l —2) = =3 ;> 2% /k pour 2| < 1
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Exercice 334 (La formule de Stirling via la loi de Poisson ) [34], 2007-3.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (S, <7, p) suivant
une loi de Poisson de parametre X > 0, i.e.

k
kL
O Calculer sa fonction caractéristique px, et montrer que
k* 1 ["

Ik = —67)\ = —
k! 2r ).

p(Xy =k) k € N.

M -1-0)gg Yk e N.

O En déduire la formule Stirling

O Ona

o0
ox,(0) = p(Xn = R)e™! = Y,
k=0
La convergence uniforme sur R (par rapport a la variable 6) et donc sur [—7, 7] assure une
intégration terme a terme pour en déduire que la série précédente est bien la série de Fourier
de px, :
1

p(Xy=k) = 2—/ ox, (e *dh, VYA>0, keN.
T

—T

En particulier, A = k donne la formule désirée.

® Faisons le changement de variable y = 8v/k dans Iy, il vient
1 [vE .

ek = —/ exp [k(e’y/‘/% —1- zy/\/E)] dy
2 ) vk

= /R 1 viav(y)exp [k(eiy/‘/% —1- zy/\/z)] dy.

kk+1/2

Mais l'intégrande est simplement convergente sur R vers t +— e~ /2 lorsque k — oo et on a
la domination

‘exp [k,(ezy/\/g 1= Zy/\/%)] ‘ — ek(cos(y/\/E)—l) — 6—2kzsin2(y/2\/E) < 6—2y2/7r2 c LI(R)

donc par convergence dominée

kk+1/2 )
klim IVE = klirn ek = / e 24t = 2,
—00 —00 R
et on retrouve bien la formule de Stirling. 3
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Exercice 335 (Preuve probabiliste du théoreme d’approximation de Bernstein
) [4], [35].

Pour f € €°([0,1]), B, désigne le n-iéme polynome de Bernstein associé a f, il

est défini par
B k n
kz:; n k

(avec la convention 0° = 1). Soit, sur un espace probabilisé (2,7, P) et pour
z € [0,1] une suite (X,,), de variables aléatoire indépendantes suivant une méme
loi de Bernoulli de parametre x. On note

-
k=1

O Déterminer la moyenne E [f <&>] .

n

@ Pour e > 0 on pose

() =sup{|f(z) = f(y)| : z,y€[0,1], l[x—y|<e}.
Démontrer que
sup | B,(f,z) — f(x)| <d(e) +
s | Bulfa) — £ < 66 + 2L
et en déduire que la suite (B,(f,-))n converge uniformément sur [0,1] vers f.

O La suite (X,,), étant une suite de variables aléatoire indépendantes suivant une méme loi
de Bernoulli de parametre x il est bien connu ([35]-1, proposition 3-15) que .S,, suit une loi
binomiale de #(n,x). Par le théoreme du transfert ([35]-1, théoreme 5-2)

()]s ()rsen
() (e
ZZZﬁ@
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@ Soit x € [0, 1].

Butsa) = sl =g |7 (2] - s

(%) - @

< ) 2| P(
>5>.

Alors, avec I'inégalité de Tchebichev'” et sachant que'® S, — %(n, ) :
— - E(S,/n)

(|5 =) =r (|

et ceci pour tout x € [0, 1] et n € N. Ainsi, pour tous € > 0,n € N

|

} +EB [1(|ng|>s) f (%) — f(z)

Sh >
> €

n

= b [1<|S:x|s£>

Sn
— -
n

— X

gd(s)-P(

n
— -z
n

5(0) +2HfHoo-P<

S
— -
n

S

Var(S,) nz(l—x)
>e) = n2e2 | p2ez

£l
Sup |Bu(f ) = f@)l < 0(e) + 5=

soit

limsup || B, — f|leo < d(e), Ve >0.

n—oo

f étant uniformément continue sur [0,1] : lim, 6(¢) = 0 i.e.

limsup || B, — fllc = lim [|B, — f|lsc = 0.

n—oo

C.Q.F.D. 0

Var(X
Tp(x — B(X)| > t) < arg )| X € L2, voir [4], pp 59, ou bien [35] pp. 133.

BE(Sy) = nx, Var(Sy) = nz(l — z)...
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Exercice 336 (Equicontinuité )

O Pour n € N on pose f,(x) = sin(nzx); étudier [’équicontinuité sur [0,1] de la
suite de fonctions (fn)n.

O Soient X un espace métrique, (fn)n C € (X). Démontrer que si la suite (f,,)n est
équicontinue en un point x € X alors, pour toute suite (x,), dans X convergente

vers x la suite (fn(x,) — fu(x))n converge vers 0. En déduire que la suite de terme
général f,(x) = sin(nz) n’est équicontinue en aucun point x € R.

® On munit l'espace 6,(R;,R) des fonctions continues et bornées sur Ry de la
norme « sup » et soit dans €,(Ry,R) la suite de terme général

fo(z) =sinVa +4n2n?2, z € Ry, neN.

> Montrer que la suite (f,), est uniformément équicontinue sur R .

= Montrer que (f,)n est simplement convergente sur Ry vers f =0 et que f,(R,
est relativement compact pour tout entier n.

> Supposons (fn), relativement compacte dans €,(Ri,R), montrer qu’elle
converge uniformément sur R,. En déduire que (f,), n’est pas relativement com-
pacte dans 6,(R,4, R).

Exercice 337 (L’équation det(A + X) = det(X), X € M,(R). )
[10] 2001,/2002.

On considére une matrice A € M, (R) vérifiant
det(A+ X) =det(X), VX e M,(R).

Montrer que A est la matrice nulle. En déduire que si A, B € M,(R) vérifient
VX e M,(R) : det(A+ X)=det(B+ X), alors A = B.

> Soit r := rang(A), on sait qu’il existe P,Q € GL,(R) telles que
I, 0
e (s e

00 ) (), pour un tel choix

0 Infr
det(X) = det(A + X) = det(PI,Q) = det(P) det(Q) # 0

qui exige n = n — r soit r = rang(A) = 0 et A est bien la matrice nulle.

Posons X = P (

> Si A, B € M,(R) vérifient VX € M,(R) : det(A+ X) = det(B+ X) posons Y = B+ X,
alors Y décrit M,(R) et I'équation s’écrit det(A — B +Y) = det(Y), Y € M,(R), soit
A — B =0 vu le premier point.
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[i] Remarque : Pour montrer que A = B le calcul différentiel fourni une solution plus
élaborée mais trés élégante : remplacons X par ¢t !X et multiplions par ¢, on obtient

VX € M,(R), t€R : det(X + tA) = det(X + ¢B).

Dérivons par rapport a t et faisons t = 0, comme

% (det(X +tA)),_, = tr ((com X)A),

le formule précédente nous donne alors
VX € M,(R), : tr((comX)A) = tr({(comX)B)

cette formule devient si X est inversible (car bien stir X ' det(X) =' (com X)...) : VX €
GL,(R), : tr (X 'A) =tr( X 'B) soit

VX eGL,(R), : tr(X(A—B))=0,
puis, par densité de GL,(R) dans M,(C) :
VX eM,(R),: tr(X(A-B)) =0,

qui implique A — B =0 (en effet tr (X (A — B)) = (X, A— B) ot (X,Y) = tr (*XY)) est un
produit scalaire sur M, (R)...). a

Exercice 338 (Isométries rationnellles ) [19]

O Montrer qu’une tranformation T du plan dans lui méme préservant les distances
rationnelles est une isométrie.

O Montrer que le résultat correspondant sur la droite réelle est fauz.
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Exercice 339 (Une fonction continue nulle part dérivable ) [5], [24].

O (Préliminaire) Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R une application
dérivable un point a € I montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

ft) = f(ta) — fur) = f(ug)

t1 —to Uy — Uz

<€

pour tous t < a < ty, uy < a < ug dans |la — J,a + 4.
® Soit G : R — R définie par G(x) = dist(x,Z) ; pour n € N on pose G(x) =
dist(2"x,Z) puis H(z) =) 527 "Gn(2).

> Montrer que H € €°(R) et que la réunion des points de non dérivabilité des
fonctions G,, est dense dans R.
Soient a € R, § > 0.

o Montrer qu’il existe k € N, r € Z tels que

T r+1
a—5<x1:2—k<$2: o <a+9d
et étudier la quantité
H(E) — f(z1) . H(zs) — f(z1)
§— a1 Ty — X1

(ot & = (z1 + 22)/2) pour en déduire la non dérivabilité de H au point a.

(2 Ja

Exercice 340 (Restes et sommes partielles de deux séries ) [24].

Soient pour n € N*

1 —-1)" —-1)" 1
I
n n n ny/n
@ Montrer que a, ~, by, que les deux séries Y a,, » . b, divergent mais que
leurs sommes partielles ne sont pas équivalentes.

@ Montrer que c, ~y dy, que les deuz séries Y ¢, > d, convergent mais que
leurs restes me sont pas équivalents.

@ Inutile de s’attarder sur la divergences des deux séries > a,, > b, et I'équivalence de
leur termes généraux qui sont élémentaires ; posons A, = > ., an, B, =>_,_, b, alors
) n k=1 Yn, Pn k=1 Yn

0 sinon. 2 n

in = 1 1
An:{l S1 N 0<2>7 7 Bn:An+1+_++_
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(An)n est donc bornée, (B,,), tends vers +oo : elles ne peuvent étre équivalentes.

@ Les séries Y, ¢,, > d, sont convergentes a termes généraux équivalents. Posons

anzcna Dnzzdn

k>n k>n

. 1 1 1 1
en = C n C n = — — = ~n —
? T on  2n+1 0 2n(2n+ 1) o 4n?

Des théoremes de comparaisons séries/intégrales il vient

1 > dt <dt 1
A(n+1) /nﬂ4t —Z4k2_/ 42~ 4n

Ly 2
Vit l e tVET S VE T S tVE Vn

soit . . ) 5
kzznllk:2 oo 4n’ kzzn]g\/goo vn'

et comme e, ~ 1/4n?, le théoréme sur 1'équivalence des restes des séries convergentes a
termes positifs assure que
e
Z " 4n

k>n
Mais, pour tout n > 1,

CQnJrl = Z Z €n ~ ~ 4n

k>2n k>n
et comme )
n — C n
2 1 + Cont1
implique
Cyy, _1 1
Cont1 Cont1(2n+ 1)
soit )
Cop| ~ —
| 2 | 4n
et finalement |
Cpl ~ —.
[Cal o~ 5

ie. C, =o(Dy). a

[i] Remarque : La positivité est donc essentielle, les régles sont les suivantes :
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— Soient (ay)n, (by), deux suites de nombres réels, si a, > 0 a partir d’un certain rang,
si la série ) a, diverge et si b, ~ ay,, alors leurs sommes partielles sont équivalentes.

— Soient (ay)n, (by), deux suites de nombres réels, si a,, > 0 a partir d’un certain rang,
sila série ) a, converge et si b, ~ a,, alors leurs suites des restes sont équivalentes.

Exercice 341 (Géométrie ) [19]

Soit HOMF' un rectangle avec HO = 11, OM = 5. Soit ABC' un triangle tel que :
H est a lintersection des hauteurs, O est le centre du cercle circonscrit, M est le
miliew de BC' et F est le pied de la hauteur issue de A. Déterminer la longueur du
segment BC'.

> Solution 1 : On se fixe un repere ou
O =(0,0), H=(—11,0), F=(—11,-5) et M = (0,—5).
Comme B et C' sont équidistants de M et O il existe x > 0 tel que
C=(z,-5) et B=(—x,5),

il existe aussi y € R tel que A = (—11,y).
La hauteur issue de B passant par H, sa pente vaut 5/(z — 11) et comme elle est perpendi-
culaire & AC qui admet comme pente —(y + 5)/(x + 11) leur produit vaut —1, soit

(1) 5(y+5) = (x — 11)(x + 11).
D’autre part, A et B sont équidistants de 0, donc
(2) y? + 112 = 2% + 5%,

(1) et (2) impliquent y? — 5y — 50 = 0 soit y = 10 ou y = —5 mais cette derniére possibilité
est exclue (y = —5 implique A = F'...) donc y = 10 et BC' = 2x = 28.

> Solution 2 : Le centre de gravité G du triangle est colinéaire avec H et O (c’est la
droite d’Euler) et OG = OH/3 par conséquent AF = 30M = 15. 1l est facile de vérifier (les
triangles H BF' et CAF sont semblables) que

/(HBF) = Z(CAF) = 1 — 2/(C).

Donc
BF B AF
FH FC
soit
BF -FC=FH -AF =5-15 = T5.
Maintenant

BC? = (BF + FC)* = (FC — BF)* +4BF - FC
et comme M est le milieu de BC
FC —BF =(FM + MC)— (BM — FM)=2FM =2HO = 22,

donc

BC = \/(FC — BF)2 + 4BF - FC = /222 + 4-75 = \/784 = 28.
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> Solution 3 : On choisit & nouveau un repere centré en O. O étant le centre du cercle
. . 19 ~=3 —_— s = —
circonscrit on a'” OH = OA+ OB + OC donc

soit AH =20M = 10.
Maintenant OC = OA = VvVAH? + HO? = /221 et finalement

BC =2MC = 2/OC? — OM? = 2/221 — 25 = 28.

Exercice 342 (L'inégalité Arithmético-Géométrique version améliorée via

Taylor-Lagrange )

Pour xq,xs,...2, € Ry on note
T+t

1/n 2
Tag=—"———"—, Tg=(21...7 M = max x;, m= min z;, 0°=n
“ n Ty = n) 1<i<n " 1<i<n "

-1

Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a la fonction log et T,x; € [m, M| pour
en déduire

exp(o?/2M?) < o < exp(c?/2m?).

Lg

Préciser le cas d’égalité.

20 21

Appliquons™ donc a la fonction = +— log(x) la formule de Taylor-Lagrange en les points
Ta,z; € m, M], (1<i<n):

Ti — Tq (z; — Tg)?

log(x;) = log(@g) + — — )
(i) = log(7) Ta 2 (@ + 0i(x; — 7a))?

sommons pour 1 < i < n ces égalités
xz - 1'_(1)2
2
2T+ 0i(x; — 7,)]

log(zy ... x,) = nlog(z, +Z

que 'on peut encore écrire

o (2)- 1Sl

I1 ne reste plus qu’a remarquer que m < 7, + 0;(z; — T,) < M, (1 <i <n) donne

o2 <1 m_ < o2
—_— O —_—
2M — & Ty) T 2m

vous devez le savoir, sinon exercice...
2OM.Perisas‘clry & V.N.Murty Two Years College Mathematics Journal, 13-2 (1982).
210n exclut le cas trivial ot tous les xz; sont nuls ainsi que, quitte & diminuer n, celui ou certains x; sont nuls.
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ou encore

T
(X) exp(0?/2M?) < =2 < exp(c?/2m?).

Ly
Comme 1 < exp(0?/2M) on retrouve la forme classique de I'inégalité inégalité Arithmético-
Géométrique : T, < T, ; en outre (X) assure que T, = T, si et seulement si 0 = 0 i.e. si et
seulement si 1 = -+ = x,. |

Exercice 343 (Générer des permutation avec des urnes )

Dans une urne on met une boule numérotée 1, deux boules numérotées 2 et ainsi de
suite jusqu’a n boules numérotées n. On tire une a une les boules avec remise jusqu’a
obtention des n chiffres 1,2,--+ n. A un tel tirage on associe la permutation de
{1,2,...,n} que l'on botient si on supprime les boules associées a un numéro deja
sorti (par exemple si n = 4 le tirage 4434342241 donne la permutation 4321). Soit
X, la variable aléatoire « position de n dans la permutation obtenue ». Montrer
que

lim —E(Xn>

n—oo n

=1—log(2).

Soit Y; (1 <7 <n —1) la variable aléatoire définie par

v 1 si une balle marquée i est choisie avant une marquée n,
P = :
0, sinon.

On a

n—1

i=1
et par conséquent

n—1

ainsi

B(X,) 1 1< i

n n n+1

I 1 i/n 1
R D ey
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Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers l'infini et reconnaitre dans le second terme une somme

de Riemann : )
E(X
lim (Xn) :/ T dr=1 —log(2).
0

Exercice 344 (Irrationalité de v/2 ) [32]

Donner plusieurs démonstrations de lirrationalité de V2.

> Supposons qu'il existe p,q € N* tels que V2 = p/q, et soit ¢ le plus petit de ces tels
dénominateurs. Alors 2¢? = p?, p? et par conséquent p est pair : p = 2p;. De 1, 2¢* = 4p?
soit ¢* = 2p? et ¢ est donc aussi pair. Si ¢ = 2¢; on aura V2 = p/q=p1/q et 1 < q ce qui
contredit le choix de q.

> Supposons & nouveau quil existe p, ¢ € N* tels que V2 = p/q, et soit ¢ le plus petit de
ces tels dénominateurs. Alors

20—p 2—(p/q) 2-V2 _
p—q _(p/Q)—l_\/i—l_\/é’

comme 2p — q et p — ¢ sont des entiers et 0 < p — ¢ < ¢ on a a nouveau une contradiction.

> Cette démonstration utilise le théoréme®” fondamental de I'arithmétique (tout entier n > 1
se décompose de maniére unique (a lordre des facteurs prés) en un produit de nombres
premiers). Si v/2 = p/q, alors 2¢> = p?>. Via le théoréme fondamental de I'arithmétique,
dans la décomposition de p* en facteurs premiers tout nombre premier (et 2 en particulier)
doit apparaitre élevé a une puissance paire. D'un autre coté, et pour les mémes raisons,
I'exposant de 2 dans la décomposition de 2¢ en facteurs premiers sera impair. L’unicité de
la décomposition fourni alors la contradiction.

> Posons ¢; = (v2—1)". On a 0 < g; < 277 pour tout entier 4 et il est aussi facile de vérifier
(par récurrence sur ¢ ou avec le binome de Newton) que 'on peut écrire ¢; = a; + biv/2 avec
ai,b; € Z. Si /2 = p/q, alors

T N b L
q q q
ou A; est un entier. Mais &; > 0 pour tout ¢ implique A; > 1 pour tout ¢ et par suite £; > 1/q
pour tout entier i ce qui est absurde car 27 > ¢; > 0 = lim; ; = 0 (ou bien en remarquant
que 27 > ¢g; > 1/q, Vi est incompatible avec I'inégalité classique 2 > 27 > ¢, Vi > q...).

> Lirrationalité de /2 est un cas particulier du résultat suivant : « Soit n € N, alors \/n
est soit entier, soit irrationel ». Pour établir ce dernier point, on peut par exemple reprendre
la seconde preuve : posons k := [\/n] (partie entiere) si y/n n’est pas un entier, supposons

22v/0iy [23] Théoreme 2, page 4.
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le rationel i.e. v/n = p/q ol ¢ est le plus petit de ces tels dénominateurs. Alors comme plus

haut
p

ng—kp n—k‘& B n—k:\/ﬁ_\/_
p—k¢g P_,.  n—k "
q
avec 0 < p — kq < ¢ (car v/n & N implique /n — 1 =L-1<k<t® = /n...) ce qui est
contraire au choix de ¢, ainsi /n € Q.
On pourrai aussi raisonner comme dans la quatrieme preuve de l'irrationalité de v/2 : soit
k := [\/n] alors g; := (y/n — k)" est de la forme a; + b;\/n avec a;,b; € Z. Si \/n n’est pas un
entier alors lim; &; = 0 ce qui donne la contradiction comme pour /2. La troisitme preuve
marche aussi mais la premiere ne subsiste que pour n pair non multiple de 4. a

Exercice 345 (VF fermé dans R, 3 f € €°(R) : F = f71(0).)

Soit F un fermé de R, construire une fonction f € C*(R,R%) telle que ' = f~1(0).
Commencer par traiter le cas ou @ =R\ F est un intervalle.

> Lorsque €2 =]a, b[, a,b € R on peut choisir
exp (—(z —a)"2(x — b)7?), x €la,b
f(x):{op“ =), w e
) simon,
et si © est non borné, par exemple  =]a, +o0|
—2
exp(—(z —a , T €la, +00
f@):{o(( e S
; sinon.

Ces fonctions sont classiquement > et vérifient les propriétés recquises. Il est important

pour la suite de bien observer que les dérivées a tout ordre de ces fonctions sont bornées sur
R.

> Pour un fermé arbitraire F' de R, 2 = R\ F est réunion au plus dénombrable®® d’intervalles
deux a deux disjoints
Q= U Jan, by

Si l'on désigne par f;, la fonction associée a |a,, b,[ dans la premieére étape, posons pour tout
entier n
M, = (k) R}.
n = max sup {| /" (2)], = € R}

Alors le théoreme de Weierstrass de dérivation des séries de fonctions assure que la formule
f . f’I’L
Z n?M,,
n>1

23() est 1a réunion disjointe de ses composantes connexes qui sont des intervalles et sont au plus dénombrable car R admet
une base dénombrable de voisinages (les intervalles & extrémités rationelles).
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définit une fonction f € €>°(R) qui possede les propriétés désirées. a

i) Remarque : Avec le méme esprit, on peut étendre ce résultat & R? :

1) Soit B C RY. Montrer qui existe f € €*°(R?) positive telle que f~1(0) = R?\ B.

2) Soient Q C R%, (g,), une suite dans €°°(R%), montrer qu'il existe une suite (u,), de
réels strictement positifs telle que la série Y p,g, converge dans € (R?).

3) Soit £ C © un fermé de RY. En observant que 2\ E est réunion dénombrable de
boules ouvertes, montrer qu'il existe f € €>(2) positive, telles que £ = f(=1(0).

4) Si E et F sont deux fermés disjoints dans €2, montrer qu’il existe f € €°°(1) telle que
0< f<1, E=f00), F=f(1)

Exercice 346 (dist(a, ker(7")) ou T est une forme linéaire continue. ) Soient E

un espace vectoriel normé, T € E' une forme linéaire continue non identiquement
nulle sur E.

T'(a)]
dist(a, ker(T))
O Dans l'espace de Banach co(N) des suites réelles convergentes vers 0 (muni de
la norme « sup ») on consideére

O Montrer que pour tout a € E\ ker(T), ||| T ||| =

@ Pour u € ker(7) on a
T(a)] = |T(a—uw)| <[[| T||| -[la = ull,
par conséquent, en passant a la borne inférieure pour u € ker(7) :
1T ()|l <[] T [I] -dist(a, ker(T)),

soit
[E[E—
~ dist(a, ker(7T))
Pour obtenir I'inégalité inverse, avec la définiton de ||| T |||, il suffit de montrer que pour
tout r € E :

T'(a)|
T <
TS Gst(a, ker (D)
Si T(x) = 0 il n’y a rien & démontrer, on peut donc supposer T'(z) # 0 et l'inégalité étant
;EZ;JJ supposer que T'(x) = T'(a). Alors
xr — a € ker(T) qui implique dist(z, ker(T")) = dist(a, ker(T)) (I’écrire) et finalement comme
||| > dist(z, ker(T)) :

-

homogene en x on peut, quitte a remplacer x par

| &gl
T(x)] < [T(x)]- dist(z, ker(T)) dist(a, ker(T"))

CQFD. 0

= [T(a)]-
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Exercice 347 (VF fermé dans R, 3 f € €°(R) : F = f71(0). (part. 3) )

Le but de cet exercice est la construction d’une fonction infiniment dérivable non
wdentiquement nulle et nulle en dehors d’une intervalle fermé.

Etant donné f : R — R, on appelle support de f le plus petit fermé de R tel que
f soit nulle sur son complémentaire. Si le support est borné, on dit que f est a
support compact. Soit o un réel strictement positif, on définit la fonction H, sur

R par
H (x) = {l/a, 52: z €0, af,
0, sinon.

Soit (an)n, une suite décroissante de réels strictement positifs telle que la série
> Gn converge, on note a sa somme. Pour m € N on désigne par 6y, 'ensemble
des fonctions de classe €™ sur R a support inclu dans [0, al.

1) Soient f et g deuz fonctions continues de R dans R ou possédant un nombre
fini de discontinuités et a support compact. On définit la fonction f* g pour z € R
par

(f * 9)(z) = / f(t)g(x — tydt.

Montrer que f x g est une fonction a support compact et plus précidément si pour
a,B € R, f (resp. g) est a support compact dans [0, ] (resp. [0,0]), alors f*g
est a support compact dans [0, + [3]. Donner également une expression simple de

[ ¢ <o

2) On définit la fonction uy par

up = Hyy x Hy,.
Détermainer explicitement uy et en déduire my le plus grand entier tel que uy ap-
partienne a 6y,

3) On définit maintenant la fonction wy, par
U = Uk—1 * Hak‘
Déterminer my, le plus grand entier tel que uy, appartienne a €.
4) Montrer que pour k > 2 et pour tout x € R, on a pour tout j < my,
2J

) (| <
()] <

5) Montrer que pour tout couple d’entiers k,m supérieurs ou égauz a 2, et pour

tout x € R, on a :
(m41 +-- 4+ Qm+k

Qpay
6) Montrer que, quand k tends vers +oo, la suite (uy)x converge uniformément sur
R wvers une fonction u appartenant a 65%. Montrer également que

/R w(z)ds = 1.
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Exercice 348 (e est transcendant )

On suppose

Soient ag, a1, . ..,a, € Z (avec a, # 0) tels que ag + aje + -+ - + ape™ = 0.

Exercice 349 () azzzzrazzs

Exercice 350 () azzzzrazs

Exercice 351 () azzzzzazs

Exercice 352 () azzzzrazs

Exercice 353 () azzzzzzzs

Exercice 354 () azzzzrazs

Exercice 355 () azzzzraxs

Exercice 356 () azzzzrazes
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Exercice 357 () azzzzzrzar
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analyse
fonctionnelle, 320
analyse fonctionnelle, 101, 313, 317, 318, 325, 326, 329, 334—
336, 340-342, 348, 360, 368, 385
application
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application réciproque, 148
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automorphisme d’algebre, 137
axiome du choix, 140

base, 368

base de Hamel, 141
bases, 14
bicommutant, 120

calcul d’intégrale, 181
calcul différentiel, 277, 279, 284, 286-290, 372, 385
Cantor, 140
caractéristique, 346
Cauchy, 229
Cauchy-Schwarz, 330, 332
Cesaro, 225
comatrice, 23, 288
combinatoire, 80-82, 91, 359, 366
commutant, 15, 29, 120
compacité, 60, 118, 126, 133, 149, 338
faible, 332
séquentielle, 332
coniques, 66, 69, 74
ellipse, 69, 370
parabole, 347
connexité, 108, 118, 144, 148, 149, 164, 165, 338
constante d’Euler, 210
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application séparément continue, 337
continuité au sens de Cesaro, 155
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convergence
continue, 240
uniforme, 240, 245
absolue, 193
dominée, 320
faible, 320, 332, 335, 348
normale, 250
uniforme, 239, 250, 252, 341
convergence uniforme, 237
convexité, 40, 58, 59, 76, 141, 166, 167, 169, 195, 198, 204,
336, 351, 364, 371
mid-convexe, 141
séparation de convexes, 336
corde universelle, 374
corps, 346
critere de Cauchy, 229
critere de Cauchy uniforme, 239, 245
critére de condensation de Cauchy, 231

décomposition de Dunford, 22
décomposition en éléments simples, 252
dénombrement, 86, 89, 90, 95, 97, 130, 218, 275, 367, 368
densité, 112, 113, 115, 141, 159, 289, 324, 327, 340, 341,
385, 386
dérivation, 106, 118, 137, 161-164, 166-169, 172, 173, 264,
333, 341, 387
formule de Taylor-Lagrange, 225, 390
déterminant, 26, 46, 163, 265, 288
de Vandermonde, 34
développement en série entiere, 24, 251
développement limité, 168, 169
développements limités, 213
dimension, 14, 22, 43, 329
distributions, 355
dualité, 334
dérivabilité, 158
dérivation, 175
déterminant, 37, 385

endomorphisme, 14

ensemble de Cantor, 126

ensemble maigre, 130

entiers algébriques, 27

équation différentielle, 157, 178, 179

équation fonctionnelle, 46, 139, 142, 157, 314, 363
équation fonctionnelle de d’Alembert , 298

équations de Cauchy-Riemann, 306

équations différentielles, 105, 293—295, 297, 298
linéaires, 360
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probleme de Cauchy, 295

solution maximale, 293, 294
équations fonctionnelles, 158
équicontinuité, 385
équivalence, 387
équivalents, 213, 224, 228
espace

vectoriel normé, 112

de Baire, 129, 130

de Banach, 125

de Hilbert, 118, 196, 329

euclidien, 40, 41, 43

métrique, 108, 323

vectoriel, 22

vectoriel normé, 106, 111, 131, 133, 279, 329

vectoriel topologique, 323, 353
espace de Hilbert, 101, 335
espace vectoriel, 378

supplémentaire, 378
espace vectoriel normé, 102, 103, 337
espaces

vectoriels normés, 133
espaces de Hilbert, 102
espaces vectoriels normés, 105
exponentielle de matrice, 31, 36, 119
extrémas, 75, 212, 277, 282, 290, 347, 351

famille orthonormale, 329
fonction
additive, 139
de plusieurs variables, 165, 282
dérivable en un point & dérivée non continue, 167
développable en série entiere, 266
harmonique, 277
holomorphe, 305, 306, 308, 313, 324
mid-convexe, 141
séparement continue, 130
fonction ¢, 60, 207
fonction Gamma, 210
fonction holomorphe, 315
fonction mid-convexe, 141
fonctions holomorphes, 303, 312, 314, 318
forme bilinéaire, 337, 385
forme linéaire, 337
forme linéaire continue, 334
formes linéaire, 355
formes linéaires, 325
formule
de Taylor-Lagrange, 162
du crible, 83
de Héron, 69
de Parseval, 272, 274, 332
de Stiling, 382
de Stirling, 221
de Taylor-Lagrange, 106, 164, 167, 172, 190
de Taylor-Young, 164, 169
de Wallis, 221
formule de Taylor-Lagrange, 225, 390
Fourier, 251

groupes, 26, 91, 97, 115
géométrie, 63, 66, 68-70, 73-75, 347, 351, 359, 364, 380, 386

heptadivision d’un triangle, 70

Hilbert-Schmidt, 118
hyperplan, 103

interpolation, 173
intégrale
multiple, 40
de Cauchy, 188, 394
de Gauss, 178, 179, 221
impropre, 193, 213
a parametres, 178, 179, 182, 201, 394
intégrales
multiples, 394
intégrales multiples, 272
intégrales & parametres, 203, 397
intégration, 157, 177, 181, 182, 184, 185, 188, 196, 198, 200,
202-205, 210, 212, 214, 215, 325, 362, 378, 382, 393
calcul d’intégrales, 273
sommes de Riemann, 215
inégalité, 26, 60, 205, 212, 362
arithmético-géométrique, 76
d’Hadwiger-Finsler, 69
d’Holder, 393
de Bernstein, 254, 350
de Cauchy-Schwarz, 43, 76, 119, 195, 212, 335
de Hardy, 205
de Jensen, 198, 364
de Kolmogorov, 106, 172
de Tchebichev, 384
de Wilf, 59, 371
inégalité Arithmético-Géométrique, 390
inégalités, 76, 214, 220, 373
irrationalité
de w2 et , 227
de V2, 392
de e, 177, 226
irrationalité de e, 225
isomorphisme d’algebre, 137
isomorphisme topologique, 331
isométrie, 137
isométries, 386

lemme de Cantor, 202

lemme de Fatou, 317

lemme de Riemann-Lebesgue, 346
limites, 157

logarithme complexe, 314

loi uniforme, 92

masses de Dirac, 332

matrice, 21, 23, 26, 31, 89, 112, 289
compagnon, 27, 120
cyclique, 120
de Sylvester, 58
diagonalisable, 112
magique, 368
matrice compagnon, 44
matrice diagonalisable, 123
matrice nilpotente, 122, 123
matrice semblable, 24, 44, 122, 123
matrice symétrique, 40-42, 44
matrice symétrique réelle, 41
matrice équivalente, 44
matrices symétriques, 37, 39
nilpotente, 15, 23, 34
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symétrique, 46

triangulaire supérieure, 113
matrices

inversibes, 37
maximisation, 359
mid-convexe, 141

nombre de dérangements, 82
nombres complexes, 62
nombres de Bell, 80, 366
nombres premiers, 54, 107, 219
normes
normes non équivalentes, 112
normes équivalentes, 105, 106, 109, 325

optimisation, 66, 204, 286, 347, 359, 364
opérateur, 111

opérateur compact, 320

orthogonalité, 101

oscillation d’une fonction, 151

Parseval, 332
point d’inflexion, 166
point isolé, 376
point singulier, 315
polynéme, 20, 24, 27, 50, 54, 55, 57-60, 62-64, 69, 85, 92,
114, 245, 249, 279, 367, 371
annulateur, 15, 17
caractéristique, 24
de Sylvester, 27
dérivé, 58, 59
harmonique, 52
homogene, 52
polynéme caractéristique, 114, 376
polynéme minimal, 14, 17, 376
polyndéme scindé, 114
relations coefficients/racines, 60
trigonométrique, 55, 134, 254, 350
polynoémes, 37
de Bernstein, 383
Pour la science, 73
principe des tiroirs, 37
principe du maximum, 277, 308, 315, 319
probabilités, 85, 86, 89, 91, 92, 95, 221, 351, 367, 383
loi binomiale, 383
loi de Bernoulli, 383
loi de poisson, 382
produit de Cauchy, 81, 83, 367
produit de convolution, 397
produit scalaire, 43
projection orthogonale, 41

rang, 23, 385

rayon spectral, 22

Riemann, 229

réduction des endomorphismes, 14, 16, 21, 22, 24-26, 42
résidus, 305

résultant, 57

semi-norme, 353

séparabilité, 340, 341
séquentiellement compact, 332
séries, 172

series de fonctions

séries de fonctions, 395
séries de fonctions, 173, 239, 266
de fonctions, 237
produit de Cauchy, 274
série commutativement convergente, 342
série formelle, 353
séries de Fourier, 134, 207, 249, 251, 254, 256, 258, 261,
264, 269, 271-274, 352, 356
séries de fourier, 380, 382
séries de Laurent, 252
séries de Taylor, 367
séries entieres, 24, 74, 80-82, 86, 89, 90, 207, 218, 238,
239, 250, 251, 265, 266, 271, 274, 366, 380
séries génératrices, 80, 90, 95, 238, 366
séries trigonométriques, 202, 352
théoréme d’Abel, 380
séries numériques, 109, 217-220, 223, 226, 230, 231, 233—
235, 305, 342, 378, 380
calcul de ¢(2), 60
calcul de somme, 233, 234
calculs approchés, 378
critere de Cauchy, 234
produit de Cauchy, 235
sommation par paquets, 217, 218, 234
série double, 81, 367
série harmonique, 228, 229, 364, 368
séries géométriques, 220
sommes de Riemann, 190, 196, 198, 229
sous-algebre, 138
suite, 215
suites, 73, 89, 177, 190, 201, 210, 224, 226, 232, 238, 363
sous-suites, 230
suite de Fibonacci, 233
suite orthogonale, 270
suite orthonormale, 329
suites de fonctions, 151, 202, 210, 227, 240, 245, 270, 341,
348, 385
équicontinuité, 385
systemes linéaires, 34, 265
séries entiéres, 188
séries numériques, 387

théoréeme
de Weierstrass, 395

théoréme
de Banach-Steinhaus, 349
de Fejer-Riesz, 55
des valeurs intermédiaires, 374
d’approximation trigonométrique de Weierstrass, 134
d’Ascoli, 385
d’inversion globale, 287
d’inversion locale, 287
de Baire, 125, 130, 139, 151, 303, 317, 378
de Banach-Steinhaus, 333, 342
de banach-Steinhaus, 317
de Casorati-Weierstrass, 316
de Cauchy-Lipschitz, 293-295, 298
de Cayley-Hamilton, 15, 35, 306
de d’Alembert-Gauss, 284, 286
de Darboux, 147, 164, 167
de Dirichlet, 134, 255
de Fejer, 134, 256
de Fubini, 394
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de Gauss-Lucas, 58, 59, 371

de Hahn-Banach, 128, 324, 334, 356

de Hahn-Banach (forme géometrique), 349

de Joachimsthal, 70

de l'application ouverte, 319, 331

de la convergence dominée, 178, 179, 182, 184, 185, 195,
201, 202, 207, 210, 270, 332, 344, 349, 382, 394

de Miintz, 327

de projection orthogonale, 42

de représentation de Riesz, 335, 349

de Riesz, 118, 332

de Rolle, 50, 163, 165, 166, 369

de Rolle version analytique, 305

de Tychnoff, 355

de Tychonov, 340

de Weierstrass, 191, 383

des accroissements finis, 64, 163, 166, 167, 169

des moments de Hausdorff, 191, 274

des valeurs intermédiaires, 138, 142, 144-147, 164, 215

des zéros isolés, 324

du graphe fermé, 317, 341, 342, 368

du point fixe, 150

du rang, 21

du transfert, 383

fondamental de Parithmétique, 392

topologie, 30, 32, 43, 102, 103, 106, 107, 109, 112, 114, 115,

119, 120, 122, 123, 126, 129, 130, 149, 312, 376, 378,
395, 397

dans les espaces de matrices, 30, 32, 43, 376

de la convergence simple, 353

de la convergence uniforme, 327

faible, 127

induite, 129

point adhérent, 344

produit, 338

semi-normes, 344

topologie de la convergence simple, 344
trace, 34, 43
transformée de Fourier, 325, 326, 346

valeur d’adhérence, 166

valeur propre, 21, 25, 30, 112, 113, 289, 368
valeur spectrale, 320

variable aléatoire, 92

zéros de polynomes, 50, 62, 64, 367, 371
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