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Voici comme promis une preuve du théorème de Heine.

Théorème 1. (théorème de Heine) Toute fonction f continue sur un intervalle fermé
borné [a, b] est uniformément continue.

Démonstration : On suppose que G est continue sur I = [a, b] et que G n’est pas uniformé-
ment continue sur I. On procède par étapes :

(1) Justifier qu’il existe un réel ε > 0 et deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N d’éléments de I tels
que pour tout entier n ≥ 1 : |xn − yn| ≤ 1/n et |G(xn)−G(yn)| > ε.

Si G n’est pas uniformément continue sur I, alors : ∃ ε > 0, ∀ η > 0, ∃ (x, y) ∈ I × I
vérifiant |x − y| ≤ η et |f(x) − f(y)| ≥ ε. Avec η = 1/n où n ∈ N?, on obtient deux
suites (xn)n∈N et (yn)n∈N d’éléments de I telles que pour tout entier n ≥ 1 : |xn − yn| ≤
1/n et |G(xn)−G(yn)| > ε.

(2) Justifier qu’il existe deux sous-suites convergentes (xσ(n))n∈N et (yσ(n))n∈N d’éléments de
I telles que pour tout entier n ≥ 1 : |xσ(n)− yσ(n)| ≤ 1/n et |G(xσ(n))−G(yσ(n))| > ε.

Par construction dans la question précédente, les deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N sont
dans I = [a, b] fermé borné donc compact. On peut donc extraire de la suite (xn)n∈N
une sous-suite (xψ(n))n∈N convergente, disons vers x ∈ I. Pour les mêmes raisons, on
extrait aussi de la suite (yψ(n))n∈N une sous-suite (yσ(n))n∈N convergente vers y ∈ I.
La sous-suite (xσ(n))n∈N est encore convergente vers x comme sous-suite de la suite
convergente (xψ(n))n∈N. Ces deux sous-suites (xσ(n))n∈N et (yσ(n))n∈N vérifient encore
les mêmes relations que les suites (xn)n∈N et (yn)n∈N : |xσ(n) − yσ(n)| ≤ 1/σ(n) ≤
1/n et |G(xσ(n)) − G(yσ(n))| > ε (car la croissance de σ sur N? assure par une ré-
currence élémentaire que σ(n) ≥ n pour tout n et donc l’inégalité 1/σ(n) ≤ 1/n...).
• On peut aussi observer qu’une double extraction est inutile : on vérifie facilement que

la convergence de (xψ(n))n∈N, l’inégalité |xψ(n)−yψ(n)| ≤ 1/ψ(n), (n ∈ N?) et limn ψ(n) =
+∞ assurent la convergence de la suite (yψ(n))n∈N vers la même limite que celle de
(xψ(n))n∈N.

(3) Montrer que limn→+∞ xσ(n) = limn→+∞ yσ(n).

Les relations limn→+∞ xσ(n) = x, limn→+∞ yσ(n) = y et |xσ(n) − yσ(n)| ≤ 1/n assurent
que x = y.

(4) Conclure.
On a limn→+∞ xσ(n) = x = limn→+∞ yσ(n),G étant continue en x on aura limn→+∞G(xσ(n)) =

G(x) = limn→+∞G(yσ(n)) ce qui est contraire aux inégalités |G(xσ(n)) − G(yσ(n))| > ε
obtenues en (2) : contradiction, G est bien uniformément continue sur [a, b]. �
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