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Exercice 1. On définit pour x € R la fonction sinus de maniére trigonométrique (voir figure) but de

cet exercice est de montrer « proprement » la formule classique limg_ g % =1 pour en déduire une

démonstration « lycée » de la dérivée des fonctions trigonométriques.

En observant bien la figure, montrer que
r cos?(x) < sin(z) cos(x)
2 - 2
(« rappel » : Uaire d’un secteur angulaire d’angle o et de rayon r est ar?/2) et conclure. En déduire la
dérivée des fonctions sinus et cosinus.

gg, Vo< x<m/2.

Exercice 2. (1) Calculer les limites suivantes, ou prouver quelles n’existent pas :

. . . cos(gcos(z)) . E(zx) 2 3/.3
s 02 iy "3, i EL o (VT ).

n

(2) Pour a € R calculer lim,_, %, puis limg 4 %, n > 4.
(3) Calculer les limites suivantes : Déterminer les limites suivantes :

 lim V1—e* —/1—cos(z)

2—0 zsin(sin(x))’  2-0 sin(z?) a—04 sin(x)

log(cos x) . tan(sin(tan(sin(z?))))

Exercice 3. Pour z € R on admet qu’il existe un unique entier relatif n vérifiant n <z < n-+1. C’est
la partie entiére de x, on la note E(x). Montrer que :

ex<y = E(z)<E(y).

o E(z) + E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) + 1.

eVneN, zeR : E(M> = E(x).

n

e Montrer que Vn € N* : y/n+1—/n <1/2y/n < /n—+/n—1. En déduire la partie entiére de
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Exercice 4. Calculer d’au moins quatre maniéres différentes le développement limité a l'ordre 3 a
lorigine de la fonction tangente

exp((n+1)z)—1 si reR*
Exercice 5. Soient n € N* et la fonction f définie sur R par f(z) = expr—l 7 , ’
n+1 stz =0.

(1) Montrer que f admet un développement limité a 'ordre 3 a l'origine
(2) En déduire la valeur des sommes Y ., k', i=0,1,2,3.

Exercice 6. Déterminer de trois maniéres différentes le développement limité a l’ordre deux de f(x) =
arctany/x au point r = 2.
f admet-elle un développement limité a l'origine ? si oui, quel est son ordre maximum ¢
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Exercice 7. Soit f : R — R définie par f(x) = ze® . Montrer que [ admet une application réciproque

définie sur R et déterminer son développement limité a 'ordre 5 a l'origine.

L1 st x € R*,

Exercice 8. Soit f définie sur R par f(x) = {xlog@) -1 . Comment choisir a € R

a st x=0.
pour que

(1) Comment choisir a € R pour que f soit continue a l’origine ?

(2) f ainsi prolongée est-elle dérivable a lorigine ?

Exercice 9. Utilisez Taylor-Lagrange pour donner une valeur approchée a 10™8 pres de log(1,003).

Exercice 10. Quel est le développement limité a 'ordre 100 a 'origine de f(x) = log ( 29:0 %T) .

Exercice 11. Etudier et representer soigneusement f(x) = log (2 — 6*1/‘”) sur son domaine de défi-

nition.

Exercice 12. Soit f(x) = 1 que vaut f010(0) 2 (commencez par écrire plus

1+2x+3x2+...4+200922010 7

simplement f pour en déduire facilement un développement limité a l’ordre 2010 a l'origine...).

Exercice 13. Montrer que

1)

. 1 - i _ 1 . T T tan(wz/4) _ _é
ilir(l) Za a:2> =3 2) xlgi (2 +3"—12) = exp | —— (4log(2) +9log(3))] ,
. sh(VE2+t) —sh(VEZ—t) e—1 , 1\ Vv
lim 5 = , 4) lim |e— {1+ — =1,
t—+o0 1 t 6 2 n—+o00 n
(1 + t> s log?(t)

13)

x2 -1
arctan ( e 1)
lim (6 — )Y@ 5 =71 6) lim = =1

T—5 z—1 z—1
lim (2siny/Z + Vasin(l/z))" =1,  8) lim e A
a—04 ’ a—11—x + log(x) ’
. 2% — (sinz)sn® x 1
1 =— 1 ————— ( log(1 - =
i a3 o0, 10) 50 arctan®(z) ( og(log(e + 2)) T+ e) 6e3’
T—af 1 -6
im S =0, 12) lim « (arctan(x)— ALY T ,
z—e log(z) — log,(e) z—+00 2x + 1 4
. 1/ sin(x) 1\* 1
lim sm(x)) =1, 14) lim a2 <1 + ) —ex’ log (1 + ) - E’
z—0 x z—r+00 T x 8

15)
17)
11)

19)

1 1\ 2 1\* 3\"?\  15¢3/2
m (= - ——— ) =2, 16) i 1+ —(1+2 =
250 \ 22 tanQ(az)> 3’ ) o0 <( * 23;) ( * x) g8 ’
(o) exp =
Tt /24 COSUEIEXP sin(z) o
. . igin 1/(1—x) B ) log(q: + 1) zlog(x) B
il_)ﬂll (4s1n ( G ) - m) =exp(l —7/V3), 18) xgrfw <log(ac) =e,

lim
x—0

=e, 20) lim

z—0

Sh(X) > argsh(x)/(sh(x)—x)

<log(1 + 2z + 22?)
x

1/(e—1)
=1 .
log(1 —|—21:—|—33:2)) /Ve



Principaux développements limités a connaitre parfaitement.

. z z2 23 @ —~ "
e:1+ﬂ+§+§+”'+ﬁ+xE(x):kzzgﬁ”e(x)'

' s S g2t . -l p2k+1 .
sin(z) =z — I R (1) T 42 (r) = Z (_1)l~cm 4 a2 (g).

: : : k=0 '
2 zt i n i z? n
cos(z) =1 — §+I+...+(_1) m+x2 e (y) :Z(_1)km+x2 tle(z).
: : : k=0 '
3 45 p2n+l _— ntl 2kl _—
W)=zt ST T ey = nt
sh(z) x+3!+5!+ +(2n+1>!+x e(x) 2 (2k+1)'+x e(z)
2 ol 22n . n 2k .
Ch(CC) =1+ g =+ g S W + z° +15(5L') = <2k)' + o +15($)
k=0
-1 — 1 — 1

(1+x)a:1+%x+%x2+---+a(a ) fa nED n | ()

1
H—x:1—x+x2—x3+~~~+(—1)"a:"+33n€(x)-

1
_1_x:1+x+x2+x3+---+x"+m”z—:(x).

.’1,’2 1,3 n—lxn n

log(1+2) =2 — o 4o+ +(-1)""— +a"(z)

log(l-2) o+ 2+ T oot & ()
—logl—z)=z+—+ =+ -+ — +z"().
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