I.N.P. 5 Mars 2010

@%@ Suites et séries de fonctions — Examen. @ %

Durée de 1’épreuve 2h, pas de documents, calculatrice, téléphone...
Les logarithmes sont tous népériens.

tefnt

Exercice 1. On pose pourn >2 ett € R : f,(t) = 1 .
ogn

(1) Préciser le domaine de simple convergence de la suite de fonctions (f,), ainsi que sa
limite.

(2) Montrer que la suite de fonctions (f,)n converge uniformémement sur R, .

(3) Etudier la simple convergence de la série de fonctions F(x) =, f.(x).

(4) (a) Calculer pour x > 2 Uintégrale [, %~ et en « déduire » la nature de la série

tlog(t)
o8] 1
En=2 nlog(n) *

(b) La série de fonctions F(z) =Y ", fo(x) est-elle normalement convergente sur Ry ¢

(5) Montrer la normale convergence sur tout [a,b] (0 < a < b < +00).
(6) Sur quel plus grand intervalle sommes nous assurés de la continuité de F' ¢
(7) (a) Montrer que pour tout N >3 et x >0 :

N-1 o0 —Nz
x e
F < n n S n ’ :
F@I< |3 f@)|+ |3 @) <13 5@+ oy 1o
1
(b) Montrer que pour tout N > 3 : lim,_,o, |F(z)| < log(N)

(c) Montrer que F' est continue a l'origine.

(8) Montrer que la série de fonctions G(x) =Y ", fi(x) est normalement convergente sur
tout intervalle [a,b] (0 < a < b < +00).

(9) Que peut-on en déduire quant a la dérivabilité de F ¢

(10) On s’intéresse ici a la dérivabilité de F' a lorigine.

N
F —nx
(a) Montrer que pour tout N >3 et x >0 : ‘ ix) > ; lc(jg(n)
o .| F(x) |
(b) En déduire que xlg& . > nz; log(n)’
(¢) Conclusion ?
oo 00 00 1
(11) Montrer que/o ; fo(z)dx = ; Zlog(n)’

Tournez la page SVP



2

1
dt
Exercice 2. On pose pour n € N : a, = / :
o 141t
(1) Montrer que la suite de fonctions (fn)n (00 fn(t) = 1+1tn) est simplement convergente

sur [0, 1] vers une fonction f que l'on précisera.
(2) Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].
(3) Montrer que la suite (a,), converge et préciser sa limite .
(4) Montrer qu’il existe un réel o < 0 tel que

a 1
an:l+—+0(—>, (n = +00).
n n

@ % @ Fin de 1’épreuve. @ % @



I.N.P. 5 Mars 2010

@%Q Suites et séries de fonctions — Examen bis . @%Q

Durée de 1’épreuve 2h, pas de documents, calculatrice, téléphone

les logarithmes sont népériens et on admet que fooo e~ du = ‘/777 et ZZO:I# = %2.
Exercice 3. On pose pour n € N* : a, = OOO %dt.

(1) Justifier la convergence des intégrales impropres.

(2) Par convergence dominée déterminer lim,_, o an, = .

(3) Montrer que a, — 1 = —%ﬁ%— \/iﬁ ot J sera donné sous la forme d’une intégrale.

Exercice 4. Soit f € €°(R,R), on pose f,(t) =/ f2(t) + L.

(1) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)n.

(2) Montrer la convergence uniforme sur R de la suite de fonctions (fn)n.

Exercice 5. On pose pour v € Ry @ f(x) = 3°° we %
(1) Montrer que f est bien définie.
2) Montrer qu’il n’y a pas normale convergence sur R, .
3) Montrer qu’il y a normale convergence sur tout intervalle [a,b], (0 < a < b < +00).
4

(2)
(3)
(4) Qu’en déduire pour la continuité de f ¢
(5) Montrer que pour tout N € N* : f(1/N) > ZnNzl
(6)
(7)
(8)
(9)
)
)

6777,2/N2
N

f n’est est-elle continue a l’origine ¢

7) Montrer que pour tout n > 1 et tout x > 0 : f§—1 re T dt > ge T > f:“ ze~ % dt.

8) En déduire que pour tout x > 0 : */777 > flx) > [ e du.
9) Montrer que f est bornée sur R, .

(10) f admet-elle une limite en 0, ?
(11) Calculer [ f(t)dt.

Exercice 6. (1) Calculer fab sin(nt)dt, n € N.

(2) Existe-t-il un intervalle [a, b] non réduit a un point sur lequel la suite de fonctions (f,(t) =
sin?(nt)),, converge simplement vers zéro ?

(3) Méme question avec la suite de fonctions (g,(t) = sin(nt)),.

@ “% @ Fin de 1’épreuve. @ 4% @



I.N.P. Février 2011
@%@ Suites et Séries de Fonctions — Examen Final. @ %9

Mercredr 16 Février 2011, Examen final, durée 2 heures,
pas de documents, calculatrices, téléphones.

Exercice 7. Pourn € N on pose : f,(z) = 2"(1 — x) et g,(x) = na"(1 — x).
(1) Etudier la simple convergence des deux suites (fn)n €t (gn)n sur [0, 1].
(2) La suite (f,), est-elle uniformément convergente sur [0,1] ¢
(3) La suite (gn)n est-elle uniformément convergente sur [0,1] ¢

Exercice 8. On rappelle les formules vues en TD que l’on pourra admettre :
E:ifﬁ vtel—1,1] : log(l—1t)=— l ifEtk
6 Lo es - ko1-t '
E>1 E>1 k>0

(1) Apres avoir justifié la convergence des intégrales impropres, montrer que

/1/2 log(l—t‘)dt:/1 log(t )dt
t
0

1/2 1—1

(2) Ezprimer chacune des deux intégrales en fonction de S:=>"
n>1

2nn?2

507 1 7 log?(2)
(3) En déduire que ; g = 13— .

TL

Exercice 9. Soit f(z) => —— T %Jr > — 1+:r2” = ful2)

>0 w1 >0

(1) Montrer que f est définie sur 2 =R\ {—1,1} =] — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0].

(2) La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ¢

(3) Montrer que f est continue sur ] —1,1].

(4) Montrer que x € 9 si et seulement si 1/x € 9.

(5) Ezprimer f(1/x) en fonction de f(x) pour tout x € 9.

(6) En déduire que f est continue sur 9.

(7) Montrer que pour tout 0 < a <1 et |z| <a on a|f!(z)] < 2na"'.

(8) Montrer que f € €' (] —1,1]).

(9) Montrer que f est croissante sur [0, 1].
)
)
)
)
)
)

10) Awvec la question (5), montrer que f € €*(]1,+o0[) et précisez ses variations sur |1, +00.

(
(11) Montrer que pour tout x €]0,1] : 2(11_96) < f(z) < ﬁ
(12) En déduire la limite de f en 1_.

(13) Quelle est la limite de f en 1, ¢

(14) Quelle est la limite de f en 400 ¢
(

15) Esquisser le graphe de f sur R
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I.N.P. 13 Janvier 2012
@9 EXAMEN FINAL, Suites et Séries de Fonctions. @49

i) Durée 2h, documents, calculatrices, téléphones interdits.
Les logarithmes sont tous népériens.

Exercice 10. (6 points) Soient f, : R — R. Répondre aur questions suivantes ou bien fournir un contre-exemple, une
représentation graphique du graphe de f, peut parfaitement suffire.

(1) On suppose que la suite (fn)n est simplement convergente sur R vers f.

(a) Siles fn sont croissantes sur R, f est-elle aussi croissante sur R ?

(b) Siles fn sont strictement croissantes sur R, f est-elle aussi strictement croissante sur R 2
(c) Siles fn sont continues sur R, f est-elle aussi continue sur R ?

(d) Siles fn sont bornées sur R, f est-elle aussi bornée sur R ¢

(2) On suppose que la suite (fn)n est uniformément convergente sur R vers f.

(a)
(b) Siles fn sont strictement croissantes sur R, f est-elle aussi strictement croissante sur R 2
()
(d) Siles fn sont bornées sur R, f est-elle aussi bornée sur R ¢
Exercice 11. (11 points) On rappelle que ((2) =3, -, == ﬁ et ((3) =251 2~ 1.2,
k_

(1) A Uaide des sommes partielles 1 +x + -+ +a™ = S p_ @* montrer que Y oo, ©

a) Siles fn sont croissantes sur R, f est-elle aussi croissante sur R ¢

Si les fn sont continues sur R, f est-elle aussi continue sur R ¢

= pour tout x €] — 1,1].

(2) Montrer que pour tout x €] —1,1[ : log(1 —z) = — [ =3, %

(3) Préciser (soigneusement) le domaine de définition de F(x) = fo % log(t) log(1 — t)dt.
(4) Montrer que F est continue sur | — 2, +00].

(5) Montrer que pour tout x > —2 on a F(z) =3 =, m

(6) Montrer que 3°;2, k(k1+2) =limy— 400 Zszl k(k1+2) = %

(7) Montrer que F(1) = fol tlog(t) log(l —t)dt=1-— @ =1- ﬁ.

(8) Calculer F(—1) et montrer que F(0 fo log(t)log(1 —t)dt =2—-((2) =2 — %2.

Exercice 12. (4 points) Montrer que lintégrale impropre f0+°° C“;L‘zi) est convergente, enfin montrer que f0+°° Czh‘?; =

(=n"
an 0 (2n+1)2"

@ % Fin de I’épreuve “* @
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ILN.P. 27 Février 2012
@%@ EXAMEN FINAL Bis, Suites et Séries de Fonctions. @%@

i/ Durée 2h, documents, calculatrices, téléphones interdits.
Les logarithmes sont tous népériemns.

Exercice 13. (5 points) Soient f, : R — R. On suppose que la suite (f,), est simplement
convergente sur R vers une fonction f.

(1) Siles f, sont croissantes sur R montrer que f est aussi croissante sur R.

(2) On suppose les f, strictement croissantes sur R, montrer a l’aide d’un exemple judicieu-
sement choisi que f n’est pas forcément strictement croissante sur R.

(3) On suppose les f, bornées sur R, et la suite (f,), uniformément convergente sur R
vers une fonction f.

(a) Montrer qu’il existe un entier ng tel que n > ng implique sup,cg | f(z) — fu(z)| < 1.

(b) Montrer que f est aussi bornée sur R.

Exercice 14. (10 points) Soit (f,)n la suite de fonctions définie sur R par f,(x) = nxe "
(1) Etudier la simple convergence sur R de cette suite de fonctions.
2
3
4

Montrer que la convergence de la suite (f,), n'est pas uniforme sur R.
Etudier la simple convergence sur R de la série de fonctions ano fn-

Montrer que la convergence de la série de fonctions ) -, fn n'est pas normale sur R.

6
7
8
(9) Montrer que f n’est pas continue a l’origine.

Exercice 15. (6 points) Soit (f.)n la suite de fonctions définie sur [0, 1] par f,(z) = Hgnﬁ

En déduire que Y -, fn = f est continue sur R*.

Montrer que pour tout x >0 on a G(x) := ano et — 1 5.

l—e—%

(2)
(3)
(4)
(5) Etudier l'uniforme convergence de la série de fonctions > onso Jn
(6)
(7)
(8) Montrer que G est dérivable sur RY. avec G'(x) = =2f(x) pour tout x > 0.

(1) Etudier la simple convergence sur [0, 1] de cette suite de fonctions.

(2) Calculer I, = fol fa(t)dt.

(3) Calculer la lim,,_,,  I,.

(4) En déduire que la suite (f,), ne converge pas uniformément sur [0, 1].
(5)

5) Donner une démonstration directe du fait que la suite (f,), ne converge pas uniformé-
ment sur [0, 1].

X

@ % Fin de ’épreuve 4% @
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