I.N.P. Janvier 2013
@ Déterminants Systémes — Feuille 2. @

Exercice 1. Soient A, B € M(Z) telles que les matrices A;,A+ B, A+2B, A+ 3B et A+4B
sotent inversibles a matrices inverses a coefficients dans Z ; en est-il de méme pour A+2013B ¢

Exercice 2. Montrer que l’équation A?> = —I5 d’inconnue A, n’admet pas de solutions dans
M;(R). Et dans M3(C) ?

Exercice 3. Soit n un entier impair et A € M,(R) une matrice vérifiant A?> = O, ou A?> = I,,.
Montrer que det(A + I,,) > det(A — 1,).

Exercice 4. Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1, montrer que det(A + I,,) = trace(A) + 1.

Exercice 5. Soit n un entier impair, A, B € M, (C) telles que BA = O,,. Montrer que l’'une
des deuzx matrices A +'A, B +'B n’est pas inversible.

Exercice 6. Soit n un entier pair, A € M,(R) une matrice antisymétrique et J € M,(R) la
matrice attila (avec des 1 partout...). Montrer que ¥t € R @ det(A+tJ) = det(A).

Exercice 7. Soient A, B € M,(R) et M = ( _AB i ) € Ms,(R). Montrer que det(M) > 0.

Exercice 8. (1) Soit A € M, (R), montrer que det(I, + A%) > 0.

(2) Soient A, B € M,(R) deuz matrices qui commutent. Si det(A + B) > 0 montrer que
det(A* + B*) > 0 pour tout k € N*.

Exercice 9. Soient aq,...,«a, € C, calculer le déterminant le déterminant de Vandermonde :
1 a1 of ... ot
1 a o3 ... a7t

A, = V(Oé170427"'705n) =
n—1

1 an o2 ... o

Exercice 10. Calculer le déterminant de la matrice A = ((ai;j = (1 + 7 — 1)"))1<ij<n+1 €
M1 (R).

14 a 1 1
. . . 1 1+ a2
Exercice 11. Calculer le déterminant A, =
' 1
1 1 1+an
1 1 a1 as ... Qn
. . ; 1 B as  as a
Exercice 12. Soit ¢ = 27/ ot A, = 1 2 2men | C, =
1 en L )2 n  Qn-1 ... a1

(1) Calculer pour tout n € N* le module et [’argument det(A,) (on pourra commencer par
calculer A2).

(2) En déduire (calculer det(CA,)) la valeur du déterminant « circulant » det(C,,).

31 0 - 0
2 3 1
Exercice 13. Soit A, le déterminant de taille n suivant : A, = |y o 3 . o




(1) Montrer que Vn >2 : A, =3A,_1 —2A, 5 (avec la convention Ny =1, Ay = 3).

(2) En introduisant la suite de terme général v, = A, — A,_1,(n € N*), montrer que
A, =20+ — 1

Exercice 14. Soit P € Cx] de degré n — 1 > 0.

(1) Montrer que tout polynome @ € C,_1[z| se décompose de maniére unique sous la forme
Qx) =aoP(x)+aPlx+1)+ -+ a1 Plx+n—1).

P(x) P(x+1) P(x+n)
Pz +1 Pz +2 .. Plx+n+1
(2) En déduire pour tout réel x le déterminant A = (x, ) (rs2) @ " : :
P(x‘—|— n) Plx+n+1) ... P(:n—‘s—2n)
Exercice 15. Soient Py, Py, ..., P, € Clz| vérifiant deg(P;) = i pour tout i € {0,1,...,n}.
Pour xg,x1,...,x, € C, exprimer au moyen d’un déterminant de Vandermonde le déterminant
PQ(.TQ) Pl(xo) PP Pn(x())
P()(IE1) Pl(xl) . Pn($1)
Po(z) Pi(en) ... Pu(zn)
1 cos(Bg) cos(20p) ... cos(nbo)
o 1 cos(f1) cos(201) ... cos(nbr)
Application : pour by, ...,0, € R calculer A, = |. . : . On pourra
i cos@n) cos(26,,) cos(nby,)

commencer par démontrer que pour tout n € N il existe un unique polynéme P, € R[z| vérifiant
pour tout x € R : P,(cos(x)) = cos(nz).

Exercice 16. Calculer en établissant une relation de récurrence

¢ ct oo oo e 0
0o 1 - 1 o 1 - 1 cy ¢ ¢z o
1 e e 1 . e 0 1 2 3
e P B N e D
1 SR | c ¢y oc: ocido . 0
-1 —1 0 [y Lo 10 g, : o
cy C, Ccrocy oo ocoptt

Devoir 2. A remettre la semaine du 05/03/2013.

a+B aof 0 ... 0

T :

Exercice 17. Calculer le déterminant A, =1| o . . -
0 ... 0 1 a+p

Exercice 18. Calculer le déterminant de la matrice A = ((aij = |i — j]))1<ij<n € My(R).
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