I.N.P. 24 octobre 2012

@ Fonctions d’une Variable Réelle
EXAMEN FINAL.

@

i/ Durée 1h30, documents, calculatrices, téléphones interdits.
Les logarithmes sont tous népériemns.
I1 est attendu des candidat(e)s qu’ils fassent preuve de qualités de
rédaction, de clarté et de présentation.

Exercice 1. (Cours). (4 points) Soit f : R— R et a € R.
(1) Ecrire la définition de « f est injective ».
2) Ecrire la définition de « f est n’est pas surjective ».
3) Ecrire la définition de « f est décroissante ».

(2)
(3)
(4) Ecrire la définition de « f est n’est pas décroissante ».
(5) Ecrire la définition de « f est continue au point a ».
(6)

6) Ecrire la définition avec les suites de « f n’est pas continue au point a ».

Exercice 2. (2 points) Etudier la continuité de la fonction f : R — R définie par

ZE—{——V;Q, six #0,
flz) = .
0, st x =0.

Exercice 3. (2 points) La fonction définie pour tout x # 0 par

/1 +5sin(1012z) — /1 — sin(1012x)
X

f()

est-elle prolongeable par continuité en x =0 ¢

Exercice 4. (4 points) Soit f : R — R la fonction définie par f(z) =
(1) Déterminer f(R) (en justifiant ses affirmations).

2
1+|z|

(2) Montrer que f réalise une bijection de R sur f(R).
(3) f est-elle bornée sur R ¢ Atteint-elle ses bornes ¢
(4) Préciser f~1.

Exercice 5. (4 points) Soit f : R — R une fonction continue vérifiant
fx)- f(f(z) =1, Ve eR, et f(4024) = 1999.
(1) Montrer qu’il existe b € R tel que f(b) = 1/1999.
(2) Montrer que f prends toutes les valeurs entre 1/1999 et 1999.
(3) Calculer f(1515).
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Exercice 6. (4 points) Calculer les limites suivantes :
cos(20x) — cos(12x)

e ()T -
(1) lim e ()", (2)  lim 62 :
In(1 4 2012 in(2012
(3) tm DU gy, SnE0I2T)
z—5+00 x v—1  sin(mx)

@ % Fin de ’épreuve “* Q@
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Corrigé.
Corrigé de P’exercice 1 : C’est le cours...

Corrigé de ’exercice 2 : Pour z # 0 nous avons

Va2 || _{x-i—l, sixz >0,

r)=xr+—=x+ —
f@) T T xz—1, si x < 0.

Donc limz o, f(z) = 1 # —1 = limyo_ f(r) et f n’a pas de limite en 0, il est donc sans espoir de I’y prolonger
continuement. Sur R* elle est bien entendu continue d’aprés les formules ci-dessus.
Corrigé de ’exercice 3 : En multipliant par la quantité conjugué :

1+ sin(2012z) — 4/1 — sin(2012 i .
lim f(z) = lim V/1+5in(2012z) — /1 — sin(2012z) i 25in(2012z) _ 22012 o
@0 @0 T 2=0 z[\/1 + sin(2012z) + /1 — sin(20127)] 2

Par conséquent, si on pose f(0) = 2012 on prolonge continuement f en lorigine.

Corrigé de 1’exercice 4 : e f est clairement continue sur R comme quotient de fonctions continues, celle du dénomi-

floy= i =T ST
1+ |z o= siz <O0.

nateur ne s’annulant pas. Nous avons

f est dérivable sur R*, la valeur absolue n’est pas dérivable a ’origine et par suite la dérivabilité de f en 0 est douteuse
(en fait, f est dérivable en 0), donc pour x # 0 :

Flz) = r (1_,_#302>07 s%x>0,
1+ |z 7(1717;)2 >0, siz <O0.
f est donc strictement croissante sur R% et sur R*, étant continue a l'origine elle sera strictement croissante sur R et
donc injective. Le théoréme des valeurs intermédiaires assure alors que f(R) est un intervalle, et finalement f(R) =]—1, 1]
puisque limy 400 f(z) =1 et limg—y— oo f(z) = —1.
e f réalise donc une bijection de R sur f(R) =] —1,1].
e f(R) =]—1,1[ assure que f est bornée avec supg f(z) = 1, infr = —1. Ces bornes ne sont pas atteintes vu les variations
de f.
e On vérifie sans peine avec la premiére formule que
Y i0<
£ =12 _{ IR
yl et si —1<y<0.

Corrigé de I’exercice 5 :
(1) Pour x = 4024 on a f(4024)f(f(4024)) = 1999(1999) = 1 soit f(1999) = 1/1999.

(2) f(4024) = 1999 et f(1999) = 1/1999; étant continue, le théoréme des valeurs intermédiaires assure alors que f
prendra toutes les valeurs entre 1/1999 et 1999.
(3) Vu (2), il existe b € R tel que f(b) = 1515. Alors on aura f(b)f(f(b)) = 1515f(1515) = 1 soit f(1515) = 1/1515
(en fait, toute fonction qui sur l'image f(R) vérifie f(¢t) = 1/t convient, dans la figure ci-dessous j’ai dessiné une
telle solution... & suivre...).
Corrigé de ’exercice 6 : e Ecrivons ele”) — (e®)* = ele”) — gre = (™) [1 - eze*em}. Comme limy re — e = —o0,

e®

on aura limy o [1 — e ] = 1 si bien que d’aprés les opérations sur les limites lim 4 e — (e°)” = +oo.

e Avec les formule bien connues cos p—cos ¢ = —2sin(p+q/2) sin(p—q/2) et limg sin(u) /u = 1 nous avons w =
QSin(%)sin(W) _ 2sin((16;v) sin(4x) 8
- 1622 - 1622 zj() e
2012z —2012z —2012x
o (™) _ 20120+in(ite b= 2012 + B —) - 2012+ 1= 2013 puisque limo In(1 +u)/u = 1.
2 4 z—
e On se raméne en 0 en posant ¥ = 1 + h ; Sn(2012r2) _ sin(201274+2012xh) . sin(2012rh) 9019 puisque
sin(wx) sin(m+mh) sin(mh) z—0

limg sin(u) /u = 1.

Fin du corrigé



