I.N.P. Septembre 2012
@ %* @ Fonctions d’une Variable Réelle — Corrigé du Devoir 4. @ %* @

On se propose de démontrer [théoréme des cordes universelles de Paul Levy, 1935] que les réels
de la forme 1/n, n € N* sont les seuls ayant la propriété suivante : « pour toute fonction f €
%[0, 1]) telle que f(0) = f(1) et tout n € N*, il existe z,, € [0, 1] tel que f(x,+1/n) = f(x,) ».
(1) Soit f € €°([0,1]) telle que f(0) = f(1), supposons qu'il existe n > 1 tel que g(z) :=
f(z) — f(z+1/n) # 0 pour tout x € [0,1]; en considérant 37— g(k/n) montrer que la
condition est nécessaire.

(2) En considérant f(x) = sin®(7z/r) — xsin?(7/r), montrer que la condition est suffisante.

Solution :

(1) g continue, est sans zéros sur [0,1] donc de signe constant, par exemple strictement
positive ; mais par télescopage : 0 < S1—0 g(k/n) = f(1) — f(0) = 0 c’est absurde : la
condition est nécessaire.

(2) f(x +7r) = f(z) implique rsin?(7/r) = 0 soit r = 1/m avec m € N*. La condition est
suffisante. [
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