
I.N.P. Septembre 2012
Y j Y Fonctions d’une Variable Réelle – Corrigé du Devoir 1. Y j Y

Soit A et B deux parties non vides de R telles que ∀ (a, b) ∈ A×B : a ≤ b. Montrer que supA
et inf B existent et vérifient supA ≤ inf B.

Soit b ∈ B. Nous avons a ≤ b pour tout a ∈ A. Donc A est majoré par b soit sup(A) ≤ b.
Mais cette dernière inégalité est vraie pour tout b ∈ B : donc B est minoré par sup(A) :
sup(A) ≤ inf(B). �

Si A ⊂ R est majorée, montrer que sa borne supérieure est unique.

Sinon A admet deux bornes supérieures, disons α < β ≤ +∞. dans ce cas on aura a ≤
α < β ≤ +∞ pour tout a ∈ A, ce qui prouve que β n’est pas le plus petit des majorants.
Contradiction, CQFD. �

Soit f : [0, 1] → [0, 1] une application croissante. On désigne par E = {x ∈ [0, 1]; f(x) ≥ x}.
Montrer que E admet une borne supérieure b et prouver que f(b) = b.

• On commence par observer que f(0) ≥ 0, donc E n’est pas vide ; puis que E ⊂ [0, 1] donc
E est majoré par 1, il admet donc (c’est le cours) une borne supérieure b ∈ [0, 1].
• b = 0 implique E = {0} qui implique à son tour f(x) < x pour tout x ∈]0, 1] (car x > 0

n’est pas dans E) . f étant croissante, f(0) < f(x) < x pour tout x ∈]0, 1] soit f(0) = 0.
• Supposons donc b > 0. Alors pour tout 0 < ε < b il existe xε ∈ E : b− ε < xε ≤ b, soit par

croissance de f : f(b − ε) ≤ f(xε) ≤ f(b). Mais xε ∈ E donc b − ε ≤ xε ≤ f(xε) ≤ f(b). On
vient donc de montrer que pour tout 0 < ε < b : b− ε ≤ f(b) soit b ≤ f(b) et b = sup(E) ∈ E
(c’est donc un max). Supposons que b < f(b) par croissance de f on aura f(b) ≤ f(f(b)) qui
implique que f(b) ∈ E ce qui est absurde puisque b < f(b) et b = sup(E). Donc f(b) = b. �

Montrer pour tout x, y ∈ R :
|x+ y|

1 + |x+ y|
≤ |x|

1 + |x|
+
|y|

1 + |y|

Une étude élémentaire montre que la fonction ϕ(t) := t
1+t

est croissante sur R+. Par l’inégalité
triangulaire, on peut alors écrire :

|x+ y|
1 + |x+ y|

= ϕ(|x+ y|) ≤ ϕ(|x|+ |y|) = |x|+ |y|
1 + |x|+ |y|

=
|x|

1 + |x|+ |y|
+

|y|
1 + |x|+ |y|

≤ |x|
1 + |x|

+
|y|

1 + |y|
CQFD. �
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